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Téassé tydssa esitellddn Cholesky-hajotelma ja tarkastellaan hajotelman laskennallista tehok-
kuutta. Cholesky-hajotelmassa matriisi hajotetaan siten, ettd alkuperdinen hajotettu matriisi voi-
daan lausua hajotelmalla saadun ylakolmiomatriisin ja sen transpoosin tulona. Hajotelman avulla
pystytdan ratkaisemaan lineaarisia yhtéléryhmia, joiden kerroinmatriisit ovat reaalisia, symmetri-
sisid ja positiivisesti definiitteja.

Ty6ssé esitetdan ensin tarvittavia méaaritelmia ja lauseita Cholesky-hajotelma kannalta. Taman
jalkeen todistetaan hajotelman olemassaolo reaalisille, symmetrisille ja positiivisesti definiiteille
matriiseille. Liséksi esitelladn perusteellisesti yksi tapa maérittdd matriisille Cholesky-hajotelma.
Tavalle johdetun algoritmin tehokkuutta seka laskenta-aikoja tarkastellaan, ja saatuja tuloksia ver-
taillaan yleisesti tunnettuun LU-hajotelmaan. Vertailussa paadytaan tulokseen, jossa Cholesky-
hajotelma on tehokkuudeltaan optimaalisempi vaihtoehto. Lukijan oletetaan omaavan perustiedot
ja kasitteet matriisilaskennasta.
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1 JOHDANTO

Lineaarisia yhtaléryhmia tulee vastaan hyvin usein eri tieteenaloilla sekd monissa erilai-
sissa ongelmissa. Lineaariset yhtéléryhmat voidaan esittéda perinteisen yhtéléryhman si-
jaan kerroinmatriisien ja vektoreiden tulona. Talla tavalla tehtdessa yhtaléryhma voidaan
ratkaista kohdistamalla kerroinmatriisiin erilaisia operaatioita. Yleisesti ottaen yhtaléryh-
mien ratkaisemiseen on kehitetty useita eri tapoja ja algoritmeja, joissa ratkaisutavan
lisdksi saattaa olla suuria eroja tehokkuudessa. Ratkaisualgoritmien tehokkuus yhtalé-
ryhmien ratkaisussa on merkittava tekija tilanteissa, joissa ratkaistava yhtaléryhma on
hyvin suuri. Yksi tapa ratkaista lineaarisia yhtaléryhmia on muodostaa yhtaléryhmaa ku-
vaavalle kerroinmatriisille hajotelma, jonka avulla ratkaisu saadaan selville tehokkaasti.
Erés téllainen tydkalu on Cholesky-hajotelma.

Tassa tyossa keskitytdan Cholesky-hajotelmaan, sen muodostamiseen matriisille seka
hajotelman tehokkuuteen. Cholesky-hajotelma on muodostettavissa kerroinmatriiseille,
jotka ovat symmetrisia ja positiivisesti definiitteja. Positiivisesti definiitteja ja symmetri-
sid matriiseja esiintyy usein erilaisissa sovelluksissa ja niiden yhtaléryhmien kerroinmat-
riiseissa. Talldisia kerroinmatriiseja tulee vastaan esimerkiksi sahkdpiirien ja jousisys-
teemien matriisiyhtaléissd, seka osittaisdifferentiaaliyhtaléiden numeerisissa ratkaisuis-
sa. Tyon tavoitteena on muodostaa kasitys siitd, kuinka Cholesky-hajotelma muodoste-
taan seka millainen muodostusalgoritmin tehokkuus ja suorituskyky on.

Cholesky-hajotelmalla matriisi voidaan hajoittaa siten, etta hajotettu matriisi voidaan lausua
muodostetun ylakolmiomatriisin ja sen transpoosin tulona. Cholesky-hajotelma on yksi te-
hokkaimmista matriisihajotelmista eli sen muodostamiseen tietokoneella tarvitaan mah-
dollisimman vahan laskentaoperaatioita. Cholesky-hajotelma muistuttaa hyvin paljon LU-
hajotelmaa ja usein ajatellaankin, ettd se on LU-hajotelman erityistapaus, jossa hajotet-
tava kerroinmatriisi kattaa aikaisemmin mainitut valttamattémat ehdot. Tdméan vuoksi LU-
hajotelma on otettu mukaan tyén vertailuosioon, jossa naiden kahden hajotelman suori-
tuskykyja ja toimintaa vertaillaan toisiinsa. Cholesky-hajotelma on mahdollista muodos-
taa seka reaalisille ettd kompleksisille matriiseille. Tarkastelu tédssa tyéssa on kuitenkin
rajoitettu reaalisiin matriiseihin.

Tybn alussa esitelldén tarvittavia maaritelmia seké lauseita Cholesky-hajotelman kan-
nalta. Taman jalkeen todistetaan hajotelman olemassaolo, seka kdydaan perusteellisesti
Iapi algoritmi, jolla hajotelma saadaan muodostettua. Tyén loppupuolella keskitytdan ky-
seisen algoritmin tehokkuuteen, stabiilisuuteen seka sen laskenta-aikoihin, ja vertaillaan
algoritmin tehokkuutta LU-hajotelman vastaavaan. Néiden kahden hajotelman keskinai-



sessd vertailussa paastaan tulokseen, jossa Cholesky-hajotelma on muodostettavissa
noin puolet vahemmalla tyélla kuin LU-hajotelma ja Cholesky on siten huomattavasti no-
peampi vaihtoehto suuria matriiseja kasiteltdessa.



2 MATRIISILASKENNAN PERUSTEITA

Tasséd luvussa esitetddn tydssa kaytettyja notaatioita sekad tarpeellisia maaritelmia ja
lauseita Cholesky-hajotelman kannalta. Cholesky-hajotelma on olemassa vain symmetri-
sille ja positiivisesti definiiteille matriiseille, jolloin tarpeelliset kasitteet on hyvda ymmartaa.
Seuraavaksi esitettdvat maaritelmat ja lauseet liittyvat positiivisesti definiittitteinin matrii-
seihin, silla niitd tarvitaan tulevissa luvuissa kasiteltavissa aiheissa. Taman luvun teoriao-
suus myo6tailee David S. Watkinsin kirjan [6] teoriaa samasta aiheesta. Osaa lauseista on
hieman muutettu seka niiden todistuksia avattu lukemisen helpottamiseksi.

2.1 Maaritelmia

Perinteisen matriisin esitystavan lisdksi matriisi voidaan esittdd myos notaatiolla A =
(a;j), missa alkion a indeksien i ja j rajat maaraytyvat matriisin rivien i ja sarakkeiden j
mukaan. Symmetrinen matriisi on maaritelty matriisin transpoosin avulla. Matriisia trans-
ponoidessa sen sarakkeet ja rivit vaihtavat paikkaa keskendén eli matriisin (a;;) trans-
poosi on (aj;). Matriisin A transpoosille kaytetdan notaatiota AT.

Maaritelma 2.1. Matriisi A on symmetrinen, jos se toteuttaa ehdon AT = A.

Symmetrinen matriisi on siis peilikuva diagonaalinsa suhteen eli toisin sanoen (a;;) =
(a;;). Tama tarkoittaa, ettd symmetrisen matriisin jokainen samalla indeksilla oleva rivi ja
sarake ovat identtisia. Alla esitettynd muutama esimerkki symmetrisistd matriiseista.

_ - 31270
021 3

10 0 1 2410
2 1 45

A=1010 B= C=1245 31 (2.1)

1 41 1

00 1 713 6 2
35 1 2
- - 001 2 2

Jos n x n matriisia kerrotaan oikealta puolelta n-alkioisella nollasta eroavalla sarakevek-
torilla x ja vasemmalta sen transpoosilla xT, tuloksena on jokin skalaari x™ Ax. Matriisin
sanotaan olevan posiitivisesti definiitti, jos syntyvéa skalaari on aina positiivinen riippumat-
ta vektorista, jolla sité kerrotaan.



Maaritelma 2.2. Jos n x n nelidmatriisi A on reaalinen, symmetrinen seka toteuttaa eh-
don xT Ax > 0 kaikilla n-alkioisilla nollasta eroavilla vektoreilla x, on matriisi posiitivisesti
definiitti.

Vaikka ylla olevassa méaaritelmassa positiivisesti definiitti matriisi maarattiin symmetrisek-
si, myds epasymmetrinen matriisi voi toteuttaa endon xT Ax > 0. Esimerkiksi matriisi

toteuttaa tAman ehdon kaikilla nollasta eroavilla vektoreilla x, y, silla

2 0| |z
= 4]
2 2| |y

= 222 + 2zy + 2y
=(z+y)?+22+y*>0.

Méaaritelman mukaiset, symmetriset ja positiivisesti definiitit, matriisit omaavat positiivi-
set ominaisarvot ja niiden my6ta niiden determinantit ovat aina positiivisia. Koska naita
ominaisuuksia tullaan tarvitsemaan tulevissa luvuissa, on ylla oleva maaritelma on tassa
tydssa esitetty nimenomaan symmetrisille matriiseille.

Seuraavissa luvuissa tulee myds vastaan kéasite pddalimatriisi. Matriisin paaalimatriisi
saadaan ottamalla tietty mé&ara riveja ja sarakkeita pois matriisin loppupaésta eli siis poh-
jasta ja oikeasta reunasta. Esimerkiksi edellisen sivun esimerkeista matriisin B kaik-
ki padalimatriisit ensimmaisesté viimeiseen ovat

0213
021
0 2 _ 2 1 4 5
[0}, , 2 1 4| ja
2 1 1411
1 4 1
351 2

2.2 Lauseita

Puhuttaessa matriisin kdantyvyydesta tai ei-singulaarisuudesta, tarkoitetaan ettd matrii-
silla on olemassa kaanteismatriisi eli inverssi, joka toteuttaa yhtalén AA~! = I. Matriisin
kaantyvyyden avulla saadaan useita tuloksia seka tietoa sen kayttaytymisesté ja ominai-
suuksista matriisiyhtéldissé. Alla olevassa lausessa esitetddn matriisin kdantyvyydelle
yhtapitavia ehtoja. Tama tarkoittaa, etta yhden ehdon ollessa voimassa ovat kaikki muut-
kin ehdot tosia.

Lause 2.1. Olkoon A n x n nelibmatriisi. Seuraavat neljd ehtoa ovat yhtdpitavia.



1. Matriisilla A on yksikdsitteinen kdanteismatriisi A='.
2. Yhtélélld Ay = 0 on vain triviaali ratkaisu 'y = 0.

3. Yhtélélld Ax = b on yksik&sitteinen ratkaisu.

4. det(A) # 0.

Todistus. Lause[2.1]on todistettu l&hes sellaisenaan kirjassa [1} s. 61 lause 4.3]. O

Tulevien lukujen kannalta lause on erittain kaytédnndllinen, silla lausetta voidaan soveltaa
aina positiivisesti definiitille matriisille. Tama todistetaan seuraavassa lauseessa. Lauseen
todistuksessa osoitetaan, etta positiivisesti definiitin matriisin determinantti on aina suu-
rempi kuin nolla, jolloin ylla olevan lauseen kaikki ehdot toteutuvat.

Lause 2.2. Lauseen[2.1| ehdot ovat voimassa positiivisisesti definiitille matriisille.

Todistus. Positiivisesti definiitti matriisi toteutti maaritelmansa mukaan ehdon xTAx > 0
kaikilla ei-nollavektoreilla x. Olkoon A\ matriisin A jokin ominaisarvo ja x siihen liittyva
ominaisvektori. Talléin matriisitulo x*T Ax voidaan esittada matriisin A ominaisarvon avulla,
jolloin xT Ax = x*Ax. Ominaisarvon \ suhteen ratkaistuna saadaan

xTAx xTAx

xTx  [jx|]?

A= > 0.

Positiivisesti definiitin matriisin ominaisarvot ovat ylla olevan yhtélén nojalla aina positiivi-
sia. Matriisin A determinantti voidaan lausua sen ominaisarvojen tulona [2, s. 348]

Yhtoldsta ndhdéan, etta positiivisesti definiitin matriisin determinantti positiivisten lukujen
tulona on aina suurempaa kuin nolla ja lauseen[2.1] ehto 4. on voimassa. O

Joskus saattaa tulla vastaan tilanne, jossa voidaan muodostaa positiivisesti definiitti matr-
siisi. Tallainen tilanne esintyy muunmuassa pienimman nelidSsumman menetelmissa, jos-
sa matriisia kerrotaan sen transpoosilla. Seuraava lause antaa helpon tavan muodostaa
positiivisesti definiittejd matriiseja kertomalla ei-singulaarinen matriisi transpoosillaan.

Lause 2.3. Olkoon M jokin n x n ei-singulaarinen matriisi ja olkoon A = MTM. T4ll6in
matriisi A on positiivisesti definiitti.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd matriisitulosta MTM syntyva matriisi A on symmetri-
nen. Matriisitulon transpoosille on olemassa seuraavat laskusdannét

BC)T =cT™BT ja BT =B.



Nain ollen matriisin A transpoosi
AT =M™™M)T = M™TT =M™ = A.

Vield pitéd4 osoittaa, ettd matriisi A toteuttaa endon xT Ax > 0 kaikilla nollasta eroavilla
vektoreilla x. Olkoon y = Mx siten, ettd yT = xTMT. Talléin ehto xTAx > 0 saadaan
muotoon )
xTAx = xTMTMx = yTy = Z:yl2 > 0.

i=1
Vektori y on ei-singulaarisen matriisin M ja nollasta eroavan vektorin x tulona aina eri-
suurta kuin nolla Lauseen kohtien 2. ja 3. nojalla. N&in ollen xT Ax > 0 kaikilla nol-
lasta eroavilla vektoreilla x ja matriisi A on positiivisesti definiitti. O



3 CHOLESKY-HAJOTELMA JA SEN LASKENTA

3.1 Cholesky-hajotelma

Cholesky-hajotelma on hyddyllinen tyékalu symmetristen ja positiivisesti definiittien ker-
roinmatriisien hajottamiseen yl&- ja alakolmio muotoihin. Hajotelman avulla pystytaén
ratkaisemaan matriisiyhtaléité, kunhan kerroinmatriisi kattaa Cholesky-hajotelman valtta-
mattdmat ehdot. Jos matriisille voidaan muodostaa Cholesky-hajotelma, myés LU-hajotelma
kyseiselle matriisille on mahdollista muodostaa [2]. Cholesky-hajotelman etuna on kuiten-
kin, ettd sen algoritmi kolmiomatriisien muodostukseen on nopeampi kuin LU-hajotelman
vastaava. Taté kasitellaan tarkemmin luvussa 4.

Lause 3.1. Cholesky-hajotelma(Cholesky decomposition theorem). Olkoon n x n matriisi
A posiitivisesti definiitti. Talléin matriisi A voidaan muodostaa yksikasitteisesti yldkolmio-
matriisin R ja sen transpoosin RT matriisitulona A = RTR.. Matriisia R kutsutaan mat-
riisin A Cholesky-tekijédksi (Cholesky factor) ja sen diagonaalialkiot r;; ovat positiivisia.

Todistus. Todistus noudattelee N. J. Highamin kirjassa [3] esitettya todistusta hajotelmal-
le. Todistetaan lause induktiolla. Lause on selvasti voimassa kun n = 1. Oletetaan, et-
ta lause on voimassa n — 1 kokoiselle matriisille. Tall6in oletuksen mukaan matriisin A
paaalimatriisilla A,,_; on Cholesky-hajotelma A,,_; = RT,_;R,,_;. Oletetaan seuraa-
vaksi, ettd positiivisesti definiitille matriisille A voidaan muodostaa Cholesky-hajotelma
A = RTR seuraavasti:

A, 1 c R . 0| [R,.1 r
A= VY =RrTR= | ! ! (3.1)
' r’ b 0 b

Jotta yllaoleva hajotelma on mahdollista muodostaa, tulee 16ytya yksikasitteinen vektori r
ja skalaari b, jotka tdydentevat matriisit R ja R™T niiden p&&alimatriisien kanssa. Matriisi-
tuloa (3.1) tarkastelemalla saadaan kyseiselle vektorille ja skalaarille yhtalot

RZ;_lr =c, (32)

r'r +b? = a.

Koska matriisi RZ_; on kolmiomatriisi, sen determinantti on suurempaa kuin nolla posi-
tiivisten diagonaalialkioiden tulona. Taten voidaan soveltaa Lausetta 2.1]ja sen kohtaa 3.



Nain ollen yhtélélla (3.2) on yksikasitteinen ratkaisu vektorille r. Yhtalésta (3.3) voidaan
ratkaista skaalari b, jolloin b = va — rTr. Termin a — rTr tulee olla suurempaa kuin nol-
la, jotta matriisi R pysyy reaalisena. Tdma voidaan osoittaa blokkimatriisin determinantti
kaavalla

A B
det = det(A — BD'C)det(D) |[5]. (3.4)
C D

Sovellettaan blokkimatriisin determinantti kaavaa kohdan (3.1) positiivisesti definiitille mat-

riisille A. Talldin saadaan
An—l (&
det(A) = det
CT a

1
= det(An_l —C— CT) a> 0.
a
Oletuksen mukaan matriisi A,,_; voidaan esittda matriisien RZ_, ja R,,_; tulona. Vektori
c saadaan yhtaldsta (3.2) ja sen transpoosi transponoimalla kyseinen yhtald, jolloin

1 1
det(A,_1 —c . ca=detR!_ R, ; —RI ;rr'R, 1-)a
a

= det (RZ_I(I - irrT)RM) a
— det(RT_,)det(R,,_;)det(I — %rrT)a

_ det(A,_)det(1 — érTr)a
=det(A,_1)(a —rlr) > 0. (3.5)

Yhtaldstéa (3.5) on suoraan nahtavissa, ettd termi a — r’r > 0, silla matriisi A,,_; on
positiivisesti definiitti. Nain ollen yksik&sitteinen Cholesky-hajotelma on olemassa. O

3.2 Cholesky-metodi ja algoritmi

Cholesky hajotelman laskemiselle on kehitetty useita eri algoritmeja. Tassa aliluvussa ka-
sitellddn naista yhta keskeisinta ja ehka helposti ymmarrettavinta, seka osoitetaan kuin-
ka matriisi R saadaan muodostettua. Esiteltdvassa algoritmissa hajotelma muodostetaan
yksittéisten alkioiden ja niisté syntyvien sisatulojen avulla.

Toinen yleisesti kdytetty tapa on maérittda hajotelma matriisiblokkien avulla. Téssé tavas-
sa algoritmi toimii rekursiivisesti eli itse hajotelman muodostamiseen kaytetdan Cholesky-
hajotelmaa pienemmissa osissa, jolloin suurten matriisien kasittelyssa tietokone pystyy
kayttamaan valimuistia ja rinnakkaisuutta erittéin tehokkaasti [6]. T&man aliluvun sisaltd
on David S. Watkinsin kirjasta [6], mikali toisin ei mainita.



Pyritddn muodostamaan menetelm3, jolla Cholesky-hajotelma on mahdollista muodos-
taa. Kirjoitetaan matriisitulo A = RTR auki ja tarkastellaan sité.

aip a2 Gz - Aip rn 0 0 0 i1 T2 T13 - Tin
a1 Q2 a3 - Q2p rig 1o 0 0 0 799 T93 -+ Ton
agy a3z a3z - A3p | = [T13 723 733 0 0 0 1733 -+ T34
0
Gpl anp2 Gp3 - dpp Tin T2n T3n ' Tnn 0 0 0 Tnn
_ - o (3.6)

Matriisin A alkio a;; on matriisin RT i:nnen rivin tulo matriisin R j:nnen sarakkeen kans-
sa. Tarkastellaan matriisin RT ensimmaista rivia ja sen tuloa j:nnen sarakkeen kanssa,
jolloin saadaan yhtalé

aj = riiry + O0rgj + Org; + -+ + Oryy = 111715, (3.7)

Alkion r1; maarittdminen on helppoa. Kun indeksi j = 1, saadaan yhtaldsta

a11 = r},, josta saadaan ratkaistua matriisin R ensimmainen diagonaalialkio 71, = +./a;.
Diagonaalialkioiden r;; on oltava maaritelménsa mukaan positiivisia, eli valitaan positiivi-
nen vaihtoehto r;; = /a1;. Kun on tiedossa ensimmainen diagonaalialkio 711, voidaan
ratkaista matriisin R ensimmaisen rivin loput alkiot ry; yhtalosta (3.7).

Ty =—, j=2,...,n. (3.8)
T11
Saatu ensimmainen rivi on samalla matriisin RT ensimmainen sarake. Matriisin RT tois-
ta rivid maaritettiessd ainoastaan kaksi alkiota r15 ja r9o ovat nollasta eroavia. Tall6in
saadaan matriisitulosta (3.6) seuraava yhtélé samalla tyylilla kuin yhtald (3.7), eli

Q25 = T12715 + T22725. (3.9)

Kun j = 2 yhtal6 saa muodon ass = 7%, + r3,. Tiedossa on jo alkion ;5 arvo, jolloin yh-
talosté voidaan ratkaista toinen diagonaalialkio ros = 4+/ag9 — 2,. Tassékin diagonaa-
lialkion tapauksessa valitaan positiivinen vaihtoehto eli o3 = /a2 — 73, Kun toinenkin
diagonaalialkio on selvitetty, yhtéléssa ainoa tuntematon on alkio ro;. Nain ollen voi-
daan maarittdd matriisin R toisen rivin loput alkiot kyseisesta yhtal6sta ratkaisemalla se
alkion r5; suhteen, jolloin

az; — r12714
rzj:%, j=3,...,n (3.10)
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Kéytetty menetelma voidaan yleistda i:nnelle riville, olettaen, ettd i — 1 edellista rivia on
médaritetty samaan tapaan. Ainoastaan ¢ ensimmaista alkiota eroavat nollasta matriisissa
RT tarkasteltaessa i:nnetta rivia. Kerrottaessa matriisin R j:nnett saraketta matriisin
RT i:nnell rivilla saadaan yhtalo

Qi = T13T15 + 7225 + ... T 714715 + TiTij- (31 1)

Koska ensimmaisten i — 1:n rivin kaikki alkiot on jo maaritetty, ainoat tuntemattomat alkiot
ovat r;; ja r;;. Maéritetd&n ensin diagonaalialkio r; asettamalla j = 7. Talléin yht&l6 (3.11)
saa muodon

2 2 2 2
Qig = Ty Ty + o+ T
Josta edelleen saadaan ratkaistua tuntematon diagonaalialkio

i—1

iy —Zr%i. (312)

k=1

Taman jalkeen matriisin RT maarittdmattdman rivin i alkiot r;; voidaan ratkaista yhtalosta
(3.11).

i—1
<aij = 2= Tlcirkj> o
Tij = - ) j=i+1,...,n. (3.13)
n

Kyseista menetelmaa kutsutaan Cholesky-metodiksi (Cholesky’s method). Menetelméaéan
perustuvia tapoja maarittda Cholesky-hajotelma matriisille kutsutaan sisatuloalgoritmeik-
si (inner-product formulation) yhtaldissa (3.12) ja (3.13) esiintyvien sisatulojen vuoksi.

Toisaalta yhtaloa katsoessa voisi olettaa, etta joillakin matriiseilla neliGjuuren si-
sélla oleva lauseke saisi joissakin tapauksissa negatiivisia arvoja, jolloin diagonaalialkio-
ta r; ei voisi maarittdd. Nain ei kuitenkaan positiivisesti definiitin matriisin tapauksessa
voi kdyda. Jos téllainen tilanne tulee vastaan niin matriisi A ei ole positiivisesti definiitti.
Cholesky-hajotelman muodostaminen toimiikin testind matriisin positiivisesti definiittisyy-
delle ja sita siihen kaytetaankin. Kaikki positiivisesti definiitit matriisit Iapaisevat Cholesky-
metodin ilman virheité ja ei positiivisesti definiitin matriisin tapauksessa hajotelman muo-
dostaminen pysahtyy jossain vaiheessa. Pysahtyminen tapahtuu juuri nelidjuuren sisallén
mennessa negativiiseksi. [2 s. 164]

Eras tallainen sisatuloihin perustuva algoritmi on Cholesky-algoritmi (Cholesky’s algo-
rithm), jonka suoritusvaiheet perustuvat ylla esitettyyn Cholesky-metodiin. Alla olevan
pseudokoodin tarkoitus on havainnollistaa algoritmin toimintaa yll& olevan avauksen li-
saksi. Sanallisesti kuvattuna algoritmissa kaydaan silmukassa matriisin A jokainen ri-
vi l1api. Jokaisen rivikasittelyn aikana lasketaan ensin R matriisin r;; diagonaalialkio k-
silmukassa ja sen jalkeen r; diagonaalialkion oikeallapuolella samalla rivilla olevat alkiot
ri; j-silmukassa.
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fori=1,...,ndo
fork=1,...,i—1do
| @i < ay — af;
end
Qi < A/ Q4 (Tama on 7“1'@')
forj=i+1,...,ndo
fork=1,...,i—1do
| Gij < Qij — Qg
end
Qij — aij/aii (Tama on 7“1']')
end
end

Algoritmi 1: Esimerkki Cholesky-algoritmista [6].

Algoritmissa maaritetdan vain ylakolmiomatriisin diagonaali seké& sen ylépuolella olevat
alkiot, silla diagonaalin alapuolella alkiot ovat pelkkid nollia eik& niitd luonnollisesti tarvitse
laskea tai tallentaa mihinkdan. Ylakolmiomatriisi voidaan tallentaa matriisin A alkioiden
paalle, kuten pseudokoodissa tehdaan, jolloin ylimaaraista tilaa ei tarvitse varata, silla
matriisin R alkioiden ollessa tiedossa ei matriisin A alkioita en&éan tarvita.

3.3 Laskenta-ajoista

Tarkastellaan Choleskyn-metodiin perustuvaa Cholesky-algoritmia ja sen vaatimaa las-
kentamaaraa. Tietotekniikassa tietokoneen suorituskykyd mitataan flopseina (Floating
point operations per second), joka siis kertoo kuinka monta laskutoimitusta tietokone pys-
tyy suorittamaan sekunnin aikana. Algoritmien tehokkuudesta puhuttaessa térkeaa ei ole
kauanko algoritmin madrittdminen kestaa ajallisesti, silld siihen vaikuttaa moni asia. Vai-
kuttavia asioita ovat muunmuassa tietokone, jolla algoritmi py&rii, ohjelmointikieli ja kdan-
tajat. Mielekkddmpaa on puhua algoritmin kayttamien laskutoimitusten maaran muutok-
sesta sybtteen koon muuttuessa. Eli matriisien tapauksessa voidaan puhua siitd miten
algoritmin laskentaoperaatioiden maaré muuttuu, kun esimerkiksi algoritmiin syotettavan
matriisin koko kaksinkertaistuu. Kun tarkastellaan algoritmin kayttdmia laskentaoperaa-
tioita suoritusajan sijasta, voidaan eliminoida algoritmin suoritusaikaan vaikuttavat muut-
tujat pois tarkastelusta. Talléin saadaan tarkasteltua algoritmin tehokkuutta olosuhteista
riippumattomana kokonaisuutena, jossa kiinnitetddn huomiota vain laskentaoperaatioi-
den maaraan.

Cholesky-algoritmissa molemmissa k-silmukoissa tehdéén kaksi laskutoimitusta. For-silmukoiden
toistomaara algoritmissa nahdaan niille asetetuista rajoista. Talléin i-silmukan sisalla ole-
vassa ensimmaisessa k-silmukassa suoritetuille flopseille saadaan summaksi

1
2=2
1 =1

n(n —1) ~ (3.14)

2—1

M:

n

=1

e
Il
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Samaan tapaan lasketaan toiseen k-silmukkaan kaytetyt flopsit, jolloin kyseisen silmukan
kokonaisflopsi m&éra on

n n -1
2222
i=1 j=i+1 k=1
Puretaan summa auki kayttamalld summakaavoja
n(n+1)

4 5 J

M:

1
2 _ n(n+1)(2n+1)
= : .

M=

s
Il
i

Talléin kokonaisflopsi méaaraksi saadaan

n n 1—1 n n
2.2 2.2=2) ) (-
i=1 j=1+1 k=1 =1 j=i+1

=2 (n—i)(i—1)
=1

n
=2 (ni—i*—n+i)
1=1

=n?(n+1) - %n(n—l— 1)(2n+1) — 2n% +n(n+ 1)

2n
_n2 2
n+3

Q

SERALY

(8.15)

Huomiotavaa kaytettyjen flopsien laskennassa on, ettd matriisin rivien méaaran n kasvaes-
sa suureksi, termi n? on huomattavasti suurempi kuin n2. N&in ollen vaadittuja laskutoi-
mituksia voidaan hyvin approksimoida jattamalla pienimmat potenssit tuloksesta pois.
Ensimmaisen silmukan flopsi maara on huomattavasti pienempi isoilla n:n arvoil-
la kuin jalkimmaisen (3.15) silmukan. Taten Cholesky-algoritmin vaatiman flopsimaéran
voidaan approksimoida olevan n3/3 [6]. Kyseiselld algoritmilla matriisin koon kaksinker-
taistuessa algoritmin vaatima flopsimaara siis kahdeksan kertaistuu.

3.4 Numeerinen stabiilius

Numeriisella stabiiliudella tarkoitetaan algoritmin suorituksen tasapainoisuutta. Tietokone
pyoristad liukulukuja laskutoimituksissa ja moneen kertaan tapahtuvat pienet virheet voi-
vat muodostaa suurta virhetta algoritmin lopputulokseen. Algoritmin sanotaan olevan nu-
meerisesti stabiili, jos algoritmin suorituksessa virheet eivat moninkertaistu. Talldin suo-
rituksen aikaiset virheet pysyvéat vaaditun tarkkuuden sisalld ja saatua tulosta voidaan
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pitédad luotettavana.

Tarkastellaan Cholesky-hajotelman stabiiliutta kahden tuloksen kautta. Jos matriisiyhta-
I6lle Ax = b muodostetaan Cholesky-hajotelma, voidaan sen stabiiliutta tarkastella vek-
torin x 2-normin ||x||2= (xTx)/2 ja matriisinormin ||A|j2= maxy.o||Ax||2/||x||2 avulla.
Positiivisesti definiitille matriisille on voimassa ||A||2= max(};), missd A; on matriisin A
ominaisarvo. Jos Cholesky-hajotelma saatin muodostettua algoritmin avulla, muodoste-
tuun R matriisiin sisaltyy virhetta liukuluvuilla laskettaessa. Muodostettu matriisi R toteut-
taa ehdot [4]

RTR=A +AA, (3.16)
[|AAL|]2 < e1n’ul|Alls. (3.17)

Ylemmassa yhtalossa matriisi AA; on laskennassa muodostunut virhe. Alemman
yhtaldén (3.17) ¢; on jokin rivimaarasta n riippuva suhteellisen pieni vakio ja v tarkoit-
taa tietokoneen laskenta tarkkuutta. Useimmat nykyajan tietokoneet pystyvat laskemaan
tarkkuudella 27°3 ~ 1.1 x 10716, Virhetulosta voidaan tulkita siten, etté laskettuun
R matriisiin syntyy virhettd AA,; verran. Télle syntynyneelle virheelle saadaan ylaraja
yhtalosta (3.17), mika yleisesti ottaen on hyvin pieni [4].

Cholesky-hajotelmalla ratkaistu matriisiyhtélén Ax = b ratkaisu x toteuttaa ehdot

(A+AAy)%=b (3.18)
|AAs||2 < can®ul|Alfs. (3.19)

Saatua virhetulosta voidaan tulkita siten, etta oikeasti algoritmi ratkaisee matriisin (A +
AAs)z = b ratkaisun. Matriisin AA, suurin mahdollinen vaikutus yhtaléon saa-
daan yhtélésta (3.19). Cholesky-hajotelman tapauksessa tatd vaikutusta voidaan pitaa
mitattdmana, jolloin laskettua ratkaisua % voidaan pitda alkuperdisen yhtalon Ax = b
oikeana, luotettavana ratkaisuna. [4]

Cholesky-hajotelman numeerinen stabiilius seuraa epayhtalésta

7
2 2 .
TijSE Tkj = Gjj-
k=1

Tama kaytanndssa tarkoittaa, ettd matriisin R alkiot rajautuvat alkuperaisen hajoitetun
matriisin A diagonaalialkioiden mukaan. Eli siis esimerkiksi R matriisin j :nnen sarak-
keen jokaisen alkion nelid on pienempaa tai yhtdsuurta kuin matriisin A diagonaalialkio
a;;. Koska matriisin R Kkaikki alkiot r;; ovat tall& tavalla rajoitettuja, on Cholesky-hajolma
stabiili [2, s. 165].
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4 CHOLESKY-HAJOTELMAN SUORITUSKYKY
LU-HAJOTELMAAN VERRATTUNA

Aikaisemmin mainittiin, ettd jos Cholesky-hajotelma on mahdollista muodostaa jollekin
sen ehdot tayttavélle matriisille, myds LU-hajotelma on muodostettavissa. Tilanne ei kui-
tenkaan ole sama painvastoin eli laheskaan kaikille LU-hajotelman omaaville matriiseille
ei voida muodostaa Cholesky-hajotelmaa. Usein ajatellaankin, ettd Cholesky-hajotelma
on LU-hajotelman eritystapaus, jossa symmetrisyytta kdytetdan hyvaksi hajotelmaa muo-
dostettaessa. Tarkoituksena tassé luvussa ei ole kdyda LU-hajotelman algoritmeja tar-
kasti 1&pi, vaan vain kertoa miten ne olennaisesti eroavat Cholesky-hajotelman vastaa-
vista sek& miten ndma erot vaikuttavat hajotelmien suorituskykyyn.

Molemmat hajotelmat pyrkivat samaan lopputulokseen, jossa pyritdan lI6ytamaan ratkai-
su x johonkin lineaariseen yhtaléryhméaan Ax = b. Ratkaisutapa molemmilla tavoilla
on identtinen. Ensin hajoitetaan matriisi A yla- ja alakolmio muotoihin, mink& jalkeen
ratkaistaan kaksi eri matriisiyhtélda. Choleskyn tapauksessa ratkaistaan ensin yhtalésta
RTy = b vektori y, mink4 jalkeen voidaan ratkaista yhtalostd Rx = y alkuperaisen yhta-
I6n Ax = b ratkaisu x. LU-hajotelman prosessi on muutoin sama, mutta yhtalét esitetdan
L ja U matriisien avulla muodossa Ly = b ja Ux = y. Oleellinen asia koko operaa-
tion kannalta on, ettd olemmat hajotelmat vaativat yhta paljon laskentaoperaatioita ha-
jotelman jalkeisessa sijoitusvaiheessa. Taman vuoksi laskenta-aikojen kannalta eroa eri
hajotelmilla ratkaistaessa syntyy vain itse hajotelman muodostamisessa. Sijoitusvaiheen
operaatioiden maara on luokkaa n? [2], jolloin suurilla sy6tteen ko'oilla koko prosessin
vaatima aika maaraytyy kaytetyn hajotelman ja sen laskentaoperaatioiden mukaan.

Edellisessé luvussa Cholesky-hajotelman muodostamiselle saatiin tulokseksi n?/3 las-
kentaoperaatioita. LU-hajotelman muodostamiseen vaaditaan sen sijaan 2n3/3 lasken-
taoperaatioita [2]. LU-hajotelma muodostetaan kertomalla hajotettavaa matriisia Gaus-
sinmatriiseilla, jotka muuttavat matriisin ylakolmiomuotoon. T&dma vaihe LU-hajotelmassa
vaatii saman verran laskentaoperaatioita, kuin Cholesky-hajotelman algoritmi. Cholesky-
hajotelmassa alakolmiomatriisi saatiin suoraviivaisesti transponoimalla ylakolmiomatrii-
si, kun taas LU-hajotelmassa tulee viela maarittda erikseen etsittdva alakolmiomatriisi.
Tama maaritys vie jalleen saman maaran operaatioita kuin ylakolmion maaritys, min-
k& vuoksi Cholesky-hajotelma selvida puolet vahemmalla tyélla. Nain ollen Cholesky-
hajotelma on puolet nopeampi verrattuna LU-hajotelmaan. Molempien algoritmien vaati-
mat laskentaoperaatiot ovat samassa kertaluokassa »*. Tama tarkoittaa, ettd molemmat
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algoritmit hidastuvat yhta nopeasti sy6tten koon kasvaessa. Eli kummassakin tapauk-
sessa sybtteen koon kaksinkertaistuessa algoritmien vaatimat ajat kahdeksankertaistu-
vat. Tama ei kuitenkaan tarkoita, etteikd Cholesky-hajotelmaa kannattaisi kayttaa, vaan
nimenomaan suuria matriiseja kasiteltdessa Cholesky-hajotelmalla selvida pienemmalla
tyodlla, vaikkakin se hidastuu suhteessa yhtdnopeasti kuin LU-hajotelman algoritmi.

Toinen Cholesky-hajotelman hyva puoli on, ettd se kuluttaa vahemman tietokoneen muis-
tia. Cholesky-hajotelman yla- ja alakolmiomatriisin tallennukseen kuluu muistia puolet va-
hemman verrattuna LU-hajotelmaan. LU-hajotelmassa seka yla- etta alakolmiomatriisi tu-
lee tallentaa muistiin, kun taas Choleskyn tapauksessa riittda pelkan ylédkolmion tallennus
sen transpoosiominaisuuden vUoksi.
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5 YHTEENVETO

Tydssa tutkittiin Cholesky-hajotelmaa ja todistettiin sen olemassaolo matriiseille, jotka
ovat reaalisia, symmetrisia ja positiivisesti definiitteja. Taman lisaksi ty6ssa esiteltiin yksi
tapa maarittda Cholesky-hajotelma matriisille, seka tarkasteltiin kyseisen tavan algoritmia
ja sen tehokkuutta. Algoritmin tehokkuutta ja suorituskykya vertailtiin LU-hajotelmaan se-
ka perusteltiin, miksi Cholesky-hajotelma on naista kahdesta kaikilla tavoin optimaalimpi,
jos sita vain pystyy soveltamaan. Tydssa tarkasteltu algoritmi on hyvin yleisesti kaytet-
ty tapa muodostaa Cholesky-hajotelma. Liséksi on olemassa tapoja, joissa hajotelman
muodostamiseen kaytetdan matriisiblokkeja ja rekursiota. Naihin tapoihin ei tdssa tydsséa
perehdytty, mutta mainitsemisen arvoista kuitenkin on, ettd Cholesky-hajotelma on jois-
sakin tapauksissa mahdollista muodostaa tehokkaammin téllaisilla blokkimatriiseja hyo-
dyntavilla algoritmeilla.

Kaiken kaikkiaan Cholesky-hajotelma on hyédyllinen ja tehokas tyékalu lineaaristen yhta-
I6ryhmien ratkaisuun, jos yhtaléryhméan kerroinmatriisi kattaa Cholesky-hajotelman valt-
tamattdmat ehdot. Vaatimukset reaalisuus, symmetrisyys ja positiivisesti definiittisyys
ovat kerroinmatriisille kuitenkin melko kovat, silla satunnainen matriisi ei toteuta naita
vaatimuksia juuri koskaan. Nain ollen Cholesky-hajotelman kaytén voidaan ajatella koh-
distuvan tiettyihin, erikoistapauksina pidettaviin, tilanteisiin. Toisaalta matriisin reaalisuus
ei ole valttamatdnta, vaikka tyéssa matriisit rajattiin reaalisiksi. Kompleksisille matriiseille
voidaan my6s muodostaa Cholesky-hajotelma, mutta tallaisten tapauksien tarkastelua ei
tahan tydhon siséllytetty.
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