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Lyhenteet ja merkinnat

N Luonnollisten lukujen joukko {1,2,3,...}.

7 Kokonaislukujen joukko.

R Reaalilukujen joukko.

O Todistuksen loppu.

f~g Funktio f : A — R on ekvivalentti funktion g : A — R kanssa,

missd A C R. Toisin sanoen funktiot ovat samat melkein kaikkialla,

eli jos B C A on nollamitallinen joukko, on f = g joukossa A\ B.



Johdanto

Tassa kandidaatintyossa kaydadn lapi erds todistus Gibbsin ja Wilbrahamin ilmion
olemassaololle mielivaltaisen, vahintdan yhden hyppaysepéjatkuvuuskohdan omaa-
van funktion g : R — R tapauksessa. Tyo alkaa vaadittavan teorian kertaamisella ja
muutaman uuden méaritelmén, kuten Dirichlet’'n ytimen esittelylla, jonka jalkeen

itse todistus esitetddn.

Gibbsin ja Wilbrahamin, Gibbs—Wilbrahamin tai vain Gibbsin ilmitssa on kyse sii-
ta, ettd jos funktiolla f on hyppéysepéajatkuvuuskohta t., esiintyy sen ympéristos-
sé funktion Fourier'n sarjakehitelméassa varahtelyé, jota ei saada katoamaan vaikka
sarjan osasummien termien maéran eli laskentatarkkuuden antaisi kasvaa rajatta.
[lmioén esiintyminen tullaan osoittamaan tarkastelemalla erdén funktion f Fourier'n
sarjakehitelméan tasaista suppenemista kohti tietyn apufunktion A Fourier'n sarja-

kehitelméaa.

[lmi6 tunnetaan yleisesti nimelld ”Gibbsin ilmi6é”, mutta kunnianosoituksena usein
unohdetulle, vuonna 1948 ilmién alun perin havainneelle Henry Wilbrahamille |1}
viitattu 2, s. 20], on téssa tyossé ilmiosta kaytetty myos ylla mainittuja nimié. Var-
sinainen todistus ilmiolle tehtiin ensimmaista kertaa vasta noin 60 vuotta sen alku-
peréisen havaitsemisen jalkeen Maxime Bocherin toimesta, vuonna 1906 [3; viitattu
2, s. 20].



Teorian kertausta ja muutamia

avustavia tuloksia

Tassa luvussa kéasitelladn tyon ymmartamisen kannalta tarkeimpiad méaritelmia ja
lauseita, erityisesti Fourier-analyysin puolelta. Luvun alkupuoli on omistettu perus-
kasitteiden kertaamiselle, mutta myohemmin esitetadn kokemattomammalle mate-

maatikolle todennakoéisesti vihemmén tuttuja késitteita ja tuloksia.

2.1 Peruskasitteita Fourier-analyysista

Fourier-analyysin erds perustavanlaatuinen pyrkimys on esittaé jaksollisia funktioi-
ta sarjamuodossa. Vaikka tama ei ole itse tutkitun aiheen kannalta keskeinen asia,
on hyva palauttaa mieleen mita jaksollisuus ylipaatdan tarkoittaa ja mitké sen seu-

raukset ovat.

Maéaritelma 2.1.1 (Jaksollinen funktio). Funktion f : R — R sanotaan olevan
jaksollinen, jos funktion arvot toistuvat sdannollisin vélein [4) s. 282]. Toisin sanoen,

jos funktion f jakso on T', on jokaisella muuttujan ¢ arvolla voimassa yhtalo

ft+mT) = f(t), meZ.

Madsritelma 2.1.2 (Funktion taajuus ja kulmataajuus). Maéritelmén mu-
kaisen funktion f taajuus v ilmaisee, kuinka monta kertaa funktio kiy jaksonsa T
lapi tietyn yksikon aikana. Madritellaan siis taajuus v osamaarana

1

V= —.

T
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Fysikaalinen suure kulmataajuus w taas kertoo, kuinka monta kertaa kappale pyo-
rahtdd pyorahdysakselinsa ympéri yhden jakson aikana [4, s. 282]. Toisin sanoen
kulmataajuutta kuvaa yhtalo

2m

w vz T

Kun funktioista ollaan muodostamassa Fourier’'n sarjaesitysté, on tarpeellista laskea

funktion niin kutsuttuja Fourier'n kertoimia.

Maéritelméa 2.1.3 (Fourier'n kerroin). Olkoon funktio f: R — R jakson T = 27

omaava integroituva funktio. Télloin sen Fourier’n kerroin f(n) mééritellaan

fny = o [ fe i ar.

" 2r )

Itse Fourier'n sarjaesitys muodostetaan alla esitetyllé tavalla.

Maaritelma 2.1.4 (Funktion Fourier'n sarja). Olkoon funktio f ja sen Fourier'n
kerroin méaritelty kuten madritelmassa [2.1.3] Talloin funktion f Fourier’n sarja

Soof ~ f mééritellidn sarjan osasummien Sy f = S0 f(t)el™ jonon (Syf) raja-

arvona:
00 N
T T 7 int @ . .
Seof = A}l_I)Iloo Snf = A}l_I)Iloo nzz_:oo f(n)e™ = 5 + A}gn@%(an cos(nt) + by, sm(nt)) :
Téassd N € N ja kertoimet [4} s. 286]
1 T
a, =— [ f(t)cos(nt)dt (2.1.1)
™J-m
ja
1 gy~ )
b, = —/ f(t)sin(nt) dt. (2.1.2)
™ J—m

Seuraavaksi esitellaan Gibbsin ilmion ilmenemisen todistamisen kannalta erittain

tdarked funktio ja tutkitaan sen ominaisuuksia.

2.2 Dirichlet’n ydin

Funktioiden f Fourier'n osasummien Sy f termeissé esiintyy kerroin e, joten on
mielekasta tutkia naiden kertoimien summauksen seurauksia. Tata varten tehdaéan

seuraava madaritelma.



2.2. Dirichlet’n ydin 4

Maaritelmé 2.2.1 (Dirichlet’n ydin). Dirichlet’n ydin Dy : R — R on N-asteinen

trigonometrinen polynomi

N
DN(t) — Z eint7
n=—N
joka voidaan kirjoittaa myos muodossa
N
Dn(t) =142 cos(nt) (2.2.1)
n=1

kayttamaélla kosinin kompleksiseen esitystapaan perustuvaa yhtalod

2 cos(nt) = e +e .

Seuraavan apulauseen mukaan Dirichlet’n ydin, jonka kuvaajia on esitetty kuvassa

[2.1] on esitettévissd suljetussa muodossa.

Apulause 2.2.2 (Dirichlet’n ytimen suljettu muoto). Mééritelméan mukainen

funktio voidaan esittad muodossa

sin ( (2N2+1)t)

sin(%)

Dy(t) = (2.2.2)

= Dy(t)
= Dy(t)
— D(t)

Kuva 2.1 Dirichlet’n ytimen kuvaajia eri parametrin N arvoilla. Huomataan keskimmai-
sen piikin oheneminen ja kasvaminen, kun N kasvaa.
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Todistus. Koska Dirichlet’'n ydin on geometrisen sarjan osasumma suhdeluvulla
r = e, tutkitaan yleisti geometrisen sarjan osasumman Gy lauseketta. Jos a € R
on summan ensimmaéinen termi, lauseke on tunnetusti kirjoitettavissa muodossa

N+1

L £, (2.2.3)

N N 1 —
G pr— p—
N agr al_r

missd N + 1 on summan termien maara.

Kun indeksijoukosta tehddan symmetrinen nollan suhteen ja huomataan ensimmai-

sen termin olevan 7~V sekd termien méirdan 2N + 1, saadaan naméi vastaavasti

yhtaloon (2.2.3)) sijoittamalla tulokseksi

N
1—r
Gy =a Z P =N~
k=N
Kun titd lauseketta lavennetaan tekijalld 7—'/2 ja sijoitetaan suhdeluku r = e',
missé t # 0, saadaan lauseke muotoon
P21 pNEL e NS1/2 N2 (i) N1/2 ()N

T—1/2T 1—r o r=1/2 _ p1/2 o (eit)—1/2 _ (eit)l/Q

Gy =

o IN+1/2) _ Git(N+1/2)  9f o—it(N+1/2) _ Git(N+1/2)

e—it/2 _ @it/2 T 95 e—it/2 _ qit/2

sin(t(N +1/2))
sin(t/2)

]

Seuraavassa lauseessa luetellaan muutamia Dirichlet’n ytimen ominaisuuksia, joita
tullaan kayttdmaan Gibbsin ilmion tarkastelun yhteydessa esiintyvien integraalien

suppenemistarkasteluissa.

Lause 2.2.3 (Dirichlet’n ytimen ominaisuuksia). Olkoon f : R — R integroituva
funktio. Téalloin

(i) Svf(t) = (f * Dy)(t), missa f % Dy viittaa funktion f ja Dirichlet’'n ytimen

konvoluutioon,

(ii) Dy on parillinen funktio,

(i) 2;/” Dx(t)dt = 1.
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Todistus.

[(i)] Suoralla laskulla ja muuttujanvaihdoksella saadaan Fourier'n osasummaksi

N1

Swi() = 3 flpen = 3 (QWD/foym-mydy)ém

n=—N

S L LT s

missd integraali voidaan kirjoittaa Riemannin summan raja-arvona muodossa

ffum“%w—mnzf &= Ay(m),

T m—r 00

missa taas integroimisvalin tasaisen osituksen normi

(=1 2
Ay(m)zwz—ﬂ—ﬂ),kun m — 00.
m m

Koska ulompi summaus on darellinen ja néin ollen raja-arvojen summa on summien

raja-arvo [9, s. 35|, on osasumma

N1 )2 1 al ) 2m
_ 1 m t y - 1 m t y
Snf(t) = ZN( ngr;OZf - 5 ZN Zf -
1 ) 21 1 m N o
- — ] m (t—y) - — I in(t—y)
Qﬂmggoig(; fly m) 27ngnm;(f(y) _Z_jNe m)
J n J= n=
_ i lim i f( ) Z in(t—y) A ( ) — 1/7T f( ) g: in(t=y) | q
Cor mTee i ’ n:—Ne A e LMY n:—Ne !
= / YDy (t —y)dy = (f * Dy)(2),
mika on haluttu tulos.
Dirichlet'n ydin
N . -N N
DN<—t) — Z e—mt — Z emt — Z emt — DN<t)7
n=—N n=N n=—N

eli se on parillinen parillisuuden méaritelman mukaisesti.
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Tama kohta toteutuu, jos integraali

/” Dn(t)dt = 2.

Kirjoitetaan ensin Dirichlet’'n ydin yhtélon (2.2.1) avulla, minké jalkeen suoran in-

tegroinnin tuloksena

/_T;DN(t)dt:/_1(1—1—2%(:08(7%))dt:/:rldt—l—/:;Ziv:cos(nt)dt

s N
=27+ / 2) " cos(nt) dt,
missa integraali

/ QZCOS (nt) dt—QZ(/ cos(nt) dt) —22( smglmr)) =0

summan termeissé esiintyvien sinifunktioiden argumenttien ollessa luvun 7 moni-
kertoja. O

Lasketaan viela lopuksi eraén tarkean maaratyn integraalin likiarvo.

Apulause 2.2.4 (Gibbsin vakion likiarvo). Funktion

1 t=0,
sinc(t) = Silift) o

vélin [0, 7] méératyn integraalin likiarvo on

Si(m) = /7r sinctdt ~ 1,18 - g
0

Todistus. Sinifunktio voidaan esittda Taylorin sarjakehitelména

A 1
Sln(t):t—g—!+5—!—7—!+--- :
jolloin osamaéra
sin(t) 2 tt 4
=1 — 4+ — -
i 3R T
Tastéa edelleen seuraten integraali
2 (7 sin(t) 2 2ttt
— dt=—[ 1——+———+---dt
7r/o t m Jo 3! + 5t 7! +
2 73 " 7o ’ n
~7\" 718 T 600 35280
2 4 6
™™ ™ s,

9 300 17640
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2.3 Dirichlet’n lause

Jaksollisen funktion f Fourier'n kertoimien laskemisen mahdollistamiseksi taytyy
funktion tietysti olla integroituva méarittelyjoukossaan. Fourier-analyysin ja téssé-
kin kandidaatintyossé esiintyvien todistusten kannalta erés vielé oleellisempi seikka
on funktion kuuluminen Lebesgue-integroituvien funktoiden avaruuteen Ll[—w, 7.

Lyhyesti sanottuna tdmaé tarkoittaa integraalin

JRCIES

olemassaoloa &arellisend, silld tdma takaa tutkittavan funktion rajoittuneisuuden
[5, s. 119], sekd mahdollistaa sen Fourier'n kertoimien laskemisen. Témén ehdon
voimassaoloa edellyttaa erityisesti seuraava maaritelmé, jonka oletetaan tayttyvan

kun Dirichlet’n lausetta lahdetaan todistamaan.

Maaritelma 2.3.1 (Lipschitzin ehto). Olkoon f jakson 27 omaava funktio, jonka
rajoittuma vélille (—7,7) on avaruudessa L'(—m, 7). Télloin funktio f toteuttaa
kertaluokkaa o : 0 < a < 1 olevan Lipschitzin ehdon, jos on olemassa vakio C' > 0,

jolla epayhtalo
|f(t) = f(te)] < Clt —to|®

on voimassa pisteen t, ympéristossa. Jos ehto on voimassa jokaista tarkasteluvélin
(—m, ) pistettd t, kohti samalla vakiolla C', sanotaan funktion f tayttavin tasai-
sen Lipschitzin ehdon. Jos taas ehto toteutuu funktion f kohdan ¢, vasemman- tai
oikeapuoleisten raja-arvojen f(¢;) tai f(t7) tapauksessa, toteutuu vasemman- tai

otkeanpuoleinen Lipschitzin ehto.

Lipschitzin ehto siis sanoo funktion f derivaatan olevan rajoitettu, joko kohdan t,
molemmilla tai vain jommalla kummalla puolella, mika taas estéda liian nopean os-
killoimisen ja taten takaa funktion sileyden. Dirichlet’'n lauseen todistuksessa on
my0s erittdin oleellista, ettd suurilla indeksin n arvoilla funktion f Fourier'n kertoi-
met katoavat. Tata varten esitetadn Riemann-Lebesquen apulauseen todistus, mut-
ta esitetdan ensin kyseisen apulauseen todistuksessa esiintyvin hyodyllisen funktion

maéadaritelma.

Maaritelma 2.3.2 (Karakteristinen funktio). Olkoon A C X joukko. Joukon A
karakteristinen funktio x4 : X — {0,1} méaritelladn

0 1, teA,
X =
4 0, tdA.
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Apulause 2.3.3 (Riemann-Lebesquen apulause). Olkoon A CR. Jos f: A — R

on avaruuden L'(—, ) funktio, jonka jakso T' = 27, niin

Jim (jal + 1u]) =0,

missé a,, ja b, ovat médritelmén [2.1.4] yhtaloiden (2.1.1]) ja (2.1.2) mukaisia funktion

f trigonometrisia Fourier'n kertoimia.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd tutkittava funktio olisi avoimen vélin (—7, 7) ka-
rakteristinen funktio, eli f(t) = Xx(_rx)(t). Télloin funktion f kompleksinen Fourier'n

kerroin

A 2 (7 . 9 9(einm _ g—inm
f(n)z—/ f(t)e_mtdt:f/ eint g = 2T )y

T J-x T imn
kun n — oo. Koska summan raja-arvo on raja-arvojen summa [5, s. 35|, tapahtuu
tamé suppeneminen myos mielivaltaisen yksinkertaisen, siis aéarellisen maaran arvoja

saavan funktion
N
g = Z CiXi,
i=1

tapauksessa, misséd jokainen ¢; € R on vakio ja NV € N. Taten raja-arvo
™

lim g(t)e " dt =0,

n—oo -7

eli jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa N € N, jolla itseisarvo

‘/W gt)e ™ dt| <e, kun n > N. (2.3.1)

Olkoon toiseksi funktio h € L' ja e jokin positiivinen luku. Yksinkertaiset funktiot
ovat tiheitd avaruudessa L' [6, s. 94], eli oli £ > 0 miten pieni hyvéinsé, on olemassa

vastaava yksinkertaisten funktioiden jonon (g,) jisen g,, jolle on voimassa epayhtalo
/’;m — gl dt <, (2.3.2)
kunhan n > N € N. Néin voidaan integroinnin lineaarisuuden nojalla kirjoittaa
/_ 7; h(t)e™ dn — /_ T;(h(t) — (1)) dt + /_ 7; g(t)e™ dt.
Tasta edelleen kolmioepayhtaloa seka ylla esitettyjé epayhtaloita seka

kayttamélla saadaan integraalin itseisarvoa arvioitua ylospéin:

‘/” h(t)e™ dt‘ < ["In(t) — gl ] dt + ‘/” g(t)e dt’ < 2.
—TT —T \7/1—/ —T
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Huomattavaa on, etté todistus tehtiin kompleksiselle Fourier'n kertoimelle f (n).

Koska trigonometrisille Fourier'n kertoimille on tunnetusti voimassa
a, = 2Re<fn) sekd b, = —QIm(fn>

ja yleisesti |Re(z)[, [Im(z)| < |z| jokaisella z € C, on véittdma osoitettu todeksi. [

X X an — (- 2)?
25 4

301 201

201
15 1
10 4

OO 101

-10 -

-20

0 10 20 30 40 50 -3 -2 -1 0 1 2 3
n t

Kuva 2.2 Esimerkki paraabelin f(t) = (t — 2)?, f(t + 2mm) = f(t) Fourier'n kertoimien
an ja b, suppenemisesta, kun n — oo.

Esimerkkiné lauseen toteutumisesta on kuvassa esitetty oikealle siirretyn
paraabelin f(t) = (¢t —2)? Fourier'n kertoimien arvoja kasvavilla indeksin n arvoilla.
Dirichlet’'n lauseen todistuksessa tarvitaan myos seuraavaa versiota apulauseesta
2.9.0l

Apulause 2.3.4 (Riemann—Lebesquen apulauseen 2. muoto). Olkoon f jakson 2w
omaava avaruuden L'[—n, 7] funktio, ja funktio h jatkuvasti derivoituvien funktioi-
den avaruudessa C'|a, (], missd [a, 8] C [—m, 7). Téllsin luvun A € R kasvaessa

rajatta tapahtuu suppeneminen
B
/ f(t —w)h(u)sin(Au)du — 0

tasaisesti valilla [«, 3].

Todistus. Axlerin 6, s. 96] mukaan jatkuvasti derivoituvien funktioiden avaruus
C'[—n, 7] on tihed avaruudessa L'[—, 7]. Titen voidaan 16ytdi sellainen funktioi-
den g, € C'[—x, 7] jono (g,) — g, joka on lidhelld funktiota f L'-normin mieless.
Toisin sanoen jokaista positiivista lukua € kohden on olemassa sellainen luonnollinen

luku N, etta epayhtalo
17 = ulles = [ 150~ gu0)]dt <&

toteutuu, kunhan n > N.



2.3. Dirichlet’n lause 11

Tutkitaan seuraavaksi integraalia

I = /j g(t — u)h(u) sin(Au) du .

Se saadaan osittaisintegroimalla suppenemistarkastelujen kannalta katevaan muo-

[: lﬂ (—g(t ~ w)h(w) cosiAu)) N /aﬁ ddu(Q(t B u)h(u)) cosg\ku) du

Oletuksen perusteella h sekd g ovat jatkuvasti derivoituvia suljetulla valilla [, §] ja

toon:

taten myos rajoitettuja [5 s. 199] seka jatkuvia [5 s. 76]. Téaten tulo g(t —u)h(u) ja
derivaatta %(g(t — u)h(u)) ovat myos jatkuvia [5 s. 139] ja niin rajoitettuja koko

tutkittavalla vélilla, joten integraali I — 0 tasaisesti, kun A — oco.

Taten todistuksessa yleisesti tutkittavan integraalin itseisarvoa ylospain arvioiden:

B
/a (f(t —u) —g(t — u))h(u) sin(Au) du| + |1]

/a " Pt — wh(u) sin(w) du| <

< max |h(u |/|ft—u gt — )| du + |1

a<u<p

< max |h(u)le + |1].
asu<lp

Koska ¢ oli mielivaltaisen pieni positiivinen luku ja integraali I lahestyy nollaa, kun

A — 00, seuraa tasta tasainen suppeneminen. ]

Seuraavan keskeisen tuloksen todistamisen jéalkeen tassa kandidaatintyosséa osoitet-

tavan tuloksen todentaminen helpottuu oleellisesti.

Lause 2.3.5 (Dirichlet’n lause). Olkoon f funktio, joka toteuttaa vasemman- ja oi-
keanpuoleiset Lipschitzin ehdot pisteen t, ympéristossa. Talloin funktion f Fourier'n

osasummien raja-arvo

hHlSNf( )

n—00 2

missd f(t;) ja f(tF) ovat funktion f vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot koh-

dassa t,.

Todistus. Oletetaan aluksi, etta t, # +m. Lauseen [2.2.3| perusteella tiedetdén, etta

Swf(#) / F(t—w)Dy(u)du ja ;ﬁ/ Di(u) du = 1.

Téten funktion f ja sen Fourier'n osasumman erotukseksi saadaan

Suf() = £(6) = [ (F(to = u) = f(t)) Dy(w) du (2.3.3)

—T
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Olkoon nyt funktion f oikean- ja vasemmanpuoleisten raja-arvojen aritmeettinen

keskiarvo kohdassa ¢,

ey = L 16) 050

Téalloin yhtalon (2.3.3) perusteella
Sui(ts) = fit) = |

—T

™

(f(to —u) - f(tO)>DN(U) du.

Sijoittamalla tdhén lausekkeeseen yhtalon (2.3.4) oikea puoli, saadaan erotukseksi

)
_[xﬂ%_w_f%>_ﬂ§»DMm&L
( ) f

Flta =)= F(2) + F(5) — £e) + (i) — L0 )>medu

2 2

=3A(fao—u>—f@n)DNm>mw+/ﬂfw”l%%wdu
_/“f“ﬁ wyduct [ (f(te =)~ F(t)) D(w) du
- [ A v aus 7 LDy an

:Il+12—|—]3+l4+l5+]6.

Ryhmitelldan nyt integraalit ;-1 sopivasti. Talloin lauseen kohdan nojalla

_)<AﬂDN“OdU—:/1DNQOd¢>:0.

Toisaalta samoin perusteluin summa I3 4+ I = 0. Téaten Ir + I3 + I5 + Is = 0, ja

Lan="!

erotus
S f (1)~ (1) = [ (F(ta=)= 7(62)) D) du+ [ (f(te—u)— F()) Docor)
Valitaan nyt ¢ vélilta (0, 7), jolloin lauseke voidaan kirjoittaa muodossa
SNf<to) - f(t0>
- 0
= [ (fte =) = £)) Da(w)du+ [ (f(to = ) = () D) du
+/ (to —u) — f(t; ))DN(u)du—i—/;(f(to—u)—f(t;))DN(u)du
=i+ Jy+Js+ Jy.
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Integraali J; voidaan kirjoittaa Dirichlet'n ytimen suljetun muodon (2.2.2) avulla

muodossa
(2n+1)u

= :(f(to —u) - f<t§>)ms(m(j)) du
) . sin(nu) cos(%) + sin(%) cos(nu)

= | (flte—u) = £1)) an2) du

-7
2

= [ (=) - s) Smfﬁ(?f(z) du
sin( )cos(nu)

—Tr

+ /J(f(to —u) — f(tj)) ;n(“) du

sin(nu) cos(%)

sin(%)

sin (9) cos(nu)

= [ (#te —w) = 122))

—T

X[=r,—] (u) du

s

IS

+ . (f(to —u) — f(tj)) :in<u> X[—Tr,—ci](u) du .
Maaritelladn nyt funktiot
gltor) = (Flto —u) — £(2)) E> Xna (1)

)
ja
h(to,w) = (f(te = u) = F(ED) ) X(r—0) (W),

jolloin integraali

J = / g(to, u) sin(nu) du + / h(ts,u) cos(nu) du = (b, + ay),
missa a, ja b, ovat méaritelmén [2.1.4] mukaisia funktioiden A ja g Fourier'n ker-
toimia, jotka suppenevat kohti nollaa apulauseen [2.3.3| nojalla. Lahdes vastaavalla

tarkastelulla integraali J, suppenee kohti nollaa luvun n kasvaessa rajatta.

Sen sijaan integraaleja Jy ja J3 voidaan tarkastella seuraavasti. Arvioidaan itseis-

arvoa |.Jo| ylospéin:

sin (nu + %)

|J2| = |/_05(f(to —u)— f(tj»wl(u)du

2
0
</
=

sin (nu + %)

flto=u) = f(t3))——~—| du.
( )

2




2.3. Dirichlet’n lause 14

Koska oletuksen mukaan funktio f toteuttaa Lipschitzin ehdot kohdan t,

molemmilla puolilla, on olemassa darellinen vakio ', joka toteuttaa epayhtéilon
|f(to —u) — fAD)| < Cilto —u—to|* = Ciju|*, kun —d<u<0.

Koska lisiksi Dirichlet'n ytimen Dy (u) suljetun muodon (2.2.2) avulla kirjoitetun

integrandin tekijoille on tunnetusti voimassa

=1

: u _ . ou/2
sm(nu + )‘ <1 ja lim
2 u—0 sin(%)

l6ytyy sellainen vakio (%, joka toteuttaa epayhtalon

)

u
1 u
SIH(Q)

Integraalin .J; itseisarvoa saadaan siis arvioitua ylospain epayhtalolla

< (h.

0 0
| < 02/501|u|°‘_1 du < (121/6|u|a—1 du,

missd vakio Cy; = CyC. Integraalin J; integrandin tekijille voidaan taas samoin

olettamin 16ytéaa vakio Cj, joka toteuttaa epéayhtalon
|f(to —u) — f(t5)] < Cslte —u —to|* = Cslul®,  kun 0<u <,
joten itseisarvoa |J3| saadaan myos arvioitua ylospain:

| = ‘/j(f(to —ui— f(t§)>uDN(u) du

missa vakio Coz = CyC5.

1 4
< 02/ Cylul®" du < 023/ u|* du,
0 0

Olkoon nyt C' = max{Csy, Co3}. Talloin integraalien Jy ja J3 itseisarvojen summa
0 s 5 5
o] + |J5] < o/ |t du + c/ u|ot du = 0/ ulot du = 20/ u|o du
-5 0 -5 0
19 « (e’
u Cé
pYe / Jul? _ 500"
0 0 (0
Jos nyt valitaan sellaiset ¢ ja N, etta tdméa summa saadaan mielivaltaisen pieneksi,
on viite osoitettu tapaukselle t, € (—m, 7). Todistuksen alussa pois rajatussa ta-
pauksessa t, = =+, siirtamalld tarkasteluvalid luvun 7 verran ja argumentoimalla
samalla tavalla kuin ylla, saadaan osasumma suppenemaan kohti funktion f kes-
kiarvoa f myos pisteessi t = 0. Kaksipuoliselle Lipschitzin ehdolle saadaan véite

todistettua korvaamalla raja-arvot f(¢1) ja f(t;) arvolla f(t,) integraaleissa J; ja

Jy. [2, s. 41] Téten vaittdma on osoitettu todeksi. O

Seuraava lause takaa vield tasaisen suppenemisen, jos tasainen Lipschitzin ehto tayt-

tyy jollakin avoimella valilla.
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Lause 2.3.6. Toteuttakoon funktio f tasaisen kaksipuoleisen Lipschitzin ehdon

valilld (a,b), kun 0 < o < 1. Talloin Syf — f tasaisesti kaikissa osavileissi
[e,d] C (a,b).

Todistus. Olkoon ¢ < min{c — a,b — d}. Lauseen todistuksen nojalla inte-
graalien .J; ja J3 itseisarvojen summa
Co~

| Jao| + | 5] < 2 .
«

Jos nyt kirjoitetaan samaisessa todistuksessa esiintynyt integraali J; erotuksena
i = /: Flto — U)W du — /: f(to)w du
ja huomataan, etta integrandien tekija m € C!(—m, —0), voidaan soveltaa apu-
lausetta arvoillaa = —m, f = —d ja = n+%, jotta integraalin J; ensimmainen
termi saataisiin suppenemaan tasaisesti:
i/_;éf(t““)md“_)o’ kun A — o0,

Myo6s toinen termi suppenee kohti nollaa tasaisesti samoin perusteluin. Téten
J1 — 0, kun n — oo. Samaa ldhestymistapaa voidaan soveltaa integraalin J; sup-
penemistarkasteluun, josta haluttu tulos seuraa. |2, s. 42] O
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Gibbs—Wilbrahamin ilmio

Gibbs—Wilbrahamin ilmitssd on siis kyse hyppéysepajatkuvuuskohdan omaavan
funktion f ja sen Fourier’'n sarjakehitelmén S, f vélilld esiintyvéstd poikkeamas-
ta. Kaydadn seuraavaksi lapi ilmion maédritelma ja osoitetaan ilmion olemassaolo

eraalle erikoistapaukselle, josta tassa tyossé etsitty tulos on yleistettévissa lauseiden

ja[2.3.6| avulla.

Maaritelma 3.1 (Gibbs—Wilbrahamin ilmi6). Olkoon funktiolla f : R — R hyp-

péysepéajatkuvuuskohta t,, toisin sanoen olkoot funktion raja-arvot

F(E5) = lim £ ja () = lin £

B t—to

olemassa adrellisina sekéa eri suuret, siis f(¢t1) # f(t;). Talloin funktion f Fourier'n
sarjakehitelmén osasumman Sy f(t) sanotaan ilmentédvan Gibbsin ilmiéta epéjat-
kuvuuskohdan ¢ = %, oikealla puolella, jos on olemassa sellainen lukua ¢, kohti

suppeneva lukujono (t,)2 : t, > t, ettd
lim Sy f(t,) > f(t3), kun  f(t2) > f(t7),
tai

lim Syf(t.) < f(t3), kun f(t) < f(t).

Vastaavasti funktion f Fourier'n sarjan osasumman Sy f(¢) sanotaan ilmentévin
Gibbsin ilmiotd epédjatkuvuuskohdan ¢ = t, vasemmalla puolella, jos on olemassa

sellainen lukua t, kohti suppeneva lukujono (t,) : t, < t., etta

Jim Sxf(ta) < (), kun £ > £(55),
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tai

lim Sy f(t,) > f(t3), kun f(t3) < f(t5).

n—oo
Maéritelmasta [3.1) ndhdaan, etta ilmiota ei maarita pelkastaan epédjatkuvuuskohdis-
sa tapahtuvan varahtelyn olemassaolo, vaan sen katoamattomuus tapauksissa, joissa

funktion Fourier'n osasummaan otetaan mukaan yhd enemman termeja. Lahdetadn

seuraavaksi osoittamaan ilmion esiintymisté eraéssa erikoistapauksessa.

3.1 Ramppifunktio ja Gibbsin ilmio

Etumerkkifunktion sgn : R\ {0} — {—1,1},

0 -1, t<0, (3.1.1)
sgn(t) = 1.
1, t>0,
avulla on madriteltavissa ramppifunktio f : R\ {2mm} — (—g, g),
T sen(t) — & <t<
—sen(t) — =, —-w< T,
fiy=12 2 (3.1.2)

ft+mT), meZ,

jonka kuvaajia on kuvassa [3.1] Samassa kuvassa on myos funktion f Fourier'n osa-
summien Sy f kuvaajia yhden jakson T = 27 osalta. Alakuvasta (]ED huomataan,

ettd varahtelya esiintyy vield sadallakin termill&.

\ Ssf S100f
N o -

(a) N = 5. (b) N = 100.

Kuva 3.1 Ramppifunktion ja sen Fourier'n osasummien kuvaajia valilla [—7, 7].
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Lahimpéana epajatkuvuuskohtaa oleva vérdhtelypiikki kylld ohenee ohenemistaan,
mutta se ei ainakaan vield tassi vaiheessa ole kadonnut mihinkdan. Osoitetaan seu-

raavaksi piikin katoamattomuus, kun N — oc.

Aériarvokohdan olemassaolon todentaminen tulee eteneméin tavalliseen tapaan.
Ensin muodostetaan funktiolle Fourier'n sarjakehitelma, minka jalkeen tut-
kitaan sarjakehitelmén aériarvokohtien olemassaoloa funktion epajatkuvuuskohdan
molemmin puolin, derivoimalla sarjakehitelmaéd kahdesti ja tarkastelemalla onko
mahdollisesti 10ytyva paikallinen aériarvo suurempi tai pienempi kuin funktion ar-

VO.

Kuten kuvasta 3.1 voi paatelld, on funktiolla (3.1.2)) hyppéaysepéajatkuvuuskohta pis-
teessa t = 0. Lahdetaan tutkimaan sen Fourier'n osasummia, kun ¢ — 07. Aloitetaan

méarittamalla funktion Fourier'n kertoimet f(n) médritelmén mukaisesti.

Koska funktio f on pariton, on f(t)cos(t) pariton ja f(t)sin(¢) parillinen, jolloin

tapauksessa n # 0 saadaan osittaisintegroimalla Fourier'n kertoimeksi

:21/7r ft)e ™ dt = 2/ cos )—isin(nt))dt

1 m/mo ot
pu— 2 —_— —_—— — 1
/ )sin(nt) dt = “5- ), <2 2) sin(nt) dt

_imn —sin(mn) i

T 2n2 on

Jos taas n = 0, muodostuu funktion f parittomuuden nojalla Fourier’n kertoimeksi

fo =5 [ smar=o.
Koska kompleksiselle Fourier'n kertoimelle on tunnetusti voimassa yhtélo
A a, — ib, i
2 2n
ovat trigonometriset funktion f Fourier'n kertoimet a, = 0 ja b, = % Nain ollen
funktion Fourier'n sarja voidaan kirjoittaa muodossa

Z —sm nt
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Kayttamalla hyvéksi analyysin peruslausetta ja integroinnin lineaarisuutta, voidaan

sarja avata seuraavasti:

. N 1 ‘ t N
Seo f(t) = ]\P—I>noon§::1 - sin(nt) = ]\}I_I}IOO Z/ cos(nt) d A}l_I}ICl)o ; nz::lcos(nt) dt
t1 1 tf1 & t
= lim 5t Z cos(nt) — 3 dt = lim ; (2 + ;COS(m)> dt — 3
= Jim 3 / D(t)di = 5

Téssé viimeisella rivilld on sovellettu integrandiin yhtdloa (2.2.1). Kirjoittamalla
Dirichlet’'n ydin apulauseen mukaisen suljetun muodon avulla seka soveltamalla

trigonometrista identiteettia
sin(u + v) = sin(u) cos(v) + cos(u) sin(v),

saadaan integraali kirjoitettua muotoon

¢ sin (QN“
;/ODN( 2/( sin( )>dt
_/ (sm Nt) cos( )+cos(Nt) sin(é)) "
25111(2)

coS t N
—/ sin(Nt) ) dt+/ COS(2 t dt
0

281n %
t Cos 1 1 t Nt
— [ sin(N?) <U+—) dt+/ COS(Q ) at
1 0
t sin( Nt t cos|( 5 1 t Nt
:/ SN 4y 4 [ sin(ve) cos(y) 1 dt+/ cos(Nt) 4y
0 t 0 gsm(%) t 0 2

Funktion f Fourier'n osasumma voidaan siis kirjoittaa muodossa

S f(t) = /Ot sin(Nt) dt—i—/ sin(Nt) (COS(;) _ 1) dt—{—/ot cos(Nt) gt _E

13 281n(%> 13 2 2

t
=]1+[2+I3—§.

Tutkitaan nyt sarjakehitelmén osasummien muodostavien integraalien kayttayty-

mistd hyppaysepajatkuvuuskohdan ¢ = 0 oikealla puolella, méaaritteleméalla jono

(tw)ply : tn = 7 ja antamalla luvun n kasvaa rajatta. Tdmdan jonovalinnan seurauk-
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sena integraali

bit) = [ " sin(Nt) (COS(“‘) - 1) at = [ sin(N1) (COS(“’) - 1) Yoo (1) dt

0 25111(%) t QSin( ) t
— /O " gn(t) sin(Nt) dt, 0.0

missa funktiojonon (g,)%, jasenet ovat muotoa

gn(t) = (;:lsn% - 1) X[0,t2) (),

Téassa karakteristisen funktion tarkoitus on rajata integrointi halutulle vélille |7}

DO |

s. 46; [8], muutettiin integroimisrajoja miten hyvénsa.

Funktio g, ei ole jatkuva kohdissa ¢t = 0 ja t = ¢, valilld [0, 7], silld ensimmaises-
sé tapauksessa sinin argumentti on suoraan nolla ja toisessa sen raja-arvoa ei olla
nollalla jaon vuoksi mééritelty, kun n — oo. Funktiojonon (g,)22; jasenille voidaan

kuitenkin maééritelld jatkuva nollajatke G, (t) valilla [0, 7]:
W), O0<t<m
oty =19 (t)
0, t=0.

Kun nimittain ¢ — 0, on g, muotoa

cos(t cos(L) — 2sin(t/2
((2) 1)X[0,tn]<t> = (t (2) (t/ )>X[o¢n1(f>7

QSiIl(%) ot 2tsin(%)
jolloin I'Hospitalin sdantoa kahdesti soveltamalla
, _ S(tcos(t/2) — 2sin(t/2)) (—%t sin(t/2) + cos(t/Q)) — cos(t/2)
lim g,, = lim 4 5 . = lim .
=0 =0 S (2tsin(t/2)) =0 tcos(t/2) + 2sin(t/2)
B —gtsin(t/2) 4 (—$tsin(t/2))

— %1_{}13 tcos(t/Q) T QSin(t/Q) - t1—>0 %(t COS(Zf/Q) + QSin(t/Q))

e~
=0 —2tsin(t/2) + cos(t/2) + cos(t/2)

_—3tcos(t/2) — 3sin(t/2) 0
= lim —— =5=0
=0 —5tsin(t/2) +2cos(t/2) 2

Vaikka G, on edelleen maédrittdméton kohdassa ¢, = 7, on se jatkuva maarittely-
joukossaan, kun n = 1, koostuessaan jatkuvien funktioiden tuloista ja summista.
Ollessaan jatkuva, saavuttaa se jatkuvien funktioiden dariarvolauseen nojalla mak-
siminsa M suljetulla valilla [0, 7] [, s. 62]. Koska maksimi on olemassa ja luvun n

kasvaessa se véli, jossa funktio G, on nollasta poikkeava yksinkertaisesti lyhenee,
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voidaan todeta, etté

G,(t) < Gq(t).
jnax Galt) < max Gi(t)

Merkitédéan nyt tatd maksimia M = maxcp - G1(t), jolloin reaalianalyysista tunnet-

tujen tuloksien nojalla voidaan todeta, etté

|I5(t,)] < /ﬂ |G ||sin(Nt)| dt (kolmioepéyhtald)
tn

< max Gy(t) 1dt
tel0,7] 0

= Mt, .

Koska M oli aérellinen vakio ja integroimisvalin pituus ¢, lahenee nollaa kun n — oo,

suppenee talloin myos integraali I kohti nollaa.

Integraalin I3 tapauksessa voidaan kirjoittaa

tn cos(Nt 1 x
Ly(t,) = /O COS(Q)dt: /_ 5 X4, (F) cos(N) dt = /_ ha(t) cos(Nt) dt,

missé nyt h, = $x[0,,(t). Koska cos(Nt) on rajattu, suppence I3 kohti nollaa ker-

toimen h,(t) pakottamana, kun n — oo.

Nyt siis suurilla luvun n arvoilla sarjakehitelmén osasummassa Sy f on jaljella vain

dt,

integraali I, toisin sanoen
tn sin (Nt tn sin(Nt
%m@a/ <)&—W%/ (V)
0 t 2n 0
kun n — oo. Tutkitaan esiintyyko talla funktiolla paikallinen maksimi hyppaysepa-

jatkuvuuskohdan oikealla puolella kun 0 < t < ¢,,. Ensinnékin aariarvokohdassa

d (/tn sin(Nt) dt> _ sin(Nt,) _ 0

dt, t t,

eli derivaatan nollakohdissa Nt,, = mm, missa m € Z, joten ¢, = . Adriarvokoh-
tien sijainti riippuu siis Fourier'n osasumman termien maérasté, kuten oli odotetta-
vissa my6s kuvan [3.1] perusteella. Erityisesti ensimmaéisen dariarvon tapauksessa on

m =1, jolloin ¢, = %.

Integraalia I; toiseen kertaan derivoitaessa saadaan

—sin(Nt,) + Nt, cos(Nt,)
t2 ’

d /1 1 N
d%(%mmNmﬁzz—ﬁﬁmNm%+taﬁ@%JZ

jonka osoittajan arvo kohdassa ¢, = % on

n n

. ™ ™ ™ .
— sin (NN) + NN Cos <NN) = —sin(m) + 7 cos(m) = —m < 0.

Sarjakehitelmén paikallinen dériarvo on siis myos sen paikallinen maksimi.
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Osoitetaan vield, ettd sarjakehitelméan arvo téassa aariarvokohdassa on suurempi kuin
funktion arvo, miké yhdesséd aiempien tulosten kanssa osoittaa Gibbsin ilmion esiin-

tymisen. Tekemalla muuttujanvaihdos u = Nt, saadaan summa muotoon

7 sin oo sin(u
Sxfta) = [ S du/ = = [T
= Si(r) =~ 1,18 - g > g = 1tes(l(ljp)f(t),

misséd Wilbraham-Gibbsin vakion Si(7) likiarvo laskettiin apulauseessa Toisin
sanoen hyppaysepajatkuvuuskohdan oikealla puolella Fourier'n sarjakehitelmén arvo
on suurempi kuin itse funktion. Taysin vastaavalla menettelylla osoitettaisiin ilmion

olemassaolo hyppéysepajatkuvuuskohdan vasemmalla puolella, maarittelemalla jono

(tn) : t, = —T, antamalla luvun n kasvaa rajatta ja huomaamalla, ettd talloin
Snf(tn) < _inf f(t).
te(—m,0)

3.2 Gibbsin ilmion yleistys kaikkiin hyppaysepéa-

jatkuviin funktioihin

Tassé luvussa kiytetdan luvun tulosta yleistimaan Gibbsin ilmié mielivaltai-
selle, origossa hyppéiysepéijatkuvalle funktiolle. Todistus perustuu loppujen lopuksi
sopivan, yhtalon (3.1.2)) ramppifunktiosta f seka tutkittavasta mielivaltaisesta funk-

tiosta ¢ muodostetun apufunktlon suppenemistarkasteluun lauseen [2.3.5] avulla.

Kayttamalla luvun suppenemistuloksia, voidaan yleisen funktion g Gibbsin il-
mion olemassaolo osoittaa kohdassa t = 0, osoittamalla ramppifunktion il-
mentévin Gibbsin ilmi6té kyseisessé pisteesséd, mikéd onkin jo tehty. Jos nimittéin
oletetaan, ettd g(t) on kohdassa ¢t = 0 hyppaysepéjatkuva, paloittain siled funktio,
jolle on voimassa

g(0") = lim g(t) # +oo ja g(07) = lim g(t) # +oo,
voidaan epédjatkuvuuskohta poistaa médrittelemélld funktiolle g nollajatkefunktio

h(t) seuraavasti:

h(t) = g(t) + (g(O) ;g(o+)>

missé [ on mainittu ramppifunktio.
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Jos nyt annetaan muuttujan ¢ lahestya origoa oikealta, on raja-arvo

lim h(t) = lim g(t) + (W) lim f(t)

t—0+ t—0t t—0t

ohy (207 =90\ T _ g(0) + (0%)
=90 ( T 2 2 ’
kun taas origoa vasemmalta ldhestyttéessa raja-arvo
0-) — a(0*
lim h(t) = lim g(t) + (9()9(0)>
s

t—0— t—0—
vy (907) =g(0T)\ =7 g(07) +g(07)
=g(0 = - )= = 7
9(07) + ( - 5 5
Nain ollen on funktion g jatkuvan jatkeen méérittelemiseksi perusteltua maaritelld
lisaksi
9(07) +9(0")

h(o) = £

Néin madriteltyna h on jatkuva pisteessd ¢t = 0 ja tayttaa lauseen [2.3.5] olettamat,
jolloin Sy h suppenee pisteessa t = (. Itse asiassa lauseen nojalla se suppenee
tasaisesti origon ympéristossa, joten jos kumpikaan funktioista Sy f tai Syg ilmen-
tda Gibbsin ilmiota origossa, niin tekee toinenkin. Néin siksi, ettd tasainen suppe-
neminen tarkoittaa funktioiden arvojen pysyvéan koko tarkasteluvélilla luvun ¢ > 0
padssé toisistaan. Koska siis ramppifunktion f on jo osoitettu ilmentavéin Gibbsin

ilmioté origossa ilmentdd sitd myos mielivaltainen funktio g.

3.3 Epajatkuvuuskohta yleisessa pisteessa

Edella kéytiin lapi todistus Gibbsin ilmion olemassaololle origon ympéristossa, mut-
ta yleistetdan tamé vield ensin pisteeseen t = t,, ja tdmén jalkeen numeroituvaan
madradn epdjatkuvuuskohtia. Oletetaan, etta paloittain siledlla funktiolla g : R — R
on yksi hyppéysepajatkuvuuskohta pisteessa t = t,. Maéritelladan lisdksi funktio
h:R—R,

Talloin raja-arvo

lim A(t,) = lim h(t,) =

ttd tsty 2
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ja lauseiden ja nojalla Fourier'n osasumma Syh suppenee tasaisesti pis-
teen t, ympéaristossi. Néin ollen funktio g ilmentdd Gibbsin ilmiota pisteessé t = ¢,

silla funktion f(t — t,) tiedetdén sitd ilmentavan.

Jos taas paloittain silealld funktiolla g on numeroituva méard epajatkuvuuskohtia
pisteissé t; : 7 € {1,...,n}, voidaan mééritelld funktio h: R — R,

o)+ = 3 (9(6) — gD F(t 1), Jos £ 415
o(t5) + 9(t})

2 Y
Talloin samanlaisella argumentoinnilla kuin yhden epédjatkuvuuskohdan tapaukses-

h(t) =
jost=t;.

sa, voidaan Gibbsin ilmién olemassaolo osoittaa jokaisen pisteen t; ymparistossé.

3.4 Menetelmia Gibbsin ilmion suodattamiseksi

Insin6orityon nédkokulmasta sarjakehitelmien tarkoitus on mahdollistaa funktioiden
tarkkojen arvojen approksimoiminen peruslaskutoimitusten avulla tapauksissa, jois-
sa se ei olisi valttamattd muuten mahdollista. Tésséd mielessa ongelmia tuottavat
erityisesti transsendenttiset funktiot kuten e® ja sinx. Erilaisissa sarjakehitelmissé
on kaikissa kuitenkin omat rajoitteensa, esimerkiksi Taylorin sarjakehitelmé on muo-
dostettavissa vain funktioille, joita voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa [5|
s. 265]. Fourier'n sarjakehitelmé taas voidaan muodostaa varmasti vain jaksollisille
funktioille, jotka tayttavat tassdakin tyossa esiintyneet, mutta tahén mennessa nimel-
td mainitsemattomat Dirichlet’n ehdot [9} s. 17; 4}, s. 301]. Lisdksi hyppéysepajatku-
vien funktioiden tapauksessa Fourier'n sarjakehitelma poikkeaa Gibbs—Wilbrahamin
ilmion vuoksi approksimoitavan funktion arvosta hyppaysepéjatkuvuuskohdan ym-
péaristossé. Fourier'n sarjakehitelman muodostamisen perusedellytyksia, kuten funk-
tion jaksollisutta, paloittaista sileytté ja integroituvuutta ei tietenkaén voi kumota,
mutta Gibbsin ilmién vaikutuksia olisi kylld paremman approksimointitarkkuuden

nimissa mielekésta lieventéda, jos vain mahdollista.

[lmion pois suodattamiseen voisivat sopia esimerkiksi niin kutsutut positiiviset yti-
met |2, s. 44]. Siind, missé Fourier'n sarjakehitelmén muodostamisen edellytykset
tayttavan funktion f Fourier'n sarjakehitelmén osasumma Sy f saatiin ilmaistua
lauseen mukaisesti sen ja Dirichlet’'n ytimen konvoluutiona f * Dy, voidaan
samaan tapaan muodostaa funktion f Cesaron osasumma |10} s. 26, 70]

Sof +Sif +--+Sy_1f

CNf: N )
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joka voidaan kirjoittaa positiivisen ytimen Ky ja funktion f konvoluutiona f * Ky
[2, s. 44]. Tassd summausmenetelméssé ei esiinny yhtaan Gibbsin véardhtelyd, mutta
sen sijaan ongelmaksi muodostuu Cesaron summauksen pysyminen aina funktion
Fourier'n sarjakehitelméan arvojen vélisséd, onhan kyseessé erdanlainen keskiarvon

laskentomenetelméa [11]. Taméa poikkeama itse funktion arvosta nidhdaan kuvassa
0.2

'ﬂ oo‘o‘.-‘—‘.‘,‘,-,‘,‘,0,‘A‘A“A.Qﬂooo q L
—_— S 40f
Saof
.b%o"”'”""" """ TV d. Caof
f

Kuva 3.2 Kanttiaalto f, sen Fourier'n osasumma Sy f, o-approksimaatio Sy f ja
Cesaron osasumma Cyo f.

Toinen vaihtoehto Gibbsin vérahtelyn pois suodattamiseksi olisi kdyttdd niin kut-
suttua o-approksimaatiota [9, s. 35], joka nakyy myos kuvassa . Tata menetelmad
soveltaessa funktion f Fourier'n sarjakehitelméssa jokaista termia kerrottaisiin niin

kutsutulla Lanczosin o-tekijdalld, joka lahteestd riippuen maééaritelladn joko

. (mr) tai . nm
n = SINC| — al n =SIMC{ ——~ |,
7 N 7 2(N + 1)

missd N on Fourier'n osasumman viimeinen indeksi [9; |12]. Télloin kyseessé ei siis
olisi alkuperainen Fourier'n osasumma Sy f, vaan funktio Sy f : R — R,

Qg

8Nf<t) = 9

N
+> o, (an cos(nt) + by, sin(nt)) :
n=1

Gibbsin varahtelya kylla esiintyy taménkin funktion tapauksessa, mutta huomatta-

vasti pienemméssa mittakaavassa.
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Y hteenveto

Tyon tavoitteena oli esittad todistus Gibbsin ja Wilbrahamin ilmion olemassaololle
mielivaltaisen hyppéaysepajatkuvuuskohdan omaavan jaksollisen funktion g : R — R
tapauksessa. Tavoitteessa myos onnistuttiin, vaikkakin kaytettya todistusmenetel-
maa voisi luonnehtia tietojenkésittelytieteissa tunnetun brute force-kasitteen avulla.
Todistus tehtiin nimittdin pitkélti suoraan Gibbsin ja Wilbrahamin ilmion maéri-
telmédn nojaten, maaritteleméalld ensin lukujono (¢,) ja tutkimalla tdmén jilkeen
funktion f(¢) Fourier'n sarjakehitelméan S, f(t,) paikallisten &ériarvojen esiinty-
mistd funktion g hyppéaysepédjatkuvuuskohtien ympaéristossd, antamalla jonon (t,)

lahestya hyppaysepéjatkuvuuskohtaa vasemmalta ja oikealta.

Mainitsemisen arvoista on myos, etta jaettuna hyppéaysepéjatkuvuuskohdan molem-
min puolin, saatiin implisiittisesti korkeimman vérahtelypiikin ja itse funktion ero-
tuksen itseisarvoksi likimain 9% hyppéysepajatkuvuuskohdan korkeudesta. Tulos
seuraa laskuissa ilmenneesta likiarvosta

2. 2 [T

—Si(7) = —/ sinc(t) dt ~ 1,18,

T m Jo
silla ramppifunktion f Fourier'n sarjakehitelmén osoitettiin suppenevan tasaises-
ti kohti mielivaltaisen hyppéysepédjatkuvan funktion g sarjakehitelméa, jolloin suh-
teessa samansuuruinen poikkeama esiintyy myos funktion g ja sen Fourier'n sarja-

kehitelmén tapauksessa.

Otettiin siis hyppaysepajatkuvan funktion Fourier'n sarjakehitelmédan miten monta
termia hyvéansa, ei viardhtelyéd saada katoamaan hyppéaysepéjatkuvuuskohdan ympé-
ristossd. Varahtelypiikkien havittamiseksi taytyisi ottaa kayttoon jokin tata varten
kehitetty suodatusmenetelmé [4, s. 303], josta esimerkkeind téssa tutkielmassa toi-

mivat Cesaron summaus ja o-approksimaatio.
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Siina, missé Cesaron summauksessa Gibbsin ilmi6 saatiin suodatettua kokonaan pois
pienin sivuvaikutuksin, o-approksimaation tapauksessa Gibbsin varahtely ei katoa
kokonaan, mutta se pienenee huomattavasti. Jatkotutkimuksena olisikin kiinnosta-
vaa selvittad, olisiko olemassa muitakin Gibbsin ilmion suodattamiseen soveltuvia

menetelmia, silla molemmissa téssé esitetyissd menetelmisséd on omat puutteensa.
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