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1. JOHDANTO

Tarkasteltaessa kahden reaalimuuttujan yhtalod F(x,y) = 0 herdd kysmys, esittaa-
ko tdmé jotakin implisiittista funktiota y = y(x) tai = x(y). Joskus implisiitti-
nen funktio on ratkaistavissa eksplisiittisesti, esimerkiksi yhtalosta 2o —y +4 = 0
saadaan ratkaistua y(z) = 2z +4 tai 2(y) = 1y — 2. Vastaavasti voidaan tarkastella
yleisemmin n reaalimuuttujan yhtaloa F(zi,zs,...,x,) = 0, jolloin ongelmana on
naistd muuttujista yhden tai useamman ratkaiseminen muiden suhteen. Esimerkki-
na tasta on fysiikan ongelma, jossa tiedetdén kappaleen reitin madraavéit yhtélot ja

halutaan kappaleen paikka ajan funktiona eli r(t) = (z(t), y(¢), 2(t)).

Useissa tapauksissa implisiittisen funktion ratkaiseminen ei kuitenkaan ole mah-
dollista; ongelmana voi olla yksikésitteisen ratkaisun puute tai se, ettei haluttuja
muuttujia ole mahdollista ratkaista yhtalostéd analyyttisesti. Edellisessa tapaukses-
sa usein riittad rajoittaa funktion F' méarittelyjoukkoa, jalkimmaéisesséa taytyy tyy-
tya implisiittisen funktion olemassaolon todentamiseen ja funktion arvojen numeeri-
seen ratkaisemiseen. Esimerkiksi tdhden kiertolaisen paikkafunktion ratkaiseminen

on useimmiten ratkaistavissa vain numeerisesti.

Ty6 jakautuu kahteen osaan, joista ensimmaéisen muodostavat luvut 2 ja 3. Néissé
luvuissa kaydaan lapi tassa tyossa tarvittavat matemaattiset perustyokalut, maa-
ritelmiad ja lauseita, joista useimmille esitetadn todistus. Niissa lauseissa, joita ei
todisteta, on viite lahteeseen, josta todistuksen voi lukea. Poisjatetyt todistukset
ovat paaosin luonteeltaan hyvin teknisia ja turhan pitkia tdhan tyohon. Luvut 4 ja
5 muodostavat tyon "soveltavan” osan. Luvussa 4 késitelldan teoriaa ja esimerkkeja,
jotka johtavat lopulta implisiittifunktiolauseen esittdmiseen. Viimeisessa luvussa so-
velletaan implisiittifunktiolausetta useissa esimerkeissé sekéa kasitelladn implisiittisid

kayria ja pintoja numeerisesti MATLAB-ohjelmiston avulla.



2. VEKTORIT, MATRIISIT JA FUNKTIOT

Tassa luvussa kaydaan kertauksenomaisesti lapi tarvittavia merkintoja, maéritel-
mia ja lauseita vektoreihin ja matriiseihin liittyen. Viimeisend méaaritelldan funktio

joukosta R™ joukkoon R™ seka siihen liittyvia peruskasitteita.

2.1 Vektorit

Tassa alaluvussa kerrataan vektorin maaritelma seka joitakin keskeisia lauseita ja
tuloksia yleisille n-ulotteisille vektoreille. Myohemmin téssé tyossa painotutaan ava-

ruuksiin R? ja R3.

Maaritelma 2.1. Vektori x = (21, 29, .. ., z,) on n reaaliluvun jarjestetty joukko.
Kaikkien téllaisten vektorien muodostama joukko on n-ulotteinen euklidinen ava-

ruus, jota merkitadn R"™.

Ennestdan tuttu xy-taso koostuu jirjestetyista reaalilukupareista (tason pisteisté)
(z,y), joten xy-taso voidaan samaistaa avaruuden R? kanssa. Vastaavasti kolmi-

ulotteinen zyz-avaruus ja R® ovat samaistettavia. Arvolla n = 1 saadaan lukusuora
R! = R.

Maaritelma 2.2. Vektorien x,y € R"® summa méaaritellian komponenteittain:

X+y:: (x17$27---7$n)+(y1ay2>"'7yn) = ($1+y1ax2+y27'-'7xn+yn)' (21)

Vektorin x vastavektori on —x = (—x1, —xs, ..., —x,). Vastaavasti vektorien ero-

tus mééritellddn x —y = x + (—y).

Nollavektori on vektori, jonka kaikki komponentit ovat nollia, ja sitd merkitddn

0=(0,0,...,0). Vektorin ja sen vastavektorin summa on nollavektori.

Lause 2.3. Vektorien summalle pitee x +y =y + X kaikilla x,y € R".
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Todistus. Suoralla laskulla saadaan
X+y = (T1+y,T2+Y2, - Tt Un) = (1 +21, Y2+ T2, . Y+ T,) =y +X (2.2)

hyodyntéden reaalilukujen yhteenlaskun kommutatiivisuutta. [

Lause 2.4. x+0=0+x = x kaikilla x € R".

Todistus. Vektorisumman méaritelmén perusteella

x+0=(x1,29,...,2,) +(0,0,...,0) = (1 + 0,29+ 0,...,2, +0) 2.3)
= (z1,%9,...,%,) = X. ‘
Kommutatiivisuuden nojalla x + 0 = 0 + x, miké todistaa viitteen. ]

Maaritelma 2.5. Vektorin x kertominen (skaalaaminen) reaaliluvulla a mééri-

tellaan
ax = (axy,axq,...,ax,). (2.4)

Geometrisesti kertominen reaaliluvulla tarkoittaakin vektorin pituuden skaalaamis-
ta. Jos a > 0, niin suunta sailyy alkuperaisena ja tapauksessa a < 0 kdantyy. Kurio-
siteettina ndhdéaan, etta kertomalla vektoria luvulla —1 saadaan sen vastavektori, ja

nollalla kerrottaessa nollavektori.

Lause 2.6. Olkoot x,y € R” ja a,b € R. Tdalloin pdtee
(i) a(bx) = (ab)x
(i) a(x+y)=ax+ay

(iii) (a+b)x = ax + bx.

Todistus. Maaritelmén 2.5 avulla saadaan
a(bx) = a(bxy, bxg, ..., bx,) = ((ab)x1, (ab)xa, ..., (ab)x,) = (ab)x, (2.5)
missa hyodynnettiin reaalilukujen ominaisuuksia. Edelleen

a(x+y)=alr1+y1, 2+ Yo,y Tn + Yn)
= (ax1 + ayy, axy + ays, . . ., ax, + ay,) (2.6)

= (azy,axs,...,ax,) + (ayi, ays, . .., ay,) = ax + ay.
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Viimeiseksi saadaan

(@ +b)x = ((a+ b, (a+D)aa, ., (a+ b))
= (axy + bxy, axy + bxa, .. ., ax, + bx,)

= (axy,axs, ..., ax,) + (bxy, bry, ..., bxr,) = ax + bx. |

Maaritelladan seuraavaksi keskeinen kasite, normi, jonka avulla voidaan puhua etéi-

syyksista joukossa R™.

Maaritelma 2.7. Olkoon x = (1,29,...,2,) joukon R™ vektori. Vektorin x

x| = &+ i+ 22 =, |> a2 (2.7)
i=1

Vektorin x normista kdytetadn myos nimitysté vektorin pituus. Samaistus on luon-

normi maaritellaan

nollinen, silld joukon R? tai R? vektorin pituudeksi saadaan juurikin mééritelméin
mukainen normi Pythagoraan lauseen avulla. Normia voidaan pitaa siis pituuden
yleistyksené yleiselle joukon R™ vektorille. Vastaavalla analogialla maéritellaan kah-
den vektorin x,y € R" véliseksi etéisyydeksi |[|x — y]|.
Lause 2.8. Olkoot x,y € R" ja a reaaliluku. Tdlloin on voimassa

(i) [lax]| = lal [Ix]]

(ii) [|x]| >0 ja ||x|| =0 jos ja vain jos x = 0.

Todistus. Suoraan madaritelméasta saadaan

Jax] = sz - Jz Sl X =lallxl. @9

Koska 37, 22 > 0, niin toisen kohdan ensimmaéinen viite pétee. Oletetaan ensiksi,
ettd x = 0. Téllsin [|x|| = />, 0* = 0. Oletetaan nyt, ettd ||x|| = 0. Saadaan

lIx|| = fo =0 & Zm? =0. (2.9)
\ i=1 i=1

Koska jokainen yhteenlaskettava on ei-negatiivinen, toteutuu yhtalé vain, jos z; = 0
kaikilla ¢ eli x = 0. ]
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2.2 Matriisit

Vektoreita voidaan merkitd myos matriisilaskennan kanssa yhteensopivalla tavalla

pystyvektoreina. Esimerkiksi

—2
(—2,1/3,7) = |1/3| =[-2 1/3 W}T

™

tarkoittavat kaikki samaa vektoria. Merkintd T tarkoittaa transpoosia, eli vektorin

tai matriisin pysty- ja vaakarivien vaihtamista keskenaén.

Maaritelma 2.9. Olkoot aj, ay, ..., a, joukon R™ (pysty)vektoreita. Kokoelma

aix a2 Q1n
A21 Qg2 -+ Q2p

A= [31 ag o Ap| — . . . . (2'1())
Am1 Am2 - Amn

on matriisi, jonka koko on m x n ja merkitddn A € R™*". Jos m = n, on kyseessa

neliomatriisi.
Matriisien yhteenlasku toimii vastaavasti kuten vektoreilla.

Maaritelma 2.10. Olkoot A, B € R™*". Matriisien A ja B summa méaritellaan

ayp +bnn ap+biz -0 a, + b1y

A+ B — Cl21—‘i‘bzl agy +bay - - Clzn—.an

(2.11)
Am1 + bml Am2 + bm2 ot OGmn + bmn

Vastamatriisi —A ja erotus A — B maéritelldan kuten vektoreille.

Lause 2.11. Kaikille matriiseille A, B € R™*" pitee A+ B = B+ A.
Todistus. Seuraa suoraan reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuudesta. |
Maaritelma 2.12. Olkoon A € R™*" ja A € R. Skalaarin ja matriisin tulo

maéaritellaan

A = [)\al Aag - )\an} . (2.12)



2.2. Matriisit

Maéaritelladn seuraavaksi matriisi-vektoritulo sekd matriisitulo.

Maaritelma 2.13 (Matriisi-vektoritulo). Olkoon A m x n -matriisi ja x € R™.

Matriisin A ja vektorin x tulo méaéritelladn

x1

X2

Ax = [al a, - an] = {wlal + x9ay + ...+ xnan] : (2.13)

Tn

On huomioitavaa, etta matriisi-vektoritulo on méaritelty vain silloin, kun matriisissa
on yhtd monta saraketta kuin vektorissa komponentteja. Jos ajatellaan matriisin

koostuvan vain yhdesta vaakarivista, toisin sanoen vaakavektorista, voidaan puhua

kahden vektorin x,y € R" tulosta (skalaaritulo)

n
Y2 n
x'y=|z; xy - xn} = T1Y1 + ToYo + .o Tl = D Ty (2.14)
=1
xn

Vilittémésti huomataan, ettd x'y = y'x, koska >0 zy; = S0 v,

.
Maééritelméd 2.14 (Matriisitulo). Olkoot a;, b; € RF, A = [al a; -+ a,
jaB=|b; by --- bn}. Matriisien A € R™** ja, B € R¥*" tulo méadritellaan
al a/b; a/b, --- alb,
a; alb, alb, --- alb,
AB=|7|[bi by -+ byle=| " I (2s)
al alb, a'b, --- alb,

Tulomatriisi AB on kokoa m x n.

Matriisitulo AB on mééaritelty vain, jos A:ssa on yhtd monta saraketta kuin B:ssé

riveja.
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Lause 2.15. Olkoon A € R™*" B € Rk C € R™F ja D € R¥*P. Tdllgin ptee
(i) A(B+C)= AB+ AC
(ii) (B+C)D=BD+CD

(i) (AB)D = A(BD).

Todistus. Katso [3, Theorem 16.17]. |

Maaritelma 2.16. Kokoa p X p oleva identiteettimatriisi I, maaritellaan

10 0
01 --- 0

=1 . s (2.16)
00 1

eli kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosid, muut nollia. Kaikille p x n -matriiseille
A pitee [,A = A ja kaikille m x p -matriiseille B patee BI, = B. Monesti
identiteettimatriisia merkitdan lyhyesti 7.

Neliomatriisin A kddnteismatriisi on B, mikali patee AB = BA = I. Talloin mer-
kitddn B = A" ja A= B~ L.

Maaéritelma 2.17 (Determinantti). Olkoon A € R?**? ja B € R¥*3. Naiden

determinantit ovat

(i) det(A) = | = ad— be
c d
a b c
d d
(i) det(B)=|d e f::ae f—b f—kc ‘.
b h 1 g 1 g h

Suurempien neliomatriisien determinantteja ei tassa tyossa késitelld. Jos matriisin

determinantti on nolla, sanotaan matriisin olevan singulaarinen.

2.3 Vektorimuuttujan funktiot

Kerrataan lyhyesti funktion maaritelma, kun maérittelyjoukkona on R™:n osajoukko

ja maalijoukko on R™.
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Maaritelma 2.18. Funktio F' on jokin sdanto, joka liittad jokaiseen maarittely-
joukon D C R" alkioon tasmalleen yhden joukon R™ alkion. Talloin merkitaan

F:R" = R™. Jos x € D ja x kuvautuu alkioksi y € R™, merkitdan F'(x) =y.

Tilanteesta riippuen merkitaan myos F(x) = F(xy,za,...,2,). Toisin sanoen vek-
torimuuttujan funktio monesti samaistetaan usean reaalimuuttujan funktioon. Jos
m = 1, on maalijoukkona R ja funktiota sanotaan (tdssi tyossd) reaalifunktioksi.
Kéytdnnossa D oletetaan yleensé laajimmaksi mahdolliseksi joukoksi, jolle funktion

F méarittdava sdanto on mielekas, ellei méaarittelyjoukkoa erikseen mainita.

Esimerkki 2.19. Funktion F': R? — R?, F(z,y) = (xy, _T}ry?) maarittelyjouk-
koon kuuluvat kaikki ne alkiot, joille 22 + 32 # 0. Toisin sanoen funktion F méérit-
telyjoukko on nyt D = R?\ {(0,0)}.

Maaritelma 2.20. Olkoon F': R” — R™ ja sen maarittelyjoukko D C R™. Joukon
A C D kuvajoukko tai lyhyesti kuva méaritelladn

F(A) ={yeR" |y =F(x), x € A}. (2.17)

Toisin sanoen joukon A kuvajoukko on kaikkien niiden arvojen joukko, jotka F

saa joukossa A. Erikoistapaus tédstd on funktion arvojoukko, joka méaritelladan

R = F(D).

Esimerkki 2.21. Esimerkin 2.19 funktion F: R? — R? F(x,y) = (:Ey, _T}rzﬂ)
arvojoukko on R = {(u,v) € R* | u € R, v € (—00,0)}, silli —1/(2? + y?) saa

kaikki negatiiviset arvot ja zy kaikki reaalilukuarvot.

Maaritelma 2.22. Funktio F': R" — R™ maarittelyjoukkonaan D C R™ on

injektio, mikali kaikki méarittelyjoukon alkiot kuvautuvat eri alkioiksi, eli
Vx,ye D, x#y = F(x)# F(y). (2.18)
Tamén kanssa yhtéapitdva ehto on

Vx,y €D, F(x)=F(y) = x=Yy. (2.19)

Injektiivinen funktio voidaan mieltad kuvauksena, jonka lopputilasta voidaan palata
takaisin alkutilaan. Tama on keskeinen ominaisuus esimerkiksi koordinaattimuun-
noksia tehdessa; voidaan siirtyd koordinaattisysteemista toiseen menettamétté in-

formaatiota.



3. DIFFERENTIOITUVUUS

Tassa luvussa rakennetaan differentioituvuuden késite funktioille R” — R™ lahtien
lilkkeelle raja-arvon ja jatkuvuuden maéaritelmista. Samalla johdetaan muutamia
oleellisia tuloksia differentioituville ja jatkuvasti diffrentioituville funktioille. Luku

mukailee rakenteeltaan Kauhasen luentomonistetta soveltuvilta osin [6, Luku 1].

3.1 Raja-arvo ja jatkuvuus

Vektorimuuttujan funktion raja-arvon ja jatkuuvuuden tarkastelemisessa ldhdetaén

liikkkeelle kasautumispisteen kasitteesta.

Maaritelma 3.1. Olkoon D C R™ ja B(a,r) = {x € R" | |[x — a|| < r}. Piste
a € R” on joukon D kasautumispiste, jos (B(a,r) \ {a}) N D # @ kaikilla r > 0.

Edellinen maéritelma tarkoittaa kaytdnnossa sitéd, ettd kasautumispiste ei ole yk-
sittdinen, muusta joukosta “erilldan” oleva piste. Maaritelmé takaa, ettd pisteen a

jokainen avoin palloympéristo ainakin yhden joukon D pisteen, joka ei ole a.

- // \\
s o~ // T N
’ N \
\ ! \
/ r 0 |
I — | |
b ’ N /
7/
N 7z N /

Kuva 3.1. Joukko D ja kasautumispisteen a ympéaristé B(a, r). Piste b ei ole joukon
D kasautumispiste.
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Maiaritelmé 3.2 (Funktion raja-arvo). Olkoon F': R" — R™ ja sen mééritte-
lyjoukko D € R™. Funktiolla F' on raja-arvo L € R™ kasautumispisteessa a, jos

jokaisella € > 0 on olemassa sellainen § > 0, etta
xeD jal<|x—al|<éd = ||Fx)-L| <e. (3.1)

Télloin merkitadn L = lim F(x) tai F(x) = L, kun x — a.

Maéritelma 3.2 on analoginen yhden muuttujan reaalifunktion raja-arvon maéritel-
man kanssa. Jos f ja g ovat funktioita R” — R ja a € R, niin tutut laskusddnnot
funktioiden af, f + g, fg ja f/g raja-arvoille ovat voimassa. Todistukset néille ovat

tdysin vastaavat kuin yhden muuttujan reaalifunktion tapauksessa, kun korvataan

itseisarvo |x — a| normilla ||x — al| [1].
Maaritelma 3.3. Funktio F': R® — R™ on jatkuva pisteessd a, mikéli

F(a) = lim F(x). (3.2)

X—a

Jos F' on jatkuva kaikissa méadrittelyjoukkonsa pisteissd, sanotaan lyhyesti F:n

olevan jatkuva.

Kéytéannossa vektoriarvoisten funktioiden jatkuvuutta tarkastellaan komponentti-

funktioiden kautta.

Lause 3.4. Olkoon F = (f1, fa, ..., fm): R = R™. Tdlloin

X—a

() lim Fx) = (gn e s i . b fm(X)>

(ii) F on jatkuva pisteessi a < f; on jatkuva pisteessd a kaikilla j.

Todistus. Katso [6, Lause 1.116].
Lauseen 3.4 avulla voidaan todistaa seuraava yleisemmaén tason tulos.

Lause 3.5. Olkoot F,G: R" — R™ ja X\ reaaliluku. Jos on olemassa raja-arvot

lim F'(x) = L ja lim G(x) = M, niin

xX—a

(i) lim (AF(x)) = AL

X—a

(i) lim (F(x) +G(x)) = L+ M.

xX—a
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Todistus. Kohta (i). Laskemalla saadaan

lim (AF(x)) = lim (A(fi(x), .., fm(x)))

X—a xX—a

= lim (M), -+ ()

_ ()l(ilgl()\fl(x)),...,)l(i_r)réll@\fm(X)))
_ (A%Mx),...,xggfm(x))

_ A(){g%fl(x),...,ggfm(x))

= Alim F(x) = AL,

missd kolmannella rivilld hyédynnettiin lausetta 3.4 ja sen jalkeen reaalifunktion

raja-arvon laskusaantoja. Kohta (ii) todistuu vastaavasti:

lim (F(x) + G(x)) = lim (£1(x) + 01(%), .-, fn (%) + g ()

~ (1 (560 + 1 0). - i (10 + 900 )
(B )+ 0. iy )+ i )

X—a

- (,{gn;f1<x>7...,,1;n;fm<x>) + (;gn;gxx),...mm gm<x>>

= lim F(x) + lim G(x) = L + M. |

X—a
Tasta saadaan valittomaésti seuraava tulos.

Lause 3.6. Olkoot F,G: R" — R™ jatkuvia pisteessi a ja A € R. Talloin myds
AF ja G+ F ovat jatkuvia pisteessd a.

Todistus. Seuraa suoraan lauseesta 3.5, koska L = F'(a) ja M = G(a). |

Lause 3.7. Olkoon G: R" — RF jatkuva pisteessi a € R" ja F: RF — R™
jatkuva pisteessi G(a) € RF. Tdllgin yhdistetty funktio F o G: R* — R™,
(FoG)(x)=F(G(x)) on jatkuva pisteessd a.

Todistus. Olkoon € > 0. Koska F' on jatkuva pisteessia G(a), on olemassa sellainen
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91 > 0, ettd F(y) on mééritelty ja
1F(y) — F(G(a))]| <e, kun [y — G(a)]| < . (3.3)

Edelleen G on jatkuva pisteessi a, joten on olemassa § > 0 siten, ettd G(x) on
madritelty ja
|G(x) — G(a)]| < 01, kun ||x —a|| <. (3.4)

Yllaolevasta seuraa, etté
IF(GX)) - FG@)] = [(FoG)(x) — (FoG)a)] <= kun |x—al <. (35)

Siispa F' o G on jatkuva pisteesséa a. [ |

Lisdksi reaalifunktioista f ja ¢ (ts. m = 1) muodostetut funktiot f — g, fg ja f/g
ovat jatkuvia maarittelyjoukoissaan. Téma voidaan todistaa vastaavasti kuin yhden

muuttujan reaalifunktioiden tapauksessa hyodyntamalla raja-arvon laskusédantoja.

3.2 Osittaisderivaatta

Kerrataan osittaisderivaatan maaritelma.

Maaritelma 3.8. Funktion f: R™ — R osittaisderivaatta pisteessia x € R i:nnen
komponentin (muuttujan) suhteen méaritellaan

0 . f(x+he) — f(x)

f(x) = fr,(x) == lim

ox; h—0 h ’

(3.6)

missa e; € R™ on vektori, jonka :s komponentti on 1 ja muut nollia.

Kaytannossa yllaoleva maaritelmé on normaali erotusosamééarian raja-arvo n muut-
tujan funktiolle, jossa i:s komponentti muuttuu muiden pysyessa vakiona. Tama
tarkoittaa, ettd tutut yhden muuttujan reaalifunktioiden derivaattoja koskevat las-

kusaannot patevat myos osittaisderivaatoille.

Mikali funktiolla f on kaikki osittaisderivaatat, voidaan tarkastella ndiden osittais-
derivaattoja (toisen kertaluvun osittaisderivaatat). Vastaavalla tavalla puhutaan kol-

mannen ja sitd korkeamman kertaluvun osittaisderivaatoista.
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Maaritelma 3.9. Oletetaan, ettd funktiolla f: R™ — R on olemassa osittaisde-
rivaatat f,, koko maarittelyjoukossaan D. Naiden osittaisderivaattoja muuttujien

x; suhteen kutsutaan funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatoiksi. Pisteessa

x € D niitd merkitdan

0 0 02
8%‘<%if(X)> B 85L‘jal‘if(X) = foiz; (%), (3.7)
Liséksi tapauksessa ¢ = j merkitdan
02 0?2
Fidmy] %) = ggaf (%) = faua (%) (3.8)

Vastaavalla tavalla konstruoidaan ja merkitdan korkeamman kertaluvun osittaisde-
rivaatat. Esimerkiksi kolmen muuttujan reaalifunktiolle f,., ja % f tarkoittavat

sitéd, ettd f:44 on derivoitu ensin y:n, sitten z:an ja lopuksi x:4n suhteen.

Lause 3.10. Olkoon f: R"™ — R. Oletetaan, etti f.,, fe; ja fo,z; ovat olemassa
pisteen X ympdristossd ja ettd f,.., on jatkuva pisteessd x. Talloin fy ., (x) on

olemassa ja

0 0
Jaj2i(X) = faia;(x) & mf(x) = 8xj8xif(x)’ (3.9)
Todistus. Luettavissa lahteesté [8, Theorem 5.3.3]. |

3.3 Derivaattamatriisi ja differentioituvuus

Funktion differentioituvuus on derivoituvuuden yleistys funktioille R — R™. Diffe-

rentioituvuuden kasittelyd varten madaritellaén ensin Jacobin matriisi.

Maaritelma 3.11. Olkoon F = (f1,..., fm): R™ — R™. Jos kaikki osittaisderi-

vaatat % fj ovat olemassa pisteessa x, niin m x n -matriisi
K2

0 0
5o 1) 5 A

Fl(x) = : : (3.10)

5 m) I

on funktion F' Jacobin matriisi tai derivaattamatriisi. Matriisista kdytetadn myos

e e o O(fi,eenfm)
merkintoja DF ja a(xll,...,a:n)'
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Derivaattamatriisin determinantti det(F’(x)) = JF(x) on funktion F' Jacobin de-
terminantti. Jacobin matriisin avulla voidaan lopulta méaritelld funktion differen-

tioituvuus.

Maiaritelma 3.12 (Differentioituvuus). Olkoon F' = (fi,..., f,): R* — R™.
Funktio F on differentioituva pisteessda a, jos kaikki osittaisderivaatat % fj ovat

olemassa pisteessa a ja jos on olemassa kehitelma
F(a+h)=F(a)+ F'(a)h+ &(h) ||h||, (3.11)

missd £€: R” — R™ on funktio, jolle £(h) — 0, kun h — 0. Sanotaan, ettd F' on
differentioituva, jos se on differentioituva jokaisessa méarittelyjoukkonsa pisteessa.
Kuvausta F'(a+h) = F(a)+F’(a)h sanotaan funktion F' linearisoinniksi pisteessa

a.

Lineaarikuvausta L: R" — R™, L(h) := F’(a)h kutsutaan funktion F' derivaataksi
pisteesséd a. Tama on analoginen sen kanssa, ettd yhden muuttujan reaalifunktioilla

derivointi on lineaarinen operaatio.

Lause 3.13. Differentioituva funktio F': R™ — R™ on jatkuva.

Todistus. Merkitdén kehitelméssé (3.11) h = x — a. F' on differentioituva, joten
F(x)=F(a)+ F'(a)(x —a) + &(x —a) ||x — a|| = F(a), kun x — a. |

Maaritelma 3.14. Olkoon F' = (f1,..., fm): R® — R™. Jos komponenttifunk-
tioiden f; kaikki osittaisderivaatat % fj ovat jatkuvia, niin F' on jatkuvasti diffe-

rentioituva.

Seuraava lause mahdollistaa differentioituvuuden tarkastelun komponenttifunktioi-
den kautta.

Lause 3.15. Funktio F = (f1,..., fm): R" — R™ on differentioituva pisteessd
a € R" jos ja vain jos kaikki komponenttifunktiot f; ovat differentioituvia pisteessd

a.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd F on differentioituva pisteessé a € R™. Nyt

mééritelmén 3.12 mukaan on olemassa funktio &€ = (e1,...,&,): R* — R™, jolle
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lim, 0 €(h) =0 ja F(a+h) = F(a) + F'(a)h + £(h) |h||. Kirjoitetaan tdma auki

komponenteittain (F' on differentioituva, joten osittaisderivaatat ovat olemassa):

o 0

fla+n)] [A@] |5,0@ 0 g @] [am)
: = : |+ : s L+ ¢ | |n]
fu(a+ )] |fula) aafm(a) aafm@ ha]  [em(h)
i P )
fi(@) + 5= fu@)hn e g fi(@)ha 4 ea(b) ]
- 0 0
(@) 5 F(@)h e (@) () [

Tarkastellaan yllaolevan vektoriyhtalon j:nnetta rivia. Lauseen 3.4 nojalla jokaiselle

komponenttifunktiolle £; on voimassa limy_,o £;(h) = 0. Saadaan
fila+h) = fi(a) + fij(a)h+c;(h) [[h], (3.12)

missd fi(a) = [%fj(a) Ry (a)}. Siispa jokainen komponenttifunktio f; on

OTn

differentioituva.

Oletetaan seuraavaksi, etta jokainen komponenttifunktio f; on differentioituva pis-
teessd a € R™. Nyt on olemassa funktiot ¢;: R” — R siten, ettéd limy 0c;(h) =0

kaikilla j = {1,...,m} ja kehitelmé (3.11) on voimassa. Voidaan muodostaa yht&lo

fi(a+h) [ fi(a) + fi(a)h + &1 (h) |||

fula+h)] [ fn(@) + fi(a)h +en(h) B
fia)] [ fi@) ei(h)
=| i |+ i [h+| i [h].
m(@)] [ fa(@) em(h)

(3.13)

Yhtélo (3.13) on maaritelméan 3.12 mukaista muotoa, kun huomataan, etti
fi(a) e1(h)
. | =F(a) ja Eh)=| : | —0, kun h— 0.
fn(@) em(h)

Taten komponenttifunktioiden differentioituvuudesta seuraa funktion F' differentioi-

tuvuus ja painvastoin. [
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Lause 3.16. Jatkuvasti differentioituva funktio F: R™ — R™ on differentioituva.

Todistus. Tapaus m = 1, katso [8, Theorem 5.3.10]. Koska F' on jatkuvasti diffe-
rentioituva, niin komponenttifunktiot f; ovat jatkuvasti differentioituvia ja edelleen

differentioituvia (tapaus m = 1). Lauseen 3.15 nojalla myés F' on differentioitu-
va. [

Viimeisené esitetadn ketjustdanto differentioituville funktioille.

Lause 3.17. Olkoon G: R® — R* differentioituva pisteessi a € R™ sekd
F: R¥ — R™ differentioituva pisteessid G(a) € R¥. Téllgin yhdistetty funktio

H=FoG:R" - R™, H(x)=F(G(x)) (3.14)
on differentioituva pisteessd a ja
H'(a) = F'(G(a))G'(a). (3.15)

Todistus. Katso [6, Lause 1.134]. |

Kaava (3.15) on vastaava kuin yhden muuttujan reaalifunktion tapauksessa, missi

yhdistetyn funktion h := f o g derivaatta pisteessa z on h'(z) = f'(g(z))g ().
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4. KAANTYVAT KUVAUKSET

Tassa luvussa palautetaan mieleen kaanteisfunktion ajatus ja tarkastellaan ylei-
semmin kadntyvid muunnoksia F': R™ — R" esimerkkien kautta. Lopuksi esitel-
ladn implisiittifunktiolause, johon perustuu implisiittisten funktioiden olemassaolo.
Lausetta ei pyrita todistamaan tarkasti, vaan ennemminkin perustelemaan havain-

nollisesti intuition avulla.

4.1 Kaanteisfunktio

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan funktiota f: [0,1] — [1,3], f(z) = 2z + 1. Jos mer-
kitdan y = f(z), niin onko olemassa sellainen funktio, joka palauttaa argumentin x,

kun y tunnetaan?

Ratkaisu. Haetaan funktiota g, jolle on voimassa y = f(z) < x = g(y). Ratkai-
semalla 2 yhtdlostd y = 2z + 1 saadaan haluttu lauseke z = 1 (y — 1) = g(y). Lisdksi
huomataan, etta f(g(y)) =y ja g(f(z)) = x. Téten g on f:n kadanteisfunktio, jolloin

merkitddn f~! = g. Vastaavasti f on ¢:n kdanteisfunktio, joten g~ = f.

Esimerkissa 4.1 kdanteisfunktion 16ytymiseksi oli oleellista, etté jokaista funktion
arvoa y € [1, 3] vastasi tasmaélleen yksi muuttujan arvo x € [0, 1]. Tama ndhdain
1

suoraan kadnteisfunktion lausekkeesta f~'(y) = 5(y — 1), y € [1, 3]. Aina kaénteis-

funktion lausekkeen ratkaiseminen ei kuitenkaan ole mahdollista.

Pohditaan yleisempéaé tapausta, jossa funktion F' maérittelyjoukko on Dp ja arvo-
joukko Rp. Jos F' on injektio, niin jokaista y € Rp vastaa yksikasitteinen x € Dp

siten, ettd y = F(x). Talloin F~! on olemassa ja
y=F(x) & x=F"y). (4.1)

Funktion F~! méadrittelyjoukko ja arvojoukko ovat nyt Dp-1 = Rp ja Rp-1 = Dp.
Edelleen F~1(F(x)) = x sekd F(F~!(y)) = y. Voidaan osoittaa, etta jos kidnteis-

funktio on olemassa, niin se on yksikésitteinen [2].



4.2. Regulaariset muunnokset 18

Esimerkki 4.2. Olkoon f: [e72?,e?] = R, f(z) =/ +Inz — 1. Yhtdlod y = f(x)

ei voida ratkaista suljetussa muodossa z:n suhteen, joten tutkitaan f:n derivaattaa.
Koska f'(z) = ﬁ +1 >0, niin f on aidosti kasvava ja siten injektio. Arvojoukoksi

saadaan [f(e7?), f(e?)] = [e7! =3, e+1]. Funktiolla f on kdanteisfunktio, joka kuvaa

vélin [e7! — 3, e + 1] véliksi [e 72, €?].

Kuva 4.1. Funktioiden f ja f~! kuvaajat.

4.2 Regulaariset muunnokset

Tassa alaluvussa rajoitutaan muunnoksiin joukolta R™ joukkoon R™. Ennestaan tut-
tuja ovat lineaarimuunnokset L: R" — R", L(x) = Ax, missd A on n X n -matriisi.
Tallaiset muunnokset todetaan myohemmin kadntyviksi tdsmélleen silloin, kun A

on kadntyva.

Esimerkki 4.3. Lineaarimuunnos L: R? — R?

1 -1 —
Liz,y)=|"| = =Y (4.2)
v 1 1 Y x4y
kuvaa vektorin (z,y) vektoriksi (u,v) siten, ettd
U=z -
Y (4.3)

v=+ Y.
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Yhtalopari voidaan ratkaista x:n ja y:n suhteen yksikésitteisesti:
(4.4)
Talla perusteella on olemassa kadanteismuunnos

11 1] [u
T2 [_1 1] H ' (4.5)

Koska L™ (u,v) = (z,y), niin yhtalo (4.1) pétee, kuten pitadkin.

1
L™ (u,v) = 5 ut
v

(Y
—Uu

Lause 4.4. Lineaarimuunnos L: R" — R", u = L(x) = Ax on kddntyvd jos ja

vain jos A € R™"™ on ei-singulaarinen. Tdilloin Ry, = R™ ja L™'(u) = A~ u.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd L on kddntyvd muunnos. Talléin on olemassa
muunnos M: R™ — R” siten, ettd L(x) = Ax = u < M(u) = x. Osoitetaan
ensin, ettd kddnteismuunnos M on myos lineaarinen. Olkoon y € R" ja v = Ay,

jolloin M(v) =y ja

M(u+v)=MAx+ Ay) = M(A(x+y)) =x+y=M(u)+ M(v). (4.6)

=L(x+y)
Nyt M on muotoa M (u) = Bu jollakin B € R™". Témén avulla saadaan
x = M(u) = Bu = B(Ax) = (BA)x. (4.7)

Ylldoleva on tosi vain, jos BA = I. Matriisi A on taten kddntyvé ja siis ei-singulaari-
nen ja B = A7!, joten M(u) = A 'u.

Seuraavaksi oletetaan, ettd A on ei-singulaarinen. Talloin A~! on olemassa ja
Au=A"1Ax) = (A T A)x = Ix = x. (4.8)

Koska kaikilla u € R™ saadaan yksikésitteinen ratkaisu u = L(x) < x = A7 'u,
niin L on kidntyvd, L' (u) = A~ 'u ja R, = R™ [
Esimerkki 4.5. Lauseen 4.4 perusteella esimerkin 4.3 lineaarimuunnos

i

L(x) = Ax =
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on kaantyva, silld det(4) =1-1—1-(—1) = 2 # 0. Kdanteismuunnokseksi saadaan
wl 1|1 1f]u
vl 2|-1 1| |v|’

Maiéritelmi 4.6. Muunnos F: R® — R™ on requlaarinen avoimessa joukossa'

VNI 1 1 —(=1)
L) =A== {_1 1

joka on tietenkin sama kuin esimerkissa 4.3.

S C R”, jos F' on injektiivinen ja jatkuvasti differentioituva joukossa S seka

JF(x) # 0 kaikilla x € S.

Esimerkki 4.7. Muunnoksen F': R? — R2,

Flz,y) = [ Q;yy ] (4.9)

Jacobin determinantti

2 —2
B P (4.10)

2y 2x

on positiivinen, kun (z,y) # (0,0). Téten F on regulaarinen kaikissa joukoissa S,
joissa F' on injektiivinen ja (0,0) ¢ S. Téllainen joukko on esimerkiksi xy-tason

ensimmaéinen neljénnes S = {(z,y) € R* | z,y > 0}. Perustelu:

F(z,y) = H = [xQ—yzl R L (4.11)

v 2xy v = 2xy.

Yhtaloparin ensimmaisesta yhtalosta saadaan ratkaistua x = u + y? (z > 0), joka

voidaan sijoittaa toiseen yhtéloon. Saadaan

1
v=2\/u+y? & y4+uy2—zv2:()

s  —uEVu?+v?
ey = 5 y>0 (4.12)

—u 4+ Vu? + v?
& oy = 5 .

Nyt y:n avulla saadaan z ratkaistua:

— 2 2 2 2
x:\/u+y2:\/u+ u—i-\gm: —u—i—m.

5 (4.13)

1Joukko S on avoin, jos Vx € S Je > 0 siten, ettd B(x,e) C S.
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Systeemi (4.11) ratkeaa siis yksikasitteisesti z:n ja y:n suhteen, joten F:114 on kaéan-
teisfunktio ja on siten injektiivinen joukossa S. Koska (0,0) ¢ .S, on F regulaarinen
tassd joukossa. Huomioitavaa on, ettd F' ei ole kuitenkaan injektiivinen (eiké regu-

laarinen) koko méérittelyjoukossaan:

P = {12 - 12] _ [(—1)2 — (-1)?

2.1-1 2(—1)(~1) | F(=1,=1).

Muunnoksen regulaarisuus takaa sen, etta se on kdantyvé, kdanteismuunnos on jat-
kuvasti differentioituva ja niin ikdén regulaarinen [8, Theorem 6.3.3]. Regulaari-
suus on vahva ominaisuus, jota hyddynnetédan kaénteiskuvauslauseen todistamisessa
[8, Theorem 6.3.4]. Kéénteiskuvauslause on valttaméaton pohja implisiittifunktio-

lauseen todistamiselle tarkasti.

4.3 Implisiittifunktiolause

Lauseen perustelu mukailee padosin Silvennoisen luentomonistetta muutamin lisayk-
sin [7, s. 58-60].

Tarkastellaan funktiota F': R"™™ — R™. Hajotetaan funktion muuttuja kahteen

osaan u = (x,y), missd x € R" ja y € R™. Funktion arvo pisteessi (x,y) on nyt
F<X7y) = (fl(X;Y)7 R fm(X7 y))

Halutaan selvittaa, milla ehdoilla yhtélo
F(x,y)=0 (4.14)

maarittelee funktion
y = G(x), (4.15)

joka toteuttaa yhtélon (4.14). Téllaista funktiota kutsutaan implisiittifunktioksi.

Tutkitaan lineaarista kuvausta F'(x,y) = Ax + By, missd A € R"™" ja B € R™*™

ovat vakiomatriiseja. Jos B on kddntyvé, voidaan yhtalosta Ax + By = 0 ratkaista
y =G(x) = -B 'Ax. (4.16)

Huomataan, ettd F:n derivaattamatriisit y:n ja x:n suhteen ovat Dy F(x,y) = B ja

DyF(x,y) = A. Implisiittifunkion G derivaattamatriisiksi saadaan

G'(x) = =B 'A = —(DyF(x,y)) 'DyF(x,y). (4.17)
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Yleinen, epélineaarinen tapaus kasitelldan seuraavan lauseen muodossa.

Lause 4.8 (Implisiittifunktiolause). Olkoon F: R"*™ — R™ jatkuvasti dif-
ferentioituva avoimessa joukossa S ja (xo,yo) € S. Lisdksi oletetaan, ettd
F(x0,y0) = 0 ja DyF(x0,y0) on kidantyvd. Télloin on olemassa pisteen (Xo,yo)
ympadristo B C S, jossa DyF(x,y) on kddntyvd. Edelleen pisteelld xo on olemas-
sa ympdristo U C R"™, jossa on mdaritelty yksikdsitteinen funktio G: R™ — R™

siten, etta
(x,G(x)) € B ja F(x,y) =0, kuny = G(x) jax € U. (4.18)
Lisiksi G on jatkuvasti differentioituva joukossa U ja

G'(x) = —(DyF(x, G(x))) ' DxF(x, G(x)). (4.19)

Perustelu. Funktio F' on jatkuvasti differentioituva, joten voidaan hyodyntda méaa-

ritelmén 3.12 mukaista linearisointia pisteen (xg,yo) ympéristossi. Saadaan arvio

X — X
F(x,y) ~ F(xq,y0) +F'(x0,¥0) [ 0]
— Y — Yo

=0

- x (4.20)
y— YO]
= DxF(x0,y0)(x — %0) + Dy F(x0,y0)(y — ¥o)-

_ [DXF(XO,yO) DyF(X07y0>} [

Jos pétee F(x,y) = 0 jossakin pisteen (x,yo) ympéristossd, niin saadaan
Dy F(x0,y0)(x — Xo) + Dy F(X0,¥0)(y — yo) = 0. (4.21)

Koska Dy F(xg,yo) on kddntyvé, saadaan ratkaistua

y = yo — (DyF(x0,y0)) ' DxF (%0, y0)(x — Xq). (4.22)

Funktion F' kaikki osittaisderivaatat ovat jatkuvia, joten funktio Dy F' on jatkuva.
Tamén perusteella siirryttaessa pisteesta (xg,yo) “vain vihdn” poispain, muuttuvat
DyF:n arvot myos hallitun vahén. Téten pisteelld (xg,yo) on olemassa sellainen

ympéristd B, jossa Dy F'(x,y) on kdéntyva (tarkempi perustelu sivuutetaan).

Yhtalon (4.22) méérittelemé approksimaatio on jatkuva funktio. Tdten y:n ar-

vo muuttuu hallitusti, kun x muuttuu hieman. Voidaan paitella, ettd yhtalosta
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F(x,y) = 0 voidaan (periaatteessa) ratkaista komponentti y myos pisteen x, ym-
paristossa. Olkoon U se ymparisto, jossa se on mahdollista. Nyt y = G(x) on se
implisiittinen funktio, jota haettiin. (Tarkemmat perustelut ja G:n yksikésitteisyys

sivuutetaan.)

Funktio G on jatkuvasti differentioituva, koska sen komponenttifunktiot ovat sa-
mat kuin F:n m viimeista komponenttia ja F' on jatkuvasti differentioituva. Koska

F(x,G(x)) = 0, niin ketjusddnnon avulla muuttujan x suhteen saadaan

DyF(x,G(x))Dxx + Dy F(x,G(x))DxG(x) =
& DyF(x,G(x))] + DyF(x,G(x))G'(x) =0 (4.23)
& G'(x) = —(Dy F(x,G(x)) ' D F(x,G(x)),

silla Dy F'(x,G(x)) on kaantyvd. Ndhddan myos, ettéd lineaarisen tapauksen deri-
vaattamatriisi (4.17) on juuri ylldolevaa muotoa. Lauseen yksityiskohtainen todistus
katsottavissa esimerkiksi lahteestéd [4, Theorem 13.7] tai [8, Theorem 6.4.1]. |
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5. IMPLISIITTISET FUNKTIOT

Yhtalot muotoa F(xq,...,x,) = 0 voidaan jakaa implisiittisten kdyrien, pintojen
ja yleisemmin hyperpintojen kannalta kahdeen ratkaisevasti eri luokkaan. Jos F' on
muuttujien xq,...,x, polynomi, niin kyseessa on algebrallinen yhtdilo ja sanotaan,
ettd F:n esittama kayra tai pinta on algebrallinen. Muussa tapauksessa yhtalo ja

sita vastaava kédyra tai pinta on transsendenttinen.

Algebralliset yhtalot ovat oleellisesti helpompia késitelld, ja niihin voidaan soveltaa
muun muassa algebran peruslausetta seka joitakin koordinaattimuunnoksia analyyt-
tistd késittelyd varten. Transsendenttisien yhtaloiden tapauksessa joudutaan yleen-
sé tyytyméadn numeerisiin menetelmiin implisiittifunktiolauseen taatessa teoreetti-
sen pohjan. Algebralliset kidyrit ja pinnat ovat yleensa "siististi” kédyttaytyvia ja
koostuvat aarellisen monesta komponentista. Vastaavasti transsendenttiset kayrat
ja pinnat voivat olla hyvinkin kaoottisia ja koostua darettoméan monesta komponen-

tista, jolloin niiden kasittely ja piirtaminen on hankalaa ja tyolasté.

x“-y“-1=0 sin(2x +y) - cos(2xy) +1=0
N A T TN
3r 1 3r j x
| 1 |
1 1 1> 1
> 0+ 4 >,OD Q ]

At 1 _1% 0

w

> 3
Kuva 5.1. Esimerkki algebrallisesta ja transsendenttisesta kayrasta.

Tissé luvussa rajoitutaan funktioihin, joiden méérittelyjoukko on R? tai R? ja maa-
lijoukko on R. Muotoa F'(z,y) = 0 olevat yhtilot esittavit tasokayrid, ja vastaavasti

muotoa F(z,y,z) = 0 olevat kolmiulotteisen avaruuden pintoja.
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Esimerkki 5.1. Olkoon F': R*? —» R, F(z,y) = 2> + y* — 1. Yhtdlo F(z,y) = 0
on tuttu yksikkéympyran yhtélo, josta voidaan suoraan ratkaista y = £+/1 — x2.
Néaytetdaan kuitenkin, ettd implisiittifunktiolauseen ehdot toteutuvat pisteen (%, ?)
ymparistossa.

Funktio F' on jatkuvasti deifferentioituva kaikkialla ja piste (%, ?) toteuttaa yhtalon

F(z,y) = 0. Lasketaan F':n derivaattamatriisi:

F'(z,y) = [8833(I2 +y*—1) ;(;(xQ +y* — 1)] = [2$ 2y} :

Néhdaan, etta D, F(z,y) = 2y # 0, kun y # 0, joten kdéntyvyysehto toteutuu.

Lasketaan seuraavaksi implisiittifunktion derivaatta lauseen antamalla kaavalla:

) i, @
Ga)=—|@+y" -1 —@+y*—1)=-=. 5.1
0= (g7 =D) gy =- 6.1)
Annettuun pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin on téaten —%32 = —%.

Tédmaéa voidaan tarkistaa derivoimalla ylemmaéan puoliympyran yhtalo y = v/1 — 22

dy 1 g 1 x

— =—(1- —2r) = ———. 5.2

o = (1 —a7)73(-22) — (5.2)
Sijoittamalla tahén =z = % saadaan tangentin kulmakertoimeksi jalleen —%. Ver-

taamalla lausekkeita (5.1) ja (5.2) huomataan, ettd ne esittévit samaa asiaa, kos-
ka y = v/1 — 22, On huomattava, ettd useissa tapauksessa implisiittisen funktion
lausekkeen suora ratkaiseminen ja derivointi ei ole mahdollista, jolloin on tyydytta-

va lauseen 4.8 mukaiseen epasuoraan derivointiin.

Esimerkki 5.2. Olkoon F': R? — R, F(z,y) = sin(2z 4+ y) — cos(2zy) + 1. Yhtélo
F(z,y) = 0 on transsendenttinen ja ilmeisen vaikea ratkaista muuttujan y suhteen.
Origo on kéyralla F(z,y) = 0: sin(0) — cos(0) +1 = 0 — 14+ 1 = 0. Médritetdén
origoon piirretyn tangentin kulmakerroin. Kuvasta 5.1 ndhdédan, ettd se on ~ —2.

Lasketaan F:n derivaattamatriisi:

F'(z,y) = [;(sin(Zx +y) — cos(2xy) + 1) ;(sin(% +y) — cos(2xy) + 1)]
T Y
= [2 cos(2x + y) + 2ysin(2zy) cos(2x +y) + 2x sin(?xy)] .
Nyt cos(0) +0-sin(0) = 1 # 0, joten D, F(z,y) on kdantyva origossa ja F' kaikkialla

jatkuvasti differentioituva, joten implisiittifunktiolauseen ehdot tayttyvéat. Implisiit-
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tifunktion derivaatta on

G'(r) = — <§;(Sin(2x +y) — cos(2xy) + 1)) _ i(sin@x +y) — cos(2zy) + 1)

2cos(2z + y) + 2y sin(2xy)
cos(2z + y) + 2z sin(2zy)

ja se saa origossa arvon

2cos(0) +2-0sin(0)  2-14+0 5
cos(0) +2-0sin(0)  1+0 7

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan nyt erdsti algebrallista pintaa. Olkoon F': R3 — R,
F(z,y,2) = 2y(y® — 32?)(1 — 2%) + (2 + y*)? — (92 — 1)(1 — 2?). Funktio F' on
polynomina jatkuvasti differentioituva kaikkialla. Mé&éritetdan pinnan F'(z,y,z) =0

pisteeseen (0, %, —‘{—6:)5) piirretyn tangenttitason yhtalo. Haettava implisiittifunktio
taméan pisteen ldheisyydessd on muotoa y = G(x), missd y = z ja x = (z,y).

Jalleen on méadritettava F:n derivaattamatriisi:

, 9 ) B
F(ZL’,y,Z)Z %F(x,y,z) @F(Q?,Z/,Z) QF(QIJLZ)

423 + day? + 122y2% — 122y
= |42%y + 62222 — 622 + 493 — 69222 + 692
1222%yz — 4%z + 3623 — 20z

jonka kaksi ensimmaéistd komponenttia muodostavat lohkon Dy F'(x,y) ja viimeinen

komponentti lohkon Dy F(x,y), joka saa annetussa pisteessd arvon 14%%@ # 0
toteuttaen kadntyvyysehdon. Implisiittifunktion derivaattamatriisi on
G'(x) = —(DyF(x,G(x))) "' DxF(x,G(x))
4o + day? + 122y2% — 122y T
B 1222yz — 4y32z + 3623 — 20z
422y + 6222% — 622 + 4y — 6y%2° + 61>

1222yz — 4y3z + 3623 — 20z

ja pisteessa (0, %, —%) se saa arvon {0 —161\6/55}. Nyt voidaan méaarittda halutun

tangenttitason yhtalo:

Z:_@‘i‘ [O _16\/%} |:5U—0] :_16\/% 23\/%~

~ —0,76y + 0,073,
15 169 ] 1y 4 169 V" 2535 D
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y

Kuva 5.2. Esimerkin 5.3 pinta, tangenttitaso ja sivuamispiste.

Kuvat 5.1 ja 5.2 on piirretty MATLABIin fimplicit- ja fimplicit3-komennoilla.
Implisiittisten kayrien ja pintojen piirtdmiseen tutustutaan paremmin seuraavissa

alaluvuissa.

5.1 Implisiittiset kayrat

Tamén alaluvun ajatuksena on tutustua implisiittisten kéyrien ominaisuuksiin ja
piirtdmiseen analyyttiselld tasolla. Numeerista piirtamista tarkastellaan alaluvussa

5.3. Yleisesti zy-tason kiyrat voidaan jakaa seuraaviin kolmeen tyyppiin.

(i) Eksplisiittinen: funktion y = f(z) tai = ¢g(y) kuvaaja. Kayran pisteet ovat
muotoa (z, f(z)) tai (g9(y), y)-

(ii) Parametrinen: kiyra, jonka pisteet ovat muotoa (z(t), y(t)) ja riippuvat yhtei-

sesta parametrista .

(iii) Implisiittinen: kdyrd muodostuu yhtdlon F(z,y) = 0 toteuttavista pisteistéi

(x,y). Yleista sddntoa kayran pisteille ei ole.

Jotta kéayra olisi yleisen mielikuvan mukainen 7siisti” kayré, oletetaan, etta ylla

esiintyvat funktiot ovat jatkuvasti differentioituvia. Muotoa (i) tai (ii) olevat kdyrét



5.1. Implisiittiset kayrat 28

ovat helppoja piirtaa, koska niissa riittda antaa muuttujalle (parametrille) eri arvoja
ja kayran pisteitéd saa suoraan laskettua. Sen sijaan muotoa (iii) olevat kayrat taytyy
ensin muuntaa johonkin muuhun muotoon piirtamista varten tai tyytya numeerisiin

menetelmiin.

Eras usein kateva vaihtoehto on muuntaa implisiittimuotoinen yhtélé napakoordi-
naatteihin muunnoksella (x,y) = (rcosf,rsinf), misséd r on yleisesti #:n funktio.
Idea on, ettd muunnettu yhtélo pystyttaisiin ratkaisemaan muuttujan r suhteen, jol-
loin saadaan standardimuotoa oleva napakoordinaattikdyra r = r(6). Saatu kéyra
voidaan piirtaéd suoraan napakoordinaatistoon tai xy-koordinaatistoon sijoittamalla

r:n lauseke takaisin muunnoslausekkeeseen.
Esimerkki 5.4. Piirrd ellipsi 222 + 3y* — 4 = 0.

Ratkaisu. Suoraviivaisin tapa on ratkaista annetusta yhtalostd y z:n funktiona.
Saadaan funktiot y = 4/ 4’5”52, joiden kuvaajat voidaan piirtaa.

Toinen tapa on muuntaa ellipsin yhtélé normaalimuotoon:

2 2 22% 3y v \* Yy ’

V3

josta ndhdadn, ettd isoakselin puolikas on v/2 ja pikkuakselin puolikas on % Téaten
ellipsin parametrimuotoinen yhtélé on (z,y) = (\/ﬁ cost, %sin t), —r <t< .
Parametrimuotoinen kéyra on helppo piirtaa.

Sovelletaan kolmantena tapana napakoordinaattimuunnosta:

2(rcos0)? + 3(rsinf)? —4 =0
& 212 cos? 0 + 3r?sin? 0 = 4
& r2(260529+251n29+sin29):4 ‘rz()
=2

2
& r=-———— -7n1<0<m.

V2 +sin?6’

Edellisessa yhtalossé rajoituttiin ei-negatiivisiin r:n arvoihin seké rajoitettiin 6 va-

lille (—m, 7] yksikésitteisen esitysmuodon vuoksi, miké on yleensa tapana napakoor-

dinaattikayria tarkasteltaessa.
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/2

3mw/2

Kuva 5.3. Esimerkin 5.4 ellipsi napakoordinaatistossa.

Perustellaan viela napakoordinaattimuunnoksen toimivuus.

Lause 5.5. Muunnos P(r,0) = (rcosf,rsinf), r € (0,00) ja 6 € (—m, 7|, on
requlaarinen.

Todistus. Muunnoksen P kaikki osittaisderivaatat ovat selvésti jatkuvia. Lasketaan
P:n Jakobin determinantti:

—rcosf —rcosf

JP(r,0) = or o0 cos —rsinf

=r. (5.3)

sinf rcosf

—7rsinf) —rsinf

or 00

Saatu Jakobin determinantti on nollasta poikkeava, koska r > 0. Osoitetaan viela,

ettd P on talloin injektiivinen. Ratkaistavana on seuraava systeemi:

xr =rcosf

(5.4)

y =rsind,

josta r ratkeaa suoraan Pythagoraan lauseen avulla (havainnekuva) ja saadaan
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Yy Yy
(@, y) z <0 z >0
y >0 y >0
/ rsinf 111 z
iii | iv
0 z <0 x>0
r cos * y<0 y<0

Kuva 5.4. Havainnekuva muunnoksesta ja koordinaattien merkit eri neljanneksissa.

r = /22 + y2. Napakulman ratkaiseminen ei ole aivan yhtd suoraviivaista, koska
funktion arctan arvojoukko on (-7, 7). Havainnekuvan perusteella ensimmaisessé
ja neljannessé neljanneksessa (mukaanlukien positiivinen z-akseli) oikea kulma saa-
daan suoraan # = arctan(). Kahdessa muussa neljanneksessd arkustangentin an-
tamaan arvoon tarvitsee lisdtd sopiva kulma, jotta yksikéasitteisyys muunnoksessa
sailyy ja 0 saadaan vilille (—m, ]. Arkustangentti kuvaa toisen neljanneksen vélik-
si (—%,0), kuten neljinnenkin. Lisddmélld arkustangentin arvoon 7 saadaan tulos
toiseen neljdnnekseen eli § = arctan(?) + 7. Vastaavalla tavalla kolmannen neljén-

neksen kulmat saadaan kaavalla 6 = arctan(?) — .

Jéljella on vield y-akselilla sekéd negatiivisella x-akselilla sijaitsevat pisteet. Kuvan
5.4 perusteella kun z = 0 ja y > 0, niin napakulma on 6 = 7. Vastaavasti 0 = —7,
kun x = 0 ja y < 0. Negatiivisen x-akselin pisteet vastaavat napakulmaa 6 = 7.

Origossa 6 jatetdan maarittelematta. Napakulman antava funktio voidaan siis esittaa

seuraavasti:
arctan(%), kun z > 0
arctan(¥) + 7, kunx <0, y >0
arctan(4) — 7, kunz <0, y <0
0 = atan2(y, z) == (2) Y (5.5)
5 kinz =0, y >0
-5, kun x =0, y <0
ei maaritelty, kunz =1y =0.
Kaanteismuunnokseksi saadaan lopulta
2 4 a2
Play)= || = | VI Y (5.6)
0 atan2(y, x)

ja P on taten regulaarinen. |
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Edellinen lause takaa sen, ettd karteesisista koordinaateista voidaan siirtyd napa-
koordinaatteihin ja takaisin yksikéasitteisesti. Myos osittaisderivaattojen jatkuvuus

séilyy joten funktion, johon muunnosta sovelletaan ominaisuuksia ei meneteta.

Esimerkki 5.6. Olkoon F': R? — R, F(x,y) = 23+ — 3zy. Parametrisoi ja piirré

kayrd F'(z,y) = 0 sekd méaritd sen y-akselin suuntaiset tangentit.

Ratkaisu. Maaritetaan ensiksi F:n Jakobin matriisi:

ox oy
= [SxQ — 3y 3y* — 3x} :

0 0
F'(z,y) = [(563 +y’ = 3xy) (2% +y* - 3ay)

Huomataan, etta piste (0,0) on singulaarinen, silla F/(0,0) = 0. Origossa kayralla
ei siis ole yksikéasitteista tangenttia. Pystysuorien tangenttien 16ytamiseksi riittaé
OF

tutkia, milloin - = 0. Saadaan 3y*> — 3z =0 < =z = y*. Sijoitetaan tama kayrdn
Y

yhtaloon:
W)+ =307y =0 & ¥’ -2) =0 & y=0taiy= V2

Saaduista ratkaisuista y = 0 ei kelpaa, koska talloin x = 0. Toinen ratkaisu antaa
sivuamispisteeksi (2%, V/2) ja tangentin yhtilo on x = 25 . Parametrisoinnin loyta-
miseksi kdytetddn sijoitusta y = tz ja ratkaistaan z = x(t) ja y = y(t). Nyt
3 3 _ 20,043 _
z° + (te)” — 3x(tr) =0 < 2°(x(t°+1) —3t) =0

S rx=0taix =

3t
L kun ¢ # —1.
Ratkaisu x = 0 antaa pisteen (0,0), joka on kayralld. Arvolla ¢ = —1 kdyran yhtélo
saa muodon F(z, —x) = 3z* = 0, josta saadaan jélleen = = 0 ja piste (0,0). Koska

y = tx, saadaan lopulta parametrisoinniksi

{x(t)]: = t4 1.

y] |2
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Kuva 5.5. Annettu kiyra, Kartesiuksen lehti seké kysytty tangentti.

32

Myos yksikkoympyralle on olemassa esimerkin 5.6 kaltainen rationaalinen paramet-

risointi, joka voidaan johtaa vastaavalla tavalla. Parametrisointi on

[x<t>] _ |i5n
y(t) 2\’

142

joka voidaan nayttad oikeaksi sijoittamalla:

1) 2t ) [ l-w it At
<1+t2> +<1+t?> R TR R T T

_1+2t2+t4_1_0

1+ 262+t '

Parametrisointi antaa kaikki yksikkOympryrian pisteet lukuunottamatta

(—1,0), joka saadaan raja-arvona:

(1= 2 Sl S 2
lim | ——,—— | = | lim $——, lim 5
totoo\ 1 4+¢2" 1+ ¢2 tﬁioot—zq—l Hioo?_|_1

= (—1,0).

pistetta
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5.2 Implisiittiset pinnat

Kolmiulotteisen avaruuden pinnat voidaan jakaa vastaavalla lailla kolmeen tyyp-
piin kuten kéyritkin. Eksplisiittinen pinta on funktion z = f(z,y), y = g(z, 2) tai
x = h(y, z) kuvaaja. Paremetrinen pinta on muotoa (z(s,t),y(s,t), z(s,t)) oleva pis-
tejoukko, missd koordinaattifunktiot riippuvat kahdesta riippumattomasta paramet-
rista s ja t. Implisiittinen pinta on yhtalon F(z,y, z) = 0 ratkaisujoukon kuvaaja.

Oletetaan tassakin kaikki esiintyvat funktiot jatkuvasti differentioituviksi.

Esimerkki 5.7. Olkoon F: R® — R, F(z,y, 2) = 2* + 1 — In? 2 — 0,04. Parametri-
soidaan ja piirretdén niin sanottu viinilasipinta F'(x,y, z) = 0. Muunnetaan pinnan

yhtélo sylinterikoordinaatteihin (x,y, z) = (rcos@,rsinf, z) ja ratkaistaan z:

(rcos)? + (rsinf)® —In®z — 0,04 = 0

2N r2—In*z—0,04=0

& Inz = +4/r2 — 0,04
PN L= ot/ 004

Sijoittamalla saatu z:n lauseke sylinterikoordinaatteihin saadaan parametrisoinniksi

z(r,0) rcos 6
y(r,0)| = | 7sin 0

Z(T, 0) 6i\/r270,04

josta nahdéaén, ettd pinta on symmetrinen z-akselin suhteen.

Kuva 5.6. Viinilasipinta, kun 0,2 <r <18 ja —7 <6 <.
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Implisiittisia pintoja on mahdollista sulauttaa toisiinsa suhteellisen yksinkertaisil-
la algebrallisilla operaatioilla. Erds tapa muodostaa n pinnasta sulautettu jatkuva

pinta saadaan yhtalolla

=Y ailey,2) =0, (5.7

missd f;:t ovat sulautettavien pintojen implisiittiset funktiolausekkeet ja g;:t niité
vastaavat niin kutsutut sulautusfunktiot [5, s. 2-3]. Havainnollistetaan sulauttamista

kahdella esimerkilla.

Esimerkki 5.8. Tutkitaan sylinterin 4% + 22 — 1 = 0 ja pallon 22 +y? + 22 -4 =0
sulauttamista toisiinsa sulautusfunktiolla g(z) = e, missi b > 0. Pinnan yht#loksi

saadaan
1 — b2 +221) _ byt oa) (5.8)

josta voitaisiin yrittaéd ratkaista joku muuttujista tai parametrisoida pinta. Tyydy-
tdan kuitenkin kayttamadin MATLABin fimplicit3-funktiota pintojen piirtamiseen

b:n eri arvoilla.

Kuva 5.7. Sylinterin ja pallon sulautus eri b:n arvoilla.
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Kuvasta huomataan, etté arvolla b = 5 sylinterin ja pallon sulautuminen toisiinsa on
hyvin vahaista. Vastaavasti, kun b = 1 tai vihemman sulautuvat pinnat jo selvasti

toisiinsa. Voidaan paatella, etta b:n kasvaessa sulautuma vihenee ja painvastoin.

Esimerkki 5.9. Mallinnetaan vesipisaran osumista vedenpintaan sulautumisen
avulla. Olkoon vedenpinnan yhtélé z = 0 ja vesipisaran 2+ y?+ (z —s)2—0,49 = 0,
missé s on pisaran keskipisteen etdisyys vedenpinnasta. Kaytetadn sulautusfunktio-

ta g(z) = e~ ja muutetaan parametria s. Sulautetun pinnan yhtild on

_ _ 20,21 (4 )2
1—e 1,72 e 1,7(z?+y?+(2—5)?—0,49) _ 0

, (5.9)

joka piirretadn jélleen MATLABin fimplicit3-funktiolla. Malli on varsin alkeel-

s=22 s=1.7 s=12

Kuva 5.8. Vesipisaran sulautuminen vedenpintaan eri korkeuksilla.

linen, eikd se ota veden todellisia fysikaalisia ominaisuuksia huomioon. Kuitenkin
kuvasta ndhdaén, ettd pintojen sulauttamisella ja sopivalla sulautusfunktion valin-
nalla saatu visuaalinen malli kuvaa vesipisaran sulautumista vedenpintaan melko

uskottavasti.

5.3 MATLAB-esimerkkeja

Piirretdén esimerkin 5.6 kiyrd 2° + y3 — 3xy = 0 alkeellisella numeerisella mene-
telmaélla. Idea on seuraava: muodosteetaan xy-pistehila halutulla tiheydella ja tar-

kistetaan, mitkd néistd pisteistd toteuttavat epayhtalon |F'(z;,y;)| < s. Téssa F
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on kayrad F(z,y) = 0 vastaava implisiittifunktio ja s on toleranssiparametri, joka
maarad, kuinka ”lahelld” kayraa olevat pisteet otetaan mukaan. MATLABissa tamé

voidaan toteuttaa seuraavalla koodilla.

>> F = @(x,y) x.73 + y.73 - 3*x.%y;

>> %Luodaan 1000x1000-pistehila nelidén [-2,2]x[-2,2]

>> [X,Y] = meshgrid(linspace(-2,2,1000), linspace(-2,2,1000));
>> s = 0.005;

>> YLuodaan indeksimatriisi, joka kertoo piirrettavédt pisteet
>> ind = abs(F(X,Y)) < s;

>>

>> plot (X(ind),Y(ind),’.r’)

>> axis equal, grid on, axis([-2 2 -2 2])

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’)

>> title(’x"3 + y™3 - 3xy = 07)

x3+y3-3xy=0
T

0.5 -

-0.5 -

Kuva 5.9. Kartesiuksen lehti piirrettynd MATLABIlla pistehilan avulla.

Kuvat 5.5 ja 5.9 nayttavat paapiirteittain samalta, joten pistahilemenetelema toi-

mi tassa tapauksessa hyvin. Kaytetty menetelmé on laskennallisesti yksinkertainen,
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mutta piirrettyja pisteitd ei yhdistetd janoilla, minka takia taytyy kéayttda melko
tihedd pistehilaa kayran hahmottamiseksi. Tama on ongelmallista silloin, jos piir-
rettava alue on suuri tai tarvitaan erityisen tiheaé pistehilaa, jolloin hilamatriisit X
ja Y kasvavat suuriksi ja vievat paljon muistia. Kéyttokelpoisen menetelmésta tekee
se, ettei se vaadi oletuksia F:n ominaisuuksista; funktion ei tarvitse olla jatkuvasti

differentioituva eiké edes jatkuva.

Piirretddn niin sanottu kukkakiyrd (3z% — y*)?y? — (2% + y*)* = 0 kiyttien MAT-

LABin symbolisia laskentatyokaluja ja napakoordinaattimuunnosta.

>> syms x y r t real
>> F(x,y) = (3%x72 - y™2)72*xy"2 - (x72 + y~2)74;
>> YRatkaistaan F(r*cos(t),r*sin(t)) = O r:n suhteen ja sievennetdin tulos

>> simplify(solve(F(r*cos(t),r*sin(t)), 1))

ans =
0
0
0
0
0
0
-sin(3*t)
sin(3*t)
>> R1(t) = sin(3%t);
>> R2(t) = -sin(3*t);

>> theta = linspace(-pi,pi,1000);

>> rhol = double(R1(theta));

>> rho2 = double(R2(theta));

>> polarplot(theta, [rhol; rho2],’LineWidth’,1,’Color’, [0 0.447 0.741])
>> pax = gca;

>> pax.ThetaAxisUnits = ’radians’;

>> title(’$r(\theta) = \pm\sin{3\thetal}$’,’Interpreter’,’latex’)
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r(0) = £sin 30
w2

57/6 /6

776 117/6

37/2

Kuva 5.10. Kukkakéyra napakoordinaatistossa.

Kukkakayran tapauksessa napakoordinaattimuunnos yksinkertaisti kdyrén lauseket-
ta dramaattisesti. Kahdeksannen asteen polynomista xy-koordinaateissa paadyttiin

hyvin yksinkertaiseen napakoordinaattiyhtiloon r(6) = =+ sin 36.

Tarkastellaan seuraavaksi erasta implisiittista avaruuskdyrdd, jonka maarittaa yh-
talopari

22 +y? 422 =16

(y+3)2+22=09.

Toisin sanoen kyseessa on 4-séteisen pallon ja 3-sateisen sylinterin leikkauskayra.
Ratkaistaan ja piirretdan leikkauskayrd MATLABilla.

>> syms x y z real

>> assume(-4 <= x & x <= 4);

>> S(x,y,2z) = x"2 +y°2 + 272 - 16;

>> C(x,y,2) (y +3)72 + 272 - 9;

>> YRatkaistaan yhtdlépari muodossa [y z] = [y(x) z(x)]
>> sol = solve([S C],[y z])
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struct with fields:

y: [2x1 sym]
z: [2x1 sym]

>> sol.y, sol.z

ans =
x"2/6 - 8/3
x~2/6 - 8/3
ans =

—(-((x72 + 20)*(x - 4)*(x + 4))/9)"(1/2)/2
(-((x"2 + 20)*(x - D)x(x + 4))/9"(1/2)/2

>> Y(x) = sol.y(1); Z1(x) = sol.z(1); Z2(x) = sol.z(2);

>> fimplicit3(@(x,y,z) x.72 + y.”2 + z.72 - 16, ’EdgeColor’, ’none’)

>> hold on, axis equal

>> fimplicit3(@(x,y,z) (y + 3).72 + z.72 - 9, ’EdgeColor’, ’none’)

>> X = linspace(-4,4,1000); axis([-6 6 -6 4 -4 4]), alpha 0.3

>> plot3(X,double(Y(X)), [double(Z1(X)); double(Z2(X))],’-r’,’LineWidth’,2)
>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z’)

>> title(Px"2 + y72 + z72 = 16, (y +3)72 +z72 =97)

x2+ylez?=16, (y+3)2+z%=9

Kuva 5.11. Pallo, sylinteri ja niiden leikkauskéyra.

39
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Leikkauskédyran puolikkaiden yhtélot saatiin ratkaistua avaruuskiyran parametri-
soidussa muodossa, jossa jokainen komponentti riippuu yhteisestd parametrista t:

(x,y,2) = (x(t),y(t), 2(t)). Parametrisoinniksi saadaan sievennettyna

() t
y(t)| = §(t* — 16) ,

20] [ £L/(2 +20)(16 — 12)

missa t on rajattu vélille [—4, 4].
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