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1. JOHDANTO

Tarkasteltaessa kahden reaalimuuttujan yhtälöä F (x, y) = 0 herää kysmys, esittää-
kö tämä jotakin implisiittistä funktiota y = y(x) tai x = x(y). Joskus implisiitti-
nen funktio on ratkaistavissa eksplisiittisesti, esimerkiksi yhtälöstä 2x − y + 4 = 0
saadaan ratkaistua y(x) = 2x+ 4 tai x(y) = 1

2y− 2. Vastaavasti voidaan tarkastella
yleisemmin n reaalimuuttujan yhtälöä F (x1, x2, . . . , xn) = 0, jolloin ongelmana on
näistä muuttujista yhden tai useamman ratkaiseminen muiden suhteen. Esimerkki-
nä tästä on fysiikan ongelma, jossa tiedetään kappaleen reitin määräävät yhtälöt ja
halutaan kappaleen paikka ajan funktiona eli r(t) = (x(t), y(t), z(t)).

Useissa tapauksissa implisiittisen funktion ratkaiseminen ei kuitenkaan ole mah-
dollista; ongelmana voi olla yksikäsitteisen ratkaisun puute tai se, ettei haluttuja
muuttujia ole mahdollista ratkaista yhtälöstä analyyttisesti. Edellisessä tapaukses-
sa usein riittää rajoittaa funktion F määrittelyjoukkoa, jälkimmäisessä täytyy tyy-
tyä implisiittisen funktion olemassaolon todentamiseen ja funktion arvojen numeeri-
seen ratkaisemiseen. Esimerkiksi tähden kiertolaisen paikkafunktion ratkaiseminen
on useimmiten ratkaistavissa vain numeerisesti.

Työ jakautuu kahteen osaan, joista ensimmäisen muodostavat luvut 2 ja 3. Näissä
luvuissa käydään läpi tässä työssä tarvittavat matemaattiset perustyökalut, mää-
ritelmiä ja lauseita, joista useimmille esitetään todistus. Niissä lauseissa, joita ei
todisteta, on viite lähteeseen, josta todistuksen voi lukea. Poisjätetyt todistukset
ovat pääosin luonteeltaan hyvin teknisiä ja turhan pitkiä tähän työhön. Luvut 4 ja
5 muodostavat työn ”soveltavan” osan. Luvussa 4 käsitellään teoriaa ja esimerkkejä,
jotka johtavat lopulta implisiittifunktiolauseen esittämiseen. Viimeisessä luvussa so-
velletaan implisiittifunktiolausetta useissa esimerkeissä sekä käsitellään implisiittisiä
käyriä ja pintoja numeerisesti MATLAB-ohjelmiston avulla.
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2. VEKTORIT, MATRIISIT JA FUNKTIOT

Tässä luvussa käydään kertauksenomaisesti läpi tarvittavia merkintöjä, määritel-
miä ja lauseita vektoreihin ja matriiseihin liittyen. Viimeisenä määritellään funktio
joukosta Rn joukkoon Rm sekä siihen liittyviä peruskäsitteitä.

2.1 Vektorit

Tässä alaluvussa kerrataan vektorin määritelmä sekä joitakin keskeisiä lauseita ja
tuloksia yleisille n-ulotteisille vektoreille. Myöhemmin tässä työssä painotutaan ava-
ruuksiin R2 ja R3.

Määritelmä 2.1. Vektori x = (x1, x2, . . . , xn) on n reaaliluvun järjestetty joukko.
Kaikkien tällaisten vektorien muodostama joukko on n-ulotteinen euklidinen ava-
ruus, jota merkitään Rn.

Ennestään tuttu xy-taso koostuu järjestetyistä reaalilukupareista (tason pisteistä)
(x, y), joten xy-taso voidaan samaistaa avaruuden R2 kanssa. Vastaavasti kolmi-
ulotteinen xyz-avaruus ja R3 ovat samaistettavia. Arvolla n = 1 saadaan lukusuora
R1 = R.

Määritelmä 2.2. Vektorien x,y ∈ Rn summa määritellään komponenteittain:

x + y := (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn). (2.1)

Vektorin x vastavektori on −x := (−x1,−x2, . . . ,−xn). Vastaavasti vektorien ero-
tus määritellään x− y := x + (−y).

Nollavektori on vektori, jonka kaikki komponentit ovat nollia, ja sitä merkitään
0 = (0, 0, . . . , 0). Vektorin ja sen vastavektorin summa on nollavektori.

Lause 2.3. Vektorien summalle pätee x + y = y + x kaikilla x,y ∈ Rn.



2.1. Vektorit 3

Todistus. Suoralla laskulla saadaan

x+y = (x1 +y1, x2 +y2, . . . , xn+yn) = (y1 +x1, y2 +x2, . . . , yn+xn) = y+x (2.2)

hyödyntäen reaalilukujen yhteenlaskun kommutatiivisuutta. �

Lause 2.4. x + 0 = 0 + x = x kaikilla x ∈ Rn.

Todistus. Vektorisumman määritelmän perusteella

x + 0 = (x1, x2, . . . , xn) + (0, 0, . . . , 0) = (x1 + 0, x2 + 0, . . . , xn + 0)
= (x1, x2, . . . , xn) = x.

(2.3)

Kommutatiivisuuden nojalla x + 0 = 0 + x, mikä todistaa väitteen. �

Määritelmä 2.5. Vektorin x kertominen (skaalaaminen) reaaliluvulla a määri-
tellään

ax := (ax1, ax2, . . . , axn). (2.4)

Geometrisesti kertominen reaaliluvulla tarkoittaakin vektorin pituuden skaalaamis-
ta. Jos a > 0, niin suunta säilyy alkuperäisenä ja tapauksessa a < 0 kääntyy. Kurio-
siteettina nähdään, että kertomalla vektoria luvulla −1 saadaan sen vastavektori, ja
nollalla kerrottaessa nollavektori.

Lause 2.6. Olkoot x,y ∈ Rn ja a, b ∈ R. Tällöin pätee

(i) a(bx) = (ab)x

(ii) a(x + y) = ax + ay

(iii) (a+ b)x = ax + bx.

Todistus. Määritelmän 2.5 avulla saadaan

a(bx) = a(bx1, bx2, . . . , bxn) = ((ab)x1, (ab)x2, . . . , (ab)xn) = (ab)x, (2.5)

missä hyödynnettiin reaalilukujen ominaisuuksia. Edelleen

a(x + y) = a(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)
= (ax1 + ay1, ax2 + ay2, . . . , axn + ayn)
= (ax1, ax2, . . . , axn) + (ay1, ay2, . . . , ayn) = ax + ay.

(2.6)
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Viimeiseksi saadaan

(a+ b)x = ((a+ b)x1, (a+ b)x2, . . . , (a+ b)xn)
= (ax1 + bx1, ax2 + bx2, . . . , axn + bxn)
= (ax1, ax2, . . . , axn) + (bx1, bx2, . . . , bxn) = ax + bx. �

Määritellään seuraavaksi keskeinen käsite, normi, jonka avulla voidaan puhua etäi-
syyksistä joukossa Rn.

Määritelmä 2.7. Olkoon x = (x1, x2, . . . , xn) joukon Rn vektori. Vektorin x
normi määritellään

‖x‖ :=
√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n =
√√√√ n∑
i=1

x2
i . (2.7)

Vektorin x normista käytetään myös nimitystä vektorin pituus. Samaistus on luon-
nollinen, sillä joukon R2 tai R3 vektorin pituudeksi saadaan juurikin määritelmän
mukainen normi Pythagoraan lauseen avulla. Normia voidaan pitää siis pituuden
yleistyksenä yleiselle joukon Rn vektorille. Vastaavalla analogialla määritellään kah-
den vektorin x,y ∈ Rn väliseksi etäisyydeksi ‖x− y‖.

Lause 2.8. Olkoot x,y ∈ Rn ja a reaaliluku. Tällöin on voimassa

(i) ‖ax‖ = |a| ‖x‖

(ii) ‖x‖ ≥ 0 ja ‖x‖ = 0 jos ja vain jos x = 0.

Todistus. Suoraan määritelmästä saadaan

‖ax‖ =
√√√√ n∑
i=1

(axi)2 =
√√√√a2

n∑
i=1

x2
i = |a|

√√√√ n∑
i=1

x2
i = |a| ‖x‖ . (2.8)

Koska ∑n
i=1 x

2
i ≥ 0, niin toisen kohdan ensimmäinen väite pätee. Oletetaan ensiksi,

että x = 0. Tällöin ‖x‖ =
√∑n

i=1 02 = 0. Oletetaan nyt, että ‖x‖ = 0. Saadaan

‖x‖ =
√√√√ n∑
i=1

x2
i = 0 ⇔

n∑
i=1

x2
i = 0. (2.9)

Koska jokainen yhteenlaskettava on ei-negatiivinen, toteutuu yhtälö vain, jos xi = 0
kaikilla i eli x = 0. �
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2.2 Matriisit

Vektoreita voidaan merkitä myös matriisilaskennan kanssa yhteensopivalla tavalla
pystyvektoreina. Esimerkiksi

(−2, 1/3, π) =


−2
1/3
π

 =
[
−2 1/3 π

]T

tarkoittavat kaikki samaa vektoria. Merkintä T tarkoittaa transpoosia, eli vektorin
tai matriisin pysty- ja vaakarivien vaihtamista keskenään.

Määritelmä 2.9. Olkoot a1, a2, . . . , an joukon Rm (pysty)vektoreita. Kokoelma

A =
[
a1 a2 · · · an

]
=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 (2.10)

on matriisi, jonka koko on m×n ja merkitään A ∈ Rm×n. Jos m = n, on kyseessä
neliömatriisi.

Matriisien yhteenlasku toimii vastaavasti kuten vektoreilla.

Määritelmä 2.10. Olkoot A,B ∈ Rm×n. Matriisien A ja B summa määritellään

A+B :=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
... ... . . . ...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 . (2.11)

Vastamatriisi −A ja erotus A−B määritellään kuten vektoreille.

Lause 2.11. Kaikille matriiseille A,B ∈ Rm×n pätee A+B = B + A.

Todistus. Seuraa suoraan reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuudesta. �

Määritelmä 2.12. Olkoon A ∈ Rm×n ja λ ∈ R. Skalaarin ja matriisin tulo
määritellään

λA =
[
λa1 λa2 · · · λan

]
. (2.12)
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Määritellään seuraavaksi matriisi-vektoritulo sekä matriisitulo.

Määritelmä 2.13 (Matriisi-vektoritulo). Olkoon A m×n -matriisi ja x ∈ Rn.
Matriisin A ja vektorin x tulo määritellään

Ax =
[
a1 a2 · · · an

]

x1

x2
...
xn

 :=
[
x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan

]
. (2.13)

On huomioitavaa, että matriisi-vektoritulo on määritelty vain silloin, kun matriisissa
on yhtä monta saraketta kuin vektorissa komponentteja. Jos ajatellaan matriisin
koostuvan vain yhdestä vaakarivistä, toisin sanoen vaakavektorista, voidaan puhua
kahden vektorin x,y ∈ Rn tulosta (skalaaritulo)

xTy =
[
x1 x2 · · · xn

]

y1

y2
...
xn

 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn =
n∑
i=1

xiyi. (2.14)

Välittömästi huomataan, että xTy = yTx, koska ∑n
i=1 xiyi = ∑n

i=1 yixi.

Määritelmä 2.14 (Matriisitulo). Olkoot ai,bj ∈ Rk, A =
[
a1 a2 · · · am

]T
ja B =

[
b1 b2 · · · bn

]
. Matriisien A ∈ Rm×k ja B ∈ Rk×n tulo määritellään

AB =


aT

1

aT
2
...

aT
m


[
b1 b2 · · · bm

]
:=


aT

1 b1 aT
1 b2 · · · aT

1 bn
aT

2 b1 aT
2 b2 · · · aT

2 bn
... ... . . . ...

aT
mb1 aT

mb2 · · · aT
mbn

 . (2.15)

Tulomatriisi AB on kokoa m× n.

Matriisitulo AB on määritelty vain, jos A:ssa on yhtä monta saraketta kuin B:ssä
rivejä.
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Lause 2.15. Olkoon A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×k, C ∈ Rn×k ja D ∈ Rk×p. Tällöin pätee

(i) A(B + C) = AB + AC

(ii) (B + C)D = BD + CD

(iii) (AB)D = A(BD).

Todistus. Katso [3, Theorem 16.17]. �

Määritelmä 2.16. Kokoa p× p oleva identiteettimatriisi Ip määritellään

Ip :=


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1

 , (2.16)

eli kaikki diagonaalialkiot ovat ykkösiä, muut nollia. Kaikille p × n -matriiseille
A pätee IpA = A ja kaikille m × p -matriiseille B pätee BIp = B. Monesti
identiteettimatriisia merkitään lyhyesti I.

Neliömatriisin A käänteismatriisi on B, mikäli pätee AB = BA = I. Tällöin mer-
kitään B = A−1 ja A = B−1.

Määritelmä 2.17 (Determinantti). Olkoon A ∈ R2×2 ja B ∈ R3×3. Näiden
determinantit ovat

(i) det(A) =

∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣ := ad− bc

(ii) det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣ := a

∣∣∣∣∣∣e f

h i

∣∣∣∣∣∣− b
∣∣∣∣∣∣d f

g i

∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣d e

g h

∣∣∣∣∣∣.

Suurempien neliömatriisien determinantteja ei tässä työssä käsitellä. Jos matriisin
determinantti on nolla, sanotaan matriisin olevan singulaarinen.

2.3 Vektorimuuttujan funktiot

Kerrataan lyhyesti funktion määritelmä, kun määrittelyjoukkona on Rn:n osajoukko
ja maalijoukko on Rm.
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Määritelmä 2.18. Funktio F on jokin sääntö, joka liittää jokaiseen määrittely-
joukon D ⊂ Rn alkioon täsmälleen yhden joukon Rm alkion. Tällöin merkitään
F : Rn → Rm. Jos x ∈ D ja x kuvautuu alkioksi y ∈ Rm, merkitään F (x) = y.

Tilanteesta riippuen merkitään myös F (x) = F (x1, x2, . . . , xn). Toisin sanoen vek-
torimuuttujan funktio monesti samaistetaan usean reaalimuuttujan funktioon. Jos
m = 1, on maalijoukkona R ja funktiota sanotaan (tässä työssä) reaalifunktioksi.
Käytännössä D oletetaan yleensä laajimmaksi mahdolliseksi joukoksi, jolle funktion
F määrittävä sääntö on mielekäs, ellei määrittelyjoukkoa erikseen mainita.

Esimerkki 2.19. Funktion F : R2 → R2, F (x, y) =
(
xy,− 1

x2+y2

)
määrittelyjouk-

koon kuuluvat kaikki ne alkiot, joille x2 + y2 6= 0. Toisin sanoen funktion F määrit-
telyjoukko on nyt D = R2 \ {(0, 0)}.

Määritelmä 2.20. Olkoon F : Rn → Rm ja sen määrittelyjoukkoD ⊂ Rn. Joukon
A ⊂ D kuvajoukko tai lyhyesti kuva määritellään

F (A) := {y ∈ Rm | y = F (x), x ∈ A}. (2.17)

Toisin sanoen joukon A kuvajoukko on kaikkien niiden arvojen joukko, jotka F
saa joukossa A. Erikoistapaus tästä on funktion arvojoukko, joka määritellään
R := F (D).

Esimerkki 2.21. Esimerkin 2.19 funktion F : R2 → R2, F (x, y) =
(
xy,− 1

x2+y2

)
arvojoukko on R = {(u, v) ∈ R2 | u ∈ R, v ∈ (−∞, 0)}, sillä −1/(x2 + y2) saa
kaikki negatiiviset arvot ja xy kaikki reaalilukuarvot.

Määritelmä 2.22. Funktio F : Rn → Rm määrittelyjoukkonaan D ⊂ Rn on
injektio, mikäli kaikki määrittelyjoukon alkiot kuvautuvat eri alkioiksi, eli

∀x,y ∈ D, x 6= y ⇒ F (x) 6= F (y). (2.18)

Tämän kanssa yhtäpitävä ehto on

∀x,y ∈ D, F (x) = F (y) ⇒ x = y. (2.19)

Injektiivinen funktio voidaan mieltää kuvauksena, jonka lopputilasta voidaan palata
takaisin alkutilaan. Tämä on keskeinen ominaisuus esimerkiksi koordinaattimuun-
noksia tehdessä; voidaan siirtyä koordinaattisysteemistä toiseen menettämättä in-
formaatiota.
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3. DIFFERENTIOITUVUUS

Tässä luvussa rakennetaan differentioituvuuden käsite funktioille Rn → Rm lähtien
liikkeelle raja-arvon ja jatkuvuuden määritelmistä. Samalla johdetaan muutamia
oleellisia tuloksia differentioituville ja jatkuvasti diffrentioituville funktioille. Luku
mukailee rakenteeltaan Kauhasen luentomonistetta soveltuvilta osin [6, Luku 1].

3.1 Raja-arvo ja jatkuvuus

Vektorimuuttujan funktion raja-arvon ja jatkuuvuuden tarkastelemisessa lähdetään
liikkeelle kasautumispisteen käsitteestä.

Määritelmä 3.1. Olkoon D ⊂ Rn ja B(a, r) := {x ∈ Rn | ‖x− a‖ < r}. Piste
a ∈ Rn on joukon D kasautumispiste, jos (B(a, r) \ {a}) ∩D 6= ∅ kaikilla r > 0.

Edellinen määritelmä tarkoittaa käytännössä sitä, että kasautumispiste ei ole yk-
sittäinen, muusta joukosta ”erillään” oleva piste. Määritelmä takaa, että pisteen a
jokainen avoin palloympäristö ainakin yhden joukon D pisteen, joka ei ole a.

a

D

r

b
r′

Kuva 3.1. JoukkoD ja kasautumispisteen a ympäristö B(a, r). Piste b ei ole joukon
D kasautumispiste.
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Määritelmä 3.2 (Funktion raja-arvo). Olkoon F : Rn → Rm ja sen määritte-
lyjoukko D ∈ Rn. Funktiolla F on raja-arvo L ∈ Rm kasautumispisteessä a, jos
jokaisella ε > 0 on olemassa sellainen δ > 0, että

x ∈ D ja 0 < ‖x− a‖ < δ ⇒ ‖F (x)− L‖ < ε. (3.1)

Tällöin merkitään L = lim
x→a

F (x) tai F (x)→ L, kun x→ a.

Määritelmä 3.2 on analoginen yhden muuttujan reaalifunktion raja-arvon määritel-
män kanssa. Jos f ja g ovat funktioita Rn → R ja a ∈ R, niin tutut laskusäännöt
funktioiden af , f ± g, fg ja f/g raja-arvoille ovat voimassa. Todistukset näille ovat
täysin vastaavat kuin yhden muuttujan reaalifunktion tapauksessa, kun korvataan
itseisarvo |x− a| normilla ‖x− a‖ [1].

Määritelmä 3.3. Funktio F : Rn → Rm on jatkuva pisteessä a, mikäli

F (a) = lim
x→a

F (x). (3.2)

Jos F on jatkuva kaikissa määrittelyjoukkonsa pisteissä, sanotaan lyhyesti F :n
olevan jatkuva.

Käytännössä vektoriarvoisten funktioiden jatkuvuutta tarkastellaan komponentti-
funktioiden kautta.

Lause 3.4. Olkoon F = (f1, f2, . . . , fm) : Rn → Rm. Tällöin

(i) lim
x→a

F (x) =
(

lim
x→a

f1(x), lim
x→a

f2(x), . . . , lim
x→a

fm(x)
)

(ii) F on jatkuva pisteessä a ⇔ fj on jatkuva pisteessä a kaikilla j.

Todistus. Katso [6, Lause 1.116]. �

Lauseen 3.4 avulla voidaan todistaa seuraava yleisemmän tason tulos.

Lause 3.5. Olkoot F,G : Rn → Rm ja λ reaaliluku. Jos on olemassa raja-arvot
lim
x→a

F (x) = L ja lim
x→a

G(x) = M , niin

(i) lim
x→a

(
λF (x)

)
= λL

(ii) lim
x→a

(
F (x) +G(x)

)
= L+M .
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Todistus. Kohta (i). Laskemalla saadaan

lim
x→a

(
λF (x)

)
= lim

x→a

(
λ(f1(x), . . . , fm(x))

)
= lim

x→a

(
λf1(x), . . . , λfm(x)

)
=
(

lim
x→a

(
λf1(x)

)
, . . . , lim

x→a

(
λfm(x)

))

=
(
λ lim

x→a
f1(x), . . . , λ lim

x→a
fm(x)

)

= λ

(
lim
x→a

f1(x), . . . , lim
x→a

fm(x)
)

= λ lim
x→a

F (x) = λL,

missä kolmannella rivillä hyödynnettiin lausetta 3.4 ja sen jälkeen reaalifunktion
raja-arvon laskusääntöjä. Kohta (ii) todistuu vastaavasti:

lim
x→a

(
F (x) +G(x)

)
= lim

x→a

(
f1(x) + g1(x), . . . , fm(x) + gm(x)

)
=
(

lim
x→a

(
f1(x) + g1(x)

)
, . . . , lim

x→a

(
fm(x) + gm(x)

))

=
(

lim
x→a

f1(x) + lim
x→a

g1(x), . . . , lim
x→a

fm(x) + lim
x→a

gm(x)
)

=
(

lim
x→a

f1(x), . . . , lim
x→a

fm(x)
)

+
(

lim
x→a

g1(x), . . . , lim
x→a

gm(x)
)

= lim
x→a

F (x) + lim
x→a

G(x) = L+M. �

Tästä saadaan välittömästi seuraava tulos.

Lause 3.6. Olkoot F,G : Rn → Rm jatkuvia pisteessä a ja λ ∈ R. Tällöin myös
λF ja G+ F ovat jatkuvia pisteessä a.

Todistus. Seuraa suoraan lauseesta 3.5, koska L = F (a) ja M = G(a). �

Lause 3.7. Olkoon G : Rn → Rk jatkuva pisteessä a ∈ Rn ja F : Rk → Rm

jatkuva pisteessä G(a) ∈ Rk. Tällöin yhdistetty funktio F ◦ G : Rn → Rm,
(F ◦G)(x) = F (G(x)) on jatkuva pisteessä a.

Todistus. Olkoon ε > 0. Koska F on jatkuva pisteessä G(a), on olemassa sellainen
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δ1 > 0, että F (y) on määritelty ja

‖F (y)− F (G(a))‖ < ε, kun ‖y−G(a)‖ < δ1. (3.3)

Edelleen G on jatkuva pisteessä a, joten on olemassa δ > 0 siten, että G(x) on
määritelty ja

‖G(x)−G(a)‖ < δ1, kun ‖x− a‖ < δ. (3.4)

Ylläolevasta seuraa, että

‖F (G(x))− F (G(a))‖ = ‖(F ◦G)(x)− (F ◦G)(a)‖ < ε, kun ‖x− a‖ < δ. (3.5)

Siispä F ◦G on jatkuva pisteessä a. �

Lisäksi reaalifunktioista f ja g (ts. m = 1) muodostetut funktiot f − g, fg ja f/g
ovat jatkuvia määrittelyjoukoissaan. Tämä voidaan todistaa vastaavasti kuin yhden
muuttujan reaalifunktioiden tapauksessa hyödyntämällä raja-arvon laskusääntöjä.

3.2 Osittaisderivaatta

Kerrataan osittaisderivaatan määritelmä.

Määritelmä 3.8. Funktion f : Rn → R osittaisderivaatta pisteessä x ∈ Rn i:nnen
komponentin (muuttujan) suhteen määritellään

∂

∂xi
f(x) = fxi

(x) := lim
h→0

f(x + hei)− f(x)
h

, (3.6)

missä ei ∈ Rn on vektori, jonka i:s komponentti on 1 ja muut nollia.

Käytännössä ylläoleva määritelmä on normaali erotusosamäärän raja-arvo n muut-
tujan funktiolle, jossa i:s komponentti muuttuu muiden pysyessä vakiona. Tämä
tarkoittaa, että tutut yhden muuttujan reaalifunktioiden derivaattoja koskevat las-
kusäännöt pätevät myös osittaisderivaatoille.

Mikäli funktiolla f on kaikki osittaisderivaatat, voidaan tarkastella näiden osittais-
derivaattoja (toisen kertaluvun osittaisderivaatat). Vastaavalla tavalla puhutaan kol-
mannen ja sitä korkeamman kertaluvun osittaisderivaatoista.
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Määritelmä 3.9. Oletetaan, että funktiolla f : Rn → R on olemassa osittaisde-
rivaatat fxi

koko määrittelyjoukossaan D. Näiden osittaisderivaattoja muuttujien
xj suhteen kutsutaan funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatoiksi. Pisteessä
x ∈ D niitä merkitään

∂

∂xj

(
∂

∂xi
f(x)

)
= ∂2

∂xj∂xi
f(x) = fxixj

(x). (3.7)

Lisäksi tapauksessa i = j merkitään

∂2

∂xi∂xi
f(x) = ∂2

∂x2
i

f(x) = fxixi
(x). (3.8)

Vastaavalla tavalla konstruoidaan ja merkitään korkeamman kertaluvun osittaisde-
rivaatat. Esimerkiksi kolmen muuttujan reaalifunktiolle fyzx ja ∂3

∂x∂z∂y
f tarkoittavat

sitä, että f :ää on derivoitu ensin y:n, sitten z:an ja lopuksi x:än suhteen.

Lause 3.10. Olkoon f : Rn → R. Oletetaan, että fxi
, fxj

ja fxixj
ovat olemassa

pisteen x ympäristössä ja että fxixj
on jatkuva pisteessä x. Tällöin fxjxi

(x) on
olemassa ja

fxjxi
(x) = fxixj

(x) ⇔ ∂

∂xi∂xj
f(x) = ∂

∂xj∂xi
f(x). (3.9)

Todistus. Luettavissa lähteestä [8, Theorem 5.3.3]. �

3.3 Derivaattamatriisi ja differentioituvuus

Funktion differentioituvuus on derivoituvuuden yleistys funktioille Rn → Rm. Diffe-
rentioituvuuden käsittelyä varten määritellään ensin Jacobin matriisi.

Määritelmä 3.11. Olkoon F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm. Jos kaikki osittaisderi-
vaatat ∂

∂xi
fj ovat olemassa pisteessä x, niin m× n -matriisi

F ′(x) :=



∂

∂x1
f1(x) · · · ∂

∂xn
f1(x)

... . . . ...
∂

∂x1
fm(x) · · · ∂

∂xn
fm(x)

 (3.10)

on funktion F Jacobin matriisi tai derivaattamatriisi. Matriisista käytetään myös
merkintöjä DF ja ∂(f1,...,fm)

∂(x1,...,xn) .
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Derivaattamatriisin determinantti det(F ′(x)) =: JF (x) on funktion F Jacobin de-
terminantti. Jacobin matriisin avulla voidaan lopulta määritellä funktion differen-
tioituvuus.

Määritelmä 3.12 (Differentioituvuus). Olkoon F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm.
Funktio F on differentioituva pisteessä a, jos kaikki osittaisderivaatat ∂

∂xi
fj ovat

olemassa pisteessä a ja jos on olemassa kehitelmä

F (a + h) = F (a) + F ′(a)h + E(h) ‖h‖ , (3.11)

missä E : Rn → Rm on funktio, jolle E(h) → 0, kun h → 0. Sanotaan, että F on
differentioituva, jos se on differentioituva jokaisessa määrittelyjoukkonsa pisteessä.
Kuvausta F (a+h) = F (a)+F ′(a)h sanotaan funktion F linearisoinniksi pisteessä
a.

Lineaarikuvausta L : Rn → Rm, L(h) := F ′(a)h kutsutaan funktion F derivaataksi
pisteessä a. Tämä on analoginen sen kanssa, että yhden muuttujan reaalifunktioilla
derivointi on lineaarinen operaatio.

Lause 3.13. Differentioituva funktio F : Rn → Rm on jatkuva.

Todistus. Merkitään kehitelmässä (3.11) h = x − a. F on differentioituva, joten
F (x) = F (a) + F ′(a)(x− a) + E(x− a) ‖x− a‖ → F (a), kun x→ a. �

Määritelmä 3.14. Olkoon F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm. Jos komponenttifunk-
tioiden fj kaikki osittaisderivaatat ∂

∂xi
fj ovat jatkuvia, niin F on jatkuvasti diffe-

rentioituva.

Seuraava lause mahdollistaa differentioituvuuden tarkastelun komponenttifunktioi-
den kautta.

Lause 3.15. Funktio F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm on differentioituva pisteessä
a ∈ Rn jos ja vain jos kaikki komponenttifunktiot fj ovat differentioituvia pisteessä
a.

Todistus. Oletetaan ensiksi, että F on differentioituva pisteessä a ∈ Rn. Nyt
määritelmän 3.12 mukaan on olemassa funktio E = (ε1, . . . , εm) : Rn → Rm, jolle
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limh→0 E(h) = 0 ja F (a + h) = F (a) + F ′(a)h + E(h) ‖h‖. Kirjoitetaan tämä auki
komponenteittain (F on differentioituva, joten osittaisderivaatat ovat olemassa):


f1(a + h)

...
fm(a + h)

 =


f1(a)
...

fm(a)

+



∂

∂x1
f1(a) · · · ∂

∂xn
f1(a)

... . . . ...
∂

∂x1
fm(a) · · · ∂

∂xn
fm(a)



h1
...
hn

+


ε1(h)

...
εm(h)

 ‖h‖

=


f1(a) + ∂

∂x1
f1(a)h1 + · · ·+ ∂

∂xn
f1(a)hn + ε1(h) ‖h‖

...

fm(a) + ∂

∂x1
fm(a)h1 + · · ·+ ∂

∂xn
fm(a)hn + εm(h) ‖h‖

 .

Tarkastellaan ylläolevan vektoriyhtälön j:nnettä riviä. Lauseen 3.4 nojalla jokaiselle
komponenttifunktiolle εj on voimassa limh→0 εj(h) = 0. Saadaan

fj(a + h) = fj(a) + f ′j(a)h + εj(h) ‖h‖ , (3.12)

missä f ′j(a) =
[
∂
∂x1
fj(a) · · · ∂

∂xn
fj(a)

]
. Siispä jokainen komponenttifunktio fj on

differentioituva.

Oletetaan seuraavaksi, että jokainen komponenttifunktio fj on differentioituva pis-
teessä a ∈ Rn. Nyt on olemassa funktiot εj : Rn → R siten, että limh→0 εj(h) = 0
kaikilla j = {1, . . . ,m} ja kehitelmä (3.11) on voimassa. Voidaan muodostaa yhtälö


f1(a + h)

...
fm(a + h)

 =


f1(a) + f ′1(a)h + ε1(h) ‖h‖

...
fm(a) + f ′m(a)h + εm(h) ‖h‖



=


f1(a)
...

fm(a)

+


f ′1(a)
...

f ′m(a)

h +


ε1(h)

...
εm(h)

 ‖h‖ .
(3.13)

Yhtälö (3.13) on määritelmän 3.12 mukaista muotoa, kun huomataan, että

f ′1(a)
...

f ′m(a)

 = F ′(a) ja E(h) :=


ε1(h)

...
εm(h)

→ 0, kun h→ 0.

Täten komponenttifunktioiden differentioituvuudesta seuraa funktion F differentioi-
tuvuus ja päinvastoin. �
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Lause 3.16. Jatkuvasti differentioituva funktio F : Rn → Rm on differentioituva.

Todistus. Tapaus m = 1, katso [8, Theorem 5.3.10]. Koska F on jatkuvasti diffe-
rentioituva, niin komponenttifunktiot fj ovat jatkuvasti differentioituvia ja edelleen
differentioituvia (tapaus m = 1). Lauseen 3.15 nojalla myös F on differentioitu-
va. �

Viimeisenä esitetään ketjustääntö differentioituville funktioille.

Lause 3.17. Olkoon G : Rn → Rk differentioituva pisteessä a ∈ Rn sekä
F : Rk → Rm differentioituva pisteessä G(a) ∈ Rk. Tällöin yhdistetty funktio

H := F ◦G : Rn → Rm, H(x) = F (G(x)) (3.14)

on differentioituva pisteessä a ja

H ′(a) = F ′(G(a))G′(a). (3.15)

Todistus. Katso [6, Lause 1.134]. �

Kaava (3.15) on vastaava kuin yhden muuttujan reaalifunktion tapauksessa, missä
yhdistetyn funktion h := f ◦ g derivaatta pisteessä x on h′(x) = f ′(g(x))g′(x).
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4. KÄÄNTYVÄT KUVAUKSET

Tässä luvussa palautetaan mieleen käänteisfunktion ajatus ja tarkastellaan ylei-
semmin kääntyviä muunnoksia F : Rn → Rn esimerkkien kautta. Lopuksi esitel-
lään implisiittifunktiolause, johon perustuu implisiittisten funktioiden olemassaolo.
Lausetta ei pyritä todistamaan tarkasti, vaan ennemminkin perustelemaan havain-
nollisesti intuition avulla.

4.1 Käänteisfunktio

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan funktiota f : [0, 1]→ [1, 3], f(x) = 2x + 1. Jos mer-
kitään y = f(x), niin onko olemassa sellainen funktio, joka palauttaa argumentin x,
kun y tunnetaan?

Ratkaisu. Haetaan funktiota g, jolle on voimassa y = f(x) ⇔ x = g(y). Ratkai-
semalla x yhtälöstä y = 2x+ 1 saadaan haluttu lauseke x = 1

2(y−1) = g(y). Lisäksi
huomataan, että f(g(y)) = y ja g(f(x)) = x. Täten g on f :n käänteisfunktio, jolloin
merkitään f−1 = g. Vastaavasti f on g:n käänteisfunktio, joten g−1 = f .

Esimerkissä 4.1 käänteisfunktion löytymiseksi oli oleellista, että jokaista funktion
arvoa y ∈ [1, 3] vastasi täsmälleen yksi muuttujan arvo x ∈ [0, 1]. Tämä nähdään
suoraan käänteisfunktion lausekkeesta f−1(y) = 1

2(y − 1), y ∈ [1, 3]. Aina käänteis-
funktion lausekkeen ratkaiseminen ei kuitenkaan ole mahdollista.

Pohditaan yleisempää tapausta, jossa funktion F määrittelyjoukko on DF ja arvo-
joukko RF . Jos F on injektio, niin jokaista y ∈ RF vastaa yksikäsitteinen x ∈ DF

siten, että y = F (x). Tällöin F−1 on olemassa ja

y = F (x) ⇔ x = F−1(y). (4.1)

Funktion F−1 määrittelyjoukko ja arvojoukko ovat nyt DF−1 = RF ja RF−1 = DF .
Edelleen F−1(F (x)) = x sekä F (F−1(y)) = y. Voidaan osoittaa, että jos käänteis-
funktio on olemassa, niin se on yksikäsitteinen [2].
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Esimerkki 4.2. Olkoon f : [e−2, e2]→ R, f(x) =
√
x + ln x− 1. Yhtälöä y = f(x)

ei voida ratkaista suljetussa muodossa x:n suhteen, joten tutkitaan f :n derivaattaa.
Koska f ′(x) = 1

2
√
x

+ 1
x
> 0, niin f on aidosti kasvava ja siten injektio. Arvojoukoksi

saadaan [f(e−2), f(e2)] = [e−1−3, e+1]. Funktiolla f on käänteisfunktio, joka kuvaa
välin [e−1 − 3, e+ 1] väliksi [e−2, e2].

x

y

−2 2 4 6

−2

2

4

6

(e−2, e−1 − 3)

(e−1 − 3, e−2)

(e2, e+ 1)

(e+ 1, e2)

y = x

y = f(x)

y = f−1(x)

Kuva 4.1. Funktioiden f ja f−1 kuvaajat.

4.2 Regulaariset muunnokset

Tässä alaluvussa rajoitutaan muunnoksiin joukolta Rn joukkoon Rn. Ennestään tut-
tuja ovat lineaarimuunnokset L : Rn → Rn, L(x) = Ax, missä A on n× n -matriisi.
Tällaiset muunnokset todetaan myöhemmin kääntyviksi täsmälleen silloin, kun A

on kääntyvä.

Esimerkki 4.3. Lineaarimuunnos L : R2 → R2

L(x, y) =
u
v

 =
1 −1
1 1

x
y

 =
x− y
x+ y

 (4.2)

kuvaa vektorin (x, y) vektoriksi (u, v) siten, ettäu = x− y

v = x+ y.
(4.3)
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Yhtälöpari voidaan ratkaista x:n ja y:n suhteen yksikäsitteisesti:x = 1
2(u+ v)

y = 1
2(v − u).

(4.4)

Tällä perusteella on olemassa käänteismuunnos

L−1(u, v) = 1
2

u+ v

v − u

 = 1
2

 1 1
−1 1

u
v

 . (4.5)

Koska L−1(u, v) = (x, y), niin yhtälö (4.1) pätee, kuten pitääkin.

Lause 4.4. Lineaarimuunnos L : Rn → Rn, u = L(x) = Ax on kääntyvä jos ja
vain jos A ∈ Rn×n on ei-singulaarinen. Tällöin RL = Rn ja L−1(u) = A−1u.

Todistus. Oletetaan ensiksi, että L on kääntyvä muunnos. Tällöin on olemassa
muunnos M : Rn → Rn siten, että L(x) = Ax = u ⇔ M(u) = x. Osoitetaan
ensin, että käänteismuunnos M on myös lineaarinen. Olkoon y ∈ Rn ja v = Ay,
jolloin M(v) = y ja

M(u + v) = M(Ax + Ay) = M(A(x + y)︸ ︷︷ ︸
=L(x+y)

) = x + y = M(u) +M(v). (4.6)

Nyt M on muotoa M(u) = Bu jollakin B ∈ Rn×n. Tämän avulla saadaan

x = M(u) = Bu = B(Ax) = (BA)x. (4.7)

Ylläoleva on tosi vain, jos BA = I. Matriisi A on täten kääntyvä ja siis ei-singulaari-
nen ja B = A−1, joten M(u) = A−1u.

Seuraavaksi oletetaan, että A on ei-singulaarinen. Tällöin A−1 on olemassa ja

A−1u = A−1(Ax) = (A−1A)x = Ix = x. (4.8)

Koska kaikilla u ∈ Rn saadaan yksikäsitteinen ratkaisu u = L(x) ⇔ x = A−1u,
niin L on kääntyvä, L−1(u) = A−1u ja RL = Rn. �

Esimerkki 4.5. Lauseen 4.4 perusteella esimerkin 4.3 lineaarimuunnos

L(x) = Ax =
1 −1
1 1

 x
y


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on kääntyvä, sillä det(A) = 1 · 1− 1 · (−1) = 2 6= 0. Käänteismuunnokseksi saadaan

L−1(u) = A−1u = 1
1 · 1− 1 · (−1)

 1 −(−1)
−1 1

u
v

 = 1
2

 1 1
−1 1

u
v

 ,
joka on tietenkin sama kuin esimerkissä 4.3.

Määritelmä 4.6. Muunnos F : Rn → Rn on regulaarinen avoimessa joukossa1

S ⊂ Rn, jos F on injektiivinen ja jatkuvasti differentioituva joukossa S sekä
JF (x) 6= 0 kaikilla x ∈ S.

Esimerkki 4.7. Muunnoksen F : R2 → R2,

F (x, y) =
x2 − y2

2xy

 (4.9)

Jacobin determinantti

JF (x, y) =

∣∣∣∣∣∣2x −2y
2y 2x

∣∣∣∣∣∣ = 4x2 + 4y2 (4.10)

on positiivinen, kun (x, y) 6= (0, 0). Täten F on regulaarinen kaikissa joukoissa S,
joissa F on injektiivinen ja (0, 0) /∈ S. Tällainen joukko on esimerkiksi xy-tason
ensimmäinen neljännes S = {(x, y) ∈ R2 | x, y > 0}. Perustelu:

F (x, y) =
u
v

 =
x2 − y2

2xy

 ⇔
u = x2 − y2

v = 2xy.
(4.11)

Yhtälöparin ensimmäisestä yhtälöstä saadaan ratkaistua x =
√
u+ y2 (x > 0), joka

voidaan sijoittaa toiseen yhtälöön. Saadaan

v = 2y
√
u+ y2 ⇔ y4 + uy2 − 1

4v
2 = 0

⇔ y2 = −u±
√
u2 + v2

2

∣∣∣∣∣ y > 0

⇔ y =

√
−u+

√
u2 + v2

2 .

(4.12)

Nyt y:n avulla saadaan x ratkaistua:

x =
√
u+ y2 =

√
u+ −u+

√
u2 + v2

2 =

√
u+
√
u2 + v2

2 . (4.13)

1Joukko S on avoin, jos ∀x ∈ S ∃ε > 0 siten, että B(x, ε) ⊂ S.
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Systeemi (4.11) ratkeaa siis yksikäsitteisesti x:n ja y:n suhteen, joten F :llä on kään-
teisfunktio ja on siten injektiivinen joukossa S. Koska (0, 0) /∈ S, on F regulaarinen
tässä joukossa. Huomioitavaa on, että F ei ole kuitenkaan injektiivinen (eikä regu-
laarinen) koko määrittelyjoukossaan:

F (1, 1) =
12 − 12

2 · 1 · 1

 =
(−1)2 − (−1)2

2(−1)(−1)

 = F (−1,−1).

Muunnoksen regulaarisuus takaa sen, että se on kääntyvä, käänteismuunnos on jat-
kuvasti differentioituva ja niin ikään regulaarinen [8, Theorem 6.3.3]. Regulaari-
suus on vahva ominaisuus, jota hyödynnetään käänteiskuvauslauseen todistamisessa
[8, Theorem 6.3.4]. Käänteiskuvauslause on välttämätön pohja implisiittifunktio-
lauseen todistamiselle tarkasti.

4.3 Implisiittifunktiolause

Lauseen perustelu mukailee pääosin Silvennoisen luentomonistetta muutamin lisäyk-
sin [7, s. 58–60].

Tarkastellaan funktiota F : Rn+m → Rm. Hajotetaan funktion muuttuja kahteen
osaan u = (x,y), missä x ∈ Rn ja y ∈ Rm. Funktion arvo pisteessä (x,y) on nyt
F (x,y) = (f1(x,y), . . . , fm(x,y)).

Halutaan selvittää, millä ehdoilla yhtälö

F (x,y) = 0 (4.14)

määrittelee funktion
y = G(x), (4.15)

joka toteuttaa yhtälön (4.14). Tällaista funktiota kutsutaan implisiittifunktioksi.

Tutkitaan lineaarista kuvausta F (x,y) = Ax + By, missä A ∈ Rn×n ja B ∈ Rm×m

ovat vakiomatriiseja. Jos B on kääntyvä, voidaan yhtälöstä Ax +By = 0 ratkaista

y = G(x) = −B−1Ax. (4.16)

Huomataan, että F :n derivaattamatriisit y:n ja x:n suhteen ovat DyF (x,y) = B ja
DxF (x,y) = A. Implisiittifunkion G derivaattamatriisiksi saadaan

G′(x) = −B−1A = −(DyF (x,y))−1DxF (x,y). (4.17)
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Yleinen, epälineaarinen tapaus käsitellään seuraavan lauseen muodossa.

Lause 4.8 (Implisiittifunktiolause). Olkoon F : Rn+m → Rm jatkuvasti dif-
ferentioituva avoimessa joukossa S ja (x0,y0) ∈ S. Lisäksi oletetaan, että
F (x0,y0) = 0 ja DyF (x0,y0) on kääntyvä. Tällöin on olemassa pisteen (x0,y0)
ympäristö B ⊂ S, jossa DyF (x,y) on kääntyvä. Edelleen pisteellä x0 on olemas-
sa ympäristö U ⊂ Rn, jossa on määritelty yksikäsitteinen funktio G : Rn → Rm

siten, että

(x, G(x)) ∈ B ja F (x,y) = 0, kun y = G(x) ja x ∈ U. (4.18)

Lisäksi G on jatkuvasti differentioituva joukossa U ja

G′(x) = −(DyF (x, G(x)))−1DxF (x, G(x)). (4.19)

Perustelu. Funktio F on jatkuvasti differentioituva, joten voidaan hyödyntää mää-
ritelmän 3.12 mukaista linearisointia pisteen (x0,y0) ympäristössä. Saadaan arvio

F (x,y) ≈ F (x0,y0)︸ ︷︷ ︸
=0

+F ′(x0,y0)
x− x0

y− y0


=
[
DxF (x0,y0) DyF (x0,y0)

] x− x0

y− y0


= DxF (x0,y0)(x− x0) +DyF (x0,y0)(y− y0).

(4.20)

Jos pätee F (x,y) = 0 jossakin pisteen (x0,y0) ympäristössä, niin saadaan

DxF (x0,y0)(x− x0) +DyF (x0,y0)(y− y0) = 0. (4.21)

Koska DyF (x0,y0) on kääntyvä, saadaan ratkaistua

y = y0 − (DyF (x0,y0))−1DxF (x0,y0)(x− x0). (4.22)

Funktion F kaikki osittaisderivaatat ovat jatkuvia, joten funktio DyF on jatkuva.
Tämän perusteella siirryttäessä pisteestä (x0,y0) ”vain vähän” poispäin, muuttuvat
DyF :n arvot myös hallitun vähän. Täten pisteellä (x0,y0) on olemassa sellainen
ympäristö B, jossa DyF (x,y) on kääntyvä (tarkempi perustelu sivuutetaan).

Yhtälön (4.22) määrittelemä approksimaatio on jatkuva funktio. Täten y:n ar-
vo muuttuu hallitusti, kun x muuttuu hieman. Voidaan päätellä, että yhtälöstä
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F (x,y) = 0 voidaan (periaatteessa) ratkaista komponentti y myös pisteen x0 ym-
päristössä. Olkoon U se ympäristö, jossa se on mahdollista. Nyt y = G(x) on se
implisiittinen funktio, jota haettiin. (Tarkemmat perustelut ja G:n yksikäsitteisyys
sivuutetaan.)

Funktio G on jatkuvasti differentioituva, koska sen komponenttifunktiot ovat sa-
mat kuin F :n m viimeistä komponenttia ja F on jatkuvasti differentioituva. Koska
F (x, G(x)) = 0, niin ketjusäännön avulla muuttujan x suhteen saadaan

DxF (x, G(x))Dxx +DyF (x, G(x))DxG(x) = 0
⇔ DxF (x, G(x))I +DyF (x, G(x))G′(x) = 0
⇔ G′(x) = −(DyF (x, G(x))−1DxF (x, G(x)),

(4.23)

sillä DyF (x, G(x)) on kääntyvä. Nähdään myös, että lineaarisen tapauksen deri-
vaattamatriisi (4.17) on juuri ylläolevaa muotoa. Lauseen yksityiskohtainen todistus
katsottavissa esimerkiksi lähteestä [4, Theorem 13.7] tai [8, Theorem 6.4.1]. �
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5. IMPLISIITTISET FUNKTIOT

Yhtälöt muotoa F (x1, . . . , xn) = 0 voidaan jakaa implisiittisten käyrien, pintojen
ja yleisemmin hyperpintojen kannalta kahdeen ratkaisevasti eri luokkaan. Jos F on
muuttujien x1, . . . , xn polynomi, niin kyseessä on algebrallinen yhtälö ja sanotaan,
että F :n esittämä käyrä tai pinta on algebrallinen. Muussa tapauksessa yhtälö ja
sitä vastaava käyrä tai pinta on transsendenttinen.

Algebralliset yhtälöt ovat oleellisesti helpompia käsitellä, ja niihin voidaan soveltaa
muun muassa algebran peruslausetta sekä joitakin koordinaattimuunnoksia analyyt-
tistä käsittelyä varten. Transsendenttisien yhtälöiden tapauksessa joudutaan yleen-
sä tyytymään numeerisiin menetelmiin implisiittifunktiolauseen taatessa teoreetti-
sen pohjan. Algebralliset käyrät ja pinnat ovat yleensä ”siististi” käyttäytyviä ja
koostuvat äärellisen monesta komponentista. Vastaavasti transsendenttiset käyrät
ja pinnat voivat olla hyvinkin kaoottisia ja koostua äärettömän monesta komponen-
tista, jolloin niiden käsittely ja piirtäminen on hankalaa ja työlästä.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4x
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4

y

x2 - y2 - 1 = 0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4x
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4

y

sin(2x + y) - cos(2xy) + 1 = 0

Kuva 5.1. Esimerkki algebrallisesta ja transsendenttisesta käyrästä.

Tässä luvussa rajoitutaan funktioihin, joiden määrittelyjoukko on R2 tai R3 ja maa-
lijoukko on R. Muotoa F (x, y) = 0 olevat yhtälöt esittävät tasokäyriä, ja vastaavasti
muotoa F (x, y, z) = 0 olevat kolmiulotteisen avaruuden pintoja.
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Esimerkki 5.1. Olkoon F : R2 → R, F (x, y) = x2 + y2 − 1. Yhtälö F (x, y) = 0
on tuttu yksikköympyrän yhtälö, josta voidaan suoraan ratkaista y = ±

√
1− x2.

Näytetään kuitenkin, että implisiittifunktiolauseen ehdot toteutuvat pisteen (1
2 ,
√

3
2 )

ympäristössä.

Funktio F on jatkuvasti deifferentioituva kaikkialla ja piste (1
2 ,
√

3
2 ) toteuttaa yhtälön

F (x, y) = 0. Lasketaan F :n derivaattamatriisi:

F ′(x, y) =
[
∂

∂x
(x2 + y2 − 1) ∂

∂y
(x2 + y2 − 1)

]
=
[
2x 2y

]
.

Nähdään, että DyF (x, y) = 2y 6= 0, kun y 6= 0, joten kääntyvyysehto toteutuu.
Lasketaan seuraavaksi implisiittifunktion derivaatta lauseen antamalla kaavalla:

G′(x) = −
(
∂

∂y
(x2 + y2 − 1)

)−1
∂

∂x
(x2 + y2 − 1) = −x

y
. (5.1)

Annettuun pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin on täten − 1/2√
3/2 = − 1√

3 .
Tämä voidaan tarkistaa derivoimalla ylemmän puoliympyrän yhtälö y =

√
1− x2:

dy

dx
= 1

2(1− x2)− 1
2 (−2x) = − x√

1− x2
. (5.2)

Sijoittamalla tähän x = 1
2 saadaan tangentin kulmakertoimeksi jälleen − 1√

3 . Ver-
taamalla lausekkeita (5.1) ja (5.2) huomataan, että ne esittävät samaa asiaa, kos-
ka y =

√
1− x2. On huomattava, että useissa tapauksessa implisiittisen funktion

lausekkeen suora ratkaiseminen ja derivointi ei ole mahdollista, jolloin on tyydyttä-
vä lauseen 4.8 mukaiseen epäsuoraan derivointiin.

Esimerkki 5.2. Olkoon F : R2 → R, F (x, y) = sin(2x+ y)− cos(2xy) + 1. Yhtälö
F (x, y) = 0 on transsendenttinen ja ilmeisen vaikea ratkaista muuttujan y suhteen.
Origo on käyrällä F (x, y) = 0: sin(0) − cos(0) + 1 = 0 − 1 + 1 = 0. Määritetään
origoon piirretyn tangentin kulmakerroin. Kuvasta 5.1 nähdään, että se on ≈ −2.
Lasketaan F :n derivaattamatriisi:

F ′(x, y) =
[
∂

∂x
(sin(2x+ y)− cos(2xy) + 1) ∂

∂y
(sin(2x+ y)− cos(2xy) + 1)

]
=
[
2 cos(2x+ y) + 2y sin(2xy) cos(2x+ y) + 2x sin(2xy)

]
.

Nyt cos(0) + 0 · sin(0) = 1 6= 0, joten DyF (x, y) on kääntyvä origossa ja F kaikkialla
jatkuvasti differentioituva, joten implisiittifunktiolauseen ehdot täyttyvät. Implisiit-
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tifunktion derivaatta on

G′(x) = −
(
∂

∂y
(sin(2x+ y)− cos(2xy) + 1)

)−1
∂

∂x
(sin(2x+ y)− cos(2xy) + 1)

= −2 cos(2x+ y) + 2y sin(2xy)
cos(2x+ y) + 2x sin(2xy)

ja se saa origossa arvon

− 2 cos(0) + 2 · 0 sin(0)
cos(0) + 2 · 0 sin(0) = −2 · 1 + 0

1 + 0 = −2.

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan nyt erästä algebrallista pintaa. Olkoon F : R3 → R,
F (x, y, z) = 2y(y2 − 3x2)(1 − z2) + (x2 + y2)2 − (9z2 − 1)(1 − z2). Funktio F on
polynomina jatkuvasti differentioituva kaikkialla. Määritetään pinnan F (x, y, z) = 0
pisteeseen (0, 4

5 ,−
√

65
15 ) piirretyn tangenttitason yhtälö. Haettava implisiittifunktio

tämän pisteen läheisyydessä on muotoa y = G(x), missä y = z ja x = (x, y).
Jälleen on määritettävä F :n derivaattamatriisi:

F ′(x, y, z) =
[
∂

∂x
F (x, y, z) ∂

∂y
F (x, y, z) ∂

∂z
F (x, y, z)

]

=


4x3 + 4xy2 + 12xyz2 − 12xy

4x2y + 6x2z2 − 6x2 + 4y3 − 6y2z2 + 6y2

12x2yz − 4y3z + 36z3 − 20z


T

,

jonka kaksi ensimmäistä komponenttia muodostavat lohkon DxF (x,y) ja viimeinen
komponentti lohkon DyF (x,y), joka saa annetussa pisteessä arvon 1456

√
65

1875 6= 0
toteuttaen kääntyvyysehdon. Implisiittifunktion derivaattamatriisi on

G′(x) = −(DyF (x, G(x)))−1DxF (x, G(x))

=


−4x3 + 4xy2 + 12xyz2 − 12xy

12x2yz − 4y3z + 36z3 − 20z

−4x2y + 6x2z2 − 6x2 + 4y3 − 6y2z2 + 6y2

12x2yz − 4y3z + 36z3 − 20z


T

,

ja pisteessä (0, 4
5 ,−

√
65

15 ) se saa arvon
[
0 −16

√
65

169

]
. Nyt voidaan määrittää halutun

tangenttitason yhtälö:

z = −
√

65
15 +

[
0 −16

√
65

169

] x− 0
y − 4

5

 = −16
√

65
169 y + 23

√
65

2535 ≈ −0,76y + 0,073.
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Kuva 5.2. Esimerkin 5.3 pinta, tangenttitaso ja sivuamispiste.

Kuvat 5.1 ja 5.2 on piirretty MATLABin fimplicit- ja fimplicit3-komennoilla.
Implisiittisten käyrien ja pintojen piirtämiseen tutustutaan paremmin seuraavissa
alaluvuissa.

5.1 Implisiittiset käyrät

Tämän alaluvun ajatuksena on tutustua implisiittisten käyrien ominaisuuksiin ja
piirtämiseen analyyttisellä tasolla. Numeerista piirtämistä tarkastellaan alaluvussa
5.3. Yleisesti xy-tason käyrät voidaan jakaa seuraaviin kolmeen tyyppiin.

(i) Eksplisiittinen: funktion y = f(x) tai x = g(y) kuvaaja. Käyrän pisteet ovat
muotoa (x, f(x)) tai (g(y), y).

(ii) Parametrinen: käyrä, jonka pisteet ovat muotoa (x(t), y(t)) ja riippuvat yhtei-
sestä parametrista t.

(iii) Implisiittinen: käyrä muodostuu yhtälön F (x, y) = 0 toteuttavista pisteistä
(x, y). Yleistä sääntöä käyrän pisteille ei ole.

Jotta käyrä olisi yleisen mielikuvan mukainen ”siisti” käyrä, oletetaan, että yllä
esiintyvät funktiot ovat jatkuvasti differentioituvia. Muotoa (i) tai (ii) olevat käyrät
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ovat helppoja piirtää, koska niissä riittää antaa muuttujalle (parametrille) eri arvoja
ja käyrän pisteitä saa suoraan laskettua. Sen sijaan muotoa (iii) olevat käyrät täytyy
ensin muuntaa johonkin muuhun muotoon piirtämistä varten tai tyytyä numeerisiin
menetelmiin.

Eräs usein kätevä vaihtoehto on muuntaa implisiittimuotoinen yhtälö napakoordi-
naatteihin muunnoksella (x, y) = (r cos θ, r sin θ), missä r on yleisesti θ:n funktio.
Idea on, että muunnettu yhtälö pystyttäisiin ratkaisemaan muuttujan r suhteen, jol-
loin saadaan standardimuotoa oleva napakoordinaattikäyrä r = r(θ). Saatu käyrä
voidaan piirtää suoraan napakoordinaatistoon tai xy-koordinaatistoon sijoittamalla
r:n lauseke takaisin muunnoslausekkeeseen.

Esimerkki 5.4. Piirrä ellipsi 2x2 + 3y2 − 4 = 0.

Ratkaisu. Suoraviivaisin tapa on ratkaista annetusta yhtälöstä y x:n funktiona.
Saadaan funktiot y = ±

√
4−2x2

3 , joiden kuvaajat voidaan piirtää.

Toinen tapa on muuntaa ellipsin yhtälö normaalimuotoon:

2x2 + 3y2 − 4 = 0 ⇔ 2x2

4 + 3y2

4 = 1 ⇔
(
x√
2

)2

+
(
y
2√
3

)2

= 1,

josta nähdään, että isoakselin puolikas on
√

2 ja pikkuakselin puolikas on 2√
3 . Täten

ellipsin parametrimuotoinen yhtälö on (x, y) =
(√

2 cos t, 2√
3 sin t

)
, −π < t ≤ π.

Parametrimuotoinen käyrä on helppo piirtää.

Sovelletaan kolmantena tapana napakoordinaattimuunnosta:

2(r cos θ)2 + 3(r sin θ)2 − 4 = 0
⇔ 2r2 cos2 θ + 3r2 sin2 θ = 4
⇔ r2(2 cos2 θ + 2 sin2 θ︸ ︷︷ ︸

=2

+ sin2 θ) = 4
∣∣∣ r ≥ 0

⇔ r = 2√
2 + sin2 θ

, −π < θ ≤ π.

Edellisessä yhtälössä rajoituttiin ei-negatiivisiin r:n arvoihin sekä rajoitettiin θ vä-
lille (−π, π] yksikäsitteisen esitysmuodon vuoksi, mikä on yleensä tapana napakoor-
dinaattikäyriä tarkasteltaessa.
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2+sin2 θ

Kuva 5.3. Esimerkin 5.4 ellipsi napakoordinaatistossa.

Perustellaan vielä napakoordinaattimuunnoksen toimivuus.

Lause 5.5. Muunnos P (r, θ) = (r cos θ, r sin θ), r ∈ (0,∞) ja θ ∈ (−π, π], on
regulaarinen.

Todistus. Muunnoksen P kaikki osittaisderivaatat ovat selvästi jatkuvia. Lasketaan
P :n Jakobin determinantti:

JP (r, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂r
r cos θ ∂

∂θ
r cos θ

∂

∂r
r sin θ ∂

∂θ
r sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣∣ = r. (5.3)

Saatu Jakobin determinantti on nollasta poikkeava, koska r > 0. Osoitetaan vielä,
että P on tällöin injektiivinen. Ratkaistavana on seuraava systeemi:x = r cos θ

y = r sin θ,
(5.4)

josta r ratkeaa suoraan Pythagoraan lauseen avulla (havainnekuva) ja saadaan
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x

y

(x, y)

r

θ

r cos θ

r sin θ x

y

x > 0
y > 0

x < 0
y > 0

x < 0
y < 0

x > 0
y < 0

iii
iii iv

Kuva 5.4. Havainnekuva muunnoksesta ja koordinaattien merkit eri neljänneksissä.

r =
√
x2 + y2. Napakulman ratkaiseminen ei ole aivan yhtä suoraviivaista, koska

funktion arctan arvojoukko on (−π
2 ,

π
2 ). Havainnekuvan perusteella ensimmäisessä

ja neljännessä neljänneksessä (mukaanlukien positiivinen x-akseli) oikea kulma saa-
daan suoraan θ = arctan( y

x
). Kahdessa muussa neljänneksessä arkustangentin an-

tamaan arvoon tarvitsee lisätä sopiva kulma, jotta yksikäsitteisyys muunnoksessa
säilyy ja θ saadaan välille (−π, π]. Arkustangentti kuvaa toisen neljänneksen välik-
si (−π

2 , 0), kuten neljännenkin. Lisäämällä arkustangentin arvoon π saadaan tulos
toiseen neljännekseen eli θ = arctan( y

x
) + π. Vastaavalla tavalla kolmannen neljän-

neksen kulmat saadaan kaavalla θ = arctan( y
x
)− π.

Jäljellä on vielä y-akselilla sekä negatiivisella x-akselilla sijaitsevat pisteet. Kuvan
5.4 perusteella kun x = 0 ja y > 0, niin napakulma on θ = π

2 . Vastaavasti θ = −π
2 ,

kun x = 0 ja y < 0. Negatiivisen x-akselin pisteet vastaavat napakulmaa θ = π.
Origossa θ jätetään määrittelemättä. Napakulman antava funktio voidaan siis esittää
seuraavasti:

θ = atan2(y, x) :=



arctan( y
x
), kun x > 0

arctan( y
x
) + π, kun x < 0, y ≥ 0

arctan( y
x
)− π, kun x < 0, y < 0

π
2 , kun x = 0, y > 0
−π

2 , kun x = 0, y < 0
ei määritelty, kun x = y = 0.

(5.5)

Käänteismuunnokseksi saadaan lopulta

P−1(x, y) =
r
θ

 =
 √x2 + y2

atan2(y, x)

 (5.6)

ja P on täten regulaarinen. �
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Edellinen lause takaa sen, että karteesisista koordinaateista voidaan siirtyä napa-
koordinaatteihin ja takaisin yksikäsitteisesti. Myös osittaisderivaattojen jatkuvuus
säilyy joten funktion, johon muunnosta sovelletaan ominaisuuksia ei menetetä.

Esimerkki 5.6. Olkoon F : R2 → R, F (x, y) = x3 +y3−3xy. Parametrisoi ja piirrä
käyrä F (x, y) = 0 sekä määritä sen y-akselin suuntaiset tangentit.

Ratkaisu. Määritetään ensiksi F :n Jakobin matriisi:

F ′(x, y) =
[
∂

∂x
(x3 + y3 − 3xy) ∂

∂y
(x3 + y3 − 3xy)

]
=
[
3x2 − 3y 3y2 − 3x

]
.

Huomataan, että piste (0, 0) on singulaarinen, sillä F ′(0, 0) = 0. Origossa käyrällä
ei siis ole yksikäsitteistä tangenttia. Pystysuorien tangenttien löytämiseksi riittää
tutkia, milloin ∂F

∂y
= 0. Saadaan 3y2 − 3x = 0 ⇔ x = y2. Sijoitetaan tämä käyrän

yhtälöön:

(y2)3 + y3 − 3(y2)y = 0 ⇔ y3(y3 − 2) = 0 ⇔ y = 0 tai y = 3
√

2.

Saaduista ratkaisuista y = 0 ei kelpaa, koska tällöin x = 0. Toinen ratkaisu antaa
sivuamispisteeksi (2 2

3 , 3
√

2) ja tangentin yhtälö on x = 2 2
3 . Parametrisoinnin löytä-

miseksi käytetään sijoitusta y = tx ja ratkaistaan x = x(t) ja y = y(t). Nyt

x3 + (tx)3 − 3x(tx) = 0 ⇔ x2(x(t3 + 1)− 3t) = 0

⇔ x = 0 tai x = 3t
1 + t3

, kun t 6= −1.

Ratkaisu x = 0 antaa pisteen (0, 0), joka on käyrällä. Arvolla t = −1 käyrän yhtälö
saa muodon F (x,−x) = 3x2 = 0, josta saadaan jälleen x = 0 ja piste (0, 0). Koska
y = tx, saadaan lopulta parametrisoinniksi

x(t)
y(t)

 =

 3t
1+t3

3t2
1+t3

 , t 6= −1.
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Kuva 5.5. Annettu käyrä, Kartesiuksen lehti sekä kysytty tangentti.

Myös yksikköympyrälle on olemassa esimerkin 5.6 kaltainen rationaalinen paramet-
risointi, joka voidaan johtaa vastaavalla tavalla. Parametrisointi on

x(t)
y(t)

 =

1−t2
1+t2

2t
1+t2

 ,
joka voidaan näyttää oikeaksi sijoittamalla:

(
1− t2
1 + t2

)2

+
(

2t
1 + t2

)2

− 1 = 1− 2t2 + t4

1 + 2t2 + t4
+ 4t2

1− 2t2 + t4
− 1

= 1 + 2t2 + t4

1 + 2t2 + t4
− 1 = 0.

Parametrisointi antaa kaikki yksikköympryrän pisteet lukuunottamatta pistettä
(−1, 0), joka saadaan raja-arvona:

lim
t→±∞

(
1− t2
1 + t2

,
2t

1 + t2

)
=
(

lim
t→±∞

1
t2
− 1

1
t2

+ 1 , lim
t→±∞

2
t

1
t2

+ 1

)
= (−1, 0).
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5.2 Implisiittiset pinnat

Kolmiulotteisen avaruuden pinnat voidaan jakaa vastaavalla lailla kolmeen tyyp-
piin kuten käyrätkin. Eksplisiittinen pinta on funktion z = f(x, y), y = g(x, z) tai
x = h(y, z) kuvaaja. Paremetrinen pinta on muotoa (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) oleva pis-
tejoukko, missä koordinaattifunktiot riippuvat kahdesta riippumattomasta paramet-
rista s ja t. Implisiittinen pinta on yhtälön F (x, y, z) = 0 ratkaisujoukon kuvaaja.
Oletetaan tässäkin kaikki esiintyvät funktiot jatkuvasti differentioituviksi.

Esimerkki 5.7. Olkoon F : R3 → R, F (x, y, z) = x2 + y2− ln2 z− 0,04. Parametri-
soidaan ja piirretään niin sanottu viinilasipinta F (x, y, z) = 0. Muunnetaan pinnan
yhtälö sylinterikoordinaatteihin (x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, z) ja ratkaistaan z:

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 − ln2 z − 0,04 = 0
⇔ r2 − ln2 z − 0,04 = 0

⇔ ln z = ±
√
r2 − 0,04

⇔ z = e±
√
r2−0,04.

Sijoittamalla saatu z:n lauseke sylinterikoordinaatteihin saadaan parametrisoinniksi


x(r, θ)
y(r, θ)
z(r, θ)

 =


r cos θ
r sin θ

e±
√
r2−0,04

 ,

josta nähdään, että pinta on symmetrinen z-akselin suhteen.

Kuva 5.6. Viinilasipinta, kun 0,2 ≤ r ≤ 1,8 ja −π < θ ≤ π.
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Implisiittisiä pintoja on mahdollista sulauttaa toisiinsa suhteellisen yksinkertaisil-
la algebrallisilla operaatioilla. Eräs tapa muodostaa n pinnasta sulautettu jatkuva
pinta saadaan yhtälöllä

1−
n∑
i=1

gi(fi(x, y, z)) = 0, (5.7)

missä fi:t ovat sulautettavien pintojen implisiittiset funktiolausekkeet ja gi:t niitä
vastaavat niin kutsutut sulautusfunktiot [5, s. 2–3]. Havainnollistetaan sulauttamista
kahdella esimerkillä.

Esimerkki 5.8. Tutkitaan sylinterin y2 + z2 − 1 = 0 ja pallon x2 + y2 + z2 − 4 = 0
sulauttamista toisiinsa sulautusfunktiolla g(x) = e−bx, missä b > 0. Pinnan yhtälöksi
saadaan

1− e−b(y2+z2−1) − e−b(x2+y2+z2−4) = 0, (5.8)

josta voitaisiin yrittää ratkaista joku muuttujista tai parametrisoida pinta. Tyydy-
tään kuitenkin käyttämään MATLABin fimplicit3-funktiota pintojen piirtämiseen
b:n eri arvoilla.

Kuva 5.7. Sylinterin ja pallon sulautus eri b:n arvoilla.
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Kuvasta huomataan, että arvolla b = 5 sylinterin ja pallon sulautuminen toisiinsa on
hyvin vähäistä. Vastaavasti, kun b = 1 tai vähemmän sulautuvat pinnat jo selvästi
toisiinsa. Voidaan päätellä, että b:n kasvaessa sulautuma vähenee ja päinvastoin.

Esimerkki 5.9. Mallinnetaan vesipisaran osumista vedenpintaan sulautumisen
avulla. Olkoon vedenpinnan yhtälö z = 0 ja vesipisaran x2 +y2 +(z−s)2−0,49 = 0,
missä s on pisaran keskipisteen etäisyys vedenpinnasta. Käytetään sulautusfunktio-
ta g(x) = e−1,7x ja muutetaan parametria s. Sulautetun pinnan yhtälö on

1− e−1,7z − e−1,7(x2+y2+(z−s)2−0,49) = 0, (5.9)

joka piirretään jälleen MATLABin fimplicit3-funktiolla. Malli on varsin alkeel-

Kuva 5.8. Vesipisaran sulautuminen vedenpintaan eri korkeuksilla.

linen, eikä se ota veden todellisia fysikaalisia ominaisuuksia huomioon. Kuitenkin
kuvasta nähdään, että pintojen sulauttamisella ja sopivalla sulautusfunktion valin-
nalla saatu visuaalinen malli kuvaa vesipisaran sulautumista vedenpintaan melko
uskottavasti.

5.3 MATLAB-esimerkkejä

Piirretään esimerkin 5.6 käyrä x3 + y3 − 3xy = 0 alkeellisella numeerisella mene-
telmällä. Idea on seuraava: muodosteetaan xy-pistehila halutulla tiheydellä ja tar-
kistetaan, mitkä näistä pisteistä toteuttavat epäyhtälön |F (xi, yj)| < s. Tässä F
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on käyrää F (x, y) = 0 vastaava implisiittifunktio ja s on toleranssiparametri, joka
määrää, kuinka ”lähellä” käyrää olevat pisteet otetaan mukaan. MATLABissa tämä
voidaan toteuttaa seuraavalla koodilla.

>> F = @(x,y) x.^3 + y.^3 - 3*x.*y;
>> %Luodaan 1000x1000-pistehila neliöön [-2,2]x[-2,2]
>> [X,Y] = meshgrid(linspace(-2,2,1000), linspace(-2,2,1000));
>> s = 0.005;
>> %Luodaan indeksimatriisi, joka kertoo piirrettävät pisteet
>> ind = abs(F(X,Y)) < s;
>>
>> plot(X(ind),Y(ind),’.r’)
>> axis equal, grid on, axis([-2 2 -2 2])
>> xlabel(’x’), ylabel(’y’)
>> title(’x^3 + y^3 - 3xy = 0’)
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Kuva 5.9. Kartesiuksen lehti piirrettynä MATLABilla pistehilan avulla.

Kuvat 5.5 ja 5.9 näyttävät pääpiirteittäin samalta, joten pistahilemenetelemä toi-
mi tässä tapauksessa hyvin. Käytetty menetelmä on laskennallisesti yksinkertainen,
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mutta piirrettyjä pisteitä ei yhdistetä janoilla, minkä takia täytyy käyttää melko
tiheää pistehilaa käyrän hahmottamiseksi. Tämä on ongelmallista silloin, jos piir-
rettävä alue on suuri tai tarvitaan erityisen tiheää pistehilaa, jolloin hilamatriisit X
ja Y kasvavat suuriksi ja vievät paljon muistia. Käyttökelpoisen menetelmästä tekee
se, ettei se vaadi oletuksia F :n ominaisuuksista; funktion ei tarvitse olla jatkuvasti
differentioituva eikä edes jatkuva.

Piirretään niin sanottu kukkakäyrä (3x2 − y2)2y2 − (x2 + y2)4 = 0 käyttäen MAT-
LABin symbolisia laskentatyökaluja ja napakoordinaattimuunnosta.

>> syms x y r t real
>> F(x,y) = (3*x^2 - y^2)^2*y^2 - (x^2 + y^2)^4;
>> %Ratkaistaan F(r*cos(t),r*sin(t)) = 0 r:n suhteen ja sievennetään tulos
>> simplify(solve(F(r*cos(t),r*sin(t)), r))

ans =

0
0
0
0
0
0

-sin(3*t)
sin(3*t)

>> R1(t) = sin(3*t);
>> R2(t) = -sin(3*t);
>> theta = linspace(-pi,pi,1000);
>> rho1 = double(R1(theta));
>> rho2 = double(R2(theta));
>> polarplot(theta,[rho1; rho2],’LineWidth’,1,’Color’,[0 0.447 0.741])
>> pax = gca;
>> pax.ThetaAxisUnits = ’radians’;
>> title(’$r(\theta) = \pm\sin{3\theta}$’,’Interpreter’,’latex’)
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Kuva 5.10. Kukkakäyrä napakoordinaatistossa.

Kukkakäyrän tapauksessa napakoordinaattimuunnos yksinkertaisti käyrän lauseket-
ta dramaattisesti. Kahdeksannen asteen polynomista xy-koordinaateissa päädyttiin
hyvin yksinkertaiseen napakoordinaattiyhtälöön r(θ) = ± sin 3θ.

Tarkastellaan seuraavaksi erästä implisiittistä avaruuskäyrää, jonka määrittää yh-
tälöpari x

2 + y2 + z2 = 16
(y + 3)2 + z2 = 9.

Toisin sanoen kyseessä on 4-säteisen pallon ja 3-säteisen sylinterin leikkauskäyrä.
Ratkaistaan ja piirretään leikkauskäyrä MATLABilla.

>> syms x y z real
>> assume(-4 <= x & x <= 4);
>> S(x,y,z) = x^2 + y^2 + z^2 - 16;
>> C(x,y,z) = (y + 3)^2 + z^2 - 9;
>> %Ratkaistaan yhtälöpari muodossa [y z] = [y(x) z(x)]
>> sol = solve([S C],[y z])

sol =
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struct with fields:

y: [2×1 sym]
z: [2×1 sym]

>> sol.y, sol.z

ans =

x^2/6 - 8/3
x^2/6 - 8/3

ans =

-(-((x^2 + 20)*(x - 4)*(x + 4))/9)^(1/2)/2
(-((x^2 + 20)*(x - 4)*(x + 4))/9)^(1/2)/2

>> Y(x) = sol.y(1); Z1(x) = sol.z(1); Z2(x) = sol.z(2);
>> fimplicit3(@(x,y,z) x.^2 + y.^2 + z.^2 - 16,’EdgeColor’,’none’)
>> hold on, axis equal
>> fimplicit3(@(x,y,z) (y + 3).^2 + z.^2 - 9,’EdgeColor’,’none’)
>> X = linspace(-4,4,1000); axis([-6 6 -6 4 -4 4]), alpha 0.3
>> plot3(X,double(Y(X)),[double(Z1(X)); double(Z2(X))],’-r’,’LineWidth’,2)
>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z’)
>> title(’x^2 + y^2 + z^2 = 16, (y + 3)^2 + z^2 = 9’)

Kuva 5.11. Pallo, sylinteri ja niiden leikkauskäyrä.
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Leikkauskäyrän puolikkaiden yhtälöt saatiin ratkaistua avaruuskäyrän parametri-
soidussa muodossa, jossa jokainen komponentti riippuu yhteisestä parametrista t:
(x, y, z) = (x(t), y(t), z(t)). Parametrisoinniksi saadaan sievennettynä


x(t)
y(t)
z(t)

 =


t

1
6(t2 − 16)

±1
6

√
(t2 + 20)(16− t2)

 ,

missä t on rajattu välille [−4, 4].
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