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In this thesis, we examine the usage of linear integer programming in scheduling
problems. Our goal is to compare different methods to solve these kinds of problems.
We solve these problems using numeric integer progranuning solvers, such as Mat-
lab’s intlinprog. In addition to basic theory on linear programming we cover the

mathematical theory hehind the algorithms these solvers use in the theory chapter.

Solving scheduling problems using linear integer optimization requires that we can
formulate these problems as linear integer problems and are able to solve them in a
reasonable amount of time. In this thesis we concentrate on two different scheduling
problems. First problem is to create optimal work shift schedules for emplovees in a
company and second is to create optimal timetables for university students. We find
that both problems can be formulated and based on the results from simulations, it
seems that integer programming is a good method to solve these kind of problems.
We also find differences in optimization solvers in their capability and efficiency to

solve scheduling problems.
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Tassé diplomityvossé tutkitaan lineaarisen kokonaislukuoptimoinnin kiyttod aikatau-

lutusongelmien ratkaisemisessa. Tavoitteena on vertailla erilaisia ratkaisumetodeja

keskenadn. Ongelmat ratkaistaan kiyvttamélli numeerisia kokonaislukuratkaisijoita,

kuten Matlabin intlinprog. Lineaarisen optimoinnin perusteiden lisiksi teoriaosiossa
)

tehdédan kirjallisuuskatsaus numeeristen ratkaisijoiden matemaattiseen pohjaan.

Aikataulutusongelmien ratkaiseminen kiyttien lineaarista kokonaislukuoptimointia
edellvttia, ettd voimme formuloida ndma ongelmat kokonaislukuoptimointiongel-
miksi ja ratkaista ne kohtuullisessa ajassa. KNeskitvimme kahteen eri aikataulutuson-
gelmaan. Ensimméinen ongelma on luoda optimaalisia tyévuorolistoja vhtion tvon-
tekijoille ja toinen ongelma on luoda optimaalisia lukujéirjestvksia vliopiston opiske-
lijoille. Ndméi ongelmat voidaan formuloida ITP-ongelmiksi ja simulaatiosta saatujen
tulosten perusteella huomataan, ettd instanssit saadaan ratkaistua nopeasti tai koh-
tuullisessa ajassa. Eri ratkaisijoiden valilld 1ovdetddn myos eroja niiden kyvvvssé ja

tehokkuudessa ratkaista testattuja instansseja.
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1. JOHDANTO

Tamin diplomityén tutkimusongelmana on tutkia lineaarisen kokonaislukuoptimoin-
nin kiyttod aikataulutusongelmien ratkaisemisessa ja vertailla eri metodien parem-
muutta ndiden ongelmien ratkaisemisessa. Lineaarinen optimointiongelma tarkoittaa
ongelmaa, jonka kivpé joukko eli joukko jonka pisteet ovat hyviksvttavid ratkaisuja
ongelmalle, on médritelty lineaarisilla vhtdloilla ja epayhtealoilla. Myos kohdefunktio
on lineaarinen. Kohdefunktiolle pyritiin 16yvtaméin minimi- tai maksimiarvo ongel-

masta riippuen.

Lineaarista kokonaislukuoptimointia (IP) kéivtetdin optimointiongelmien ratkaise-
miseen, joissa muuttujien arvot ovat diskreetteja tai kokonaislukuja. Muuttujia, joi-
den arvot on rajoitettu kokonaislukuihin antavat vastauksen esimerkiksi kyvsvmyk-
siin siitd. kuinka monta kappaletta tilataan tuotetta x, kuinka monta tyvontekijai

kohdennetaan projektin osa-alueeseen x ja niin edelleen.

Erityistapauksena lineaarisesta kokonaislukuoptimoinnista on bindarilukuoptimointi
(BIP). Optimointiongelmassa, joka on tyvypiltdin BIP, muuttujat saavat vain arvoja
0.1. Ndmd arvot kuvaavat kvlla-ei luonteisia padtoksii, kuten ostetaanko. palkataan-
ko tai sijoitctaanko. Binddrilukuoptimointi on timin diplomityén kannalta oleelli-

nen, silld tyossé esiintyviit ongelmat formuloidaan ja ratkaistaan BIP-ongelmina.

Kiyvtinndn ongelmia, joita voidaan mallintaa IP-ongelmina, esiintyy lukuisilla elé-
kelijoiden lukujarjestvkset. lento-, hussi- tai junaliikenteen suunnittelu tai vaikka
urheiluun littyva otteluohjelmien suunnittelu - voidaan mallintaa lineaariseksi IP-
ongelmaksi. Muita vleisidl samalla metodilla mallinnettavia ongelmia ovat tvévuo-
rolistojen tekeminen ja tuotantolinjojen suunnittelu. Téssé diplomityvossa mallinne-

taan kaksi tallaista kiyvtinnon ongelmaa. Ensimméisessa laaditaan tydvuorolistat

lijajoukolle.



1. Johidanto 2

Luvussa 2 esitetéin teoreettinen tausta lineaariselle kokonaislukuoptimoinnille. Aluk-
si esitellddn vleiset muodot erilaisille lineaarisille optimointiongelmille. Osioissa 2.2
ja 2.3 csitellddin optimointiin liittyvid kiisitteitd ja niiden ominaisuuksia, kuten op-
timointiongelman kiivpain alueeseen liittyvat konveksi joukko ja monitahokas. LP-
ongelman optimipistetta tarkasteltaessa néytetdan sen vhteys kivvan joukon kanta-
ratkaisuihin. Seuraavaksi esitellddn teoreettinen tausta ja toiminta LP-ongelman rat-
kaisemisessa kivtettéville Simplex-algoritmille ja duaali-simplex algoritmille. jossa
optimiratkaisua lihdetiiin etsimiin LP-ongelman duaaliongelman kautta. Osiossa
2.6 esitetddn numeeristen kokonaislukuoptimointiratkaisijoiden toiminnan teoreetti-
nen tausta. Optimointiongelmien matemaattisille formuloinneille kirjoitetaan tésséi

diplomitvossi ratkaisua etsitts

iessd. Matlab-koodit. Numeeriset ratkaisijat pyrkivét
loyvtaméain optimaalisen ratkaisun tiettyjen vaiheiden kautta. Vaiheet ja niiden teo-

reettinen tausta on esitelty osioissa 2.6.1-2.6.6.

Yksi tdmén diplomityon tavoitteista on formuloida ja ratkaista lineaarista kokonais-
lukuoptimointia kiivttien ongelmat, joissa luodaan tvévuorolistat vritvksen tvon-
tekijoille ja lukujéirjestvkset opiskelijajoukolle. Luvussa 3 esillidin aluksi standardi-
muotoja kokonaislukuoptimointiongelmille ja muutamia esimerkkeja erilaisista kiy-
tdnnoén ongelmista. Osio 3.2 kiisittelee tvivuorolistaongelmaa. Aluksi esitellddn on-
gelma, sen muuttujat ja rajoitusehdot. Osiossa 3.2.2 tehddin matemaattinen for-
mulointi luomalla lineaariset vhtilot ja epavhtdldt vastaamaan rajotusehtoja seké
lineaarinen kohdefunktio. Osiossa 3.2.3 esitetiiéin intlinprog- ratkaisijan tarvitsemat
svotteet ja tulkintatavat saatavan optimiratkaisun komponenteille. Osio 3.3 kisitte-

lee Tukujérjestyvsongelmaa.

Luvussa 4 esitetddn saadut tulokset tyovuorolista- ja lukujirjestysongelmalle. Tulok-
set esitetddn taulukoituina seki graafisessa muodossa. Téssd kappaleessa suoritetaan
myvos vertailua eri numeeristen ratkaisijoiden vélilla. Matlabin intlinprog-ratkaisijan

liséiksi testataan Gurobin ja CPLEX:n ratkaisijoita.

Luvussa 5 tehdiddn vhteenveto saaduista tuloksista.
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2. TEOREETTINEN TAUSTA

2.1 Lineaarinen kokonaislukuoptimointi

Optimointiongelman muotoilu on seuraavanlainen. Olkoon funktio f : R” — R ja
joukko Q C R™. Funktio f on kohdefunktio ja joukko  on kiivpé joukko. Tavoitteena
on lovtaa o* € €, joka minimoi kohdefunktion eli
« :
) = min f(x).
f(a*) = min f(2)
Talloin z* on globaali optimimiratkaisu ja f(z*) optimiarvo. Tassd tydssd kivpi
joukko ©Q médaritellidan vhtilo- ja epavhtilorajoittein. Oletetaan, etta kiypi joukko

voidaan kirjoittaa muotoon

Q={zeR" hzx)=0,i=1,...,7, gj(z) <0, j=1,...,s},

missi r on vhtélorajoitteiden lukuméiiri ja s epayhtéilorajoitteiden lukuméidri. On-
gelma on rajoittamaton, jos Q = R™ ja rajoitettu jos kiivpi joukko on aito osajouk-
ko € C R™ Kyseessa on lineaarinen optimointiongelma LP. jos kohdefunktio f ja

Kdvvin joukon  méarittavit rajoitefunktiot ovat affiineja.

MAARITELMA 2.1. Funktio f : R™ — R™ on affiini. jos on olemassa matriisi
A € R™™ ja vektori b € R™ siten ettd f(x) = Az + b.

Olkoon matriisi A; € R™", matriisi Ay € R**", vektori by € R", vektori by €

R® ja vektori ¢!’ € RY™ . Kun optimointiongelman miédrittivit affiinit funktiot

f(x)=cla, h(z) = Ajx — by ja g(x) = Asz — by, kvseessii on vleinen lineaarinen
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optimointiongelma. Yleisen lineaarisen optimointiongelman esitysmuoto on

Alx = b17
minc’z, ehdoilla{ Asz < by,
r € R".

Lineaarinen optimointiongelma voidaan aina muuttaa standardimuotoon tietvilli
toimenpiteilli [1]. Standardimuodossa rajoitusehdot voidaan esittdd vhdelld matrii-
silla A € R™*™.

Axr =0,
minc’z,  ehdoilla x>0
x e R™

Maksimointitehtavin voi muuttaa minimointitehtavaksi kaavalla

max f(z) = —min(—f(x)).

Riippuen kivviasti joukosta saadaan eri tvyvppisia lineaarisia optimointiongelmia. Jos
muuttujakomponenteista osa on kokonaislukuja ja loput jatkuvia eli Q C R™ x Z™,
puhutaan sekalukuoptimoinnista (MIP). Kyseessi on kokonaislukuoptimointiongel-
ma (IP). jos Q CZ" eli

minc’z, ehdoilla x >0,
x ez

Jos muuttujakomponentit ovat binddrilukuja {0,1}, on kyseessd bindédrilukuopti-

mointiongelma (BIP).

Ax =0,

minclz, ehdoilla
z e {0,1}"



2.2, Konvcksi joulkko B

2.2 Konveksi joukko

Joukon konveksisuutta ja konveksin joukon ominaisuuksia kivtetdan hyvviksi myvo-
hemmin. kun osoitetaan ettd LP-ongelman optimipisteet sijaitsevat kivvan alueen

kérkipisteissa.

MAARITELMA 2.2. Joukko K C R™ on konveksi. jos kaikille alliolle z,y € K
Ja X €[0,1] pitee Ax + (1 — Ny € K.

Lause 2.1. Miclivaltaisten konveksien joukkojen {K;li € I} leikkaus () K; on kon-
icl
veksi joukko.

Todistus. Olkoon L mielivaltaisten konveksien joukkojen {K;|i € I} leikkaus eli

icl

Tarkastellaan ensin tapausta L = (). Tvhji joukko 0 on konveksi. joten L on konveksi.

Oletetaan nyt, etta L # (). Kaikille alkiolle Va, y € L pitee z,y € K;, Vi € I. Joukko
Ky, t € I on konveksi, joten Az 4+ (1 — Ny € K, A € [0,1], mikid tarkoittaa etti
pisteet kuuluvat joukkoon (| K; = L.

iel

]

MAARITELMA 2.3. Joukolle X C R™ konveksi peite conv(X) mddritelliin scu-
¢ t
raavasti: conv(X) = {z € R" = = > ", >N\ = 1L, A\ >0, kuni = 1,...,t ja

i=1 i=1
kiyddidn lipi kaikki ddrellisel osajoukot {xt, ..., 2"} C X}

Lause 2.2. Joukko conv(X) on pienin konveksi joukko, joka sisiltia joukon X.

Todistus. Jaetaan lauseen todistaminen kolmeen osaan. Osoitetaan seuraavat asiat
todeksi.

(1) X C conv(X).

(2) conv(X) on konveksi.

(3) Jos M on konveksi joukko ja X C M niin conv(X) C M.



2.2, Konvcksi joulkko 6

(1) Néytetadn, ettd X C conv(X). Jokaiselle pisteelle Vo € X on voimassa yhtilo
r=1-2 € conv(X).

(2) Olkoon a € conv(X) ja b € conv(X) kaksi satunnaista joukon X konveksin

peitteen pistetti. Olkoon n > m. Pisteet voidaan kirjoittaa muodossa
m m
a = ng”, missi {ay, ..., am} C X ] Z A — =1, il) >0 (2.1)

> oA, missi {byi1, ., be}t C X a Z A =1, AP >0 (22

1=m+1 1=m+1

Joukko conv(X) on konveksi, jos ta + (1 — t)b € conv(X), missd t € [0,1]. Pisteet

ta + (1 — t)b voidaan kirjoittaa muodossa

ta+ (1 —t)b= Z i, MISsA (2.3)
i=1
a; jos 1 <1<m ,

b; josm+1<i1<n

t)\l(-l) jos1<i<m
T, =
1-=t)A?  jesm+1<i<n

Pisteet kuuluvat joukkoon conv(X). silli {cy,...,c,} € X, m; > 0,Vi ja

Zﬂ, Zwuz DA =

1=m-+1

tZA§1)+(1—t) Z A=
i=1

i=m+1
tl4(1—t)-1 = 1.

(3) Olkoon M konveksi joukko X C M ja olkoon a = > a;\; € conv(X), \; > 0,

i=1

= 1 joukon X konveksin peitteen satunnainen piste. Madritelman mukaan

1=
>

.
Il
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{a1,..,;a,} C X jakoska X C M = {ay,...,a,} C M. Piste a on tilloin konveksin

joukon M osajoukon {ay, ..., a,} konveksi kombinaatio, joten a € M.
]

Esimerkki 1. Konstruoidaan joukolle X = {(1,3),(2,1),(3,2)} C R? konveksi

peite conv(X) mdadritelmdn 2.3 mukaan.
35|

(13
25+

2t *(32)

151

L
2.1

Kuva 2.1 Konveksi peite joukolle X = {(1,3),(2,1),(3,2)}

Joukolla X on yhteensd kahdeksan ddrellisti osajoukkoa, jotka ovat {(1,3)}. {(2,1)}.
{B.2)} {(1,3), (2D} {(1,3),(3,2)}. {(2,1),(3,2)}. {(1,3),(2,1),(3,2)} ja tyhji
Joukko 0. Konuveksin peitteen pisteet saadaan kun suoritetaan mddritelmdn 2.5 mu-
kaise sf/

SL’—Z)\JI Z)\ =1,A>0
jok (115(11( ()S(Ij()[/k olle. Olkoon K kolmio, jonka karkipisteet ovat (1,3), (2,1) ja (3,2).
Geometristt muotodtuna joukon X konveksi peite koostuu kolmion K kdrjistd, sivu-

janojen pisteistd sekd kolmion sisdapisteistd.

MAARITELMA 2.4. Konveksin joukon K piste x on kirkipiste, jos joukossa K
ei ole kahta erillista pistetti y,z € K. siten ettd © = Ay + (1 — Xz, jollakin A:n
arvolla A € (0,1).

Toisin sanoen joukon K kirkipiste z ei sijaitse minkiin joukkoon K kuuluvan kahden

erillisen pisteen véliselld janalla.



2.3. Monitahokas 8
Lause 2.3. Joukon conv(X) karkipisteet ovat joukossa X.

Todistus. Olkoon y* joukon conv(X) kirkipiste. Karkipiste voidaan kirjoittaa muo-

t
dossa y* = > ', {z!,..., 2!} C X. Kirkipisteelle on méiritelmin mukaan voi-
i=1
t
massa y* £ > Ny {yh, ..yt C conv(X) jos t > 2.
i=1

t
Oletetaan, etti kirkipiste voidaan esittdd muodossa y* = > AN’ jollain joukolla
i=1

{z',..,2'} € X missd t > 2. Koska X C conv(X) myis {z!,...,2'} C conv(X).

Néin ollen paddyvtidan ristiriitaan, joten y* € X

2.3 Monitahokas

MAARITELMA 2.5. Olkoon a € R™ ja ¢ € R. Joukko H on hypertaso joukossa
R™, jos
H = {r € R"|a"z = ¢}. (2.6)

Hypertasoa H wvastaavat suljetut puoliavarvudet HY jo H™
HY ={z e R"|a"z > c}. (2.7)
H™ ={z eR"a"z < c}. (2.8)

Puoliavaruuksien leikkaus HT N H™ = {z € R"|a"z < ¢ ja a"x > ¢} = H.

Lause 2.4. Joukot H.H' ja H™ ovat konvekscja.

Todistus. Osoitetaan aluksi, etta puoliavaruudet H— ja HT ovat konvekseja.
Olkoon x1,x9 € H™ kaksi puoliavaruuteen H~ kuuluvaa mielivaltaista alkiota.

al Az +(1-Na3) = AaTo1+(1-N)alzy < Aet+(1-Ne=c= Ax;+(1-Nazy € H™.
Todistus puoliavaruuden HT konveksisuudesta on analoginen edellisen kanssa ja

kahden konveksin joukon leikkauksena hyvpertaso H = H~ N H' on konveksi.
O
MAARITELMA 2.6. Monitahokas P C R™ on leikkaus direllisesti mddrdistd

suljettuja puoliacvaruuksia.
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6 VAN

4 . .

2 o R
. . =
-2 \ [ .

Kuva 2.2 Monitahokas on konveksi peite adrelliselle mddardlle pisteitd. Esimerkki moni-
tahokkaasta P C R3

Olkoon {L;}™, L; = {z € R™alz = b;} suljettujen puoliavaruuksien joukko. Moni-
tahokas P. joka on ndiden suljettujen puoliavaruuksien leikkaus esitetidin muodossa
P :={z € R"| Az < b}. A € R™" on matriisi, jonka rivit méiritelliin (A); = al

ja b € R™ on vektori, jonka komponentit méiritellddn (b); = b;.

MAARITELMA 2.7. Monitahokas P C R™ on konveksi peite ddrelliselle mddrdille
pisteitd {xy, ...,z }, v; € R™

Madritelméin 2.7 ja lauseen 2.2 perusteella adrelliselle médralle pisteitd pienin kon-

veksi joukko, joka sisdltdd nama pisteet on monitahokas.

2.4 LP-ongelman optimipiste

LP-ongelman kiypa joukko P méaritellian standardimuodon mukaisesti
P ={x e R"| Az = b, x > 0}, missd matriisi A € R™*" ja m < n. Oletetaan viel,
ettd matriisille A on voimassa rank(A) = m. Kaypé joukko P on monitahokas, eli

konveksi joukko.
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Madritetddn ja tutkitaan seuraavaksi kiivvin joukon kantaratkaisuja. Matriisi A voi-
daan esittdid muodossa A = [B NJ. missi B € R™™ ja N € R™ =™ Ryhmitel-

liin muuttujan @ komponentit z = [z5 24]7., jolloin saadaan rajoitusehto

Bxp+ Nzy =b. (2.9)

Voidaan olettaa, ettd matriisin A lineaarisesti riippumattomat sarakkeet ovat m en-

simmiisti saraketta. Télloin B € R™*™ on ci-singulaarinen matriisi. Téstd saadaan
rp =B 'b— B 'Nuy. (2.10)

MAARITELMA 2.8. Ratkaisu x on LP-ongelman kantarathaisu. jos xn = 0 eli
z=[(B~'0)" o). (2.11)

Jos vieli x > 0. nun x on kiypd kantaratkaisu. Matriisia B sanotaan kannaksi ja

vektorin xg komponentteja kantamuuttujiksi.

Jos jokin kantamuuttujista on 0, kantaratkaisu on degeneroitunut. Degeneroituvuus

tuo mukanaan ongelmia. joten oletetaan ettd kantaratkaisut ovat ei-degeneroituneita.

Lause 2.5. Jos LP-ongelmalla on kiypa ratkaisu, niin silli on myds kdypd kanta-

ratkaisu

n
Todistus. Olkoon y = [y1, ..., yn] kiypé ratkaisu, jolloin > a;y; = b, missi a; on
i=1
matriisin A i:s sarake. Edelleen olkoon ratkaisussa m < p < n kappaletta positiivisia
komponentteja. Nvt on voimassa p £ m, silld ratkaisu ei voi olla degeneroitunut.
p
Valitaan niin, ettid p ensimméisti komponenttia ovat positiivisia, > a;y; = b.
. . T =1
Tapaus p = m. Télloin ay, ..., a, ovat lincaarisesti riippumattomia cli kyscessi on
kantaratkaisu.
Tapaus p > m. Nvt ay,...,a, ovat lineaarisesti riippuvia. Talloin voidaan valita
p
T1, ..., Tp siten, ettd Y a;x; = 0 ja Iz, > 0. Olkoon € = min#. Télldin on voimassa
i=1 x; >0
p . . .
> ai(y; — ex;) = b, mikél tarkoittaa ettd [y — exq, ...,y — €xp] on kivpi ratkaisu,
i=1
jossa on p— 1 positiivista komponenttia. Jatketaan tita £ kertaa kunnes p —k = m,

jolloin saadaan kiypéd kantaratkaisu. ]
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Lause 2.6. Jos LP-ongelmalla on kaypd optimiratkaisu. nun silld on myds kdypda

oplimikantaratkaisu

Todistus. Olkoon y optimaalinen kiivpi ratkaisu. Optimiarvo on tillsin ¢y, Todis-
tus on identtinen edelliselle todistukselle. Valitaan nyt xy, ..., z, siten, ettd vhtilon
P P

> azx; = 0 liséksi Y. ¢r; = 0. Niin saadaan Kiyvpi kantaratkaisu, joka on myos
=1 . i=1

optimiratkaisu. [
Lause 2.7. Piste x on kiypd kantaratkaisu, jos ja vain jos se on kdyodn joukon P

kdrkipiste.

Todistus. Olkoon x = [z5  2%])7 kiypid kantaratkaisu (kkr). zp = B7'b > 0 ja
ry = 0. Nayvpi kantaratkaisu x € P on kirkipiste, jos sita ei voida esittidd pisteiden
r1 € Pxy € P,xy # x9 konveksina kombinaationa Azx; 4+ (1 — N)zg, A € (0,1).

Oletetaan, ettd kkr voidaan esittidi erillisten pisteiden konveksina kombinaationa.

Irp = )\*IBl + (1 — )\)J?Bg (212)
0= /\INI + (1 — /\)CL’NQ (213)

Koska A € (0,1) ja xn1,2y2 > 0, kaavasta 2.13 saadaan zy; = 0 = 9. Pis-
teille z;,1 € {1,2} saadaan Az; = [B Nlz; = [B N[z, 07]7 = Bxp,; ja koska
Ax; = b, saadaan xp; = B71beli 71 = 5. mikii on ristiriidassa olettamuksen z; # x,

kanssa. Niin ollen kivpa kantaratkaisu x on kirkipiste.

Osoitetaan seuraavaksi, etta jos x on joukon P kirkipiste niin se on kivpd kanta-
e]T

ratkaisu. Olkoon z¢ € P joukon Kirkipiste. Karkipiste z¢ = [z¢, ...,z on kavpa
. 1 »Mn 1

ratkaisu, joten

@z + ... Fapz;, =b (2.14)

missi a;,7 € {1,...,n} on rajoitematriisin A i:s sarake. Madritetidin joukko I seu-

raavasti. [ = {i € {1,...,n}|x; > 0}. Kirjoitetaan kaava 2.14 muodossa
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Zaixf =b. (2.15)

el

Kiyvin kantaratkaisun méadritelman mukaan z¢ on kivpi kantaratkaisu, jos sarak-
keet {a;},i € I ovat lineaarisesti riippumattomia. Oletetaan, etti kvseiset sarakkeet

ovat lineaarisesti riippuvia, jolloin olisi olemassa kertoimet {a;},i € I siten etti

Zaiai =0 (2.16)

iel

missd «; # 0 vihintdan vhdelld ¢ € I. Méiritetddn vektori a € R™ seuraavasti
a= (), =aq; jos | € I ja g =0 muutoin. Luodaan seuraavaksi kaksi kivpaa
ratkaisua. KNoska kirkipisteen x¢ nollasta poikkeavat komponentit ovat positiivisia,

on olemassa € > 0 siten etta

¢+ ea > 0, (2.17)
¢ —ea > 0. (2.18)

Sekil ¢ + e etti ¢ — ea ovat kitvpid ratkaisuja silli Aa = 0. Kérkipiste ¢ voidaan

ilmaista naiden pisteiden konveksina kombinaationa seuraavasti

1 1
z¢ = é(xe +ea) + §(x6 — ) (2.19)

Tamé on ristiriidassa sen kanssa, cttid 2 on kiirkipiste. Néin ollen sarakkeet {a;},i €

I ovat lineaarisesti riippumattomia.

]

Edellisten lauseiden perusteella tullaan siihen johtopéditokseen, ettda LP-ongelman jo-
kin optimiratkaisu 16vdetddn kivvin joukon (monitahokkaan) P kirkipisteestd. Té-
téd tulosta kivtetddn hyviksi osiossa 2.6.4 Leikkaustasojen kivtto. kun LP-ongelman
kivpéda joukkoa pienennetiin “leikkaamalla™ pois monitahokkaan optimaalinen kér-

ki, jos se ei ole vastaavan IP-ongelman optimaalinen kérki.
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2.5 LP-ongelman ratkaiseminen

LP-ongelma on muotoa minc’z, ehdoilla {x > 0|Az = b}, missi © € R™, ¢ € R",
beR™jaAe R™" Lauseen 2.6 mukaan voidaan todeta, ettid jos LP-ongelmalla
on optimaalinen ratkaisu, niin silld on optimaalinen kantaratkaisu. Téssé kappa-

leessa kuvataan algoritmia, joka aloittaa kiyvistd kantaratkaisusta o = [z, 07]

ja siirtyy algoritmin mukaisesti seuraavaan kantaratkaisnun a? = [xgl 07, jo-
T T

ka pienentad kohdefuntion arvoa eniten ¢’ z; < ¢ xg. Tatd jatketaan, kunnes ol-

laan saavuttu optimaaliseen kantaratkaisuun zl = [x%n 07]. Ratkaisuille pitee
o, < Tz,_1 < ... < clxy. Tami algoritmi on nimeltiin Simplex-algoritmi.
Simplex-algoritmin liséksi esitelldin duaali-simplex-algoritmi. jossa lihdetddn et-

simadn optimaalista ratkaisua duaaliongelman kautta.

2.5.1 Simplex-algoritmi

Aloitetaan madrittelemalla redusoidut kustannukset |13, s.11]. LP-ongelman kéiyville
ratkaisuille on voimassa 27 = [z5 2] missi @ > 0 ja 23 = B~'0 — B! Nuy.

Kohdefunktion arvo on talléin

v = kB —cEB 'Nay + chay
= 5B+ (chy — BNy

T p-1p | AT
= cpB b+ ey,

missit ¢h:n komponentit ovat redusoidut kustannukset. Esitetdin seuraavaksi kaksi

lausetta, joiden voimassaoloon Simplex-algoritmi perustuu.

Lause 2.8. Olkoon ¥ = [25 %] LP-ongelman kiypi kantaratkaisu. Oletetaan
lisaksi, ettd kantarathaisu ei ole degeroitunut eli xp > 0. Nyt x on optimaalinen

kantaratkaisu. jos ja vain jos redusordul kustannukset ovat ei-negatiivisia.

én = cn — cEBTIN > 0.

Todistus. Kannan ollessa B ja ei-kantamuuttujia vastaavan matriisin ollessa N kan-

taratkaisu on 27 = [z25 2%] = [25 07] = [(B7'0)T 07]. Oletaan nyt, etti
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¢k > 0. Olkoon y* = [yh  y&] mikil tahansa kiypi ratkaisu. Saadaan
'y =cEB b+ éhyn > cEB b = cTx,

miki tarkoittaa, ettd x on optimaalinen kantaratkaisu.

Todistetaan lause vield toiseen suuntaan. Olkoon x optimaalinen kantaratkaisu. Teh-
ddan vastaoletus, jonka mukaan redusoiduissa kustannuksissa on negatiivinen kom-
ponentti ¢y(s) < 0. Olkoon y kiypa ratkaisu jossa yn(s) = a > 0 ja muut yy:n

komponentit ovat nollia. Talloin saadaan

'y = cEB™'b + aéhes, = chrp + aéy(s) < chrp = ¢,
miki on ristiriidassa oletuksen kanssa. ettd x on optimaalinen kantaratkaisu. Nay-

tetddn vield, ettd v on kivpé.
Yyp = B~y — BleyN =15 —aB ' Ne,,

missi eg on vksikkdvektori, jonka s:s komponentti on 1. Valitaan sellainen a. etté
yp(s) > 0. Tama on mahdollista silli aiemman oletuksen mukaan kantaratkaisut

ovat ci-degeneroituncita cli xp > 0. ]

Redusoidut kustannukset voidaan kirjoittaa muodossa ¢y = oy —mw N, missé vektori
. N N B-Y:
T T

L = cEB™1 Vektorin 7 komponentteja kutsutaan Simpler-kertoimiksi [13, 8.12].
Lause 2.9. Olkoon x kiypi kantaratkaisu, B vastaava kanta ja ¢& = ¢k — 7L N.
Jos on olemassa sellainen ei-kantamuuttuja xn(s), ettd éx(s) < 0 niin jompikumpi

seuraavista ehdoista on voimassa

(a) LP-ongelmalla ei ole adrellisti rathaisua.
(b) On olemassa sellainen kanta By ja sitd vastaava kdypd kantaratkaisu xy. ettd

ey <.

Todistus. Olkoon jilleen yT = [y%  yk] kiivpi ratkaisu. missii yp = x5 — aB ' Neg,

yn = ae, ja kohdefunktio ¢’y = cLaxp + acy(s).
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Kohta (a). Jos B7'Ne, < 0. voidaan a:n arvoa kasvattaa rajatta ja pysvi kiy-
pien ratkaisujen joukossa. Télloin
'y = chrp + aéy(s) — —oo,
a—r 00
mikd tarkoittaa ettei ongelmalla ole dédrellista ratkaisua.
Kohta (b). Jos B~'Neg £ 0. Merkitdéin B~'Ne, = a} € R™. Nyt aj, > 0. missil j €
{1,...,m}. Toisin sanocn osa (vihintiin vksi) af:n komponenteista on positiivisia.
Nvt a voidaan kasvattaa korkeintaa arvoon
T Ty

Q= min—- = —,
Oth>OOéjS Qpg

jolloin yp(r) = 0. Téssa ratkaisussa y on m kappaletta positiivisia komponenttia,

joten ratkaisu on kantaratkaisu. My0Os kohdefunktion arvo pienenee silli

'y =chap + acn(s) < 'z

Simplex-algoritmi toimii seuraavien askelten mukaan [13, s.13].

1. Valitaan kiivpéd kanta By.
2. Olkoon B nyvkyvinen kiiyvpa kanta. Lasketaan xpg, 7 ja Cy.

3. Jos ¢y > 0, lopetetaan. Nvkyvinen kanta on optimaalinen. Muutoin siirryvtidin
kohtaan 4.

4. Haetaan sellainen s. ettii ¢, < 0 ja lasketaan af = B~ 'Neg. Jos af < 0, lope-

tetaan silld ongelmalla ei ole ddrellistéd ratkaisua. Muutoin siirryvtadn kohtaan

5.
5. Lasketaan

A . bj br
Ts = ININ . L
*

ajs>0ajs a

*
rs
Vaihdetaan matriisin B sarake r ei-kantamuuttujaa xy(s) vastaavaan matriisin
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Kuva 2.3 Simplez-algoritmin toiminta. Oplimiratkaisun etsiminen oloiteitelaan kdypdstdi
kantaratkaisusta (monikulmion kdrki) ja stirrytidn seuraavaan karkeen kunnes ldydetddin
optimi

Tarkastellaan LP-ongelmaa. jonka kiivpa joukko P on monikulmio. Kayvit kantarat-
kaisut ovat monikulmion P kirkid. Simplex algoritmi aloittaa monikulmion kirjestéi
ja siirtyy seuraavaan kirkeen, kunnes saavutetaan optimaalinen ratkaisu. Siirtyvmi-
nen tapahtuu kiirjestd sen viereiseen kirkeen, joka pienentidd kohdefunktion arvoa

eniten.

2.5.2 LP-ongelman duaali-ongelma DP

Luvussa 2.1 Lineaarinen kokonaislukuoptimointi esitetddn standardimuodot lineaa-

risille optimointiongelmille. LP-ongelma standardi muodossa on

min 'z
ehdoilla Az = b,
xz > 0.

Kutsutaan titd ongelmaa primaali-ongelmaksi. Olkoon primaali-ongelman rajoite
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matriisi A € R™*™. Jokaista matriisin A rivié. joita on m kappaletta vastaa duaali-

muuttuja u;.

MAARITELMA 2.9. Primaali-ongelman (LP) duaali-ongelma (DP) on

max blu
ehdoilla ATy < ¢,
u e R™.
Lause 2.10. (Heikko duaalisuuslause) Jos x on LP-ongelman kiypd rathaisu ja u

duaaliongelman kiypd ratkaisu, niin bTu < 'z,

Todistus. Primaali- ja duaaliongelman rajoitusehtojen tulee olla voimassa. jotta rat-
kaisut ovat Iéivpid. Nvt on siis voimassa ATu < celi uTA < ¢! ja Az = b. Koska

x> 0. on myos voimassa c¢'o > vl Az = u''b = bTu. O

Lause 2.11. Jos x* ja u* ovat primaali-ja duaaliongelman kdypid rathaisuja joille

* *

pitee cfa* = bTu*. niin o* on primaali- ja w* on duaaliongelman optimirathaisu.
Todistus. cfx* = blu* ja lauseen 2.10 nojalla bTu* < ¢fx kun x on miki tahansa
kivpa ratkaisu. Eli ¢z < ¢l'w, mikii tarkoittaa, etti 2* on primaalin optimiratkaisu.

rdistus on analoginen duaaliongelmalle.
Todistus on analoginen duaaliongelmalle O

Seuraavaksi esitetiddn tapa, jolla 1oydetystd LP- (tai DP-ongelman) optimikantarat-

kaisusta saadaan DP- (tai LP-ongelman) optimikantaratkaisu [13. s.20].

Lause 2.12. Olkoon x* LP-ongelman optimikantaratkaisu. TdillGin LP-ongelman
Simplex-kertoimet ™ = (c5B™)T muodostavat DP-ongelman optimiratkaisun ja

cl'o* = btr*,

Todistus. Koska x* on LP:n optimaalinen kantaratkaisu, niin lauseen 2.8 perusteella

eny — NTa* > 0 ja lisiiksi cg — BTn* = cg — BT(¢c5B™1)T = 0. Niiden perusteella

T
CRB B
c= > - = ATn*,
CN N
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joten m* on DP:n kiiypé ratkaisu. Ratkaisu on myos optimiratkaisu silla

bV = (7*)Tb = cEB~'b = cL(ay)T = T O

Esitetdéin vield lopuksi vahva duaalisuuslause.

Lause 2.13. (vahva duaalisuuslause)

(a) Jos LP- ja DP-ongelmalla on kdypid rathaisuja. nin molemmilla on optimirat-
kaisut ja optimiarvot ovat samat.
(b) Jos LP-ongelmalla (tai DP-ongelmalla) on kdypid rathaisuja mutta ei ddrellistdi

optimiratkaisua niin DP-ongelman (LP-ongelman) kdypd joukko on tyhja.

Todistus. Kohta (a). Olkoon u! DPm kéiypi ratkaisu. Télldin kaikille LP:n kiypille
ratkaisuille on voimassa bTu! < ¢’z eli ratkaisuilla on #irellinen alaraja. Niin ollen
lauseen 2.9 nojalla LP:114 on optimi z*. Edelleen lauseen 2.12 nojalla DP:n optimi
saadaan Simplex kertoimista ja optimiarvot ovat samat.

Kohta(h). Todistetaan tdma lahtemilld liikkeelle DP-ongelmasta. Témé todistaa
molemmat tapaukset silld duaalin duaali on primaali. Olkoon DP-ongelma sellainen,
etti sillil ei ole #drellistil optimiratkaisua. TiAmi tarkoittaa, ettd maxb’u — oo.

Koska bTu < c¢f'x nihdiin, etti LPm Kivpi joukko on tvhji. O

2.5.3 Duaali-Simplex-algoritmi

Duaali-Simplex-algoritmin toiminta on samantapainen kuin Simplex-algoritmin. Al-
goritmi aloittaa duaalikiyvvisté ratkaisusta ja vaihtaa kantaa pyvsven kiyvvissid alu-
""" v niin, ettd kohdefunktion arvo kasvaa. Lopulta lovdetddan optimiratkaisu tai
todetaan ettd ongelmalla ei ole dédrellistd optimia. Simplex-algoritmi tarvitsee aluksi
LP-ongelmalle kiyvvin kantaratkaisun. Taman ratkaisun loyvtidminen voi olla hanka-
laa. mutta duaalikiypéin kannan loytéminen on sitéd vastoin usein helppoa. Niin ollen
LP-ongelmien ratkaiseminen Duaali-Simplex algoritmilla Simplex-algoritmin sijasta
on usein tehokkaampaa. Matlabin ja muiden ohjelmistojen sekalukuoptimointirat-
kaisijat kivttivit nimenomaan Duaali-Simplex-algoritmia LP-ongelman ratkaisemi-

sessa.

MAARITELMA 2.10. Olkoon B LP-ongelman kanta. Matriisin B ei tarvitse

olla LP:m kdypd kanta. Kanta B on duaalikaypd. jos redusoidut kustannukset ovat
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ei-negatiivisia eli ¢§ = c& — cEB7IN > 0. Titdi vastaava kantaratkaisu [x5 0T on

duaalikiypd ratkaisu.

Selvennetidn vield méaritelméssi 2.10 kiivtetty termi duaalikiypd. Jos kanta B tai
kantaratkaisu [z5 0717 ovat duaalikiypid, timé ei tarkoita sitéd ettd kanta tai rat-
kaisu on kiivpé duaaliongelmalle. Kvse on siitéd, ettd kantaratkaisun x simplexkerroin

vektori m on kivpa duaaliongelmalle.

Lause 2.14. Jos B on seki primaali- etti duaalikiypi kiypi kanta. niin (25 0T]T

on primaalin ja T duaalin optimiratkaisu.

Todistus. Matriisi B on LP:n kiiypé kanta, jolloin kantaa vastaava kantaratkaisu
r=[zL 07T =[(B7'0)T 07]7 on kiivpi ja B on myds duaalikiyvpi eli

75 = (c5B™H)T on duaalin kivpi ratkaisu.

B~'b
Fr=ih 1|7 | = chB =8 (B e = (BB =V

Arvot ovat vhtisuuret, joten lauseen 2.11 mukaan x on LP:n optimiratkaisu ja 7g

on duaalin optimiratkaisu.

O

Primaali- ja duaalikiyvin kannan B 1dytiminen on Duaali-Simplex-algoritmin ta-

voitteena. Algoritmi toimii seuraavien askelten mukaan [13, 5.22].

1. Valitaan duaalikiivpi kanta By.

2. Jos taminhetkinen kanta B on LP kivpi, lopeta. Tilloin [zL 0717 on pri-
maalin optimiratkaisu ja mgp on duaalin optimiratkaisu. Muutoin valitaan sel-
lainen kantamuuttuja xp(p), jonka arvo on negatiivinen. Valitaan esimerkiksi

negatiivisin kantamuuttuja xg(p) = ming,(jy<o 25(7)-

3. Tutkitaan matriisin B~1N rivi p. Jos kaikki alkiot ovat ei-negatiivisia, lope-
ta. Télloin duaalilla ci ole dérellistd ratkaisua. Muutoin lasketaan redusoidut

kustannukset ¢y ja haetaan sellainen ei-kantamuuttuja zx(s), etti



2.6. Lincaariscn kokonaislukuoptimoinnin numeccristen ratkaisijoiden toimintaperiaate20

= = min — —,

—Aps ;<0 Qp;

missi @, on matriisin BN rivi p. Vaihdetaan matriisin B sarake p ja kom-

ponenttia xy(s) vastaava matriisin A sarake ja siirrvtéiin kohtaan 2.

2.6 Lineaarisen kokonaislukuoptimoinnin numeeristen ratkai-

sijoiden toimintaperiaate

Lineaarinen sekalukuoptimointiongelma voidaan ratkaista numeerisesti eri tietoko-
neohjelmistojen kuten Matlab, CPLEX tai Gurobi numeerisilla ratkaisijoilla. Rat-

kaistava ongelma muotoillaan

Alﬂf = b1
minclz  ehdoilla Asx < by
[ <x<u,

T T

missé ¢’ r on minimoitava lineaarinen kohdefunktio. ¢* on 1 x n-uloitteinen vakio-

vektori ja z n-uloitteinen muuttujavektori. Lineaariset rajoitusehdot méiritetdin
vektorien [ (alaraja), u (vldraja). by ja by ja matriisien Ay ja A kautta. Algoritmi

ratkaisee ongelman eri vaiheiden kautta. Nama vaiheet ovat

1. LP-ongelman esikéisittely

2. LP-relaksoidun ongelman ratkaiseminen
3. Sekalukuongelman esikisittely

4. Leikkaustasojen kiivtto

Heuristiset metodit kivpien ratkaisujen etsimiseen

[

6. Hajota ja rajoita-algoritmi

Algoritmin ei valttdmétta tarvitse kiyda liapi kaikkia vaiheita optimaalisen ratkaisun

I6vtamiseen.
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2.6.1 LP-ongelman esikasittely

LP-ongelman esikésittelyn tarkoituksena on péisti eroon redundantista eli vliméad-
riisestd informaatiosta ongelman formuloinnissa ja ndin ollen pienentdd ongelman
kokoa. Esikésittely-algoritmi pyrkii vihentaméin rajoitusehtojen lukumaiarid ja pois-
tamaan tai kiinnitdmédin mahdollisimman monta muuttujaa. Niiden prosessien ai-
kana algoritmi voi myvos huomata, jos kivpad ratkaisua ongelmalle ei ole olemassa.
Esikésittelv-algoritmi kuluttaa aikaa, mutta vleensid ongelman kokonaisratkaisuai-
ka pienenee. Joissain tapauksissa ongelman ratkaiseminen ilman esikisittelya ei ole

mahdollista.

Rajoitusehtojen lukumiaraéd voidaan vihentdd monella tavalla. Esimerkiksi algorit-
mi etsii rajoitusehdoista samanlaisia riveji ja tilanteesta riippuen redundanttia rivid
koskeva rajoitusehto voidaan poistaa tai huomataan, ettd ongelmalle ei 16vdy kivpad
ratkaisua. Rivit ovat samanlaiset, jos matriisin A; rivi tal matriisin As 1ivi toteuttaa

ainakin vhden seuraavista ehdon

A() = aAi(j), a€R, i#j (2.20)
Ay(i) = aAs(j), @ €R, i (2.21)
AI(Z> = OéAQ(j), a€eR (222)

Toisin sanoen kvseiset rivit ovat samansuuntaiset. Otetaan esimerkkind tilanne, jos-
sa Ag(i) = aAy(J) ja by; > abyy. Nyt rajoitusehto A (j)z = by < aAi(j)r = aby;
on tiukempi kuin As(i)x < by < aAi(j)x < by joten rivid Ay(i) koskeva rajoi-
tusehto voidaan poistaa. Jos edellisessa tilanteessa olisi ollut voimassa ba; < aby, ei
ehdoille olisi 16vtynyvt vhteistd kivpid ratkaisua eli ongelmalle ei olisi olisi ollut kiy-
péd ratkaisua. Kaikki mahdolliset tapaukset voidaan listata |2, s.6] Kysvinyvksend
on nyt kuinka samansuuntaiset rivit lovdetdin tehokkaasti. Andersen ja Andersen

esitteliviit kirjassaan proseduurin rivien tehokkaalle 1oytémiselle [4].

Muita ongelman redusointi tapoja ovat tyhjien rivien poistaminen tai tyvhjien sarak-
keiden kautta tehtdvd muuttujan kiinnittdminen alarajaksi [ tai vldrajaksi w riip-
puen kohdefunktion komponentin etumerkisté [3, s.577], [2. 8.5-6]. Muuttujia voi-
daan kiinnittdia duaali-ongelman kautta (duality fixing) [2, s.7] ja tehd& primaali- ja

duaaliongelmaan liittyvit ratkaisun kivpyystestit [3, s.578-379].

Rivi 4 on singleton rivi jos ay,, = ag,. # 0 vain yvhdelli j. Nédiden rivien kautta
- . 17 1] -

voidaan paivittad ala- ja vlarajan komponentit [; ja u; eli tiukentaa rajoitusehtoja.
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Tamén jilkeen rivi ¢ voidaan poistaa tai vastaavasti ratkaisua ei 16vdy. 2, s.7]. [3,
$.577-578]. Jos sarakkeen j ainut nollasta poikkeava alkio on a;; voidaan rivi i ja
sarake j poistaa ja ratkaista redusoitu ongelma. Taman jalkeen komponentin z; arvo

voidaan madrittdd redusoidun ongelman ratkaisun kautta [2, s.7]. [3, s.581].

Muuttujan z ala-ja vldrajan [ ja w sekil tiettyd rivid j vastaavien komponenttien
l; ja u; tarkastelun kautta voidaan médrittdd pakottavia (forcing) seki dominoivia
rivejd. Ndiden avulla voidaan kiinnittidd muuttujia ja poistaa riveja. Talld analvvsilla
voidaan myos tiukentaa rajoja ja todeta ongeliman ratkaisun epiakivpvys [2, 8.7-8],

3. 5.580-381].

Rajoituschdot médrittdvien matriisien A; ja As harvuutta (sparsity) voidaan myos

arantaa |3. s.983|. Katsaus LP-preprosessing algoritmin rakenteeseen 3. s.983].
parantaa |3 83]. Katsaus LP-prepy ng algoritmin rakent n |3 83

Yksinkertainen tapa standardimuotoisen LP-ongelman esikésittelyyn on kiyttad re-
dusoitua riviporrasmuotoa eli RREF:4 [5, $.21-39]. Redusoidusta riviporrasmuo-
dosta voidaan nahdi ongelman mahdollinen epéakiypyvs. vihentad rajoitusehtojen
lukuméiridd ja saada kantaratkaisu ongelmalle. Tarkastellaan miclivaltaista matrii-
sia R € R™ ™. Matriisin R i:s rivi R; on nollarivi jos kaikki rivin alkiot ovat nol-
lia r;; = 0,Vy = 1,...,n. Rivi on ei-nollarivi jos vahintadn yksi alkio on nollasta
poikkeava. Ei-nollarivin johtava alkio (leading entry) on rivin ensimméinen nollasta
poikkeava alkio ja rivin ¢ alkion 7; sarakenumero s; = j. Matriisi R on redusoidussa

riviporrasmuodossa kun seuraavat ehdot tavttyvit

1. Matriisin R ei-nollarivit ovat ennen nollariveja.

2. Ei-nollarivien, rivit 1,..., 7, johtavien alkioden sarakenumerot ovat kasvavassa
jarjestvksessi 51 < so < -+ < s, Ei-nollarivejd on korkeintaan m kappaletta

r<m
3. Jokainen johtava alkio on arvoltaan 1

4. Johtava alkio on sarakkeen ainut nollasta poikkeava alkio

Matriisille R saadaan RREF kivttamalla Gauss-Jordan eliminaatio proseduuria jo-

hon kuuluvat alkeisrivioperaatiot.

1. Eyj: alkeisoperaatio, joka vaihtaa matriisin R rivit ¢ ja j.
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2. E(c);: alkeisoperaatio, jossa matriisin R rivi @ kerrotaan vakiolla ¢ # 0.

3. E(d);: alkeisoperaatio, joka liséd rivin j kerrottuna vakiolla d # 0 riviin 1.
Lause 2.15. Kun lineaariselle systeemille tehdddan alkeisrivioperaatioita, saadaan
wust lineaarinen systeema joka on ekvivalentti alkuperdisen systeemin kanssa eli sys-

teemeilld on sama ratkaisujoukko.

Lause 2.16. Kaikille matriiseille on olemassa yksikdsitteinen riviporrasmuoto.

Todistukset lauscille 16vtyvit Shoren kirjasta |3, $.35-37]. Matriisin R rangi voidaan

médritelld riviporrasmuodosta

MAARITELMA 2.11. Matriisin R rangi. rank(R) on riviporrasmuodossa olevan

malriisin ei-nollarivien lukumdadrd.

Olkoon meilld nyt standardimuotoinen optimointiongelma min{ ffz : Ax = b,z >
0}. missi A € R™ ja b € R™. Rajoituschdot voidaan kirjoittaa lincaarisina sys-
teemind A = [A|b], jolle tehddin riviporrasmuoto rref(A).

Lause 2.17. Optimointiongelmalla on olemassa kdypd ratkaisu jos ja vain jos

rank(A) = rank(A).

Todistus. Todistus viitteend [5. s.40-41]. O
Nvt voidaan tehdé péédtelmid matriisin A riviporrasmuodon perusteella alkuperii-

seen (j)ngehnaan.

1. Jos rank(A) < m, saadaan riviporrasmuotoon m — rank(A) kappaletta nolla-
rivejd, jotka voidaan poistaa ongelmasta.

2. Jos rref(A):ssa on rivi [0,...,0]|1] eli johtava alkio loytyy viimeisestd sarak-
keesta niin rank(A) > rank(A) jolloin lauseen 2.17 mukaan ongelmalle ei ole
ratkaisua . Kyseinen rivi tarkoittaisi LP-ongelmalle ehtoa 0z = 1. josta néh-

ddan ongelman epakiypyys.

3. Muutoin rref(A) on matriisi, joka on muotoa [I N |b]. missé I on m x m iden-

titeettimatriisi. N € R™ (=) ja b € R™. Rajoitusehdot ovat nvt muodossa



2.6. Lincaariscn kokonaislukuoptimoinnin numeccristen ratkaisijoiden toimintaperiaate2d

[I N)z = b, misséi kanta B = I ja muuttujien z = [zg xy]T rvhmittelyn jéilkeen
saadaan kantaratkaisu z = [bg 0]T. Lauseen 2.15 mukaan tdmi on kantarat-

kaisu myos alkuperiiselle ongelmalle.
Esimerkki 2. Tarkastellaan LP-ongelmaa

x + X2 S 57
minz = —2x1 — o, ehdoilla § 2x1 — x9 < 3,
r € R%

Standardimuodossa rajoitusehdot ovat

T1 + T9 + 51 =9,
2$1—$2+82:37.
x € R2.

Lineaarisekst systeemiksi A saadaan nyt

1 1 105
2 -1 013

Kiyttimalli alkeisrivioperaatioita E(l)lg,E(%)l,E (=2)21.E(—1)o kyseisessa jirjes-

tyksessd saadaan riviporrasmuoto rref(A)

10
0 1

Wb Wl

Tdsti huomataan, etta alkuperdinen ongelma ei sisdlld redundantteja rajoitusehtoja
ja ettd alkuperdiselle ongelmalle on olemassa kdypd ratkaisu. Lisdksi saadaan LP-
ongelmalle kantarathaisu v, = 2%, Ty = 2%, Esimerkissd 4 huomataan. ettd timda

kantaratkaisu on myds LP-ongelman optimiratkaisu.

2.6.2 LP-relaksoidun ongelman ratkaiseminen

Minimoitavan [P-ongelman relaksaation tarkoituksena on korvata ongelman helpom-

min ratkaistavalla ongelmalla. Ongelma voidaan relaksoida suurentamalla kivpad
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joukkoa © tai muuttamalla kohdefunktiota [6].

MAARITELMA 2.12. Ongelma 2% = min{ckz| z € T C R"} on relaksaatio
IP-ongelmalle z = min{cTz|x € Q CR"} jos Q C T ja cke < cTx kaikilla x € Q.

Kokonaislukuoptimointiongelman kivpa joukko on muotoa Q = P N Z™. missi
P ={x € R"| Az = b, © > 0}. [P-ongelman LP-relaksaatiossa luovutaan koko-
naislukuehdosta eli kivpa joukko on P. jolloin relaksaatiolla saadaan ratkaistavaksi
LP-ongelma. Tamé on selvisti validi relaksaatio silli P NZ"™ C P ja kohdefunktio
pvsvy samana. Matlab kiivttad relaksoidun ongelman ratkaisemiseen duaali-simplex

algoritmia. Olkoon z* € P rclaksoidun ongelman optimipiste. Ratkaisulle pétee

et <clz, VreQ, (2.23)

joten IP- ongelma voi ratketa jo téssé vaiheessa jos x* € Q. Toisaalta, jos relaksoi-
dulle ongelmalle ei 1ovdy kivpaa ratkaisua eli P = () niin IP-ongelmallakaan ei ole
kivpia ratkaisua silli Q € P = (. Relaksoidun ongelman optimiratkaisu on glo-
baali alaraja IP- ongelmalle. Relaksoitu ongelma ratkaistaan myos joukon € tietylld
tavalla valituille osajoukoille €;, ¢ = 1, ..., K, jolloin osajoukoille saadaan lokaalit

alarajat. Osajoukoille pitee
Q=Jo (2.24)
Niistéd alarajoista valitaan pienin alaraja uudeksi globaaliksi alarajaksi. Osajouk-

kojen valintaa kutsutaan hajottamiseksi (branching) ja nusien rajojen generoimista

rajoittamiseksi (bounding).
2.6.3 Kokonaislukuongelman esikasittely

LP-ongelman esikiisittelvn jélkeen rajoituschtoja voidaan joissain tapauksissa tiu-
kentaa. Kokonaislukuongelman kiypé joukko on Z™ N P, missd P on vastaavan LP-
ongelman kivpé joukko. Jos ala-ja vldrajojen [, u komponentit [;, u; eivat ole koko-

naislukuja tehddan tiukennus

(] < xp < |uy (2.23)
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Tarkastellaan seuraavaksi proseduuria, jolla voidaan kitnnittda muuttujia kun ky-
seessid on bindarilukuongelma, BIP. Proseduurissa kiivddan lapi seuraavat askeleet
[6, s.106].

1. Luodaan loogisia epavhtiloita, jotka sisdltdvit vhden tai kaksi muuttujakoms-

ponenttia. Ndma saadaan tehtva rajoitusehdoista Az < b.

2. Yhdistetddan saadut epayvhtilot.

3. Kiinnitetadn muuttujat.

Kéavdéaian seuraavaksi 1dpi esimerkki, jossa kivtetiidn edelld kuvattua proseduuria.

Esimerkki 3. Olkoon binddrilukuongelman rajoitusehdot seuraavanlaiset

5x1 — X9 — 3Tz — 214 < 1,
3x1 — 9+ 223 + x4 < 3,

—x1 — X9 + 4x3 — x4 <0,
—x1 — Xg — 6x3+ 624 <0,
r € B

Ensimmdisesta epdyhtdlostd huomataan. ettd jos xv = 1 on tdlloim oltava x3 = 1.
Tamd voidaan ilmaista loogisena epdyhtilond xv < x3. Toisen epdyhtilon perusteella
komponentit xq1 ja xz civdt voi yhtdaikasestt olla 1. Tdmd ilmaistaan epdyhtdlolla
r14x3 < 1. Samaan tapaan saadaan kolmannesta epdyhtilista epiyhtaldt x14+x9 > 1
ja 3 < x4 ja neljinnestd epdyhtalisti saadaan vield x5 > x4. Yhdistellddin saadut
epayhtdlot. Yhtaldiden x1 < x3 ja x1+x3 < 1 perusteella saadaan x1 = 0. Yhitdldiden
1 =0 jo x1 + x9 > 1 perusteclla saadaan xo = 1 ja lopuksi yhtdloistd xs < x4 ja
xr3 > x4 saadaan vz = x4. Lopputuloksena muuttujat voidaan kunnitlid seuraavasti
r1 = 0,79 = 1,23 = 24. Niiin saadaan ongelmalle ainoat kiyvdit ratkaisut [0, 1,0, 0]"
ja [0,1,1,1]7.
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2.6.4 Leikkaustasojen kaytto
Lineaarisen kokonaislukuoptimointiongelman kiiypa joukko € voidaan esittdi muo-

dossa Q = PNZ", missi P = {x € R"| Ax = b, x > 0} on vastaavan LP-ongelman

kivpa joukko. Leikkaukset suoritetaan lisdamilli lineaarisia rajoitusehtoja 77z < mo

eli leikkaustasoja relaksoidun ongelman kivvin joukon P formulointiin, jolloin kiy-
vit ratkaisut ovat lihempéni kokonaislukuratkaisuja. Rajoituschdon tulee olla validi

joukon € suhteen.

MAARITELMA 2.13. Epiyhtils n7a < mo on validi joukon X € R™ suhteen. jos
e < my. kaikille x € X.

Leikkaus pisteelle o € Q on validi epavhtild joukolle €2, jota piste xg ei toteuta.
[P-ongelman {minc’z : x € Q} optimaalinen LP-relaksaatio olisi ongelma

{minc’z : x € conv(Q)}, silli monitahokkaan conv(Q) Iéirkipisteet ovat joukos-
sa 0 ja koska optimiratkaisu sijaitsee kiirkipisteessd saadaan relaksoidun ongelman
kautta myos IP-ongelman optimiratkaisu. Kéytannossi kuitenkin joukon conv(2)

kuvaamiseen tarvittavien rajoitteiden méaiara on liian suuri. |6, s. 15-16] [7. s. 1-2].
Optimaalisella formuloinnilla conv(€2) on ominaisuus
QCconv(2) C P (2.26)

kaikille formuloinneille P. Tama ominaisuus toimii lahtokohtana maariteltiessa eh-

toa formulointien keskendiselle paremmuudelle.

MAARITELMA 2.14. Olkoon P; ja Py kaksi eri formulointia joukolle X C R™.

Formuloimti Py on parempi formuloimti kuin Py jos P C Ps.

Liahtien liikkelle LP-ongelman alkuperiisesti formuloinnista P, leikkaustaso- menel-

mé parantaa iteratiivisesti LP-ongelman formulointia conv(Q2) C Py C P, C P.

Leikkaustaso menetelmin periaate on seuraavanlainen: Ratkaistaan LP-relaksoitu
ongelma. Jos ongelma on rajoittamaton tai kiyvpad ratkaisua ei ole. lopetetaan silli
myvos [P-ongelma on rajoittamaton tai kayvpad ratkaisua ei ole. Muussa tapaukses-
sa olkoon T ongelman optimipiste (kiirkipiste). Jos T € Q. lopetetaan silli Z on
[P-ongelman optimiratkaisu. Jos z ¢ € tehdéiin leikkaus pisteen T suhteen ja lisé-
tddn se edellisiin rajoitusehtoihin. Toistetaan algoritmia, kunnes lovdetdin z € (2

tai aikaa on kiivtetty tarpeeeksi [7, s.4].
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Erilaisia leikkausten formulointimenetelmii ovat Nosto-ja-projektio (Lift-and-Project)
[7, 5. 14-24]. Gomory-leikkakset [6, s. 119-121] [7, s. 24-29]. sekaluku-pvoristys epivh-
talot (mixed integer rounding inequalities) [7. s.31-33]. halkaisu- epiyvhtilot (split

inequalities) |7, 33-36]. Chvatal- epivhtilot [7. 36-37].

Médritellddn seuraavaksi tarkemmin G()m(m -leikkaus kokonaislukuoptimointiongel-

man tapauksessa. Olkoon S = {x € Z7| E ajr; = b} positiivisten kokonaislukujen
J=1
joukko, joka koostuu vhdesta vhtaldrajoitteesta. Méaritellian

aj = la;| + f;, 0< f<1, (2.27)
b=1[bl+fo, 0<fo<Ll (2.28)

Joukon S méadrittava vhtild voidaan nyvt kirjoittaa muodossa

ZL% Tj+ Z fizj = [b] + fo. (2.29)

Jarjestelldian yvhtalon termejia uudelleen niin, etta siirretdan kokonaislukutermit va-

semmalle puolelle ja osaméadriiset termit oikealle

n

> lag)a; = fo— Z fiz;. (2.30)

j=1

Kaikille x € S saadaan vhtdldon vasemmasta puolesta kokonaisluku ja vhtélon oi-

n

kealle puolelle pétee fo — > fiz; < 1. Nvt on siis oltava voimassa vhtélon oikealle
j=1

puolelle

fo=> fix; <0 (2.31)
j=1

Saatu validi epivhtild joukolle S on gomoryv-leikkaus.
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Olkoon Q = {z € Z%|Az < b} kokonaislukujoukko, joka mééritellain vhden yhtd-
l6rajoiteen sijasta m kappaleella epavhtéloita. Olkoon P = {z € R"}|Az < b} moni-
tahokas ja axr < B validi epédyvhtdld joukolle P. Muutetaan epévhtild vhtédmuotoon
lisddmélli ci-negatiivinen pelivaramuuttuja s, jolloin saadaan ax + s = . Generoi-
daan Gomory-leikkaus (2.31) saadulle yhtilslle ja eliminoidaan pelivaramuuttuja s
tésta epiavhtdlosta sijoittamalla s = f — ax. Niin saadaan validi epéyhtilod joukolle

Q avaruudessa R™ muuttujalla .

Edelld kuvattiin leikkausalgoritmin toimintaa siten, ettd suoritetaan leikkaus re-
laksoidun IP-ongelman optimipisteelle z ¢ Q. Tamé voidaan tehdi suoraan LP-

ongelman simplex-taulukosta vhtéilolle

T; + E ;T = bi, 1€ B, (233)
JEN
missid B on kantamuuttujien indeksijoukko ja N ei-kantamuuttujien indeksijoukko.

Leikkaus suoritetaan sellaiselle simplex-taulukon riville, jossa z; on osaméariinen.

Lause 2.18. Olkoon & ¢ Q relaksoidun IP-ongelman optimaalinen kantaratkaisu
ja x; & 7 ratkaisun osamddrdinen komponentti. Yhtdlolle (2.33) tehtivi Gomory-

leikkaus (2.31) on leikkaus pisteelle T.

Todistus. Simplex-taulukon yhtilo (2.33) on validi LP-ongelmalle, joten se on myds

validi joukolle Q. Gomory-leikkaus (2.31) on validi epivhtélo joukolle €. Nivtetiin

vield, ettd T el toteuta epivhtéilod (2.31). T on kantaratkaisu, jolloin ei-kantamuuttujat

r; =0, VjeN.Tilsin fo— > fixzj=/fo>0 O
JEN

Esimerkki 4. Ratkaistaan kaksiuloitteinen kokonaislukuoptimointi ongelma kdytta-

mdalld apuna Gomory-leikkausta. Olkoon IP-ongelma muotoa

T1+ 29 < 5,
minz = —2x1 — o, ehdoilla § 2x1 — x9 < 3,
r e 7%

Relaksoidaan ongelma LP-ongelmaksi pudottamalla pois kokonaislukuvaatimus. Rat-
kaistaan LP-ongelma simplez-menetelmdlld. Lopullinen simplex-taulukko on seuraa-

vanlaimen

LP-ongelman optimiratkaisu saadaan kohdassa (xq1,x5) = (2%, 2%) arvolla z = —7%
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Gomory-leikkaus
x1 <2

[ L g
1 2 3
X
1

IP-optimi
(2,3)

3

X’I
Kuva 2.4 Gomoryleikkauksen Edytto Lokonaisluluongelman optimirathaisun ldytdmiscen.

Ensimmdisessi kuvassa on esitetty LIP-ongelman kdypd joukko ja optimirathaisu. Koko-
naislukuratbaisut on merkitty kuvrin sinisilld pisteilld. Toisessa kuvassa suoritetaan leik-
kaus LP-ongelman optimirathaisulle. Kuvassa nikyy, ettd leikbkaus sulje pois mitddan koko-
naislukuratbaisua. Kolmannessa kuvassa on esitetty uuden LP-ongelman kdypd joukko ja
optimirathaisu, joka kokonaislukurathaisuna on myds IP- ongelman optimirathaisu.

Taulukko 2.1 Lopullinen simplex-taulukko LP-ongelmalle

8
-
8
¥
Va)
-
c.ol»algJ

x| 10 5 22
x| 01 2 =32
z |0 0 13 5 |73



2.6. Lincaariscn kokonaislukuoptimoinnin numeccristen ratkaisijoiden toimintaperiaate31

Molemmat ratkaisun komponentit ovat osamddardaisid, joten suoritetaan gomory-leikkaus.

Valitaan kantamuuttujaea xq vastaava yhtalo

1 1 2 N
T+ 381 + 582 = 25, (234)
jolle saadaan leikkaus
1 n 1 S 2 (2.33)
381 382 = 3. RS 19]

Yhtilosta (2.34) saadaan ésl + %32 = 2% — 11 ja sijoittamalla tamd yhtildon (2.35)

saadaan leikkaus ilmaistua muuttujan 1 avulla

Lisdtddan nyt tama leikkaus LP-ongelman formulointiim ja ratkaistaan ongelma. Uusi

stmplex-taulukko on

Taulukko 2.2 Lopullinen simplex-taulukko LP-ongelmalle leikkauksen jilkeen

ry X9 S1 S92 S3
x| 1 0 0 0 112
x| 0 1 1 0 -1]3
ss | 0 0 1 1 -3[2
z o o 1 0 1|7
Uusi optimiratkaisu (z1,x9) = (2,3) arvolla z = =7 on kokonaislukuratkaisu, joten

se on optimuratkaisu alkuperdiselle IP-ongelmalle.

2.6.5 Heuristiset menetelmat kaypien ratkaisujen loytamiseen

Heuristiset algoritmit ovat algoritmeja, joiden tarkoituksena on loyvtad MIP-ongel-
malle hyvvid kiayvpid ratkaisuja nopeasti. Hyvva ratkaisu on ratkaisu, jonka arvo on
suhteellisen ldhelld optimiratkaisua jolloin MIP-ongelmalle saadaan kivttdkelpoinen
vldraja. MIP-ongelmat voidaan ratkaista kityttéden hajota ja rajoita-algoritmia. josta
soitu formulointi MIP-ongelmalle on hyvd approksimaatio konveksista peitteesté tai

jos relaksoidulle ongelmalle voidaan tehda leikkauksia, joiden jalkeen saadaan tdmé
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ominaisuus [10, s. 72]. Joissakin tapauksissa hajota ja rajoita- algoritmin on vaike-
aa tai mahdotonta 16vtda hyvvia kivpad ratkaisua. Téalloin joudutaan turvautumaan
muihin tekniikoihin kuten paikalliseen etsintiéin (local search). Paikallisen etsinniin
cri muodot tuottavat erinomaisia kiivpifi ratkaisuja nopeasti uscisiin ongelmiin. Paik-
kallinen etsinti pyrkii parantamaan yksittiaisid kiyvpid ratkaisuja (esimerkiksi Tabu
search, Simulated Annealing) tai ddrellistd ratkaisujoukkoa (esimerkiksi Geneettiset
algoritmit) [6, s. 207-211]. Esitelliiin seuraavaksi paikallisen etsinnéin kaksi tekniik-
kaa: paikallinen hajotus (local branching) ja RINS (relaxation induced neighborhood
search). Molemmat tekniikat perustuvat sithen oletukseen, etti nykyisen kokonais-
lukuratkaisun lahivmpéristosti 10veyvy todennikdisesti parempi ratkaisu. Algoritmit

voivat siis onnistua tai epdonnistua lovtamaan paremman kivvan ratkaisun.

RINS: Jokaiseen solmuun hajota ja rajoita- puussa liittyy vleensd kaksi ratkai-
sua: solmun LP-relaksoitu ratkaisu seki kokonaisulukuratkaisu. Yleensi relaksoitu
ratkaisu ei ole kokonaislukuratkaisu, mutta ainakin osa komponenteista relaksoi-
dussa ratkaisussa ja kokonaislukuratkaisussa ovat samoja. RINS pohjautuu siihen
intuitiiviscen oletukseen, ettd ndméi komponentit muodostavat osittaisen ratkaisun,
joka todennikoisesti voidaan tdyvdentda kohti optimaalista kokonaislukuratkaisua.

Toiminnaltaan RINS on vaiheittain seuraavanlainen

1. Kiinnitd komponentit, jotka ovat samoja relaksoidussa ratkaisussa ja kokonais-

lukuratkaisussa

[N}

. Suorita leikkaus alkuperiisen kokonaislukuratkaisun suhteen

3. Ratkaise tama aliongelma kiinnittidméttomien muuttujien suhteen

RINSin tuottama ali-MIP ratkaistaan samalla algoritmilla, jota kiivtetéidn globaalin
ongelman ratkaisemiseen. RINS tutkii sekid kokonaislukuratkaisun vmpariston etté
relaksoidun ratkaisun vmpériston. Hyvd puoli tissi on se, ettd vaikka toinen ratkai-
suista olisi huonolaatuinen niin toisen kautta saadaan silti méériteltva hedelméllinen
vmpiristo. RINS avulla saatu ali-MIP on joskus suuri ja vaikea ratkaista, minka ta-
kia sen tutkimista rajoitetaan asettamalla vldraja tutkittaville solmuille. Ympéris-
ton tutkiminen lopetetaan, jos 1ovdetddn optimaalinen ratkaisu, todetaan ympéristo
epakiyvpiksi tai solmuraja vlitetdan. RINS voidaan mééritelld suuren ympériston et-
simistmetodiksi, joka kiinnittdd muuttujat relaksoidun ongelman perusteella. RINS

el siis méarittele vmpéristod ongelman rakenteen perusteella.
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Paikallinen hajotus:

Paikallinen hajotus (LB), (local branching), on metodi, joka tutkii alkuperiisen ko-
konaislukuratkaisun vmpériston etsien uutta kokonaislukuratkaisua. Kuten RINS-
algoritmi, LB kisittelee vmpéristoa MIP- ongelman aliongelmana ja ratkaisee sen
Idvttiden MIP-ratkaisijaa. Ympéristo ratkaisulle méidritellidin kiivttien hiukan muo-
kattua versiota Hammingin etdisvvdestd. Kahdelle vektorille x ja x* Hammingin
etdisvys médritellddn niiden toisiaan vastaavien komponenttien lukuméirané, joi-
den arvot ovat erisuuret. Muokatussa versiossa maéadritetdin Hammingin etdisvyvs
seuraavasti. Olkoon vektorien tiettvjen komponenttien j € B arvot rajoitettu jouk-

koon {0,1}. Hammingin etdisyys on tiallon

*\ __ Lk 5 9=
H(z,z*) = g lz; — | (2.37)
jEB
Ympéristo pisteelle x* madritetdan lisidmalld rajoitusehto H(x,z*) < 7, missa r
on vmpariston side. Hammingin etdisyvteen vaikuttavat nyt vain binddriarvoiset

muuttujat, jolloin rajoitusehto saadaan helposti lineaariseen muotoon

Z (1—z;)+ Z z; <r (2.38)

jeBN{z}=1} jeBN{z};=0}

Metritkka H voidaan médarittda koskemaan vleisesti kokonaislukuja, mutta talloin ra-
joitusehdon saattaminen lineaariseen muotoon vaatii lisimuuttujia. Ali-MIP voi olla
hankala ratkaista, joten asetetaan solmuraja samaan tapaan kuin RINS-algoritmin
vimpariston sade r kahdella ja ratkaistaan uusi ali-MIP. Jos ratkaisua ei 16vdy, téita

toistetaan kunnes r < 5.
2.6.6 Hajota ja rajoita

Tarkastcllaan kokonaislukuoptimointiongelinaa z = min{c’ x|z € Q}. Tarkoitukscena
on nyt jakaa ongelma pienempiin ja helpommin ratkaistaviin osaongelmiin, joiden

ratkaisuista saadaan alkuperéisen ongelman ratkaisu.

Lause 2.19. Olkoon Q = UL Q. joukon Q jako pienempiin joukkoihin, joille saa-

daan ongelmat z* = min{cTx|x € Qp}. k=1.....K. Tilliin z = miny 2.
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Tvypillinen tapa téillaisen jaon tekemiseen on joukkojen esittéminen puuna. jossa
juurena on joukko €, joka haarautuu solmuiksi. jotka edelleen jatkavat haarautu-
mista solmuiksi. IP-ongelmat, joissa kiypid joukko on rajattu, voitaisiin teoriassa
ratkaista muodostamalla puu, jossa on listattu kaikki kiivviin joukon pisteet ja valit-
semalla niista optimiratkaisu. Talldinen el kuitenkaan ole kiyvtanndssi jirkevii tai

edes mahdollista muuta kuin pienelld muuttujien madralli.

Lause 2.20. Olkoon Q = UK Q. joukon Q hajotelma ja 2¢ = min{cTz|z € Q}.

k=1.....K. Merkitiin z* ylirajaksi ja 2 alarajaksi arvolle 2F. Télloin Z = miny, 2

on yliraja ja z = ming, 2" alaraja arvolle z.

Ylirajat joukoille Qp saadaan kivvisti ratkaisuista ja alarajat relaksoidun ongelman
optimiratkaisusta. Globaalit vli-ja alarajat ongelmalle piivitetdan siti mukaa kun

parempia vli-ja alarajoja lovdetidn.
Puusta voidaan karsia haara. jos sen solmulle £, on voimassa.

t

1. Karsiminen optimaalisuuden perusteella: 2* = {min ¢’ z|z € Q;} on ratkaistu.

2. Karsiminen rajoitteiden perusteella: 2z > z.

3. Karsiminen Iéivpyvyvden perusteella: €, = ().

Hajota ja rajoita- algoritmi loppuu. kun jokin seuraavasta ehdoista tavttyy.

1. Kaikki solmut on kiayty liapi. jolloin paras kiypéa ratkaisu on optimiratkaisu.
2. Tutkittujen solmujen madrd vlittad tietyn asetetun rajan.

3. Tietty toleranssi vli-ja alarajan suhteelliselle erolle alittuu. Talldin globaali

vldraja (kidypé ratkaisu) on optimiratkaisu.

4. Asetettu aikaraja ylittyy.

Kyvsymykseni on seuraavaksi, milla tavalla haarauttaminen tehddan ja missi jérjes-

tvksessid solmut tutkitaan.

Tavallinen tapa haarauttamisen tekemiseen on valita relaksoidun ratkaisun x* osa-
madrdisin muuttuja i, niiden muuttujien joukosta C. jotka eivit ole kokonaislukuja.

Osamadrdisvytta vertaillaan seuraavasti
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argmaxmin[f;, 1 — f;], missid f; = 2} — |27 ]. (2.39)
jec

Maksimiarvo saadaan jos f;=0.5. Hajotus joukolle £ suoritetaan seuraavasti

O =N {z|z; < |z} (2.40)
Qo = QN {z|x; > [2),]} (2.41)

Toinen tapa tehdd hajotus perustuu kustannuksen arviointiin, joka svntyy kun osa-

mddrainen muuttuja x; pakotetaan kokonaisluvuksi.

Solmujen tutkimisjirjestykseen sovelletaan sekoitusta syvyys-ensin-etsintéistrategiasta
ja paras-solmu-ensin-etsintiistrategiasta. Syvyys-ensin-etsintistrategia pyrkii laskeu-
tumaan puussa alaspdin niin nopeasti kuin mahdollista. Tietyn solmun tutkimisen
jilkeen siirrvtidn puussa alaspiin téltd solmulta haarautuncescen solmuun. TallA
tavalla pyritddn lovtaméin kivpa ratkaisu nopeasti, minki jélkeen puuta voidaan
karsia paremmin. Tatd strategiaa tukee myos argumentti siité, ettd relaksoitu ongel-
ma on helppo ratkaista kun tiedossa on optimikanta ja formulointiin lisdtddn vksin-
kertainen rajoitusehto. Paras-solmu-ensin-etsintistrategia pyvrkii minimoimaan tut-
kittavien solmujen méirdn. Optimaalinen strategia on valita aina tutkimattomista
solmuista se, jolla on pienin alaraja. Talloin ei tutkita ja haarauteta turhaan solmua,

jonka alaraja z; on suurempi kuin optimiarvo z [6, s.91-111].



3. KOKONAISLUKUOPTIMOINNIN KAYTTO
TYOVUOROUJEN JA LUKUJARJESTYKSIEN
LAATIMISESSA

3.1 Standardimuotoja ja erilaisia kdytannon sovelluksia

Lineaarisille kokonaislukuoptimointiongelmille on olemassa standardimalleja, jotka
ovat usein analogian kautta kivttokelpoisia moniin kiyvtinnon sovelluksiin. Tyv&vuo-
rojen erilaiseen jakoon perustuvat optimointiongelmat ovat analogisia kombinatori-
sen optimoinnin standardimallille sijoittelu-ongelma (assigment problem) [6, 8.57].
Sijoitteluongelma on seuraavanlainen. Olkoon tvintekijoita n kappaletta ja erilai-
sia toitd n kappaletta. Jokainen tvontekijid médritidn tekeméin vksi tvo. Kustakin
tvostd koituu kustannus ¢;; kun tyontekijd ¢ suorittaa tyon j. Ongelmana on nyt

16vtad minimikustannus.

Muuttujien mddarittely

Munttuja x;; € {0,1} kaikilla ¢ € {1,...,n} ja j € {1,...,n} siten cttid x;; = 1

jos tyontekija ¢ tekee tyon j ja x;; = 0 muuten.
Rajoitusehtojen mddrittely

Kukin tyontekija tekee vhden tyon:
n
Y ay=1, Vie{l,....n} (3.1)
Jj=1
Jokaiseen tvOhon méaritian vksi tvontekija:

wy=1, Vje{l,....n} (3.2)
=1
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Kustannukset minimoidaan:

Lo
[OV]
S

n n
ming E CijTij. (3.

i=1 j=1

Kéytinnon ongelmia formuloitaessa saadaan erilaisia ja paljon enemmién rajoituseh-

toja. Kohdefunktio kustannus ¢;; saa ongelmasta riippuen erilaisen merkityvksen.

Esitetddn seuraavaksi standardimuoto erdélle aikataulujen tekemiseen liittyvville on-
gelmalle, Project Scheduling with labor constraints. [14, s. 148-150]. Olkoon E tyon-
tekijoiden joukko, I tdiden joukko ja T = {1,..., tyae} alkamisaikojen joukko. Jo-
kaisella tvolla on oma prosessointiaika p;. TvOn ¢ prosessin eri vaiheeseen A tarvi-
taan tietty maiaria [;, tvontekijoita, missd A € {1,...,p;}. Tvontekijit ovat pétevii
tekemidn tictvnlaisia toitd. Olkoon tyvontekijaéd e kuvaava joukko Q. niiden tdiden
joukko, joita tvontekiji e on péateva tekemiian. Tvontekijoilld on henkildkohtaiset

aikataulut m.. Nvt m.(t) = 1 jos tvontekiji e on vapaa tekemiin toitd aikana t.

Muuttugien mddrittely

—_

,jos tvo ¢ € I alkaa ajankohtana t € T
Tit =
miuten.

1, jos tyvontekijilla e € E alkaa tyon ¢ € I joku vaihe ajankohtana t € T'
Yite =
0, muuten.
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Rajoitusehtojen mddrittdminen

T
> wa=1, Viel (3.4)
t=1
T T
S twy =Y twy>p, Vijeljai<j (3.5)
t=1 t=i
S e =mlt), Vee EjavteT (3.6)
1€Qe
Pi
> lntisay— Y yue =0, VieljaVteT (3.7)
A=1 ecE

Rajoitusehdon (3.4) mukaan kukin tvo voi alkaa vain vhteni ajankohtana t. Rajoi-
tuselito (3.5) takaa. ettd tyon ¢ ollessa kilynnissd mikadn muu tyo j el ala tilla aika-
valilld. Rajoitusehto (3.6) takaa sen tyontekijélle e médritian tvo alkamaan aikana

—_

t, jolloin tyontekijalld on mahdollisuus tehdi t6itd. Ehto (3.7) takaa, ettd jokaisella

tvolla on oikea maard tvontekijoitd prosessin eri vaiheissa.

Esitelldéin nyvt muutama kivtannon sovellus kokonaislukuoptimoinnista.

Postinjakajien tyovuorojen jako pdivittdisen tarpeen mukaan

Esitetdin ongelma ja sen ratkaisu [11, 8.50-34]. Postitoimiston pitdd padttid, kuinka
monta postinjakajaa palkataan ja mitkid ovat heidédn tvopédivinsa. Palkkaus perus-
tuu paivittaiseen vihimmais tarpeeseen ja postinjakajien tvosopimusehtoon, jonka
mukaan tyontekiji tvoskentelee viisi perikkidisti piaivid vitkossa ja pitdéd sen jilkeen

kaksi vapaapaivia.
Taulukko 3.1 Postinjakajicn mddran tarve viikonpdivittdin

Viikonpéiva Ma Ti Ke To Pe La Su
Postinjakajien lkm 17 13 15 19 14 16 11

Luodaan muuttujat x4, ..., o7, missa x; kuvaa vitkonpdivini ¢ tvorupecamansa aloit-
8 ) ) LT 7 A
tavien postinjakajien lukumaérda. Postitoimisto haluaa palkata mahdollisimman vi-

hin postinjakajia. Kokonaislukuongelman on télldin
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minz; + o + x3 + T4 + T5 + x5 + 7

chdoilla
rT1+ro+a3+xs+ 5 > 14
To+ X3+ T4 + T5 + x5 > 16
Ts+ x4+ x5 +26+727 > 11
Ta+ 25+ x6+ 27+ 21 > 17
Ts+ 2+ a7+ 21+ 29 > 13
Te+x7+ 21+ 22+ 23 >15
Tr4+x1+ 29+ T3+ 734 > 19
x> 0,2, € Z,Yie {1,...,7}.

Muutetaan rajoitusehdot muotoon Azr < b ja médritdin muuttujille x; ala-ja vlira-

jat. minké jalkeen ongelman ratkaistaan numeerisesti kiivttaen sekalukuoptimointi-

ratkaisijaa. Nvt tarvittavat svotteet ovat

1
0
0

—1
—1
0

-1
-1
-1
0
0
-1
-1

1 -1 0 0] [ 14] 0] [17]
1 -1 -1 0 ~16 0 13
1 -1 -1 -1 11 0 15
1 -1 —1 —1|,b=|-17],b=|0| ,ub= |19
0 -1 -1 —1 13 0 14
0 0 -1 -1 15 0 16
-1 0 0 -1 ~19 0 11

Ratkaisuksi saadaan, optimiarvo = 23 ja optimiratkaisuja ovat esimerkiksi x =
T ;.
[1,3,7,6,0,7,6]" ja x

kajia on siis 23 kappaletta.

= 10,6,0,6,2,2,7]7. Vihimméismiira tarvittavia postinja-

Sairaanhoitajien onnellisuuden maksimointi

Erds mielenkiintoinen kiyvtannon sovellutus pvrkii maksimoimaan sairaanhoitajien

onnellisuuden tvovuoroaikataulua médritettiessd. [12, s.775-781]. Useissa malleis-

sa pyvritidn luomaan korkcatasoisia tyvovuorojakoja perustuen rahallisten kustan-

nusten minimointiin ja tehokkuuden maksimointiin. Tyontekijin onnellisuudella on
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todistettavasti suuri vaikutus seka tyvoilmapiiriin ettd tvotehokkuuteen. Rajoituseh-
dot malliin formuloidaan tydaikoja koskevasta lainsdddannosti seki sairaalaan omis-
ta sdadoksistd. Esitelladn tassd ainoastaan ongelmassa kivtetty kohdefunktio, joka
maksimoi onncllisuutta. Idcana on. cttid sairaanhoitajat valitsevat jokaista piivid

kohden heille parhaiten sopivan tydvuoron tyvpin ja sitid vastaavan onnellisuuden.

Taulukko 3.2 Sairaanhoitajicn onnellisuuden maksimointiongelmassa kaytettavat para-
metrit

1 Indeksit sairaanhoitajille, ¢ € {1,...,1}

Jj Indeksit eri péiville, j € {1,...,J}

k Tvovuoron tyvppi. Vk = 0, 1, 2, 3(vapaa-,piiva-.ilta-.vévuoro)
hi; Sairaanhoitajan ¢ onnellisuus pdivind j tyovuorotyypille k

Muuttuyat

,jos sairaanhoitajalle ¢ on piivand j maaritty tyvovuoro k
Tijk =
0, muuten

Muuttuja A;; = k kun x5, = 1. Muuttuja B;; = k kun £ on sairaanhoitajan 4
valitsema tyovuoron tvvppi paiville j. Médritelldan vield nédiden erotus muuttujalla

Li; = Aij — Byj;. Ja lopuksi vield muuttuja

1, kun L;; =0.
0, muuten.

Usjk =

Kohdefunktio méiritellddn naiden pohjalta seuraavasti

I J

IﬂaXZ Z(Uwh”)

i=1 j=1

Kohdefuntion arvo kasvaa aina kun sairaanhoitaja saa itselleen haluamansa tvévuo-
ron haluamanaan paivané. Esitellddn seuraavissa kappaleissa kaksi ongelmaa. jotka
formuloidaan ja ratkaistaan kokonaislukuoptimointia kiivtticen. Molemmat ongelmat

mallinnetaan binadrilukuongelmina, BIP.
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3.2 Tyovuorolistaongelma

3.2.1 Ongelman esittely

Ongelmana on jakaa yritvksen tvontekijoille tietvlla tvojaksolla tyvévuorot optimaa-
lisella tavalla. Jokaisella tydntekijialld on jaksoittainen tyOaikaminimi eli tyGtunnit,
jotka tvontekiji tekee vihintddn jakson aikana sekd tyOaikamaksimi eli enimméis-
méira tvotunteja kyvseiselle tvontekijélle. Tavoitteena on jakaa tyvovuorot siten, etté
jokaiselle tvontekijélle madrityvt tvotunnit ovat tvéaikaminimin ja tvoaikamaksimin
valilld, mikéd asetetaan ongelman yvhdeksi rajoitusehdoksi. Muita rajoitusehtoja ovat

esimerkiksi.
1. Kaikilla tyvontekijoilld vahintdan vksi vapaa viikonloppu.
2. Tvontekijoilld ei ole perdkkiisid tyvovuoroja.

3. Tvontekijoilld ei ole v1i viiden péivin tvoputkea.

4. Tyvovuoroille on médracty oikea madra tyontekijoita.

Ja niin edelleen.

[

Ongelma on tarkoitus mallintaa lineaariseksi binddrilukuongelmaksi ja ratkaista
ki ttéen lineaarisen kokonaislukuoptimoinnin ratkaisijoita. Olkoon joukko I = {1,...,n,}
tyontekijoiden indeksijoukko ja J = {1,...,n;} tyvdvuorojen indeksijoukko. Bindari-

muuttujan r;; arvot mMAaaraytyvat seuraavasti

1, jos tyvontekija ¢ € I tekee tvovuoron j € J
Hr—
Y 0, muuten

Optimoitava muuttujamme on x;;. Méddritetadn seuraavaksi ongelman rajoitusehdot

ja kohdefunktio.

3.2.2 Ongelman matemaattinen formulointi

Tyovuoroille oikea mddara tyintekijoitd
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Olkoon B = {by,..., by, } joukko, jonka alkion b; arvo on tyévuorolle j € J tar-

vittavien henkildiden lukumaédrd. Talloin saadaan rajoitusehto

a3

i=1

Tyintekijan jaksoittaisten tuntien rajoitus minimi-ja maksimityaika vdilille

Olkoon P = {p;| 7 € J} joukko. jonka alkio p; kuvaa tyévuoron j € J pituutta
tunteina, A = {a;| i € I'} joukko. jonka alkio a; kuvaa tyintekijin i € I jaksottaista
minimityvoaikaa tunneissa ja B = {b;| i € I} joukko, jonka alkio b; kuvaa tvéntekijin

1 € I maksimitviaikaa tunneissa. Rajoitusehdot tviajalle

nt
Z —D;jTs; < —a;, Viel (39)
j=1

nt

7j=1

Optimoitavassa ongelmassa joillekin tvontekijoille on méaritetty vhta suuret maksimi-
Jaminimityoajat. Kasvatetaan kiiypéd joukkoa sallimalla tietyn suuruinen spm poik-
keama minimistd alaspéin, jotta kiypia ratkaisuja 16y tyisi nopeammin. Yhtilo (3.9)

saa talloin muodon

nt
Z —pxiy; < —a; +spm, Vi€l (3.11)
j=1

Kullekekin tyontekijdille korkeintaan yksi tydvuoro pdivid kohden

Formuloidaan seuraavaksi ehto siitéd, ettdl joka paivalle tulee korkeintaan vksi tvo-
vuoro tvontekijdd kohden. Olkoon eri tvopéivien lukumééra n, ja Pv = {1,...,n,}
eri tyopaivid kuvaava indeksijoukko. Tehdadn nyt tyvovuorojen indeksijoukolle hajo-

telma J = Jy U...U J,,. Ehto sille ettei tyvontekijille ¢ € I tule vhtendkadn paiviana
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kuin korkeintaan vksi tyovuoro saadaan

» <1, Viel, Vke P, (3.12)

JE€Jk
Ei yli vieden pdivin tydputkea

Muotoillaan ehto matemaattisesti niin ettei tvontekijalla ole milliin kuuden péi-

vin ajanjaksolla kuin korkeintaan viisi tvévuoroa.

Z r; <5 Viel Vk=1,...,n,—5. (3.13)

JE€JLU--UJp 15

Ei perikkdisid tydvuoroja

Muotoillaan tama ehto rajoitusehdoksi, jonka mukaan tyontekijalld on korkeintaan
vksi alkava tvovuoro 24 tunnin aikana alkaen kello 12 paivilla. Olkoon joukko
Ko = {1, ..., n} indeksijoukko, joka kuvaa tvivuoroja 24 tunnin ajanjaksolla al-
kaen ensimmaisesta piiviisti kello 12. Tehdéin hajotelma J = JP"U- - U J2" Ehto
on

Y wy <1, Vi€l Vk € Koy, (3.14)

jeJZAUL
Tyintekijalli jakson aikana vilintdidn yksi vapaa viikonloppu

Olkoon jakson aikana csiintyvien viikonloppujen lukumééri n,. Olkoon indcksijouk-

ko V ={1,...,n,}. Esitetdin tvivuorojen joukolle hajotelma J = |J JY®E, missi

kEV
joukko JYEL on indeksijoukko. joka sisiiltii viikonlopun k tvivuorojen indeksit.
Koska tyvontekijalla ei ole perdkkiisil tyvovuoroja. tiedetdan etta
> wy; <3, VielVkeV. (3.15)

.\~ TVKL
]EJk

Luodaan jokaista tvontekijia ¢ € I kohden viikonloppujen lukuméérdai n, vastaava

médrd lisimuuttujia. Yhteensél lisimuuttujia tulee siis n, - n, kappaletta. Tiettvi
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viikonloppua vastaavan lisimuuttujan tulee saada arvo 1, jos tvontekija tekee vi-

hintaéin vhden tyvévuoron kvseisend viikonloppuna. Muuten arvo tulee olla 0.

1, jos tyvontekija ¢ € I tekee viikonloppuna
Qir = k € V vihintdin vhden tyvévuoron

0, muuten

Lisamuuttujat saavat kvseiset arvot kun lisitidan rajoitusehdot

Z Tij — 3¢ <0 Viel, VkeV (3.16)
jeJ}‘C/KL
N Z Tij+qx <0 Viel, VEeV. (3.17)
jeJy KL

Nvt voidaan lisdtéd rajoitusehto, joka takaa ettd jokainen tyvon tekija saa vihintadn

vhden vapaan viikonlopun.

Ny

Kohdefunktion mddarittaminen

Seuraavaksi mietitiin, minkilaisen kohdefunktion valitsemme télle ongelmalle. Si-
ninsi kohdefuntiolla ei ole vilid silli ongelmassa ei tarvitse minimoida mitdan. Ainoa
tarkoitus on lovtad ratkaisuja, jotka toteuttavat rajoitusehdot. Tarkoituksenamme
on 16vtad ratkaisu, jonka mukaan tvontekijoiden jaksottaiset tyvotunnit ovat maksimi-
ja minimityvoaikojen valilld ja tdmé on vksi rajoitusehdoista. Kohdefunktion valinnal-
la voidaan vaikuttaa sithen, kuinka nopeasti kivpid ratkaisuja ongelmalle 16vdetdén.
Asettamalla suurimmat arvot tvovuoroille, jotka vastaavat tvontekijoitd joiden jak-
sottainen minimitvoaika on nolla tuntia, saadaan kohdefunktio, joka minimoi ndiden
tvontekijoiden tydvuorojen médria. Olkoon P = {p;| 7 € J} joukko, jonka alkio p;
kuvaa tyévuoron j pituutta tunteina ja M = {my;| i € I} joukko, jonka alkio m;

kuvaa tyvontekijan ¢ minimitydaikaa tunneissa. Kohdefunktio ¢;; voidaan méadritelld
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erimerkiksi seuraavasti

0, josm; =0,
Cij =
—Dj, muuten.
Rajoitusehtoja muodostettaessa otimme kiavttoon lisimuuttujat g, i € I,k € V.
Tehdéddn néille kohdefunktio, joka ei vaikuta ratkaisuun, ¢ = 0,Vi € I,Vk € V.

Kohdefunktiomme on talloin

nh nt nh nv nh nt
D> e+ YD G = Y i (3.19)
i=1 j=1 i=1 k=1 i=1 j=1

3.2.3 Tyovuorojen laatiminen jaksottaisen minimi-ja maksi-

mitydajan mukaan

Ratkaistaan tyovuoro-ongelma luomalla Matlab-koodi ja kivttamalld lineaarisen se-
kalukuongelman ratkaisijaa. Koodi lovtyy liitteestd A. Ratkaisija tarvitsee syotteek-
si kohdefunktion ¢, vhtisunruusmatriisin A;, epivhtilomatriisin Ay, niitd vastaa-
van vektorit by ja by sekd muuttujavektorin z komponenttien ala-ja vlarajat [b ja
ub. Ongelman matemaattisen formuloinnin perusteella ongelma mallinnetaan BIP-
ongelmana. joten jokaisen komponentit alarajaksi asetetaan 0 ja vlarajaksi 1. Miké
on nyt optimoitava muuttujavektori 7 Ongelman esittely osiossa 3.2.1 médrittelim-
me muuttujat ;. Olkoon X € {0, 1}™*™ matriisi. jonka komponentti X;; = ;.
Rajoitusehtoja viikonloppuvapaita varten tehdessidmme médrittelimme lisdmuuttu-
jat gi;. Olkoon @ € {0, 1}™»*™ matriisi, jonka komponentti @, = ¢jq. Suoritctaan
ndille matriiseille vektoroinnit vec(X) ja vec(Q). Olkoon S € R™ ™ satunnainen

matriisi ja s € R™ vektori. Vektorointi matriisille S tapahtuu seuraavalla tavalla.

vec(S) = s, missd Sij = Siy(j—1)m (3.20)

Nivtetiin esimerkkind vektorointi R?*2- uloitteiselle matriisille S.

1
1 3 2

S = — = vec(S). (3.21)
2 4| vektorointi | 3

4
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\Muuttujavektorimme x € {0, 1} (Fm0) on ¢illdin

[ vee(X) 3 9
= |vec() | (3.22)

Rajoitematriisien A; ja A rivit ja matriiseja vastaavien vektorien by ja by kom-
ponentit luodaan matemaattisen formuloinnin kuvaamalla tavalla. Samoin saadaan
kohdefunktio. Lovdetyssd optimiratkaisssa 2y, olemine kiinnostuneita nimenomaan
nh - nt ensimméisesti komponentista, eli vec(X)m komponenteista. Ndma kompo-
nentit kertovat meille, mitki tvovuorot on médricty kullekin tyvontekijille. vec(Q):m
komponenteista saadaan laskettua vapaa viikonloppujen maara kullekin tvontekijél-
le. Lasketaan optimiratkaisun perusteella kullekin tyontekijéille kertyva jaksottainen

tvotuntien vhteismadrd. Tama saadaan tvontekijéille ¢ laskemalla

nt
Tvotunnit = Z Xijp;, tvontekijille <. (3.23)

j=1

Vapaiden viikonloppujen maéri lasketaan kaavalla

Ny
Vapaat viikonloput = n,, — Z Qir, tvontekijalle 1. (3.24)
k=1

3.3 Lukujarjestyksien laatiminen

3.3.1 Ongelman esittely

Tarkoituksena on formuloida bindarilukuongelma, jonka ratkaisuna saadaan henki-
lokohtaiset lukujarjestvkset jokaiselle uudelle TTY:n teknisluonnontieteelliselld lin-

jalla aloittavalle opiskelijalle. Lukujarjestvksen laatiminen eroaa hiukan edellisessé

kappaleessa esitetvsti tavasta, jolla laadittiin tvovuorojalistoja.

Tydvuoroja laadittaessa kiyvtettiin binddrimunttujaa x;;. jossa ¢ kuvasi é:ttd tvon-
tekijda ja g kuvasi j:tta tyvovuoroa. Muuttujalla ei ole erikseen aikakomponenttia.
Tama tarkoittaa sitd, ettd tyvovuoro j alkaa sille méadriatylla ajalla. Lukujarjestysté

laadittaessa eri kurssitapahtumia ei ole ennalta méaritty alkamaan tiettynid aikana.
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Ongelmaan otetaan nyt lisiksi aikakomponentti k.

Madritellddn joukot T = {1,...,n}, J = {1,..,m} ja K = {1,...,1}. Joukko I ku-
vaa opiskelijoiden joukkoa. joukko J kurssitapahtumicn joukkoa ja joukko K alka-
misaikojen joukkoa. Kurssitapahtumien joukko siséltda kaikkien kurssien luennot

seki mahdolliset laskuharjoitukset. Alkamisajat ovat arkipédivien kellonajat 8-16.

Munttujan i, arvot maardaytyvat seuraavasti.

1, jos opiskelijalla 2 € I on kurssitapahtuma j € J ajankohtana k € K
Tijk =
0, muuten
Seuraavaksi médritetdin ongelmaan littyvit rajoitusehdot sekid kohdefunktio. INayt-
tokelpoinen lukujirjestys sisidltad vaatimuksia kuten
1. Jos opiskelija osallistuu kurssille, hinen lukujérjestvksessidan on kaikki kurssin
kurssitapahtumat. Esimerkiksi, jos opiskelija osallistuu Matematiikan kurssille.
hinelld on lukujéirjestyvsessi Matematiikan luento seké laskuharjoitus. Myvos
néiden viikottainen méiri tulee olla oikea. Eli Matematiikan kurssin kohdalla

opiskelijalla on viikossa tasan kaksi luentoa ja tasan vksi laskuharjoitus

2. Opiskelijalla ei ole lukujarjestvksessi padllekiisvvksid. Opiskelijalla ei siis voi

olla kahta tai usempaa kurssia vhtiaikaa samalla aikavélilla.

3. Ja niin cdelleen. Yhteensé néditd vaatimuksia tulee vhdeksédn kappaletta ja

néitd vastaavia rajoitusehtoja 15 kappaletta.
Kohdefunktiota méiritettiessi pohditaan, minkilaisia haluttavia ominaisuuksia on

kiyttokelpoisella lukujéirjestyksellé.

3.3.2 Ongelman matemaattinen formulointi

Formulaidaan seuraavaksi kivttdkelpoisen lukujéirjestvksen vaatimukset matemaat-

tiseen muotoon ongelman rajoitusehdoiksi.

Jos opiskelija osallistuu kurssitapahtumalle 5. han suorittaa kurssitapahtuman mdd-

ratyn mddardin kertoja viikossa.
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Olkoon Lj; méadrétty viikottainen lukumédra jokaiselle kurssitapahtuhtumalle j € J.
Luodaan lisimuuttujat y;; € {0,1}. jotka toimivat ohjaavina binddrimuuttujina.

Rajoituschdoksi saadaan

l
k=1

Lisamnuttujien y;; bindédriarvot kuvaavat, onko opiskelijalla ¢ lukujérjestyksessa kurs-
sitapahtumaa j. y;; = 0 — opiskelijalla 7 ei ole kurssitapahtumaa j ja y;; = 1 —
opiskelijalla 2 on kurssitapahtuma j.

Jos opiskelija osallistuu kurssille J.. hin suorittaa kaikki kurssin kurssitapahtumat

Olkoon N kurssien lukuméard. Esitetddn kurssitapahtumien joukolle J hajotelma

NC’I‘S
J = |J Je. missi joukko J. siséltdd kurssiin ¢ kuuluvat kurssitapahtumat. Mer-
c=1

kitddn viela kurssien indeksijoukkoa kirjaimella C'. Luodaan uusi ohjaava binféri-
muuttuja s, € {0,1}, joka kuvaa onko opiskelija ¢ € I kurssilla ¢ € C. Olkoon L,
kurssin ¢ € C' suoritukseen vaadittavien kurssitapahtumien lukuméira. Rajoituseh-

doksi asetetaan

Jj€Je

Jos opiskelija osallistuu kurssille J. ja kurssiin kuuluu laskuharjoituksia, hin osal-

Listunw vain yhteen laskuharjoitusryhmddin

Olkoon joukko J! laskuharjoituksia sisiltiviin kurssin ¢ € C) niiden kurssitapah-

tumien j € J joukko, jotka ovat laskuharjoituksia. Rajoitusehto on télldin
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E:%j—&wza Vie l,Vee () (3.27)

jeJ
Kurssitapahtuma j alkaa kaikilla sille osallistuvilla opiskelijoilla samaan aikaan

Madritellddn vakiot M AXOP; seuraavasti. M AXOP; on kurssitapahtumalle j osal-
listuvien opiskelijoiden sallittu maksimi lukuméira. Luodaan jélleen uusia ohjaavia
binddrisid lisimuuttujia ¢;x € {0, 1}. Muuttujat ilmaiscvat alkaako kurssitapahtuma
J ajankohtana k kenellikian opiskelijoista. Kurssi j alkaa ajankohtana k vihintadin

vhdelld opiskelijalla jos gjr = 1. Tédhédn vaaditaan lineeariset epéayvhtalot

Nzt an <0, VieJvVkeK (3.28)
=1
>z — MAXOPjq;, <0, Vje€JVkeK (3.29)
=1

Kurssitapahtuma alkaa kaikilla sille osallistuville opiskelijoille samaan aikaan, jos

seuraava vhtald toteutuun

l
Y gr=1L;, Vjel (3.30)
k=1

Jokaiselle kurssitapahtumalle osallistuu sallittua minime mdéaardd enemman ja sallit-

tua maksvmi mddrdada vihemmdan opiskelijoita

Edellisen rajoitusehdon vhtevdessd médritettiin vakiot M AXOP;. Méiritetdan vie-
la vakiot MINOP; samaan tapaan. MINOUP; on kurssitapahtumalle j osallistuvien

opiskelijoiden sallittu minimim#ird. Rajoituschdot ovat
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=D vy < —MINOP;, VjeJ (3.31)
=1
Zyij < MAXOP;, Vjel (3.32)
=1

Oppilaalla ei ole pddllekdisyyksid lukujarjestyksessd

Rajoitusehto on toisin sanoen seuraavanlainen. Jos opiskelijalla ¢ alkaa kurssitapah-
tuma j ajankohtana k. hénelld ei ala mikidédn muu tapahtuma aikavalilla [k, k + k;].
missa k; on kurssitapahtuman j pituns tunteina. Ehdon tdydentédmiseksi kiytetddn
Madritellddn seuraavaksi joukot Kop, Kzp, ja Jsp. Joukkoon Ko, kuuluvat joukon K
kaikki muut alkiot paitsi pédivien viimeiset tunnit. Joukkoon Kjzj, kuuluvat joukon
K kaikki muut alkiot paitsi pédivien kaksi viimeistid tuntia. Joukkoon Js, kuuluvat

kurssitapahtumat. joiden k; = 3.

Epéavhtild 2h tapahtumille:

m  k+1

Y> wp <1, Vi€ IVk € Ky, (3.33)
k

j=1

Epayhtilod 3h tapahtumille:

Z Tijk Z%’(kw) <1, Viel,Vke Ks,. (3.34)
=1

J€J3n J
Kurssin J. luennot eivdt ole samana pdivdnd
Miééritelladn joukot Jyennor ja D;Z““’a, p € {1,2,3,4,5}. Joukkoon Jyenner Kuu-

luvat kurssitapahtumat j, jotka ovat luentoja. Joukkoon DJ™ kuuluvat piivin p

alkamisajankohdat k. missa p = 1 = maanantai jne. Rajoitusehto:
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> e <1, Vi€ JuemaVp € {1,2,3,4,5}. (3.35)

Daivii
ker LIVEL

Opiskelijalla on lukujdrjestyksessd kursseja enemmdn kuin mdardtty minimimddrd
ja vahemmdn kwin mddrdatty maksimi madrd

crs
mwn

ja vlarajaksi N&° . Kavtetadn

max*

Kurssien lukumaérille on asetettu alarajaksi
tdman vaatimuksen epéavhtiloissi lisimuuttujia s, jotka kuvaavat onko opiskelija ¢

kurssilla c.

nc
_ Zsic < —Nes o Viel. (3.36)
c=1
nc
d s <Ngs, Viel (3.37)
c=1

Oppilaalla on lukujirjestyksessd kaikki pakolliset kurssit

Merkitadan pakollisten kurssien joukkoa C,. Merkitddn vakiolla Ng™® pakollisten kurs-

sien vhteislukumédrai. Rajoitusehto on nédin ollen

> sie=Nge, Viel (3.38)

ceCp

Huomautetaan, ettd jos asetetaan yhtilossd (3.31) kurssitapahtumalle 7, missd j on
pakollisen kurssin luento. minimioppilasmédriksi MINOP; = n. missi n on kaik-
kien oppilaiden vhteislukuméird saadaan ehto, jonka mukaan jokaisen oppilaan on

osallistuttava kurssille ¢. Niin ollen ei tarvita erikseen epévhtilod (3.38).
Kahden tunnin pituiset kurssitapahtumat alkavat vain parillisina tunteina

TTY:n kivtinnon mukaan kahden tunnin pituiset kurssitapahtumat alkavat aina
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parillisina tunteina. Kolmen tunnin pituisille kurssitapahtumille ei ole médratty-
jé alkamisaikoja. Tentit alkavat parittomina tunteina. Lukujirjestvksissi ei esiinny
néissa tapauksissa tenttejd, joten tilla ei sinansi ole valid.

Asctetaan rajoituschto muodossa “kahden tunnin kurssitapahtumat civiit voi alkaa
parittomina tunteina”. Olkoon P parittomien tuntien alkamisaikojen joukko. Ehto

kirjoitetaan epayhtiléna

> =0, Vj€E (3.39)

keP

Kohdefunktion mddarittaminen

Seuraavaksi pohditaan, minkélaiset tekijat ovat haluttavia vliopistolla aloittavan

opiskelijan lukujirjestvks

ilman péadllekidisyvksia tai liian suuria tai pienid kurssimaérid. Kurssimidrid ajatel-
len, voidaan miettid olisiko aloittavalle opiskelijalle mieluista aloittaa opinnot vé-
hiiselld madrddlla kursseja. Ottaen huomioon opintojen aloittamiseen liittyva tu-
tustuminen mahdollisesti uuteen kaupunkiin sckéi nusiin kanssaopiskelijoihin scké
opintojen vaativuuden ero verrattuna edellisen oppilaitoksen tyvétahtiin, vihdinen

méira kursseja opiskelijan ensimmaéisessi lukujarjestvks

essé vaikuttaisi haluttaval-
ta ominaisuudelta. Kohdefunktiota c¢;;, ajatellen asettamalla ¢, >0, Vie I,j €
J, k € K saadaan kohdefuntio, joka minimoi opiskelijoiden kurssitapahtumien maé-

raa.

Lukujarjestvksen tulee mvos olla kompakti. Hyppytuntien suuri médira ei ole halutta-
vaa. Iurssitapahtumien sijoittuminen haluttaviin alkamisajankohtiin saadaan aset-
tamalla kohdefunktiolle pienet arvot néille alkamisajoille. Pyritiin saamaan kom-
pakteja lukujirjestyksia asettamalla pienemmit arvot kellonajoille 10-12 ja suuren-
tamalla arvoja tidmén aikavilin vmpérilld niin ettd suurimmat arvot saadaan kello
15 eteenpéin. Pitden mielessa, ettd kohdefunktion arvojen tulee olla positiivisia, jot-
ta kurssiméird minimoituu voidaan formuloida esimerkiksi scuraavanlainen kohde-

funktio
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s
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0, jos k€ Kyogi0-12)
1/4  jos k € Krio(13-14
1/4, jos k € Kklo(g_g)

1, muuten

Cl<cijk) =

Kokeillaan tuloksia laskettacssa tdmiin kohdefunktion liséiksi kohdefuntiota
co(cijr) = 0.5, jos i < mny, j <nj, k < ngjaco(cyr) = 1, muuten. Vertaillaan saatuja

ratkaisuja.
3.3.3 Lukujarjestyksien luominen uusille opiskelijoille

Tehddin Matlab-koodi, jossa kivtetdin sekalukuratkaisijaa optimaalisen ratkaisun
loyvtamiseen. Muuttuja vektori z luodaan samalla tavalla vektoroimalla muuttuja-
matriisi Xjjp = @, ja lisdimuuttujamatriisit Y = y;; S = sic ja @ = gjr kuin
osiossa 3.2.3, Tvovuorojen laatiminen jaksoittaisen minimi- ja maksimitvoajan mu-
kaan. Muuttujat x;;, madriteltiin ongelman csittely osiossa 3.3.1 ja lisimunttujat

rajoitusehtojen vhtevdessi. Muuttujavektorimme on tilldin

Ratkaisijan syvOtteeksi tarvittavat matriisien rivit ja kohdefunktio saadaan edellises-
téd kappaleesta, 3.3.2 Ongelman matemaattinen formulointi. Kiytettivi koodi l6vtyy
liitteestd B.

Tulkitaan seuraavaksi saatavaa optimaalista ratkaisua x°P. Jokaisen opiskelijan hen-
kilokohtaiset lukujarjestvkset muodostetaan vec(X):n komponenteista. Naytetain
kninka Iukujirjestvkset tehdiin saadusta ratkaisusta. Tarkastellaan opiskelijaa °.
Merkitdédn matriisia Xjojp, = I]Qk. Olkoon taulukko TAUL(kloaika,piivé) opiskelijan
i% tvhja lukujirjestys. Taulukossa TAUL on 12 rivid, jotka ovat kellonaikoja kello
aamukahdeksasta ilta seitseméin, 8-19. Taulukossa on viisi saraketta, jotka ovat vii-
konpédiviit ma-pe. Nyt esimerkiksi TAUL(5,2) tarkoittaa solua, joka edustaa viidetté

kellonaikaa paivand kaksi eli tiistai kello 12. Kurssitapahtumat voivat alkaa aikoina
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8-16. Néin ollen jokaisena paivind on 9 alkamisaikaa. jolloin alkamisaikojen joukko
K = {1,...,45}. Alkamisaika k € K vastaa TAUL(kloaika,pdivii):n tiettyd solua

seuraavasti

k-1
piivit = p(k) = 1+ [ =~ . (3.41)
k—1

kloaika = klo(k) =k — 9% |

. 3.42
—] (3.2
Nvt voidaan muodostaa lukujirjestys. Kivden lipi kaikki matriisin I]Qk alkiot Vj €
J ke K jos Ijok = 1 asetetaan kurssitapahtuma(j) TAUL:n soluihin, kaavojen (3.41)
ja (3.42) mukaan.

Lisamuuttujia vastaavista ratkaisun komponenteista voidaan laskea halutessa opis-
kelijalle viikottainen tyotuntiméaird, kurssien méard seki kaikki lukujirjestyksen

huomioiden tiettyni ajankohtana alkavien kurssitapahtumien lukumadédra.

Opiskelijan ¢ tvotuntiméird = Z k;Yij,Viel, (3.43)
jet
Opiskelijan i kurssimédri = » Sy, Vi € I, (3.41)
ceC
Alkavien kurssitapahtumien lkm = Z Qji, Vk € K. (3.45)
jeJ

Alkavien kurssitapahtumien lukuméird tiettynd ajankohtana ei tdmén ongeman
kannalta ole oleellinen tieto. Jos kuitenkin ongelmaan lisdtadn rajoituksia, jotka
eivit salli tiettvjen kurssitapahtumien alkavan samaan aikaan, vhtdlostd 3.45 saa-
taisiin helposti muotoiltua rajoitusehto. Télldinen tilanne voisi ilmaantua, jos tiede-

tdan ettd joidenkin kurssien luennot pidetidin aina samassa luokassa.

Esitelliiéin seuraavaksi ongelman parametrien arvot. Oletetaan, etti uusien opiskeli-
joiden méird teknisluonnontieteelliselldl linjalla n; = 60. Sen sijaan, etta tekisimme
lukujarjestyvksen jokaiselle oppilaalle erikseen, tehdéain lukujarjestyksia 5 opiskeljan
rvhmille. Ndin saadaan pienennyttd ongelman muuttujamidrad. Nvt siis n;, = 12.
Muistetaan huomioida tdméa myos kaikissa opiskelijaméadriin liittyvissa parametreis-

sa.
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Taulukko 3.3 Lukujarjestysongelman parametrien arvoja

Kurssi Pakollinen krt/vk Kesto/h MINOP/5 MAXOP/5
Matematiikka Kylla
Luento 2 2 12 12
Laskuharj rvhmé 1 1 2 2 5)
Laskuharj rvhmé 2 1 2 2 5
Laskuharj rvhma 3 1 3 2 5
Fvsiikka Kvlla
Luento 2 2 12 12
Laskuharj rvhmé 1 1 2 2 5)
Laskuharj rvhmé 2 1 2 2 5)
Laskuharj rvhmé 3 1 3 D
Kemia Ei
Luento 2 2 6 12
Laskuharj rvhmé 1 1 2 2 bt
Laskuharj rvhmé 2 1 2 2 bt
Laskuharj rvhmé 3 1 2 2 bt
TiTePIX Kylld
Luento 2 2 12 12
Laskuharj rvhmé 1 1 2 2 3
Laskuharj rvhmé 2 1 2 2 5
Laskuharj rvhmé 3 1 2 2 5
OPO Kvlla
Luento rvhmaé 1 1 6
Luento ryvhmé 2 1 6
SNMG Ei
Luento 2 2 6 12
Laskuharj rvhmé 1 1 2 2 5)
Laskuharj rvhmé 2 1 3 2 5)
Laskuharj rvhma 3 1 3 2 bt
Englanti ki
Luento rvhmaé 1 2 2
Luento rvhmé 2 2 2 1 14
Ruotsi Ei
Luento rvhmaé 1 2 2 1 14
Luento ryhmé 2 2 2 1 4

NC7”§ — 4 NCT‘S — 6

mwn max
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Kuten taulukosta 3.3 huomataan, vhteensa tarjolla on kahdeksan eri kurssia. Néis-
td pakollisia on neljd kappaletta. Pakollinen tarkoittaa tiassid tapauksessa sitd, ettéd
jokaisella opiskelijalla pitdd olla kvseinen kurssi ensimméisen perioden lukujirjes-

tvksessa.
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4. TULOKSET JA TESTAUS

Téssé kappaleessa esitetéiéin simulaatioista saadut tulokset tvévuorolistaongelmalle
ja lukujirjestysongelmalle. Tulosten perusteella suoritetaan myos vertailua eri seka-

lukuratkaisijoiden valilli.

4.1 Tyovuorolistat

Aloitetaan esittamaillid graafisesti kaikkien tyvontyontekijéiden tydtunnit ja kuinka ne
ketusta kiivpista ratkaisusta saadaan tvontekijakohtaiset tunnit kaavan 3.23 mu-
kaan. Ratkaisuja on laskettu kolmen eri ohjelmiston sckalukuratkaisijalla. Kuvassa
4.1 esitetddn Matlabin ratkaisijalla saadut tulokset ja kuvassa 4.2 Gurobin ratkai-
sijan tulokset. Kuten kuvasta 4.2 huomataan. ongelmalle 16vtyy kivpid ratkaisuja,

joilla tvontekijoiden tunnit saadaan minimi-ja maksimituntimédarien vélille.

Seuraavaksi halutaan vertailla kolmen eri kaupallisen numeerisen laskentaohjelman
tchokkuutta sckalukuoptimointiongelmien ratkaisemisessa. Vertailussa katsotaan, mit-
ki ratkaisijat 1ovtavat optimaalisia tai lihes optimaalisia ratkaisuja tyovuorolistaon-
gelman eri instansseille ja sitd, kuinka nopeasti ratkaisut lovdetiddn. Vertailtavat
ohjelmat ovat Matlab versio R2015b, CPLEX Optimization Studio versio 12.6.2 ja
Gurobi versio 6.5. Téssé tvissi esitelty tvovuorolistaongelma on mallinnettu hinééri-
lukuongelmaksi, mutta sen ratkaisemiseen kiiytetadn vertailtavien ohjelmien sekalu-
kuoptimointialgoritmeja. CPLEX ohjelmassa on myds bindédrilukuongelmiin tarkoi-
tettu ratkaisija, joka kuitenkin osoittautui tehottomammaksi kuin sekalukuratkaisi-
ja. Vertailu suoritetaan testaamalla kuutta eri instanssia, joissa rajoitusehdot ja,/ tai

kohdefunktio eroavat toisistaan. Taulukossa 4.1 on esitetty instanssien kuvaukset.

Matlabilla ongelmat ratkaistaan intlinprog-ratkaisijalla. Ongelmat on ratkaistu ole-
tusasetuksilla lukuunottamatta maksimiaikaa, jonka kuluttua algoritmi keskeytyy.

Maksimiajaksi on asetettu kolme tuntia. Matlab 16vsi annetussa kolmessa tunnissa
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Tyont%goiden tuntimaarat, sallittu poikkeama on 10 laskenta-aika 10812.0971 s
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Kuva 4.1 Tyéntekijoiden jaksottaisten tydaikojen sijoittuminen minimi-jo maksimitydai-
kojen vdliin. Matlabin ratkaisija.

Kdvpid ratkaisuja kahteen kuudesta instanssista. Numl:een lovdetvista ratkaisuista
vksikian ci ollut halutun toleranssin rajoissa. Virhe jai tdssi tapauksessa 2.5 % suu-
ruiseksi. Muuttamalla kohdefunktio nollafunktioksi Matlab 16vsi kuitenkin kivpid
ratkaisun kaikkiin instansseihin. Tésta kivvastd ratkaisusta voidaan edelleen luoda
lisdd rajoitusehtoja malliin kiinnittadmélla osa muuttujista ja ratkaisemalla sitten

ongelma alkuperiiselld kustannusfunktiolla.

Gurobin ja CPLEX:n ratkaisijat 16vsivit kiivpid ratkaisuja kaikkiin instansscihin. Jo-
kaista instanssia kohden nailla ratkaisijoilla saatiin myos toleranssin rajoissa olevia
ratkaisuja. Gurobilla kiivtettiin intlin-proggurobi-ratkaisijaa ja CPLEX:illa eplexmilp-
ratkaisijaa. Taulukossa 4.2 nihdéddn kunkin instanssit osalta kullekin ratkaisijalle
aika, joka kului parhaan lovdetyn ratkaisun etsimiseen sekd poikkeama optimirat-
kaisusta. Taulukossa 4.3 on esitetty vhteenveto ratkaisijoiden kavttdmidstd ajasta
kaikkien instanssien ratkaisemiseen. Vertailtaessa saatujen tulosten pohjalta eri rat-
kaisijoita nédyvttaisi siltd, ettd Gurobin ja CPLEX:in ratkaisijat ovat parempia kuin
Matlabin ratkaisija. Selvad eroa ei ndvttaisi olevan néiiden kahden ratkaisijan vélilla,
vaikka Gurobilla 16vdetdankin ratkaisut hieman nopeammin. Kuvassa 4.3 nihd&din

vield ratkaisujen kehittyminen instanssin numl osalta.
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Taulukko 4.1 Tydévuorolistaongelman instanssit

instanssi
numl Kaikki rajoitusehdot, kohdefunktio alkuperiinen.
num32 Ei rajoitusehtoa viikonloppuvapaista tai perikkiisisti

tvovuoroista. Kohdefunktio alkuperdinen.

nums:3 Ei rajoitusehtoa vitkonloppuvapaista, perdkkaisista
tvovuoroista tai 5 piivin tvoputkesta. Kohdefunktio alkuperdinen.

num4 Ei rajoitusehtoa viikonloppuvapaista tai perikkiisisti
tvovuoroista. Kohdefunktio ff=0.

num- Kaikki rajoitusehdot, kohdefunktio muutettu.
numo6 Kaikki rajoitusehdot, kohdefunktio muutettu.

Taulukko 4.2 Tyovuorolistaongelman instanssien rathkaisuajat ja virheet Lullekin sekalu-
kuratkaisijalle. Aikayliraja on kolme tuntia ja toleranssi virheelle TOL= 0.01%

Matlab  CPLEX  Gurobi

numl

ratkaisuaika(s) 3885 2080 1225
optimointivirhe(%) 2.5 TOL TOL
num?2

ratkaisuaika(s) 695 24
optimointivirhe(% ) TOL TOL
nums3

ratkaisuaika(s) 588 1389
optimointivirhe(% ) TOL TOL
num-

ratkaisuaika(s) 162 12 10
optimointivirhe(%)  TOL TOL TOL
nums

ratkaisuaika(s) 3919 954
optimointivirhe(%) TOL TOL
num6

ratkaisuaika(s) 1265 2954

optimointivirhe(% ) TOL TOL
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Tyon{%ijoiden tuntimaarat, sallittu poikkeama on 10 laskenta-aika 769.3676 s.
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Kuva 4.2 Tyéntekijoiden jaksottaisten tydaikojen sijoittuminen minimi-jo maksimitydai-
kojen wvdliin. Gurobin ratkaisija.

Tuloksen kehittyminen laskenta-ajan mukaan eri ratkaisijoilla

10°F ————r ——— ————rr —— g
E10°f .
) F
E k
= 0
‘E F
E
£
=
O 10t F Matlab E
[ CPLEX
F Gurobi
100 F—— R
10° 10t 102 108 104
Aika (s)
Kuva 4.3 Tuloksen kehittyminen laskenla-ajan mukaan instanssille numl kdyltden Mal-

labin, CPLEX:in ja Gurobin rathaisijoita

4.2 Lukujarjestyksien laatiminen

Lukujarjestysongelman ratkaisemiseen kiyvtettiin ainoastaan Matlabin ratkaisijaa.
Ratkaisuja etsittiin kahdella eri kohdefunktiolla. Molempiin instansseihin 16vdettiin

nopeasti kiiypét optimaaliset ratkaisut. Kohdefunktiota méaéritellessi haluttiin saa-
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Taulukko 4.3 Yhteenveto saaduista tuloksista eri rathaisijoille.

aitka skaalattu aika ratkaistut instanssit
Matlab 4047 1 2
CPLEX 8339 2.1 6
Gurobi 6356 1.6 6

da ratkaisuja, joissa kurssimédrit civiit olisi lilan suuria ja hyvppyvtuntien luku méara
olisi mahdollisimman pieni. Kohdefuntiolla cI'z saadaan ratkaisuja, joissa kenelli-
kidn opiskelijoista ei ole hyppytuntetja. Optimiratkaisusta saadaan lukujirjestykset
kappaleessa 3.3.3 esitetvlld tavalla. Ongelmassa opiskelijoiden méaard oli 60 kappa-
lestta ja lukujarjestvksid luotiin 5 opiskelijan ryvhmille. Lukujirjestyksid on siis vh-
teensd 12 kappaletta. Kuvissa 4.4 ja 4.5 niihdédin eri kohdefunktiota kiyttiden saa-
duista ratkaisuista kaksi eri lukujirjestystd. Nootaan eri kohdefunktiolla saatujen
optimaalisten ratkaisujen saamiseen kulunut aika ja hyppytuntien méard kaikissa

lukujarjestyks

essa taulukkoon 4.4.

Taulukko 4.4 Tuloksia lukujarjestysongelmalle eri kohdefunktioilla

Kohdefunktio Ratkaisuaika/s Hyppytuntien mééiri
dx 27 32
clx 258 0

Kohdefunktiolla ¢l z lvdetiin opiskelijoille lukujirjestvkset ilman hyppytunteja no-
peasti. Vaikka kohdefunktio ¢z 1gvtiikin suhteellisesti paljon nopcammin ratkai-

stja, kannattaa niilli muuttujamairilld kivetdd nimenomaan kohdefunktiota cf x.
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MA TI KE TO PE

8-9 |SMG luento Fys luento

9-10 |SMG luento Fys luento
10-11 Fys lask2 Fys luento
11-12 Fys lask2 Fys luento
12-13 |Mat laskl Tite luento Tite laskl
13-14 |Mat laskl Tite luento Tite laskl SMG lask2
14-15 Mat luento  Tite luento  OPO1 luento SMG lask2
15-16 Mat luento  Tite luento  OPO1 luento SMG lask2
16-17 Mat luento  SMG luento
17-18 Mat luento  SMG luento
18-19

MA TI KE TO PE
8-9 |SMG luento Kem lask2 Fys luento OPO2 luento
9-10 |SMG luento Kem lask2 Fys luento OPO2 luento
10-11 |Kem luento Fys lask2 Fys luento
11-12 |Kem luento Fys lask2 Fys luento
12-13 |Mat laskl Tite luento Tite lask2
13-14 |Mat laskl Tite luento Tite lask2 SMG lask3
14-15 Mat luento  Tite luento Kem luento SMG lask3
15-16 Mat luento  Tite luento Kem luento SMG lask3
16-17 Mat luento  SMG luento
17-18 Mat luento  SMG luento
18-19
Kuva 4.4 Lukujirjestykse k¢ ¢ er e ey 4k ek eulkt o
MA TI KE TO PE

8-9 |ENG2 luento SMG laskl

9-10 |ENG2 luento SMG laskl

10-11 |SMG luento Fyslask2 = ENG2 luento Fys luento  Tite luento
11-12 |SMG luento Fyslask2 = ENG2 luento Fys luento  Tite luento
12-13 |Matlask3  Matluento Tite lask3  Tite luento OPO2 luento
13-14 |Matlask3  Matluento Tite lask3  Tite luento OPO2 luento
14-15 |Matlask3  Fysluento SMG luento Mat luento
15-16 Fys luento  SMG luento Mat luento
16-17

17-18

18-19

MA TI KE TO PE
8-9 Kem laskl

9-10 Kem laskl

10-11 |Fyslaskl  Kemluento Titelaskl Fysluento Tite luento
11-12 |Fyslaskl  Kemluento Titelaskl Fysluento Tite luento
12-13 |Mat lask3 Mat luento  Kem luento Tite luento OPO2 luento
13-14 |Mat lask3 Mat luento Kem luento Tite luento OPO2 luento

14-15 |Mat lask3  Fys luento Mat luento
15-16 Fys luento Mat luento
16-17
17-18
18-19

Kuva 4. Lukujirjestykse k¢ ¢ er e ey 4k ek eulkt c1






















































