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Téassd tyossa tutkitaan Monte Carlo -menetelmien ominaisuuksia ja hyodyntéamis-
mahdollisuuksia. Hyvin usein aineistojen tutkiminen vaatii, ettd aineisto noudattaa
jotain todennakoisyysjakaumaa. Monte Carlo -menetelmii kiytettiessd aineiston ei
kuitenkaan tarvitse noudattaa tunnettuja todennikoisyysjakaumia, vaan aineistoja
pystytddn tutkimaan muodostamalla niistd yksinkertaisia mallinnusohjelmia, jot-
ka toimivat toistokokeen omaisesti. TyoOsséd tutustutaan pintapuolisesti muutamaan
menetelméin, ja sen lisiksi Monte Carlo -permutaatiotestis tutkitaan tarkemmin.
Permutaatiotestistd luodaan tilastollinen testausohjelma, jolla voidaan tutkia eri-

tyyppisid aineistoja.

Permutaatiotestin perusidea on vertailla itse valittua vertailuryhméd koko muun
populaation. Testissd arvotaan aina vertailuryhmén alkioiden lukuméirin verran
alkioita koko otospopulaatiosta ja verrataan néiistd laskettua keskiarvoa vertailu-
ryhmaéan keskiarvoon. Lopuksi testin antaman P-arvon perusteella voidaan paatella,
onko vertailuryhmaén keskiarvo satunnaisuus huomioiden todella suurempi kuin koko

otospopulaation keskiarvo.

Permutaatiotestin mallinnusohjelma osoittautuu toimivaksi tavaksi tutkia aineisto-
ja. Testi antaa vain vihén toisistaan poikkeavia P-arvoja, kun toistoméard yksit-
tdisessd testissd pidetddn riittdvan suurena. Permutaatiotesti on lisdksi tietokoneel-
le hyvin kevyt suorittaa, joten testi voidaan helposti toistaa monta kertaa. Siten
kiyttaja pystyy itse tutkimaan P-arvon kiyttdytymista ja tekemé&in siitd laajempia
johtopéatoksid. Permutaatiotesti osoittautuu siis hyodylliseksi vilineeksi erilaisten
aineistojen tutkimisessa riippumatta siitd, ettd noudattaako aineisto mitdin tunnet-

tua todennékoisyysjakaumaa vai ei.
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1. JOHDANTO

Téassd tyossa tutkitaan erilaisten Monte Carlo -menetelmien ominaisuuksia sekd eri
menetelmien hyodyntdmisen mahdollisuutta kiytannon eldméssi. Yleinen ongelma
erilaisten aineistojen tarkastelussa syntyy silloin, kun aineisto ei noudata mitdin
tunnettua todennédkoisyysjakaumaa. Taméan seurauksena ongelman mallintaminen
on haastavaa eikd luotettavaa arviota populaation kiyttaytymisestd pystytd anta-

maarl.

Monte Carlo -menetelmét, erityisesti permutaatiotesti, soveltuvat hyvin tdméankal-
taisten ongelmien ratkaisemiseen, koska ndméa menetelmét ovat perusidealtansa hy-
vin yksinkertaisia. Tdmé&n seurauksena ne ovat my6s usein kevyitd suorittaa tieto-
koneohjelmilla. Kun monimutkaiseen ongelmaan l6ydetdan sopiva ja tehokas me-
netelmé, jossa voidaan hyddyntidéd tehokkaasti tietokoneen laskentatehoa, saadaan

yleensé hyvin lyhyessi ajassa ratkaistua ongelma numeerisesti.

Tassd tyossd perehdyaédn erityisesti Monte Carlo -permutaatiotestiin ja sen omi-
naisuuksiin. Permutaatiotestistd luodaan lisdksi tilastollinen testausohjelma, johon
kiyttaja pystyy syottdmédn omaa dataa tarkasteltavaksi. Kayttaja valitsee késitel-
tavista aineistosta vertailuryhmén, jonka alkioiden arvoja mallinnusohjelma vertaa
koko populaation alkioiden arvoihin. Toistamalla tatd riittdvdn monta kertaa saa-
daan mahdollinen vertailuryhmén ja koko populaation vélinen eroavaisuus selville.
Testausohjelman avulla kiayttaja pystyy siis tutkimaan ja tulkitsemaan sellaista ai-
neistoa, joka ei ole laskettavissa helposti eikd noudata tunnettuja todennikéisyysja-

kaumia.



2. MONTE CARLO -MENETELMIEN
ESITTELY

Téasséd luvussa tutustutaan erilaisiin Monte Carlo -menetelmiin, menetelmien kiyt-
t60n liittyviin vaatimuksiin seki niiden taustalla olevaan teoriaan. Monte Carlo -
menetelmét (MC -menetelmiit) sopivat erityisen hyvin sellaisiin tilanteisiin, joissa
tutkittavan aineiston todennikdéisyysjakauma ei noudata mitdén tunnettua toden-
nékoisyysjakaumaa tai ongelma on hyvin monimutkainen ratkaista |1, s. 336]. MC
-menetelmii kdytetdin paljon fysiikan- ja kemianalan ilmiéiden mallintamiseen seki
matemaattisten ongelmien ratkaisemiseen |2, s. 7-19]. MC -menetelmié kiytettdes-
sé pitda kuitenkin muistaa, ettd saadut tulokset ovat aina numeerisia ratkaisuja ja
virhetarkkuus riippuu monista asioista. Virhetarkkuuteen vaikuttavat esimerkiksi
kiytettavian menetelméan suoritustapa, menetelmén vaativuus, otoskokoko ja tarkas-

teltavien arvojen suuruus.

2.1 Taustatietoa Monte Carlo -menetelmista

Kaikki Monte Carlo -menetelméit perustuvat samaan perusideaan. MC -menetelmissé
tiettyd kaavaa toistetaan lukuisia kertoja, jolloin saadaan numeerinen arvio tutkit-
tavalle asialle [3, s. 1-8|. Téastd seuraa myos MC -menetelmid kuvailtaessa kiytet-
ty englanninkielinen termi "resampling”. Ratkaisutavasta riippuen tietokoneen las-
kentatehokkuus riittad ratkaisemaan ongelman hyvin lyhyessé ajassa. Tietokoneiden
laskentatehokkuuden kasvaessa yhi suurempia ongelmia pystytiin ratkaisemaan jir-
kevisséd ajassa. Taten myos toistomairia yhdessa testissa pystytdan nostamaan las-
kentatehokkuuden kasvaessa, mikd mahdollistaa entistd tarkemmat numeeriset tu-
lokset. Menetelmien mallintamisessa tiarkedéd on siis tehd&d toimivan mallin lisdksi
itse mallista tehokas, silld liian raskas ohjelma kuluttaa paljon laskenta-aikaa. Tu-
levaisuudessa seuraava suuri askel eteenpéin on kvanttitietokoneiden kehittdminen
toimivaksi kokonaisuudeksi, jolloin laskentatehoa saadaan lisdd yha vaikeampien on-

gelmien ratkaisemiseen.

Monte Carlo -menetelmissé on yksi toimintaperiaatteeseen liittyva ongelma. Ongel-

ma liittyy satunnaismuuttujien generoimiseen. Monet MC -menetelmistd ratkais-
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taan tietokoneen avulla, joten ongelmaksi muodostuu se, ettd kuinka pystytaén tie-
tokoneohjelman avulla luomaan tiysin satunnaisia tapahtumia. Tietokoneohjelmat
arpovat satunnaisluvut jollakin algoritmilla, joten miten voidaan varmistaa se, ettd
tapahtumat ovat tiysin satunnaisia. Jun ja Jockel [1][2] kertovat tdmén olevan todel-
linen ongelma, silld virheellinen satunnaislukujen arpominen voi vaikuttaa merkit-
tavasti lopputulokseen. Ongelman laajuuden ja sen monimutkaisuuden vuoksi tissi
tyossa ei tarkastella kyseistd ongelmaa, vaan tyossd oletetaan, ettd mallinnusohjel-
ma osaa arpoa taysin satunnaisesti mallin vaativat asiat. Myos virhetarkastelussa

jitetddn tdmé asia huomioimatta.

Monte Carlo -menetelmid kiytetddn monien fysikaalisten ja kemiallisten ilmididen
mallintamiseen. MC-menetelmét ovat hyvid tapoja mallintaa sellaisia tilanteita,
joissa tarkasteltava ilmio tapahtuu hyvin pienessd koossa, esimerkiksi atomitasol-
la. Niissd tapauksissa ilmion mallintaminen on hankalaa, joten MC-menetelmien
numeeriset ratkaisut ilmién mallintamiseksi ovat yleensé riittdvin tarkkoja, kunhan
mallinnusmenetelmé on toimiva. Hyvi esimerkki MC-menetelmien hy6dyntédmises-
td tutkimuksessa on se, ettd Leino kykenee omassa diplomitytssddn [4] mallinta-
maan jopa kvanttipisteitd kdyttden hyviksi Monte Carlo -polkuintegraaleja. MC
-menetelmien hyodyntédminen ei siis rajoitu ainoastaan matemaattisten ongelmien
ratkaisemiseen. MC -menetelmiéd kiytetddn paljon fysikaalisten ilmididen taustal-
la esiintyvasséd laskennassa, molekyylien rakenteiden mallintamisessa sekd aineisto-
jen tutkimisessa |2, s. 7-22|[4]. MC -menetelmistd saatava hyoty perustuukin sii-
hen, ettd erityyppisiin ongelmiin voidaan hy6dyntdéd hyvinkin erilaisia Monte Carlo

-menetelmii.

2.2 Menetelmissa kaytettava matematiikka

MC -menetelmissé kiaytetdan paljon todennikoisyysmatematiikkaa hyodyksi. Kes-
keisid ydinkéasitteitd useille menetelmille ovat todennékéisyyslaskennasta tutut ké-
sitteet tiheysfunktio, keskiarvo 7, varianssi o2, keskihajonta o ja odotusarvo pu.
N&itd késitteitd hyodynnetdin MC -menetelmien haastavampien kaavojen johta-
misessa tai lopputulosten tulkinnassa. Téssd tyOssd padpaino on Monte Carlo -
permutaatiotestin mallintaminen sekd mallin tulkintaan ja toimintaan liittyvit asiat,

joten téssé tydssd muita MC -menetelmid ei kiiyda niin yksityiskohtaisesti lavitse.

Monissa MC -menetelmissd hyodynnetiddn keskiarvoa, joten méaritetdén keskiarvo

T seuraavasti:

Maaritelmi 1 . Olkoon [x1, o, ..., x| tarkasteltavan joukon S alkioita ja olkoon

n joukon S alkioiden lukumddrd. Talloin keskiarvolle T saadaan lauseke
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n

T =

Siirtadmalla yhteinen tekijé % murtoluvun vasemmalle puolelle saadaan keskiarvolle

muodostettua seuraava summakaava.

Lause 1 Joukolle S = [x1,2a, ..., x| voidaan mdadrittid keskiarvo T seuraavalla
summakaavalla
1 n
r=— X,
n <
i=1

missd n kuvaa joukon S alkioiden lukumddrad.

Usean MC -menetelmén toiminta perustuu siihen, ettd verrataan tuntematonta asi-
aa tunnettuun asiaan. Jos tunnetun vertailukohteen odotusarvo p ja varianssi o2
tunnetaan, niin niitd voidaan hyédyntaa usein myos tuntemattoman asian tutkimi-
sessa. Tdmén seurauksena odotusarvo ja varianssi ovat tirkeitd tyokaluja monissa

MC -menetelmissid. Odotusarvo voidaan médritelld seuraavasti [3, s. 9].

Maaritelma 2 Olkoot X diskreetti satunnaismuuttuja ja Sx satunnaismuuttujan
otosavaruus. Sx sisdltdd alkiot [x1, o, ..., xy|. Olkoon p; se todenndkdisyys, etti sa-

tunnaismuuttuja X saa arvon x;. Tdlloin satunnaismuuttujalle saadaan odotusarvo
E(X) = sz‘xi =M

Usein pelkké odotusarvo ei riitd MC -menetelmissé laajempien johtopadtosten teke-
miseen, vaan lisdksi tarvitaan tietoa siitd, ettd kuinka paljon késiteltdvin aineiston
arvot eroavat toisistaan. Aineiston arvojen vaihtelevuutta voidaan kuvata hyvin va-

2

rianssin ¢° avulla. Mitd suurempi varianssi on, niin sitd kaempana odotusarvosta

arvot ovat keskimddrin. Varianssi maaritetdan odotusarvoa hyodyntaen seuraavasti

[5, 5. 35].

Miésritelmé 3 Olkoot X satunnaismuuttuja, p sen odotusarvo ja Y =(X — p)?.

Tallgin varianssi on funktion Y odotusarvo E(Y') eli
Var(X) = B(X — u)?)

Varianssi voidaan méritelld myos lauseessa 2 esitetylld tavalla [3, s. 11], jota pys-

tytddn yleensd paremmin hyédyntdméin kuin méiritelmén 3 mukaista kaavaa.
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Lause 2 Olkoot X satunnaismuuttuja ja E(X) satunnaismuuttujan odotusarvo. Tdl-

loin varianssi voidaan ilmoittaa muodossa
Var(X) = B(X?) — E(X)? = ¢?

Todistus. Olkoot X satunnaismuuttuja ja F(X) satunnaismuuttujan odotusarvo.

Merkitdan E(X) = p. Méairitelmén 3 mukaan varianssi on
Var(X) = B(X - p)?)
Aukaistaan ensiksi sulut.
Var(X) = B(X? —2uX + p°) = E(X?) — 2uBE(X) + u°

Kéytetaan hyodyksi merkintdtapaa E(X) = p yhtdlon sieventdmisessi. Yhtilo saa-

daan lopulta muotoon

E(X?) —2p* 4 p* = B(X?) — 1i? = B(X?) — E(X)? O

Lisdksi tietyissd tapauksissa MC -menetelmien tuloksien tulkinnassa saatetaan tar-
vita myos keskihajontaa, joka saadaan ratkaistua helposti ottamalla varianssista

neliGjuuri [5, s. 29].

Maéritelmi 4 Olkoot X satunnaismuuttuja ja E(X) satunnaismuuttujan odotusar-

vo. Nyt keskihajonta D(X) saadaan muotoon

D(X)=\Var(X)=Vo2 =0

2.3 Monte Carlo integraalit ja estimaattorit

Monte Carlo -menetelmien avulla voidaan laskea monia integraalien arvoja hy-
vin tarkasti. Naissd menetelméissid hydodynnetddn yleensi jo madritelméssa 2 ole-
vaa odotusarvoa E(X) = > p;x;. Yksi mahdollinen tapa laskea integraalin arvo
MC -integroimismenetelmélld on pilkkoa integraalialue pieniin osiin. Tdmaén jélkeen
lasketaan erikseen jokaisen pienen osan integraali esimerkiksi tietokoneohjelmalla,

ja lopuksi summataan lasketut arvot yhteen, jolloin saadaan selville alkuperdisen
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integraalin arvo. MC-integroimismenetelméd kiayttdmalld integrointi on hyvin no-
peaa ja laskettavien termien méard on suurin laskentanopeuteen vaikuttava tekija
[3, s. 28]. TAm& menetelmé antaa poikkeuksellisesti tarkan integraalin arvon, koska

integroimissdantdjen mukaan integraali voidaan jakaa osiin seuraavasti

/df(:p)dx:/bf(a:)dx—l—...+/df(x)dx, a<b<...<c<d

jos integroitava funktio f(x)
d
/ f(x) dx (2.1)

on jatkuva integroimisrajojen sisilla. |6, s. 115]

Edelld mainitulla menetelméalld saadaan ratkaistua tarkkoja arvoja, mutta mene-
telméd ei kiytetd ongelman ratkaisemisessa, koska se ei vilttamétta ole kdyttokel-
poinen tietyissd tilanteissa tai likiarvo on riittdvi ongelman ratkaisemiseksi. MC -
menetelmien avulla voidaan laskea esimerkiksi satunnaislukuja antavasta funktiosta
g odotusarvo pu, jonka avulla piistéin usein kiisiksi funktion varianssiin o? ja si-
td kautta funktion muihin ominaisuuksiin. Funktion ¢ antamat satunnaisluvut voi-
vat olla painotettuja, ja siitd huolimatta MC -menetelmilla pystytdin ratkaisemaan
odotusarvo, mikili funktion g tiheysfunktio tiedetdén. Jotta funktio f on satunnais-
muuttujan X tiheysfunktio, niin sen pitdd toteuttaa méaaritelméssa 5 olevat ehdot

[5, s. 25][6, s. 121]. M&aritellddn tiheysfunktio seuraavasti:

Maéaritelma 5 . Funktio f : R — R on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio, jos

seuraavat ehdot toteutuvat.

L. f(z) >0, VreR

2. 7 f@) de =1
3. P(aSXSb):fabf(x)dx, a<b

Jos tiedetddn funktion ¢ tiheysfunktio, saadaan funktion g odotusarvolle G arvio
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kiyttamalld hyodyksi lauseen 1 keskiarvon summakaavaa

Funktion g¢(z) satunnaismuuttujan arvot saattavat olla painotettuja, joten téstd
syystd odotusarvoa ei voida suoraan laskea méadritelmén 2 perusteella. Oletetaan,
ettd funktio g(z) antaa diskreettejd satunnaismuuttujia. Siten g(z)m tiheysfunk-
tio f(x) kertoo satunnaismuuttujan eri arvojen esiintymistodennikéisyyden. Kun
siirretddn keskiarvon kaavassa satunnaisluvun todenn#koéisyyttd kuvaava termi %
summakaavan sisille, ja korvataan se funktion g(x) tiheysfunktiolla f(z), saadaan
funktion g odotusarvolle G arvio integroimalla tiheysfunktion f(z) ja funktion g(x)

tuloa tiheysfunktion mééarittelyjoukon ylitse. Téll6in odotusarvolle saadaan yhtilo

6= [ rwgte) s (2.2)

Todistus sivuutetaan, koska se on haastava ja késiteltdva aihe sivuaa tyon pddaihet-
ta eli permutaatiotestii. Integraalin arvo pystytdan ratkaisemaan numeerisesti MC
-integroimismenetelmalld kiyttaen hyviksi satunnaislukuja. Tatd menetelméd voi-
daan hyddyntiai, kun halutaan selvittda funktion g integraali itse valittujen integroi-
misrajojen siséilld. Téssd menetelméssé arvotaan satunnaisluku integroimisrajojen
vilistd ja lasketaan funktion g arvo kyseisessé pisteessé |3, s. 28-32|. Tétd menet-
telytapaa toistetaan N kertaa ja summataan saadut g:n arvot, minka jilkeen saatu
summa kerrotaan integroimisrajojen erotuksen ja toistojen lukuméiran osamaarail-
14. Kun tarkastellaan integraalia arvoa vélill [a, b], voidaan MC -menetelmélld saada

integraalin likiarvo [ selville seuraavaa kaavaa hyodyntéen |7, s. 5].

b—a N
I=— ;ﬂxz-), (2.3)

missd N kertoo toistojen lukuméérin ja X on satunnaismuuttuja, joka arvotaan
integroimisrajojen sisilta. Selvitetdan MC -integroimisessa tapahtuvan virheen suu-
ruus tutkimalla tapausta, jossa N — oo. Talloin virheen suuruus ldhestyy nollaa ja

siten patee:

1

C=%

Zg(%‘) = /OO f(@)g(x) dx, kun N — oo

Yhtilon vasemmasta puolesta saadaan varianssi selville toistojen lukuméérian N suh-
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teen, kun sijoitetaan lauseesta 2 saatu varianssi eli Var(g(x;)) = o2 yhtélon vasem-

malla puolella olevan g(x;):n paikalle. Téten saadaan

N

Var(5 > o)) =

i=1

(2.4)

=%

Téasta voidaan padtelld, ettd otoskoon N kasvaessa integraalin arvon numeerisen
ratkaisun varianssi pienenee. Numeerisen integraalin arvon varianssi pienenee siis
suhteessa . Koska mééritelmén 4 mukaan keskihajonta D(X) = v/o?, niin saadun

integraalin likiarvon keskihajonta pienenee suhteessa \/LN

Integraalien saamat arvot voivat vaihdella merkittavisti riippuen siitéd, ettd mihin
kohtaan integroimisvalid satunnaisluku osuu. Tadmén takia kyseinen MC -integroimis-
menetelméd vaatii erittdin korkeat toistomaérit, jotta saatu likiarvo on mahdollisim-
man tarkka. Tamén seurauksena tulee N:ksi valita mahdollisimman suuri luku siten,
etté tietokoneohjelman laskenta-ajat pysyvit vield jarkevina. Koska helppojen ja yk-
sinkertaisten integraalien laskeminen on mahdollista myos lukuisilla muilla tavoil-
la, niin tatd satunnaislukuja hydédyntédvaa Monte Carlo -integroimistapaa kannattaa
kiyttad vaikeiden integraalien tapauksissa. Vaikeita integraaleja voivat esimerkiksi
olla pintojen ja tasojen viliset integraalit, joissa on yleensi useampi muuttujaa, ja
siten integraalit ovat monimutkaisempia ja haasteellisimpia ratkaista muilla mene-

telmilla.

Toisaalta MC -integroinnin etuna on sen yksinkertaisuus. Tdméa menetelma on yleen-
si tietokoneelle kevyt suorittaa menetelméin yksinkertaisuuden takia, joten toisto-
jen lukuméard N saadaan yleensé suureksi ilman, ettd ohjelman suorittaminen ku-
luttaa tarpeettomasti aikaa. N&in vaikeidenkin integraalien tapauksessa tdméa MC

-integroimismenetelmd antaa yleensa riittavan tarkkoja lopputuloksia.

Integraalien likiarvoja voidaan laskeja kuvaajista MC -menetelmilld arpomalla ku-
vaajista koordinaattipisteitd |3, s. 29-32|. Tall4 menetelmélla voidaan laskea muun
muassa pinta-aloja tai tilavuuksia kuvaajista, jos koordinaattiakseleiden skaalaukset
ovat merkitty kuvaan. Tadmé menetelmé perustuu siihen, ettid arvotaan satunnais-
luvut koordinaattiakselien minimi- ja maksimiarvojen vélista, ja tutkitaan sitd, ettd
osuuko arvotut pisteet kuvaajan tarkasteltavaan pinta-alaan tai tilavuuteen. Mene-
telmé on hyvin yksinkertainen, silli koordinaattiakselien minimi- ja maksimiarvoista
voidaan laskea koko kuvaajan pinta-ala tai tilavuus. z,y -koordinaatistossa olevan

kuvaajan peittamaksi pinta-alaksi saadaan siis:

Akuvaaja - |A($max - xmin) : A(ymax - ymm)| (25)
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Kun menetelméa on toistettu haluttu méara kertoja, niin lasketaan pinta-ala arvot-
tujen koordinaattipisteiden osumissuhteen avulla eli integraalin arvoksi saadaan:

Osumat

Aintegraali = T (26)

' Ak:uvaaja )

jossa N on arvottavien koordinaattipisteiden lukumé&érd ja Ajusegraa; on halutun

integraalin likiméédriinen pinta-ala.

Taméin menetelmén toimintatapaa voidaan havainnollistaa kuvan 2.1 avulla, jossa
funktion f(x) = —z? + 4z integraalin arvosta vililli |0, 4] saadaan likiarvo kiyttéi-

malld hyodyksi satunnaislukujen arvonta -menetelmé&a.

Monte Carlo Integrointi
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Kuva 2.1 "Monte Carlo integroiminen satunnaislukujen arvonta -menetelmalld

Vasemmanpuoleisessa kuvassa arvontapisteitd on 1000 ja oikeanpuoleisessa kuvassa
niitd on 10000. Kuvasta 2.1 huomataan, ettd 1000:1la pisteelld saadaan jo kohtuul-
lisen tarkka tulos, silli arvotut pisteet peittévit melko tasaisesti koko kuvaajan.
Arvontapisteiden lukumé&irin ollessa 10000 saadaan erittiin tarkasti peitetty ku-
vaaja, joten integraalin likiarvon tarkkuus parantuu huomattavasti arvontapisteitd
kasvattamalla. Toki melko tarkan likiarvon saa jo 1000:1la pisteella, mutta kaytta-
malld riittdvad méaardd arvontapisteitd pdastddn jo hyvin ldhelle interaalin oikeaa

32

arvoa % =~ 10,67. Mitd enemmin arvontapisteitd kiytetddn, niin sitd vihemmén

integraalin arvo vaihtelee testid toistettaessa.

Taulukko 2.1 Monte Carlo -integroiminen kuvaajasta

arvontapisteitd | [ .| [ | keskiarvo | keskiarvon virhe
100 9,250 | 12,250 10,950 0,283
1000 10,200 | 11,275 10,743 0,076
10000 10,478 | 10,775 10,612 0,055
100000 10,611 | 10,710 10,651 0,016
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Taulukkoon 2.1 on koottu Monte Carlo integroimisen tuloksia, kun arvontapisteiden
lukumaaraé vaihdellaan. Testi suoritettiin 10 kertaa jokaisella eri arvontapisteiden
lukumaaralla. Taulukosta huomataan, ettd miti suurempi maaré pisteitd arvotaan,
niin sitd vihemman keskiarvo heittda oikeasta arvosta. Arvontapisteiden lukuméi-
rian kasvattaminen myos pienentdéd saatujen integraaliarvojen varianssia, silld 10:n
toiston testissd pienimmaén ja suurimman integraalin arvon erotus on hyvin pieni
sekd 10000:tta ettd 100000:tta arvontapistettd kayttamalld. Tatd menetelmaa kiy-
tettdessd tulee koordinaattipisteitd arpoa mahdollisimman paljon, jotta testi antaa

tarkkoja likiarvoja integraaleille.

2.4 Monte Carlo -permutaatiotesti

Monte Carlo -permutaatiotesti on perusajatukseltaan hyvin yksinkertainen, silla sii-
ni toistetaan samaa toistoperiaatetta lukuisia kertoja. Kasiteltdvé aineisto voidaan
permutaatiotestissd jakaa kahteen osaan. Ensimméisen osa on vertailuryhma, jo-
ta merkitadn tédssd A:lla. Permutaatiotestid tehdesséd tutkitaan joukon A alkioiden
arvoja ja verrataan niitd koko otospopulaatioon. Olkoon otospopulaatio B ja se si-
sdltda kaikki permutaatiotestissd mukana olevat alkiot eli siten A C B. Permutaa-
tiotestissé lasketaan ensiksi tutkittavat arvot vertailuryhmille A ja tdmén jilkeen
tallennetaan saadut tiedot ylos. Seuraavaksi arvotaan vertailuryhmén alkioiden lu-
kumadrdn verran alkioita koko populaatiosta B ja lasketaan tdstd joukosta samat
tutkittavat asiat kuin vertailuryhméstd A. Tutkittavina asioina voivat olla esimer-

kiksi otoskeskiarvo, otosvarianssi tai otosihajonta.

Permutaatiotestin mallintamisen idea liittyy siihen, ettd tehdddn tehddin nollahy-
poteesi Hy, jonka mukaan seké vertailu etti otospopulaation arvot ovat samansuu-
ruisia. Tamén jilkeen tehddin H; hypoteesi, joka on nollahypoteesia vastaan ja tut-
kitaan sitd, ettd voidaanko mallintamisen yhteydessi saatujen tulosten perusteella
hyldta nollahypoteesi Hy. Vaikka permutaatiotestilld voidaan kisitelld erityyppisid
aineistoja tehokkaasti, niin aineiston testaamiseen liittyy kuitenkin monia kiytannoén
ongelmia. Néiista kerrotaan tarkemmin luvussa 3, jossa permutaatiotestiin liittyvid

ominaisuuksia kasitelldadn yksityiskohtaisesti.
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3. TUNTEMATTOMAN AINEISTON
TUTKIMINEN MONTE CARLO
-PERMUTAATIOTESTILLA

Téassé luvussa tutustutaan Monte Carlo -permutaatiotestin perusperiaatteeseen seké
tutkitaan permutaatiotestin lopputulokseen vaikuttavia tekijoitd. Permutaatiotes-
tissd hyodynnetdin paljon todennakoisyysmatematiikkaa permutaatioiden ja kom-
binaatioiden muodossa sekd hyddynnetdidn kertoman kasitettd. Kappaleessa tutki-
taan myos permutaatiotestin hyvia seké huonoja puolia. Samalla pohditaan permu-
taatiotestin hyodyntdmisen mahdollisuutta ja jirkevyyttd erikokoisten aineistojen

késittelyssa.

3.1 Permutaatiotestin toimintaperiaate ja siina kdytettdava ma-

tematiikka

Permutaatiotestilld voidaan tutkia tehokkaasti erikokoisia aineistoja luotettavasti,
kun ymmaértetidn permutaatiotestin lopputulokseen vaikuttavat tekijit. Olkoot ver-
tailuryhmén alkioiden joukko A ja kaikki alkiot siséltévd joukko B. Koska joukko
A kdsittdd vain osan joukon B alkioista, niin joukoille A ja B pitee A C B. Si-
ten myos joukkojen A ja B siséltdmien alkioiden lukuméérille n(A) ja n(B) pétee
n(A) < n(B), koska vertailuryhmén sisdltdessd kaikki alkiot ei permutaatiotestissé

ole miti#n jarked vertailuryhmén ollessa koko otospopulaation alkioiden joukko.

Téasséd tyossd kehitetddn permutaatiotestistd tilastollista toistokoetta muistuttava
mallinnusohjelma, jossa verrataan vertailuryhmad koko muuhun otospopulaatioon.
Ennen testin suorittamista madritetddn hypoteesit, joita testissa lihdetdan tarkaste-
lemaan. Yleensd hypoteesejd tehdidén kaksi kappaletta. Ensimmaiseksi madritetaan
nollahypoteesi Hy ja tdmén jilkeen méadritetddn vaihtoehtoinen hypoteesi Hi, jo-
ka on nollahypoteesid vastaan. Testin lahtGoletus on, ettd nollahypoteesi Hy pitda
paikkaansa [8, s. 29]. Kuitenkin testituloksesta riippuen nollahypoteesi H, voidaan
hyldta ja todetaan, ettd vaihtoehtoinen hypoteesi H; pitddkin paikkaansa tehdyn

testin perusteella. Jos H; hypoteesi osoittautuu oikeaksi yhden testin perusteella,
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niin testi on hyvi tehdd uudestaan, koska satunnaisuudesta johtuen testi voi an-
taa virheellisen tuloksen jopa pienilld riskitasoilla. Testin luotettavuutta arvioidaan

vield tarkemmin luvussa 4.

Jos A on vertailuryhmén alkioiden joukko ja B on kaikki alkiot sisdltéava joukko,

niin hypoteesit permutaatiotestissd voidaan méiritelld esimerkiksi seuraavasti.

H()I_

X, =X, (nollahypoteesi)
Hl : XA 2 71

(ykkoshypoteesi)

Hypoteeseissi, X 4 kuvaa vertailuryhmin alkioiden keskiarvoa ja X; kuvaa koko otos-
populaatiosta B otetun osajoukon keskiarvoa. Osajoukko X; sisiltiii saman méirin
alkioita kuin vertailuryhmé A. Permutaatiotestin lahtokohtana toimii oletus, ettd H,
pitdd paikkaansa. H; hypoteesi méadritellaan permutaatiotestissd tutkittavan asian
mukaan. Téssd tapauksessa halutaan tietdd, ettd onko vertailuryhmén alkioiden kes-
kiarvo suurempi tai yhtd suuri, kuin satunnaisesti koko otospopulaatiosta valittujen
alkioiden keskiarvo.

Testin lopputuloksen arvioimiseen kiytetiain yleensd P-arvoa. Hypoteeseji tutkivas-
sa testissd P-arvo kertoo sen todennidkoisyyden, jolla saatuun testitulokseen péas-
tidin kiyttamilld H, hypoteesia (olettaen, ettd Hy pitiid paikkaansa). Olkoon X;
otospopulaation B osajoukko, jossa on alkioita yhtd paljon kuin joukossa A. Tél-
16in voidaan merkiti niitd X; osajoukkoja x:1l4, jotka toteuttavat ehdon X 4 < X;.
Edelld maaritettyjen hypoteesien perusteella P-arvo saadaan tdssd tapauksessa ja-
kamalla x toistomaarilla n. Jos P-arvo on hyvin matala, niin saatuun tulokseen
paastaan harvoin kdyttidméalla H, hypoteesid. Téassd tapauksessa on syytd pohtia
Hy:n hylkdamistd. Koska tilastolliseissa testeissd tutkitaan satunnaissuutta eri ta-
voilla, niin siten my6s P-arvo on satunnaisluku ja sen suuruus vaihtelee toistettaessa
testi tdysin samalla tavalla. |8, s. 34-35] Permutaatiotestissi voidaan valita riskita-
so «, jonka perusteella saadaan ehto Hy hypoteesin hylkddmiselle. Mikali riskitaso
a on madritetty, niin Hy hypoteesi hyldtain, jos toteutuu ehto P-arvo < a. Té-
ten « kertoo sen todennikdisyyden, ettd hypoteesi hyliatdan virheellisesti saadun

testituloksen perusteella.

Ennen permutaatiotestin suorittamista méaaritellddn testissa tutkittavat hypoteesit
Hy ja H, seki testin kiyttdjan halutessa paitetddn riskitaso a. Permutaatiotestin
suorittavaa mallinnusohjelmaa varten kiayttdjan tarvitsee laskea valmiiksi vertailu-
ryhmén keskiarvo ja sekd vetailuryhmén sisdltdmén alkioiden lukuméard. Tamén
jalkeen testin suoritus voidaan aloittaa syottamalla laskettu keskiarvo ja alkioiden

lukuméard mallinnusohjelmaan. My0s testin toistoméaédrd N syotetddn funktion pa-
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rametreihin. Tdmén jidlkeen mallinnusohjelma arpoo N-kertaa vertailuryhméssé ole-
vien alkioiden lukuméarén verran alkioita koko populaatiosta ja laskee keskiarvon
jokaiselle erikseen arvotulle joukolle. Samaa alkiota ei voida valita kahdesti samal-
la toistokerralla. Saatua keskiarvoa verrataan vertailuryhmén keskiarvoon ja lopul-
ta N-kertaa ohjelman suoritettua mallinnusohjelma antaa kiyttijéille P-arvon, joka
kertoo sen todenndkdisyyden, jolla samaan tilanteeseen péaastiisiin kiayttamalla H

hypoteesia.

Monte Carlo -permutaatiotestiin liittyy olennaisesti se, ettd monellako eri tavalla
otospopulaation alkiot voidaan jirjestdd, ja montako erilaista x-lukuméirin sisalta-
vaa alkion yhdistelméa testissd on mahdollista arpoa. Taméan ongelman ratkaisemi-

seksi madritelladn kertoma seuraavasti |9, s. 49|.

Maaritelma 6 . Olkoon X ei-negatitvinen kokonaisluku. Talldin luvun X kerto-

maa merkitiin X! ja kertoma ilmaistaan muodossa

1 — X-(X=1)-...-1 kun X > 1
1 jos X =0

Kertoman avulla voidaan ilmaista kuinka monella eri tavalla voidaan joukon alkiot
asettaa jonoon. Esimerkiksi joukko, joka siséltdd n alkiota, voidaan jarjestdi n! eri

tavalla jonoon |9, s. 49].

Permutaatiotestissa ei olla kuitenkaan kiinnostuneita siitéd, ettd kuinka monella eri
tavalla joukon alkiot voidaan asettaa jonoksi. Olennaista on tietdd montako erilaista
k-alkioista osajoukkoa voidaan valita x-alkioisesta joukosta. Osajoukkojen lukuméaé-

rd saadaan selville hyodyntdmilla kertoman madritelméé seuraavasti [9, s. 58-59].

Maaritelma 7 Joukosta, jossa on x alkiota, voidaan valita k-alkioisia

osajoukkoja (i) kappaletta, jossa

%) = mosm

Téassd tapauksessa k-alkioisia osajoukkoja sanotaan joukon k-kombinaatioiksi. Kom-
binaatioiden maird on tirked osa permutaatiotestia, silld arvottaessa vertailuryh-

mén A alkioiden lukumééran verran alkioita koko otospopulaatiosta B saadaan mah-

B

dollisten kombinaatioiden méaaraksi ( I

), missd L kertoo vertailuryhmén alkioiden
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lukuméarin. Permutaatiotestisté voisi saada mahdollisimman tarkan arvion kiymal-
14 kaikki mahdolliset kombinaatiot lapi tasan kerran, ja laskemalla siitd, ettd kuinka
suuri osa kombinaatioista toteuttaa H; hypoteesin. Otoskoon suurentuessa tarpeek-
si kaikkien kombinaatioiden ldpikdyminen ei kuitenkaan ole jérkevaid tietokoneen
laskentatehon puitteissa, joten siksi riittdvin monta toistoa suorittava mallinnusoh-
jelma pystyy antamaan luotettavia tuloksia suurten otospopulaatioiden tapauksissa,

kunhan toistomaara N on riittava.

3.2 Normaalijakauman hyédyntaminen permutaatiotestissa

Monte Carlo -permutaatiotestin luotettavuutta oin vaikea arvioida, silld suurimmas-
sa osassa tapauksissa otospopulaatio on riittdvin suuri, jotta testin toistoméaara N
ei riitd kaikkien mahdollisten kombinaatioiden ldpikdymiseen, vaikka alkioiden ar-
pomisen sijaan kiytdisiin jokainen mahdollinen kombinaatio tasan kerran lavitse.

Kuinka sitten asiaa voidaan tarkastella? Maaritetdén aluksi hypotessit seuraavasti.

H()IYAZYZ‘
H1:7A>7i

Nyt asian yksinkertaistamiseksi merkitadn niitd kombinaatioita arvolla 1, jotka to-
tettuvat ehdon X 4 < X; ja niitd arvolla 0, jotka toteuttavat ehdon X4 > X,;. Téssé
X, on permutaatiotestin arpoman joukon alkioiden keskiarvo ja X 4 vertailuryhmén

keskiarvo.

Télla tavalla jokainen kombinaatio saa arvon 0 tai 1. Kombinaatiot, jotka saavat
arvon 1 ovat H; hypoteesin kannalta epdedullisia ja arvon 0 omaavat kombinaatiot
ovat suotuisia H; nidkokulmasta. Koska P-arvo kertoo testissé olevan H, hypoteesin
paikkaansa pitdvyyden todennikoisyyden ja téissid tapauksessa samalla H; hypo-
teesin hylkdamisen todennédkéisyyden, niin laskettaessa testauksen kombinaatioiden

arvojen (arvot ovat 0 tai 1) odotusarvo saadaan samalla selvitettyd P-arvo.

Kun merkitdan kombinaatioiden arvoja dskeisten ehtojen perusteella joko luvulla
0 tai 1, ja toistetaan testid N-kertaa, niin saadaan luotua toistokoe, jossa on kaksi
mahdollista vaihtoehtoa. Toistokokeen siséltdesséd riittdvin monta toistoa voidaan
normaalijakaumaa hyodyntad testin tuloksen ennustamisessa, jos kombinaatioiden

saamien arvojen odotusarvo ja varianssi tiedetdan.

Normaalijakauman avulla voidaan tutkia myds muiden Monte Carlo -menetelmien
tarkkuutta. Kuvassa 2.1 esitettiin MC -integroimisen tuloksia, kun hyddynnetdin

satunnaislukujen arvonta -menetelmii. Kyseisen menetelmén tarkkuutta voidaan
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yvhté lailla arvioida normaalijakaumaa kiayttamalla, koska merkitsemélléd integraalin
sisddn osuvia pisteitd arvolla 1 ja integraalin ulkopuolella olevia pisteitd arvolla 0,
paadytadn kaksi vaihtoehtoa sisiltavain toistokokeeseen aivan kuten permutaatio-
testissd. Tamé on hyva esimerkki siitéd, ettd yllattadvin moni matemaattinen numee-
risen ratkaisun antava menetelmé palautuu pienelld muotoilulla tilanteeseen, jossa
normaalijakaumaa pystytdan hyddyntamian tehokkaasti. Siksi normaalijakauma on
tarked tyokalu monissa tilastollisissa kokeissa. Madritelliin normaalijakauma seu-
raavasti [5, s. 45-47].

Maaritelma 8 Olkoot X satunnaismuuttuja ja Sx satunnaismuuttujan otosava-
ruus. Satunnaismuuttuja X on normaalijakautunut parametrein (u,c?), jos Sx € R

ja X :n tiheysfunktio f(x) on muotoa

fla) = —=e725")
o\ 2T

T&llsin satunnaismuuttuja X on normaalijakautunut ja merkitiin X ~ N(u,0?).
Huomataan myds, ettéd eksponentissa oleva lauseke (*=£)? saa nelioén korotuksen
johdosta saman arvon osoittajan merkisté riippumatta. Koska z:44 lukuunottamat-
ta muut muuttujat pysyvét vakioina, niin téstd seuraa, ettd f(z) on symmetrinen
suoran x = i suhteen. Toinen tidrked ominaisuus normaalijakaumassa on sen stan-
dardoitu muoto, jonka avulla voidaan laskea helposti kertyméfunktion arvo. kerty-

méafunktion likiarvo pystytidin katsomaan myos helposti taulukosta.

Jos muuttuja Z on standardoidusti normaalijakautunut, niin sitd voidaan merki-
td Z ~ N(0,1). Standardoidun normaalijakautuneen muuttujan Z kertyméfunktio

voidaan kirjoittaa seuraavasti |5, s. 45].

$2)=PZ<z2)=—— [ e dx (3.1)

Todistus sivuutetaan sen haastavuuden vuoksi. Jotta pystytdan hyodyntamaéain stan-
dardoidusti normaalijakautuneen muuttujan kertyméafunktiota, niin normaalijakau-
tunut satunnaismuuttuja X ~ N(u,0?) muutetaan kiisiteltéiviiin muotoon mééri-

telmén 9 perusteella.

Maéiritelma 9 Jos X noudattaa normaalijakaumaa eli pitee X ~ N(u,0?), niin

silloin
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7 =% N(,1).

g

Maaritelman 9 avulla voimme muuttaa minkd tahansa normaalijakaumaa noudat-

2 arvosta.

tavan satunnaismuuttujan standardoituun muotoon riippumatta u ja o
Nyt péaastadn késiksi satunnaismuuttujan kertyméfunktioon kiyttamalld seuraavaa

lausetta apuna [5, s. 46].

Lause 3 Jos satunnaismuutiuja X noudattaa normaalijakaumaa X ~ N(u,0?),

niin X :n kertymdfunktio F(x) on silloin
F(z) = o(55F).

Todistus. Hyodynnetddn méadritelmad 9, jotta kertyméfunktio voidaan muuttaa
sellaiseen muotoon, josta voidaan laskea kertyméfunktion arvoja kayttamaéllla stan-

dardoidun normaalijakaumaa hyodyksi. Kertymafunktioksi saadaan siis

Fz) = P(X <) = P55t < 22 V20 p(7 < 2y = g(22) = ¢(2) O

(e

Permutaatiotestissa P-arvo lasketaan vertailemalla satunnaisesti arvottujen alkio-
joukkojen keskiarvoja vertailuryhméan keskiarvoon. Tamén seurauksena P-arvo on
satunnaismuuttuja, koska sen arvo riippuu arvotuista alkiojoukoista. Jotta permu-
taatiotestin avulla saadaan muodostettua mahdollisimman tarkka arvio P-arvon
kiyttdytymisestd, niin permutaatiotestin kombinaatioiden arvojen (0 tai 1) odo-
tusarvo selvitetdin ensin. Pienilld otospopulaatioilla kyseinen odotusarvo voidaan
laskea kiymaélld jokainen mahdollinen kombinaatio ldpi tasan kerran ja laskemalla
odotusarvo siitd. Keskisuurilla tai suurilla otospopulaatioilla odotusarvoa ei voida
lasketa tarkasti, silli mahdollisten kombinaatioiden méaard kasvaa niin paljon, etti
ei ole jarkevid edes tietokoneella kiyda kaikkia mahdollisia kombinaatioita lavitse.
Normaalijakaumaa pystytdin hyodyntamaéén vain, jos odotusarvon lisiksi jakauman
varianssi tiedetddn. Yksittiisen toiston varianssi sellaisessa toistokokeessa, joissa on
mahdollista saada kaksi eri vaihtoehtoa (tdssid kombinaation arvot 0 tai 1), saadaan

lauseesta 4 ratkaistua odotusarvon avulla seuraavasti

Lause 4 . Olkoot X diskreetti satunnaismuuttuja ja p satunnaismuuttujan odo-
tusarvo. Jos satunnaismuuttuja X voi saada vain arvot 0 tai 1, nitn satunnais-

muuttujan variansst voidaan ratkaista yhtdlostd

0% = —p® + p
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Todistus. Kéytetdin apuna méaéritelméd 3, jonka mukaan varianssi voidaan ilmoit-
taa muodossa 0% = _ p;(z; — u)?. Olkoon z se todennikoisyys, ettd kombinaation
arvoksi tulee 1. Siten (1 —x) kuvaa sitd todennakoisyyttd, ettd kombinaation arvoksi

tulee 0. Nyt médritelméin 3 lauseke saadaan muotoon

ol = ZPL(% — p)?

& o = a(l-p)’+(1—-2)(0-pp?
& o = a(l-2p+p") + (1 —a)
& o0? = x—2au+ap’+p?— ol
& 0 = x—2zpu+pt

Voidaan sijoittaa © = i, koska x ilmaisee todenndkoisyyttd, ettd kombinaation ar-
voksi tulee 1 eli samalla x ilmaisee myds P-arvon, joka kuvastaa kombinaatioiden

arvojen odotusarvoa fi.

& 00 = p—2up+
& o = —pi+p O

Piirretdin yhtilostd —u? + p kuvaaja, jonka avulla voidaan tutkia varianssin vaih-
televuutta eri odotusarvoilla.

Varianssi permutaatiotestin yksittdisessa toistossa

0.256} 1

0.2+

Varianssi

0 02 04 06 08 1
Odotusarvo

0 1

Kuva 3.1 Satunnaismuuttujon varianssin suvuruus yksittdisessd toistossa
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Kuten kuvasta 3.1 voidaan selvisti huomata, niin varianssi saa suurimman arvon
funktion f(x) = —p? + p derivaatan nollakohdassa %, joten varianssin suurin mah-
dollinen arvo on f (%) = i = 0, 25. Alaspéin aukeavana paraabelina varianssi piene-
nee odotusarvon lahestyessi arvoa 0 tai 1. Koska hypoteeseji testatessa Hy hypo-
teesi voidaan hylatd P-arvon (eli pu:n) ldhestyessd arvoa 0 tai 1 riippuen hypoteesien
madrittelytavasta, niin yksittiisen toiston varianssi on yleensd paljon pienempi kuin
tmaz = 0,25. Kun yksittiisen toiston varianssi pienenee, niin myos testin kokonais-

varianssi pienenee, miki parantaa entisestidn permutaatiotestin luotettavuutta.

Yksittédisen toiston varianssia ei kuitenkaan voida suoraan kiyttdd P-arvon arvioi-
miseen, vaan P-arvon arvioimiseksi tarvitsee selvittd ensiksi N kertaa toistettavan

testin kokonaisvarianssi. Tahan paastadn késiksi keskeisen raja-arvolauseen avulla.

Lause 5 . Keskeinen raja-arvolause. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odo-
tusarvo on p ja varianssi o2. Jos X1, Xo, ..., X, on satunnaismuuttujasta X otettu
otos ja n on otosalkioiden lukumddrd, niin standardoidun otoskeskiarvon X kerty-
mafunktio F(t) lihestyy N ~ (0,1)-jakauman kertymdfunktiota ¢(z) eli

F(t)=P(X <t) = ¢(2), kun n— oo

Lause on 5 térked, silla satunnaismuuttujien summan jakauma alkaa ldhestyméain
normaalijakaumaa, kun summaan laskettavia satunnaismuuttujan arvoja on paljon.
Kun approksimoidaan satunnaismuuttujan summaa normaalijakaumalla, saadaan
useimmiten hyvid arvioida toistomadrdn ollessa yli 30, vaikka satunnaismuuttujan
jakaumaa ei tunneta. [5, s. 66-67| Lauseen 5 perusteella satunnaismuuttujan X

summalle saadaan seuraava ominaisuus.

Lause 6 . Olkoon X1+ X5+ ...+ X,, satunnaismuuttujan X otos. Jos satunnais-
muuttujan odotusarvo on u, varianssi o2 ja satunnaismuuttujan alkioiden lukumddrd

n, niin talloin satunnaismuuttujan summalle S ja otoskeskiarvolle X saadaan

S =X +Xo+...+ X, ~ N(nu,no?)

Permutaatiotestin ohjelma arpoo otospopulaatiosta alkiojoukon, jolle se antaa arvon
0 tai 1 riippuen siité, ettd toteuttaako alkiojoukko H; hypoteesin. Taten ohjelma

toimii ikddn kuin satunnaislukujen arpomiskoneena, koska se arpoo kombinaation,
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joka saa arvon 0 tai 1. Lauseen 6 perusteella tdma tarkoittaa samalla myds sité, et-
td kombinaatioiden arvojen summa ldhestyy normaalijakaumaa, kun toistomaara N
suurenee. Saatu summa voidaan muuttaa standardoituun muotoon méadritelman 9
avulla, jos tiedetiddn kombinaatioiden arvojen odotusarvo ja varianssi. [lman erillisia
tietokoneohjelmia vain harvassa tapauksessa odotusarvo tiedetdéin (otosvarianssi ja
otoskeskiarvo eiviit kelpaa), jolloin standardoidun normaalijakauman kertyméfunk-

tiota ei voida hyodyntad kaavan 3.1 mukaisesti kuin todella harvoissa tapauksissa.

3.3 Permutaatiotestin hyvat ja huonot ominaisuudet

Monte Carlo -permutaatiotestilld on sekd hyvid ettd huonoja puolia. Permutaatio-
testin vahvuuksiin kuuluu ehdottomasti se, etté riittdvin suurilla toistoméairilla jo-
pa isoista aineistoista saadaan kelvollisia likiarvoja P-arvoille. Vahvuuksiin kuulu-
vat myos testin yksinkertainen toimintaperiaate, joka auttaa ymméartamain testin
prosessia ja siihen vaikuttavia asioita seké tietokoneen nopea laskentatehokkuus, sil-
14 yksinkertaisen perusrakenteen vuoksi testi on usein kevyt suorittaa. TAmén seu-
rauksena permutaatiotesti suurilla toistomaérilla saadaan suoritettua hyvin lyhyessé
ajassa, joten testin uudelleensuorittaminen tarvittaessa onnistuu vaivattomasti, ja
itse testin luotettavuuden arviointiin jaa enemmaén aikaa, kun testin suorittamiseen

ei kulu ylimiéraista aikaa.

Permutaatiotestin heikkoudet liittyvit pitkélti testin tuloksen analysoimiseen se-
ki suurten otospopulaatioiden tuloksien luotettavuuteen. Ongelmia syntyy nimeno-
maan suurten aineistojen tutkimisessa, silld otospopulaation kasvaessa mahdollisten
kombinaatioiden méairé kasvaa eksponentiaalisesti. Pienilld ja keskikokoisilla otos-
populaatioilla ongelmaa ei vield ole kombinaatiomaérdn pysyessd inhimillisenéd. Jo
hyvin pienilld joukkojen A ja B alkioiden lukuméérilld on vaikea laskea kaikkia
mahdollisia tapauksia [10, s. 99-100]. Td4m&a huomataan helposti jo melko pienilla
otospopulaatioilla, silld esimerkiksi (150) = 252, (250) = 15504 ja (550) = 2118760. Toi-
saalta kombinaatioiden suuri mééra ei ole niin suuri ongelma, silld suuri toistoméara
auttaa luotettavan tuloksen saamisessa, vaikka kombinaatioita olisikin reilusti enem-
maéan kuin toistoja testissi. Toistokokeen omaisena kokeena my6s normaalijakaumaa
pystytddan hyédyntam&an testin analysoimisessa, jos odotusarvo ja varianssi tunne-
taan. Tarkempia tulkintoja testin suorittamiseen ja tulkintaan liittyen on esitetty

luvussa 4.
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4. PERMUTAATIOTESTIN MALLINTAMINEN

Téassé kappaleessa perehdytédan permutaatiotestin mallintamiseen liittyviin asioihin.
Ensinki selvitetdan kuinka tiedot populaation arvoista luetaan mallinnusohjelmaan
ja minkdmuotoista tietoa mallinnusohjelma tarvitsee toimiakseen. My0s permutaa-
tiotestin mallintamisessa kaytettdvat merkinnit selvitetddn, jotta kiyttdja pystyy
laskemaan ja sydttdméan tarpeelliset alkutiedot ohjelmaan. Lisdksi tutkitaan tes-
tin lopputulokseen vaikuttavien asioiden riippuvuutta ja selvitetdén keinoja, joilla

virhetta pystytddn pienentdméain jarkevilla keinoilla.

4.1 Mallin toiminta ja siina kaytetyt merkinnat

Permutaatiotestid hyodynnettidessd P-arvon selvittdmiseksi kdyttdjaltd vaaditaan
ennen varsinaisen testin suorittamista seki vertailuryhmén alkioiden keskiarvon, et-
td vertailuryhmaéssé olevien alkioiden lukuméérin laskemista. Testin onnistumisen
kannalta on erittdin tarkedd laskea oikein keskiarvo ja alkioiden lukuméara, silla mo-
lemmat vaikuttavat merkittavisti lopputulokseen. Kun nadma kaksi asiaa tiedetian,
voidaan testi aloittaa syottamaélld vertailuryhmaén keskiarvo, sen alkioiden lukumaé-

rd sekd toistojen méird permutaatiotestissé.

Permutaatiotestissi vertailuryhmén keskiarvoa, jonka kdyttdja syottdd mallinnus-
ohjelmaan, merkitddn K:lla ja puolestaa vertailuryhmén sisdltdvien alkioiden luku-
madraa L:114. Mallinnusohjelmassa L1:114 merkitddn koko otospopulaation kisitta-
van joukon alkioiden lukuméaraé. Testin kiyttdjén tulee huomioida, ettd funktion
parametriksi tulee sy6ttdd nimenomaan L:&n arvo eli vertailuryhmén alkioiden lu-
kumaéira eikd koko otospopulaation alkioiden lukumaéaéria. Mallinnusohjelma pystyy
itse automaattisesti laskemaan L1 suuruuden, kun ohjelma lukee tiedot kdyttdjan
valitsemasta tiedostosta. Parametreihin syotetddn vield tieto toistomédristd, jota

merkitddn normaaliin tapaan N:ll4.

Kayttdjan halutessa suorittaa permutaatiotestin avataan Liitteen 1 mukainen Matlab-

ohjelma, ja syotetddn Matlabin komentoriville alkutiedot seuraavassa muodossa.
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permutaatiotesti(K, L, N);

K:n paikalle syotetddn vertailuryhmén keskiarvo, L:n paikalle vertailuryhmén al-
kioiden lukumééra ja N:n paikalle testin toistomédra. Desimaalilukuja kirjoittaessa
tarkistetaan, ettd Matlabiin on syotetty pilkun sijaan piste, koska Matlab ei tun-
nista desimaalipilkkua. Alkutietojen jilkeen kysytdan testissa kiytettavad tiedostoa,
josta saadaan alkioiden arvot permutaatiotestis vaten. Tiedoston nimi sy6tetdan oh-
jelmalla kokonaisuudessaan, esim. data.txt, jonka jilkeen testi laskee P-arvon, jonka

jilkeen ohjelma tulostaa sen niytolle automaattisesti.

Alla olevasta listasta nahd&an kaikki oleelliset merkinnét permutaatiotestin mallin-

nusohjelmassa.

B = otospopulaation vaakavektori

E = H; hypoteesin toteuttavien arvontojen lukuméaira

K = vertailuryhmén alkioiden keskiarvo

L = vertailuryhman alkioiden lukumé&ira

L1 = otospopulaation alkioiden lukuméaara

N = mallin suorittama toistoméira

P-arvo = testauksen tuloksena saatava P-arvo

X = permutaatiotestin arpoman joukon keskiarvo (verrataan K :hon)

4.2 Aineiston muoto ja sen tuominen mallikoodiin

Permutaatiotestid mallintava ohjelma tarvitsee oikeanlaisen tiedoston, jotta se pys-
tyy késittelemiidn saatua tietoa. Koska Matlabin ominaisuuksista johtuen siind voi
olla vain yksi funktio yhdessé ohjelmassa, niin se rajoittaa hieman tietojen tuomista
mallinnusohjelmaan. Mallinnusohjelma voitaisiin laittaa kiyttajalta kysyméaédn tar-
kasti, ettd mistd tiedostosta, miltd sarakkeelta, ja kuinka paljon tietoja ohjelmaan
halutaan tuoda, mutta monen syotteen antaminen tasmallisesti yhté testid varten on
tyoldsta. Lisdksi kiyttdjan tekemien virheiden mahdollisuus kasvaa suuresti. Témén
takia liitteessd 1 esitetylld mallinnusohjelman koodilla pystytdin lukemaan tietoa
syotetyn tiedoston ensimmaéiseltd pystysarakkeelta, joissa kaikkien arvojen on oltava
numeroita (kdyttavd desimaalipistetti, koska Matlab ei ymmérrd desimaalipilkkua).
Tama on perusteltua jo pelkistidédn silld, ettd testikiyttdja joutuu laskemaan itse
keskiarvon ja alkioiden lukuméirin, joten aineiston on jarkevii olla yhdelld sarak-
keella, silla se helpottaa myos kiyttajan keskiarvon laskemista. Taémén seurauksena
mallinnusohjelman toiminta saadaan pidettyd mahdollisimman yksinkertaisena kai-
kille kdyttajille, koska se ei vaadi kiyttajalta kuin alkusyotteiden ja tiedoston nimen

syOttdmisen testin suorittamiseksi.
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Mallinnusohjelma vaatii myos tietyn tyyppisen tiedstomuodon toimiakseen. Liitteen
1 malli pystyy lukemaan tietoa joko txt- tai csv-tiedostosta. Néilla tiedostomuodoilla
testi toimii luotettavasti. Monissa tilastollisissa ohjelmissa kiytetdan csv-tiedostoja
aineistojen tutkimisessa, joten siksi permutaatiotestin toimiminen csv-tiedostolla voi
helpottaa testaajan tyotd huomattavasti, jos kisiteltdva aineisto on valmiiksi oikeas-
sa muodossa. Testi toimii my0s txt-tiedostoilla, joten pieniéd aineistoja tutkittaessa
kiyttaja pystyy tarvittaessa sy6ttamadn tiedot itse tekstitiedostoon. Tamaéan seu-

rauksena permutaatiotestin kiyttdminen aineistojen tutkimuksessa on helppoa.

4.3 Vertailuryhmdn ja otospopulaation vaikutus kombinaa-

tioiden maaraan

Vertailuryhmén A ja otospopulaation B koko vaikuttavat merkittdvisti erilaisten
kombinaatioiden lukumairidan. Kuten jo luvussa 3 mainittiin, pienilld otospopulaa-
tioilla kombinaatioiden méarat pysyvéit vield inhimillisind, mutta suurten otoskoko-
jen tapauksissa ei pystytd kiiyméan lapi kaikki mahdollisia kombinaatioita. Kuva 4.1

havainnollistaa kombinaatioiden mairaa pienilla otospopulaatioilla.

10-alkioinen otospopulaatio 10’ 20-alkioinen otospopulaatio
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vertailuryhmén alkioiden mééra vertailuryhmén alkioiden méara

Kuva 4.1 Mahdollisten kombinaatoiden mddrd 10-alkioisella ja 20-alkioisella otospopu-
laaliolla

Vasemmanpuoleinen pylvisdiagrammi ilmaisee tapauksen (1(10) ja oikeanpuoleinen
kuvaaja tapauksen (2@0)’ joissa a kuvaa vertailuryhmaissa olevien alkioiden lukuméa-
rdd. Kuvan 4.1 pylvisdiagrammeista huomataan, ettd jo pienikin otospopulaation
kasvattaminen lisda kombinaatioiden méadran moninkertaiseksi. Liséksi kuvista voi-
daan todeta myds, ettd kombinaatioiden méaéré vertailuryhmén alkioiden funktiona
on symmetrinen ja kombinaatioita on eniten, kun n(a)= 3n(b), jossa n(a) on vertai-
luryhmén ja n(b) otospopulaation alkioiden lukumééra. Kuvasta voidaan myos pas-
telld, ettd permutaatiotestin mahdollisten kombinaatioiden lukumééra pysyy siedet-

tavand, jos vertailuryhmén koko on pieni suhteessa otospopulaatioon.
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Toisaalta pientenkin otospopulaatioiden tapauksissa permutaatiotestiin liittyy erés
suuri ongelma. Vaikka kombinaatioita olisikin vain vdhén, niin tdma aiheuttaa silti
ongelmia odotusarvon laskemisessa. [lman odotusarvoa ei voida hyodyntda normaa-
lijakaumaa ja sitd kautta P-arvon satunnaisuutta ei pystytd arvioimaan tarkasti.
Jotta odotusarvo saadaan selville, tarvitaan erillinen laskentaohjelma selvittdmaan
odotusarvo kidymalla kaikki mahdolliset permutaatiot 1api tasan kerran ja tutkimalla

mitkd annetuista tapauksista toteuttavat H; hypoteesin ja mitka eivit.

Jos otospopulaatio on suuri, niin kombinaatioita on jo niin paljon, ettd edes erillis-
ten tietokoneohjelmat laskentatehokkuus ei riitd kaikkien permutaatioiden lapikay-

miseen ja siten odotusarvon laskemiseen. Tamé kiy ilmi kuvasta 4.2.

x 1013 50-alkicinen otospopulaatio X 1028 100-alkioinen otospopulaatio
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vertailuryhmén alkioiden méaara vertailuryhman alkiciden maara

Kuva 4.2 Mahdollisten kombinaatoiden mdadrd 50-alkioisella ja 100-alkioisella otospopu-
laatiolla

Kuten kuvan 4.2 diagrammeista kiyi ilmi, niin jo 50-alkioisella otospopulaatiolla
kombinaatioiden méaéird on valtava, ja 100-alkioisella otospopulaatiossa kombinaa-
tioita voi olla jo yli 10?® kappaletta. Kuvan 4.2 oikeanpuoleista pylvisdiagrammin
muotoa katsomalla voisi virheellisesti olettaa, ettd kombinaatioiden méaara pysyy jar-
keviné, kun vertailuryhmén koko on todella pieni verrattuna koko otospopulaatioon
tai ldhes koko otospopulaation suuruinen. Néin ei kuitenkaan ole, silld esimerkiksi

(11050) ~ 10'" ja (110(?) ~ 10

Ongelmaksi muodostuu siis kombinaatioiden laskeminen odotusarvon selvittdmisek-
si. Suurten otospopulaatioiden tapauksissa erilliselld laskentaohjelmillakaan ei saada
ratkaistua odotusarvoa jarkevissa ajassa. Lisiksi ei ole jirkevaé olettaa, ettd kiyt-
tajalla on kdytossd mitdan erillistd toimivaa laskentaohjelmaa eiké ole hyvéa 1dhto-
kohta, ettd permutaatiotestin suorittamiseksi tarvitaan useita testaus- tai mallin-
nusohjelmia. Kuinka sitten odotusarvoa ja sitd kautta P-arvon satunnaisuutta ja
suuruutta voidaan arvioida luotettavasti? Onneksi permutaatiotesti on hyvin kevyt

suorittaa, joten kiyttdja pystyy itse tutkimaan P-arvon kiyttdytymistd toistaessa
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testid mahdollisimman monta kertaa. Jo muutaman testauksen perusteella kiytta-
ja pystyy paattelemadn P-arvon kiyttaytymista, silla kiytettdessa testissd suurta

toistomédarid testin antaman P-arvon varianssi pysyy pienend.

4.4 Virheen minimoiminen permutaatiotestissa

Moni tekija aiheuttaa virhettd permutaatiotestin lopputulokseen. Vaikka tyossa ei
kisitellikddn satunnaislukujen generointia, niin testausohjelman kyky arpoa satun-
naislukuja riittdvin hyvin voi vaikuttaa lopputulokseen yllattavin paljon. Toistoja
permutaatiotestissd voi olla jopa satoja tuhansia ja yksittiisessi toistossa ohjelma
saattaa joutua arpomaan kymmenié satunnaislukuja arpoessaan alkioita. Vaikka vir-
he algoritmissa ei olisikaan kovin suuri, niin sen vaikutus helposti moninkertaistuu
toistoméaran ollessa suuri. Kéyttija pystyy myos itse vaikuttamaan permutaatio-
testin tarkkuuteen, silla valitsemalla testid suoritettaessa riittavan suuri toistomaara

n, saadaan testin antaman P-arvon varianssia pienennettyd.

Jos kombinaatioiden arvojen odotusarvo on pystytty ratkaisemaan esimerkiksi toisel-
la mallinnusohjelmalla kdymaélla kaikki mahdolliset kombinaatiot 14pi tasan kerran,
niin P-arvon luottamusvili voidaan selvittda normaalijakauman avulla. Nyt voidaan
lauseen 4 avulla laskea yksittaisen toiston varianssi. Tassd tapauksessa kiayttamalla
yksittdisen toiston maksimivarianssia fi;,e. = 0,25 lauseen 4 avulla lasketun va-
rianssin sijasta, saadaan luottamusvili kattamaan suurempi todennakoisyys. Mikéli
P-arvon luottamusvili kattaa suuremman todennakoisyyden kuin sen pitéisi, niin hy-
poteesin hylkdfiiminen, toteaminen oikeaksi tai hypoteesin epdvarmuus on helpompi
todeta. Toki maksimivarianssia kiytettdessa kayttaja ei saa tdysin oikeanlaista ku-
vaa saadun P-arvon luottamusvilistd, mutta yleiselld tasolla permutaatiotesti antaa
todella tarkkoja arvioita aineiston muodosta ja koosta riippumatta. Kaiken lisak-
si se on kevyt suorittaa tietokoneella, miké parantaa entisestdiin sen kiyttdmisen

kannattavuutta.

Permutaatiotestid tehdessd pitdd kuitenkin muistaa, ettd keskiarvo ei valttamét-
td kuvaa parhaiten aineistoa. keskiarvo ei kuvaa ainestoa hyvin, jos aineistossa on
esimerkiksi muutama todella suuri luku. Tamén seurauksena vertailuryhmén sisal-
tdessd yhdenkin vihintdén kertaluokan suuremman alkion voi olla ldhes mahdotonta
ottaa sellaisia alkiokombinaatioita, joilla olisi suurempi keskiarvo kuin vertailuryh-
malld. Ongelmia voi muodostua myos siitd, jos alkioiden arvot painottuvat todel-
la paljon daripaihin. Ongelmaa korostaa vield mahdollinen suuri ero pienimmén ja

suurimman alkion valilla.

Ongelmatapauksissa kiyttédjalla on mahdollisuus pilkkoa otospopulaatio osiin skaa-
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laamalla alkioiden arvot sopivasti. Esimerkiksi otospopulaation siséltdessi arvoja
valiltd [10, 10000] voi olla esimerkiksi jarkevid skaalata arvot muutamaan luokkaan
seuraavasti [10-50| = 0, [50-200] = 1, [200-1000] = 2 ja [1000-10000] = 3. Nyt arvot
vaihtelevat 0-3 vililtd ja permutaatiotestilld voidaan saada jotain jarkevid tuloksia
aineistosta. Néin tehdessi pitdd kuitenkin muistaa, ettd arvoluokkien skaalaaminen
vaikuttaa merkittavasti lopputuloksiin, joten tdménkaltaisia muutoksia tehdessa tu-
loksiin on hyvi suhtautua kriittisesti. Paljon daripddn arvoja tai yksittaisid suuria
arvoja sisaltivia aineistoja on vaikea tutkia milldén keinolla, mutta permutaatio-
testi antaa siihen kuitenkin mahdollisuuden. Tuloksiin on kuitenkin hyvé suhtautua

kriittisesti, mikéli aineistoa skaalataan erikseen permutaatiotestiin.
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5. JOHTOPAATOKSET

Téassd tyossa tutustuttiin pintapuolisesti erilaisiiin Monte Carlo -menetelmiin ja
tyon pédpaino oli Monte Carlo permutaatiotestissi. Monia MC -menetelmid pys-
tytddn hyodyntamain monipuolisesti ja useimmat menetelmét antavat hyvia likiar-
voja ongelmiin, joiden ratkaiseminen tarkasti voi olla hyvinkin hankalaa. Usein hy-
vé likiarvo on riittdvd ongelman ratkaisemiseksi. Tyypillisté erilaisille Monte Carlo
-menetelmille on se, ettd menetelmét kiyttavit usein hyvin yksinkertaista matema-
tiikkkaa. Menetelmien tehokkuus ja kdytettdvyys perustuukin niiden helppoon mal-
lintamiseen seké yksinkertaisuuteen. Mallinnusohjelmat ovat usein kevyité suorittaa
tietokoneella, jolloin toistoméirid saadaan kasvatettua suuriksi, mika puolestaan pa-

rantaa entisestaan testien tarkkuutta.

Monte Carlo -menetelmien keskeinen ongelma liittyy kuitenkin satunnaislukujen ar-
pomiseen. Satunnaislukugeneraattorit ja algoritmit eivit koskaan pysty arpomaan
tdysin satunnaisia lukuja, joten ohjelman satunnaislukujen arpomisen tarkkuus voi
vaikuttaa testin lopputulokseen. Useimmat ohjelmat kuitenkin pystyvit arpomaan
satunnaislukuja riittdvin hyvin, minké takia eri testeilld ja metodeilla saadut likiar-

vot ovat usein riittivin tarkkoja.

Yllattavin monessa menetelméssa pystytddn hyodyntdméin normaalijakaumaa jol-
lain tavalla testituloksien analysoimisessa. Normaalijakaumaa voidaan hyédyntad
niin MC -integroimista satunnaislukujen arvonta -menetelmaé kiytettaessa kuin MC
-permutaatiotestiii kiytettiessd. Menetelmissé voidaan pienilld merkitsemistavoilla
palauttaa ne muotoon, jossa normaalijakaumaa voidaan hyodyntaé testituloksien ar-
vioimisessa. Merkitsemélla permutaatiotestissd kaikki vaihtoehtoisen hypoteesin H;
kannalta suotuisat kombinaatiot arvolla 0 ja epdsuotuisat arvolla 1 paadytddn ti-
lanteeseen, jossa kombinaatioiden odotusarvo kertoo samalla P-arvon, joka ilmaisee

todennikdisyyden, ettd testin tulokseen olisi padsty kiayttamalla Hy hypoteesié.

Permutaatiotesti on luotettava, koska merkitsemélld kombinaatioiden arvoja luvuil-
la 0 ja 1, saadaan luotua toistokoe, jossa on vain kaksi mahdollista vaihtoehtoa.
Koska tietokoneohjelma pystyy lisdksi laskemaan tuhansia toistoja todella nopeas-

sa ajassa, niin testin lopputuloksesta tulee todella tarkka. Koska permutaatiotes-
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tissd saadaan selville kombinaatioiden arvojen otosvarianssi ja otoskeskiarvo, niin
P-arvon luottamusvileja ei padsta ratkaisemaan normaalijakaumalla, silld normaa-
lijakauma vaatii tiedon odotusarvosta ja varianssista. Jos kiyttdja on selvittinyt
kombinaatioiden odotusarvon jollakin muulla tietokoneohjelmalla kiymalla kaikki
kombinaatiot tasan kerran ldpi, niin siind tapauksessa normaalijakaumaa voidaan

kuitenkin hyodyntaa.

P-arvolle saadaan todella tarkkoja arvioita muodostettua, vaikka aineisto ei nou-
dattaisikaan mitdin todennékoisyysjakaumaa. Se on samalla yksi MC -menetelmien
vahvimmista puolista. Tésséd tydssa tutkittiin permutaatiotestié keskiarvon vertai-
lemisen kannalta. Aina kuitenkaan keskiarvo ei anna oikeanlaista kuvaa aineistosta,
jolloin permutaatiotestin tuloksista ei voida tehdd kunnon johtopaatoksia. Tallai-
sid tapauksia voivat olla muun muassa aineistot, joissa on muutama todella suuri
arvo tai aineiston alkioiden arvot painottuvat selkefisti daripéihin aineiston suurim-
man ja pienimmén arvon erotuksen ollessa hyvin suuri. Néissdkin tapauksissa voi-
daan saada jirkevid tuloksia aikaan lajittelemalla alkiot luokkiin, jolloin eri luokat
saavat eri arvon ja nyt permutaatiotestii pystytdan taas hyodyntdmé&dn aineiston
tutkimisessa. Aineistoja itse muokatessa on kuitenkin hyva muistaa pitda kriittinen
nidkokulma tuloksia arvioidessa, silla muokatun aineiston tulokset eivit valttaméatta

kerro mitiddn jarkevia alkuperéisesta aineistosta.

Vaikka kiyttajé ei tietdisi kombinaatioiden arvojen odotusarvoa, niin on tapoja ar-
vioida P-arvon luottamusvilid tietylld riskitasolla «. Kayttdja voi laskea karkean
luottamusvilin P-arvolle kiyttamalla testista saatua P-arvoa odotusarvona. Jos tois-
tom&ard n on riittdvan suuri, niin testin antama P-arvo, joka siis ilmaisee samalla
kombinaatioiden arvojen odotusarvon, ei yleensa eroa "oikeasta” odotusarvosta kovin
suuresti. Kayttamalld testistd saatua P-arvoa odotusarvona ja laskemalla varians-
si lauseesta 4, saadaan P-arvon luottamusvili laskettua normaalijakauman kautta.
Arvio P-arvon luottamusvilistd voidaan tehdd myo6s hyodyntamalld keskeistd raja-
arvolausetta. Téssd menetelméssid permutaatiotesti suoritetaan x kertaa, ja laske-
taan testien antamien P-arvojen perusteella luottamusvili hyodyntamalla lausetta
6. On kuitenkin hyvd muistaa, ettd néillda menetelmilld ratkaistut luottamusvélit
eivit ole pdtevid ja niiden tarkoitus on ainoastaan muodostaa kuva testaajalle P-
arvon kiyttaytymistd. Téstd huolimatta néilld menetelmilld ratkaistut luottamus-
valit niyttiavat toimivan hyvin, silld testasin mallinnusohjelmaa satoja kertoja tie-
dostoilla, joiden oikean odotusarvon tiesin, ja ¢ ja 20 luottamusvilien sisian osui
lahes oikean verran testituloksien P-arvoista. Téatd asiaa olisi hyva tutkia lisdé, kos-
ka jos P-arvoista saadaan muodostettua luotettavia luottamusvilejd, voidaan sita

tulevaisuudessa hyodyntédi erityisesti tilastollisessa testaamisessa.
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Monte Carlo -menetelmit soveltuvat hyvin monenlaisten ongelmien ratkaisemiseen,
koska MC -menetelmét ovat usein matemaattisesti yksinkertaisia sekd kevyitéd suo-
rittaa tietokoneohjelmilla. Menetelmien hyvana puolena on myos se, ettd aineistojen
ei tarvitse noudattaa mitddn tunnetta todennakoisyysjakaumaa, jotta niitd voidaan
késitelld. Monissa menetelmissi toistoméaérit saadaan kasvatettua menetelmien yk-
sinkertaisuuden vuoksi suuriksi, jolloin saadut likiarvot ovat usein riittavin tarkkoja,

jotta menetelmid kannattaa hyodyntaa.

Monte Carlo -permutaatiotestissd aineistosta valitaan vertailuryhmaé, lasketaan ver-
tailuryhmén keskiarvo ja koko ja paatetddn toistomédrd. Naméi tiedot syGtetddn
mallikoodiin, joka vertaa satunnaisesti arvottujen alkioiden keskiarvoa vertailuryh-
méan keskiarvoon ja testin lopussa ohjelma antaa kiyttdjélle P-arvon, joka ilmaisee
sen todennékoisyyden, ettd lopputulokseen péastiisiin olettamalla vertailuryhmén
keskiarvo yhtéd suureksi koko muun populaation keskiarvon kanssa. Kaiken kaikki-
aan permutaatiotesti on toimii siis loistavana apuvélineend aineistojen tutkimisessa,
etenkin sellaisten aineistojen, jotka eivit noudata tunnettuja todennikdisyysjakau-

mia.
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LIITE 1. MONTE CARLO
-PERMUTAATIOTESTIN MALLINNUSKOODI

function P_arvo = permutaatiotesti (K,L,N)

prompt = ’Syotd késiteltdvan tiedoston nimi!’;

tiedosto = input(prompt, 's’);

Y%Kysytaan kayttiajaltd tiedosto, josta otospopulaation tiedot
luetaan

A = importdata(tiedosto);

% Luetaan tiedot syotteen tiedoston 1.sarakkeesta

B=A."; % Muutetaan sarake vektoriksi —> helpompi
kasitelld tietoa

L1 = length(B); % permutaatiotesti laskee juuri tehdyn
vektorin pituuden

E=0;

for i=1:N; % Luodaan silmukka, joka suorittaa N-kertaa L—
alkioisen joukon arvonnan
¢ = randperm (L1,L); %Randperm varmistaa , ettid samaa

alkiota ei valita useampaa kertaa samassa arvonnassa

B2 = B(c¢);
X = mean(B2); % Lasketaan keskiarvo saadulle

arvontajoukolle

if KX %Verrataan testin laskemaa keskiarvoa K:n arvoon
ja jos ehto K < S toteutuu —> E:td kasvatetaan
vhdelld
E=E-+1;
else
E=E+0;
end
end
P_arvo=E/N; %Kun silmukka on kidyty ldpi (N-kertaa), niin
lasketaan p—arvo (P) jakamalla E testin toistomddralla N
J = num2str(P_arvo);
X=["P—arvo tarkastelujoukolle on ’,J];
disp (X); %Tulostetaan P—arvo néaytolle
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