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Tamén diplomityon tarkoituksena on tutkia kompleksifunktioita ja konformikuvauk-
sia sekd niiden soveltuvuutta virtauksien mallintamiseen.

Ensimmaisessid luvussa tarkastellaan aluksi kompleksifunktioita yleisesti ja kéy-
dédin lapi teoriaa, jota tarvitaan konformikuvausten méirittamiseksi ja ymmartami-
seksi. Teoriassa kiydé&in lapi Cauchy-Riemannin yhtiloitd ja siitd siirrytdédn edelleen
harmonisiin funktioihin, jotka ovat tirkeitd, kun halutaan ymmaértaé teoriaa konfor-
mikuvausten taustalla. Viimeisené tarkastellaan analyyttisten funktioiden soveltu-
vuutta erilaisiin virtaustilanteisiin kuten: horisontaalivirtaus, virtaus 90° sisikulman
ohi ja virtaus sylinterin ohi.

Toisessa luvussa tarkastellaan aluksi joitakin analyyttisten kuvausten perustavan-
laatuisia esimerkkejé. Sen jélkeen kerrotaan varsinaisista konformikuvauksista seké
niiden tdrkeimmaéstd ominaisuudesta eli kulmien sdilymisestd. Kuvaus on konformi-
kuvaus, jos funktio on analyyttinen ja sen derivaatta on nollasta poikkeava. Térkein
konformikuvauksen sovellus on Joukowskin muunnos, jota tarkastellaan tarkemmin
vield kolmannessa luvussa. Joukowskin muunnoksella saadaan muutettua sylinterin
leikkausprofiili lentokoneen siiven leikkausprofiiliksi.

Kolmannessa luvussa on otettu fyysiseksi esimerkiksi lentokoneen siipi ja siithen
kohdistuva virtaus, noste ja paine. Lentokoneen siipi ja sen ympaérilla olevat vir-
taukset saadaan muodostettua sylinteristd Joukowskin muunnoksen avulla tietyilla
parametrien arvoilla. Kompleksisen integraalin avulla voidaan laskea py&rrekentta
lentokoneen siiven ymparille ja niin edelleen saadaan laskeuttua myos noste, jota
ilman lentokoneet eivit lentiisi. Tdhén vaikuttaa luonnollisesti myos painejakauma

siiven ymparilld, ja sitd tarkastellaan viimeiseksi sylinterin avulla.
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The purpose of this Master of Science Thesis is to study complex functions and
conformal mapping and show how this can be applied in fluid dynamics.

In the first chapter we consider complex functions in general and study the theory
of conformal mappings. Cauchy-Riemann’s equation and harmonic functions are
important in the theory of complex analysis. Finally, we show the use of complex
analytical functions to model different kind of fluid flows such as a horizontal flow,
flow past a 90 degree interior corner and flow past a cylinder.

In the beginning of the second chapter we consider some basic examples of analytic
maps. Then we discuss about conformal mappings and about the most important
property of conformal mappings that is preservation of angles. Furthermore, the
most important application of conformal mapping in this thesis is the Joukowski
transformation, which is examined more in last part. We can change the profile of a
cylinder to a profile of an airfoil with Joukowski transformation.

In third chapter we examine a physical example of airfoil as well as about fluid
flow, lift and pressure distribution being directed to airfoil. An airfoil and streamlines
aroud it are formed with Joukowski transformation from a cylinder with certain
parameters. Complex integrals can be used to calculate circulation around airfoil
and hence calculate the lift that makes airplanes to fly. Pressure distribution has

also an effect on the lift and it is the last case we are discussing.
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TERMIT JA NIIDEN MAARITELMAT

Alue
Ei-tyhjé, yhtendinen avoin joukko. [2]

Analyyttinen funktio
Kompleksifunktio on analyyttinen pisteessi zy, edellyttiden ettd on jokin € > 0

siten, ettd f’(2) on olemassa kaikilla arvoilla z € D (z). [3]

Argumentti
Argumentti arg z on joukko, joka kuvaa kaikkia sddevektorin ja reaaliakselin

vilisid kulmia 6. 3]

Avoin joukko

Joukko on avoin, jos sen jokainen piste on sisépiste. [4]

Bijektio

Kuvaus on seké injektio ettd surjektio. [14]

Derivoituvuus
f(z)=f(20)

Kompleksifunktio on derivoituva pisteessi z; € C, jos raja-arvo lim,_,., pemon

on olemassa. [1]

Dipoli
Esimerkiksi sahkodipoli on kahden erimerkkisen, mutta yhta suuren varauksen
muodostava pari ja ndiden sdhkdisten varausten ympaérilld on sihkokenttavii-
vat. [18]

Harmoninen funktio
Funktio on harmoninen alueessa A, jos silld on jatkuvat toisen kertaluvun

osittaisderivaatat ja se toteuttaa Laplacen yhtalon. [4]

Ideaalinen virtaus

Kokoonpuristumaton ja pyorteeton virtaus. [1]

Injektio
Kuvaus f kuvaa eri lahtojoukon alkioille eri maalijoukon alkion.Toisin sanoen,
jos Vo, my € Q1 xy # 13 = f(21) # f(x2). [14]

Jatkuvuus

Funktio f on jatkuva pisteessd zy € A, jos lim,_,,, f(2) = f(z0). [4]

Jattoreuna

Lentokoneen siiven takareuna, jossa virtaus jattda pinnan. [1]
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Kohtauskulma

Kulma, jossa levy tai lentokoneen siipi on suhteessa virtaukseen niahden. 1]

Kokonainen funktio

Jos f on analyyttinen koko kompleksitasossa, niin f on kokonainen funktio.

3]

Kokoonpuristumaton virtaus

Virtauksen tilavuus ei muutu virtauksen aikana. [1]

Kompaktisuus

Joukko on kompakti, jos se on suljettu ja rajoitettu. [4]

Konformikuvaus

Jos g(z) on analyyttinen funktio ja sen derivaatta ¢'(z) # 0. [1]

Kriittinen piste

Piste, jossa derivaatta katoaa eli f'(z9) = 0. [1]

Laminaari virtaus
Kokoonpuristumaton ja pyorteetdn virtaus, jossa ei tapahdu sekoittumista ra-

jakerrosten vélilla. [1]

Neumannin homogeeninen reunaehto

Kappaleen seindmén ldpi ei kulje virtausta. [1]

Ortogonaalisuus
Kéyrien sanotaan olevan ortogonaaliset pisteessd (x,y), jos kdyrien tangentit

ovat kohtisuorassa toisiaan vasten pisteessé (z,y). [19]

Patopiste
Piste, jossa virtaus ei mene kiintedn seindmén lapi vaan pysahtyy eli virtauksen

paikallinen nopeus on nolla. [1]

Polku
Kahta eri pisteparia yhdistiva kiyra. Jos pisteparit ovat samat, jos polku alkaa

ja paidttyy samaan pisteeseen. |16]

Rajoitettu joukko
Joukko A on rajoitettu, jos se sisdltyy johonkin suljettuun kiekkoon. Toisin

sanoen on olemassa R > 0 siten, ettd jokaiselle z € A saadaan |z| < R. 3]

Reuna-arvo -ongelma

Ongelma, jossa etsitddn yhtélolle ratkaisu, joka toteuttaa reunaehdot. [13]
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Reunapiste
Zp on reunapiste, jos sen jokainen avoin e-ymparisto sisaltdd pisteen, joka kuu-

luu joukkoon S ja pisteen, joka ei kuulu siihen. [4]

Siled kiiyrd Kéyrd C : z(t) = x(t) + iy(t) on siled, jos 2/(t) = 2/(t) + iy/'(t) on
jatkuva ja erisuuri kuin nolla valilld a <t < b. [3]

Reuna
Sisaltdd kaikki joukon S reunapisteet. |2]

Singulaaripiste
Funktio f ei ole analyyttinen pisteessd «, mutta jokainen pisteen o ympéristo

Drg(a) siséltad ainakin yhden pisteen, missd f on analyyttinen. [3]

Sirkulaatio Nostovoiman syntymisessd vaikuttava keskeinen asia. Se tarkoittaa
ympyrian muotoista liikettd, jossa ilmavirtaus tulee sivulta ja kohtaa sylin-
terin. Sylinterin etupinnalla patopisteessa virtaus jakautuu yli- ja alapuolelle

ja kohtaa taas sylinterin takapinnalla toiseessa patopisteessi. 24|

Sisapiste
2o on joukon S sisépiste, kun on olemassa zo:n ympéristo, joka sisiltda ainoas-
taan joukon S pisteitd. |2]

Suljettu joukko

Joukko S on suljettu, jos se sisiltdd kaikki reunapisteensi. 2]

Sulkeuma
Suljettu joukko, joka sisiltaé kaikki joukon S pisteet yhdessé joukon S reunan
kanssa. [2]

Surjektio
Kuvaus f on surjektio, jos sen jokaisella maalijoukon alkiolla y on 1dhtéjoukon
alkio x siten, ettd f(z) =y. [15]

Sidhkokentin ldhde

Kentén virtaviivat suuntautuvat pois péin lihteesta.|[7]

Sahkdkentin nielu

Kentén virtaviivat padttyvit nieluun. [7]

Tasapainotila

Ajan suhteen muuttumaton tilanne. [1]
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Turbulenssi
Virtauksen nopeus ja muut virtauksen ominaisuudet vaihtelevat satunnaisesti
ja kaaottisesti. [12]

Ulkopiste
zo on joukon S ulkopiste, jos silld on ympéaristo, jossa ei ole joukon S pisteita.

2]

Vapaa virtaus
Virtaus, joka on riittdvin kaukana virtauksessa olevasta kappaleesta siten, etté

kappale ei endé vaikuta virtaukseen. |7|

Yhdesti yhtendinen alue

Alue ei sisalld reikié. [1]

Yhtendisyys
Joukko on yhtendinen, jos sen mitké tahansa kaksi pistettd voidaan yhdistida

murtoviivalla, joka kuuluu joukkoon S. [4]

Ymparisto
Sisaltaa kaikki pisteet z, jotka ovat pisteen z, e-siteisen ympyran sisédpuolella,

lukuunottamatta ympyréin keh&i. [2]
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SYMBOLIT JA NIIDEN MAARITELMAT

arg z

Arg z

limz—>20

Do

N

argz = {p:z=r(cosp+isiny)}. 3]

Argz =, missi —m < ¢ < . |[3]

Dimensioton painekerroin C, = (p — pso)/(30V?). [7]
Dimensioton nostekerroin Cj, = L/(3pV*R) = 8rsin . [7]
Kompleksilukujen joukko C. [3]

e-siteinen ympéristé D, = {z : [z — 2] < €}.[2]
Kuvajoukko D = ¢(Q2) c C.[1]

Viliaineen vastus. [7]

Kompleksiarvoinen funktio f(z) = u(z,y) + iv(z,y). [3]
Imagin#iriyksikks i = /—1. [3]

Kompleksiluvun z reaaliosa. [3]

Kompleksiluvun z imaginaariosa. 3|

Integraali pitkin polkua C. [3]

Noste L = vp2rsin ¢/(2m). 9]

Raja-arvo, jossa piste z ldhestyy pistetta zo. |3]

Paine. |7]

[Iman normaalipaine. [7|

Kompleksitason ensimméiinen neljinnes Q = {z > 0,y > 0} C C.

1]

Kompleksiluvun z = /2% 4 y? etdisyys origosta. |3]
Sylinterin tai ympyran siade. [9]

Kompleksitason ylempi puolitaso. [1]

Vapaa nopeus. |7]

Kompleksiluvun z = z + iy kompleksikonjugaatti z = = — iy. |3]



Virtauksen nopeuskentti v = (u(x,y),v(x,y))’. [1]
Virtausnopeus. 9]

Neste- tai kaasupartikkelien seuraamat virtaviivat z(t) = x(t) +
wy(t). 1]

Partikkelin hetkellinen nopeus 2 = dz/dt . [1]

Partikkelin vauhti |2| = /42 + 92.[1]

Gradientti V = <8%, B%)T. 1]

Laplacen operaattori A = V2 =V - V. [13]

Ilman tiheys. [9]

Kohtauskulma. [9]

Kulma, jonka |z| tekee positiivisen reaaliakselin kanssa. |3|

Yhdesti yhtendinen alue. [1]

Virtauskentédn f(z) kompleksipotentiaalifunktio x(z) = ¢(z,y) +
W (z,y). [1]

Virtauksen nopeuspotentiaalifunktio. [1]
Virtauksen virtafunktio. [1]
Analyyttinen funktio ( = g(2) = £ +in = p(x,y) + iq(z,y). [1]

Kompleksipotentiaalifunktio tasapainotilassa olevalle virtaukselle ©(¢) =
(& n) + V(& n) [1

Virtauksen kiertdmisté sylinterin alapinnalle kuvataan parametrilld
a. [7]

Pyorteen lahdekentin voimakkuus. [7]

Dipolin ldhdekentéin voimakkuus. |7]



1. JOHDANTO

Taman diplomityon tarkoituksena on kertoa konformikuvauksista ja niiden sovelta-
misesta virtausten mallintamisessa. Konformikuvauksia voidaan hyodyntda kaksiu-
lotteisten virtausten mallintamisessa ja niistd on hyotyd myos kolmiulotteisten vir-
tausten tarkastelussa, vaikka niité ei voi suoraan soveltaa kolmiulotteisiin tapauksiin.
Diplomityossé késitelldin myos konformikuvausten taustalla olevaa kompleksiana-
lyysin teoriaa, jotta ymmaérretdin joitakin konformikuvauksiin liittyvid késitteité.
Konformikuvauksilla on geometrinen ominaisuus, jossa kahden kiyrin leikkaus-
pisteessi tangenttien vilinen kulma siilyy. Téarkein esimerkki konformikuvauksesta
on Joukowskin muunnos, joka on nimetty venéliisen virtausmekaanikan tutkijan Ni-
kolai Zhukovskin mukaan. Joukowskin muunnoksella saadaan kuvattua yksikkoym-
pyra lentoneen siiven profiiliksi ja néin voidaan tarkastella virtausta siipiprofiilin

ympaérilld, kun tiedetddn virtaus sylinterin ymparilla.



2. KOMPLEKSIFUNKTIOT

2.1 Kompleksianalyysi

Kompleksiluvuista

Kompleksianalyysin voi ajatella olevan asia, jossa sovelletaan imaginaariluvuilla las-
kemista. Imaginaariluvut ovat keino laskea negatiivisia lukuja, jotka ovat neligjuuren
sisilld. Merkinnallisesti mukava tapa on méiritelld ¢ = v/—1. Ja jos i = /—1 niin
i = —1. Kompleksiluku x + iy voidaan esittiii geometrisesti pisteen (z,y) avulla
kaksiulotteisessa koordinaatistossa. Eli kompleksiluku voidaan esittda jarjestetyn re-
aalilukuparin avulla z = (z,y). Edellistd voidaan sanoa jirjestetyksi pariksi, koska
esimerkiksi piste (1,2) ei ole sama kuin (2, 1). Komleksiluvun z reaaliosaa merkitdin
Re(z), joka on reaaliluku z. Kompleksiluvun z imaginaariosaa merkitdin Im(z), jo-
ka on reaaliluku y. Kompleksiluvun 2z kompleksikonjugaattia merkitdin z, joka on

kompleksiluku (z, —y) = = — iy.

Kuva 2.1: Kompleksiluku z = = + iy ja kompleksikonjugaatti z = x — iy [2].

3]

Kompleksilukujen geometriaa

Koska kompleksiluvut ovat reaalilukujen jérjestettyjd pareja, on olemassa bijektiivi-
nen suhde niiden ja tason pisteiden vélilld. Luku z = x + iy = (x, y) voidaan esittda
paikkavektorina xy-tasossa. Kun xy-tasoa kiytetddn esittdméin kompleksilukuja, si-
ta kutsutaan kompleksitasoksi. Kompleksitasossa z-akseli on reaaliakseli ja y-akseli
on imaginaariakseli. Kompleksiluvun moduuli tai itseisarvo on |z| = /22 + y2. Luku
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|z| on etdisyys origon ja pisteen (z,y) vililld. Erotus z; — 2o esittdd siirtyméavektoria

pisteesti zo pisteeseen 2, jolloin etdisyys on |z; — 23|

|21 — 2o = V(w1 — 32)2 + (y1 — 12)? (2.1)
Epéyhtilo 21| < |zo| tarkoittaa, etté piste z; on ldhempéné origoa kuin piste 2.
|2 = 2z (2.2)

Yhtalon (2.2) tirked sovellus on sen kiyttoé kolmioepédyhtalon todistamisessa, jonka
mukaan kolmion kahden sivun pituuden summa on suurempi tai yhtasuuri kuin

kolmannen sivun pituus.

oi=(0,1)

0 x={1 0) *

Kuva 2.2: Kompleksitaso, jossa on esitetty pisteet i = (0,1), x = (2,0) ja z = (x,y)

2].

Olkoon r kompleksiluvun z moduuli eli » = |z| ja olkoon ¢ kulma z-akselin ja
sen viivan valilla, joka kulkee origosta pisteeseen (z,y). Lukua ¢ ei ole méadritelty,
jos z = 0. Siten

z = (r cosp,r sing) = r(cose + i siny) (2.3)
Maaritelma 2.1.1 Yhtdlo (2.3) tunnetaan z:n polaariesityksend ja arvoja r ja ¢

kutsutaan napakoordinaateiksi.

Kuten kuvasta 2.3 ndhddén, ¢ voi olla miké tahansa arvo, jolle identiteetit cos p =
Z ja singp = ¥ pitevit. Kun z # 0, niin ¢m kaikkien arvojen joukkoa, joille z =
r(cos p+isin ), merkitddn argumentilla arg z. Argumentille on olemassa seuraavat

maaritelmat.

Madritelmi 2.1.2 (arg z) Jos z # 0, niin
argz={p:z=r(cosp+isinp)}. (2.4)

Jos p € arg z, niin sanotaan ettd ¢ on z:n argumentti.
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Kirjoitetaan ¢ € arg z mielummin kuin ¢ = arg z. Tama johtuu siité, etta arg z
on joukko ja nimitys ¢ € argz tarkoittaa ettd ¢ on kyseisen joukon alkio. Jos

Y1 € arg z ja wy € arg z, niin on olemassa joku kokonaisluku n siten, etta

1= P2 + 2nm. (2.5)
¥
eZ=XTIy
-
NP
X

Kuva 2.3: Pisteen (z,y) napakoordinaatit r ja ¢. [2].

Matemaatikot ovat tehneet erityisen valinnan ¢ € argz . Se on se p:n arvo, jolla

—m < ¢ <, kuten seuraava méadaritelmé osoittaa.
Madritelmi 2.1.3 (Arg z) Olkoon z # 0 kompleksiluku. Silloin
Argz =, jolle z=r(cosp+ising) —m<p<m. (2.6)
Jos ¢ = Arg z, niin kutsutaan @:ta z:n pddarqumenttiksi.
Maéritetddn e® mille tahansa kompleksiluvulle. Jos z = x 4 7y, niin
e” = "t = ¢%(cos p + isin @) (2.7)
Eulerin kaava
€' = (cos p +isin ) = (cos p, sin ). (2.8)

Jos  on reaaliluku, niin % sijaitsee jossakin ympyrilld, jonka side on 1 ja keskipiste

origossa. Taméa viittdméa on helppo todistaa, silla

™| = \/cos2g0+sin2cp =1 (2.9)

Eulerin kaava (2.8) on ollut tirked todistettaessa kompleksilukujen algebrallisia ja
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geometrisia ominaisuuksia. Se mahdollistaa kompleksilukujen kertomisen vaivatto-
masti. Myos kompleksiluvun z polaarimuodon voi ilmaista kompaktimmassa muo-
dossa. Jos r = |z| ja ¢ € arg z, niin z = r(cos p+isin ¢). Eulerin kaavaa kiyttdmalla,

voidaan z kirjoittaa eksponentiaalimuodossa:
z =re'. (2.10)
3]

Kompleksilukujen algebra

Reaaliluvut ovat riittdmattomia siind mielessd, ettda kaikki algebralliset operaatiot
eiviat tuota niistd reaalilukuja. Jotta luvussa /—1 olisi jarked, taytyy tarkastella
kompleksilukujen aluetta. Miki tahansa jarkeenkdypé algebrallinen operaatio, joka

tehddén kompleksiluvuilla, antaa tulokseksi kompleksilukuja. [3]

Alueet kompleksitasossa

Tarkastellaan kompleksilukujen joukkoa tai pisteitd z-tasossa ja ndiden laheisyytta

toisiinsa. Perustyokaluna on e-ympdriston kisite
D.={z:|z— 2| <€} (2.11)

annetussa pisteessi zg. Se sisdltdd kaikki pisteet z, jotka ovat sellaisen ympyrin
siséipuolella, jonka keskipiste on zy ja side on €, mutta eivit kehallad. Tama ndhdaan
kuvasta 2.4. Kun siteen € arvo tunnetaan tai se on epdolennainen, niin joukkoa

(2.11) voidaan kutsua vain ympéaristoksi.

Kuva 2.4: Sisdpiste z ja e-séteinen avoin ympéristo [2].

Piste zg on joukon S sisdpiste, jos on jokin pisteen z, ympéristo, joka sisaltad
ainoastaan joukon S pisteitd. Pistettd zg kutsutaan joukon S ulkopisteeksi, kun on

olemassa ymparisto, joka ei sisilld joukon S pisteitd. Jos zj ei ole kumpikaan néisté,
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se on joukon S reunapiste. Reunapisteitd ovat pisteet, joiden jokainen ympéristo si-
sdltda ainakin yhden pisteen joukosta S ja ainakin yhden pisteen joka ei kuulu jouk-
koon S. Joukon S kaikkien reunapisteiden joukkoa sanotaan reunaksi. Esimerkiksi

ympyré |z| = 1 on molempien joukkojen
2] <1 ja |2] <1 (2.12)

reuna.

Joukko on avoin, jos se ei sisdlld yhtadn reunapistetti. Joukko on suljettu, jos se
sisaltdd kaikki sen reunapisteet. Joukon S sulkeuma on suljettu joukko, joka siséltéa
kaikki joukon S pisteet yhdessé joukon S reunan kanssa. On olemassa joukkoja, jotka
eivit ole suljettuja eiviatkd avoimia. Jotta joukko ei ole avoin, tdytyy olla reunapiste,
joka siséltyy joukkoon; ja jos se ei ole suljettu, tiaytyy olla reunapiste, joka ei sisilly
joukkoon.

Avoin joukko on yhtendinen, jos jokainen pistepari z; ja zo voidaan yhdistdi
polygonaalisella viivalla. Avoin joukko |z| < 1 on yhten&inen. Rengas 1 < |z| < 2
on myos yhtendinen kuten kuvasta 2.5 nidhdaéin. [2] Avointa yhtendistd joukkoa

sanotaan alueeksi |3].

Kuva 2.5: Rengas 1 < |z| < 2 on yhtendinen avoin joukko |[2].

Joukko S on rajoitettu, jos on olemassa ympéristo |z| < R, jonka sisdlld jokainen

joukon S piste on. Muutoin se on rajoittamaton [2].

2.2 Analyyttiset funktiot

Kompleksimuuttujan funktiot

Kompleksimuuttujan z kompleksiarvoinen funktio on f(z). Kirjoitetaan w = f(2)
ja kutsutaan lukua w z:n kuvaksi. Joukkoa S kutsutaan f:n méarittelyjoukoksi ja
kaikkien kuvien {w = f(z) : z € S} joukkoa kutsutaan f:n arvojoukoksi. Kun
puhutaan funktion mééarittelyjoukosta, niin tarkoitetaan niiden pisteiden joukkoa,
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jossa funktio on madritelty. Kun z voidaan ilmaista reaali- ja imaginaariosan avulla
z = x + 4y, niin voidaan kirjoittaa f(z) = w = u + iv, missé u ja v ovat w:n reaali-

ja imaginaariosa. Ndin saadaan seuraava esitys
w=f(z)=u+iv

Koska u ja v riippuvat luvuista x ja y, niiden voidaan ajatella olevan reaalimuuttujien

x ja y reaaliarvoisia funktioita, jotka ovat

u=u(r,y) ja v=uv(zYy)

Usein kirjoitetaan kompleksiarvoinen funktio f muodossa

f(z) = flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Voi olla kuitenkin sopivampaa kiyttdi muotoa z = re kompleksifunktion f

esittdmisessa. Néin saadaan polaarimuoto
fz) = f(re) = u(r,0) +iv(r,0), (2.13)
missi u ja v ovat reaalimuuttujien r ja 6 reaalifunktioita. [3]

Raja-arvot ja jatkuvuus

Olkoon u = u(x,y) kahden reaalimuuttujan x ja y reaaliarvoinen funktio. Funktiolla
u on raja-arvo ug, kun piste (x,y) lihestyy pistetta (zo,vo) edellyttien, ettd funk-
tion u(z,y) arvo saadaan niin lihelle arvoa wug, kuin halutaan ottamalla piste (x,y)

mahdollisimman l&helle pistettd (xq,yo). Kun néin tapahtuu, voidaan kirjoittaa

lim  w(x,y) =ug
(x7y)*>(x07y0) ( y)
Matemaattisemmin ilmaistuna wu:lla on raja-arvo ug, kun (z,y) lihestyy pistetta
(20, Y0), jos |u(x,y) — up| saadaan mielivaltaisen pieneksi, laittamalla sekd |x — x|
ettd |y — yo| pieneksi. TAma médritelmé on kuin yhden muuttujan funktioiden raja-

arvo, paitsi ettd tdssd on kaksi muuttujaa. Koska (x,y) on piste xy-tasossa ja eti-

syys (z,y)m ja (zo,yo)m vililld on \/(z — 20)? + (y — y)?, voidaan antaa tarkka

méadritelma raja-arvolle.

Miédritelmé 2.2.1 (Funktion u(z,y) raja-arvo) Merkintd lim(, ) (z040) = o

tarkoittaa, ettd jokaisella luvulla € > 0, on olemassa vastaava luku 6 > 0, niin ettd

lu(z,y) —upl < € aina kun 0 < \/(x —20)2+(y—uys) <o (2.14)
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Raja-arvo ug ei saa riippua siitd, kuinka piste (x,y) ldhestyy pistettd (zo,yo),
joten funktion u(x,y) tdytyy lahestyd arvoa ug, kun piste (x,y) ldhestyy pistetta
(x0,y0) pitkin mitd tahansa kdyrdd, joka pédttyy pisteeseen (xg,yo). Sitd vastoin,
jos voidaan 16ytaa kaksi kdyrdd C) ja Cy, jotka péadtyvét pisteeseen (xg, o), kun
u(z,y) lahestyy kahta erillistd arvoa u; ja us, niin silloin u(z, y):1la ei ole raja-arvoa,
kun (z,y) ldhestyy arvoa (zg, o).

Olkoon f(z) kompleksimuuttujan z funktio, joka on méiritelty kaikilla arvoilla z
jossakin zp:n ympéristossa, paitsi mahdollisesti pisteessi zp. Sanotaan, etta funktiolla
f on raja-arvo wy, kun z ldhestyy pistettd zo edellyttden, ettd arvo f(z) saadaan
mahdollisimman ldhelle arvoa w, ottamalla z riitdvin ldhelle pistettd zo. Kun néin
tapahtuu, niin

Zlgrzlo f(z) = wy.

Pisteiden z ja 2y etdisyys on |z — 2g|, joten annetaan tarkka méaéritelmé, joka on

samanlainen kuin kahden muuttujan funktiolle.

Méaritelmd 2.2.2 (Funktion f(z) raja-arvo) Ilmaisu lim, .., = wy tarkoittaa,

ettd jokaisella reaaliluvulla € > 0, on olemassa vastaava luku 6 > 0, siten ettd
|f(2) —wo| <€ aina kun 0 < |z— 2| <.

Jos tarkastellaan funktiota w = f(z) kuvauksena z-tasolta w-tasolle, voidaan
tehda johtopaitos, ettd funktion f raja-arvo pitdisi pystyd ilmaisemaan sen reaali-

ja imaginaariosien u ja v avulla.

Teoreema 2.2.1 Olkoon f(z) = u(z,y)+iv(x,y) kompleksifunktio, joka mddritelty

jossakin zo:n ympdristossd, paitsi ehkd pisteessd zg = xo + 1yo. Silloin

lim f(z) = wy = uy + vy (2.15)
Z—20
joss
lim  u(z,y) =uy ja lim  o(z,y) = v (2.16)
(z,y)—(z0,30) (z,y)—(z0,30)

Maiégritelmd 2.2.3 (Reaaliarvoisen funktion u(z,y) jatkuvuus) Olkoon u(z,y)
kahden muuttujan x ja y reaaliarvoinen funktio. Sanotaan, ettd u on jatkuva pis-

teessd g, Yo jos seuraavat kolme ehtoa toteutuvat.

lim  wu(x,y) on olemassa, (2.17)
(z,y)—(z0,y0)

u(zo,vyo) on olemassa, ja (2.18)

lim  u(x,y) = u(zo, yo)- (2.19)

(@,y)=(20,y0)
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Méiritelmi 2.2.4 (Kompleksifunktion f(z) jatkuvuus) Olkoon f(z) komplek-
simuuttujan z funktio, joka on mdadritelty kaikilla z:n arvoilla jossakin zo:n ympdris-

tdssd. Sanotaan, ettd f on jatkuva pisteessd zg, jos seuraavat kolme ehtoa toteutuvat.

li_>m f(z) on olemassa. (2.20)
f(z0) on olemassa. (2.21)
Jim 7(2) = (). 2:22)

Kompleksifunktio on jatkuva, joss sen reaali- ja imaginaariosa u ja v ovat jat-
kuvia. Kompleksifunktioiden jatkuvuus on muodollisesti sama kuin reaalifunktioilla
ja jatkuvien funktioiden summat, erotukset ja tulot ovat jatkuvia; osaméarit ovat

jatkuvia pisteissd, missd nimittdja on erisuuri kuin nolla.

Teoreema 2.2.2 Olkoon f(z) = u(x,y)+iv(x,y) madritelty jossakin zo:n ympdris-
tassd. Silloin f on jatkuva pisteessd zg = xo+1yo, Joss u ja v ovat jatkuvia pisteessd

(330, yo) .
[3]

Differentioituvuus ja derivaatat

Kompleksifunktioiden derivaatta on maaritelty samalla tavalla kuin reaalifunktioi-
den derivaatta eli derivoinnin raja-arvon mééritelmané. Funktion f(z) derivaatta

pisteessi zy on

1]

Jos kirjoitetaan Az = z — zp, niin yhtélé (2.23) voidaan lausua

Fz) = lim flzo0 + A2) — f(20)

AZ—0 Az (2.24)

Jos merkitddn, ettd w = f(z) ja Aw = f(z) — f(z0), voidaan kdyttda derivaatalle

Leibnizin notaatiota dw/dz:

dw Aw
"(29) = — = lim —. 2.25
/' z0) dz 2250 Az ( )
Erityistd huomiota pitda kiinnittdd kompleksilukuun Az yhtélossd (2.25), koska
raja-arvon taytyy olla riippumaton tavasta, jolla Az — 0. [3] Reaaliakselilla on ole-
massa ainoastaan kaksi suuntaa, joista voidaan ldhestyi raja-arvoa, joko vasemmal-

ta tai oikealta. Tdmé johtaa vasemman- ja oikeanpuoleisen derivaatan kisitteeseen.
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Kompleksitasossa pistettd z voidaan lahestya darettoman monesta suunnasta. Tama
edellytys madrai useita rajoitteita kompleksiselle derivaatalle ja on niiden huomat-
tavien ominaisuuksien ldhde. [1] Jos on olemassa kaksi kéyrad, jotka padttyvit pis-
teeseen zp ja jonka Aw/Az lahestyy eri arvoja, niin arvolla Aw/Az ei ole raja-arvoa
kun Az — 0 ja funktiolla f ei ole derivaattaa pisteessd z;. Samaa huomautusta
sovelletaan my6s yhtiloihin (2.23) ja (2.24).

Maéiritelma 2.2.5 (Analyyttisyys) Funktio on analyyttinen pisteessi zy, edel-
lyttden, ettd on jokin € > 0 niin, etti f'(z) on olemassa kaikilla z € D.(zp). Toisin
sanoen, funktion f taytyy olla derivoituva pisteessd zg, mutta myds kaikissa pisteen

Zo E-Yympariston pisteissa.

Jos f on analyyttinen jokaisessa alueen (2 pisteessi, voidaan sanoa, ettd f on ana-
lyyttinen alueessa €2. On olemassa erikoistermi, jos f on analyyttinen koko komplek-

sitasossa.

Méiaritelmi 2.2.6 (Kokonainen funktio) Jos f on analyyttinen koko komplek-

sitasossa, nitn f:n sanotaan olevan kokonainen funktio.

Pisteitd, joissa ovat funktio ei ole analyyttinen, sanotaan singulaaripisteiksi. Ne

ovat téarkeitd tietyissa fysiikan ja tekniikan sovelluksissa.

Teoreema 2.2.3 Jos [ on deriwoituva pisteessi zy, nin f on jatkuva pisteessd zg.

lim f(z) = f(z0) (2.26)

Z—20

Todistus: Yhtilostd (2.23) saadaan, ettd

o 1) = 1)

zZ—20 zZ— 20

Kayttamalld raja-arvon jaollisuusominaisuutta, joka on

jos lim f(z)=A ja limg(z)=DB, niin lim f(2)g(z) = AB, (2.28)

saadaan
tim [(2) = (o) = i LT
_ i £ = f=0) (2 — 2) (2.29)
Z2—20 Z— 2 Z2—20

= f/(Zo) -0=0.
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Taméi tulos tarkoittaa, ettd lim,,,, f(2) = f(z0), mikd osoittaa, ettd f on jatkuva
pisteessa zg.

Kayttamalla teoreemaa 2.2.3, voidaan todistaa tulon derivoimissddnto

f(2)g'(2) + 9(2)f'(2) (230)

&.|
N
~
—~
N
S~—
Q
—
N
=
Il

Olkoon h(z) = f(z)g(z). Kun kdytetain méiritelmaa 2.2.5, voidaan kirjoittaa

h(z) — h(zo)
Z—20 z — ZO

o F(2)() — )gz0)

Z—r20 Z — ZO

(2.31)

Jos vihennetddn ja lisdtddan termi f(zq)g(2) osoittajasta, saadaan

W (z) = Tim f(2)g(2) — f(20)9(2) + f(20)9(2) — f(20)g(20)

~ lim f(2)g(2) — f(20)9(2) + lim F(20)9(2) — f(20)9(0) 2.32)
220 Z— 2 220 Z— 2

= tim T2 i ) 4 p(zg) i 2212950
z2—20 zZ— 20 Z—20 22—z Z— 2y

Kayttamalla derivaatan méiritelmad (2.23) ja ¢g:n jatkuvuutta, saadaan h'(zp) =
1 (20)9(20) + f(20)9'(20), miké on se lopputulos, joka halutaan osoittaa. Derivointi-

sdantoja voidaan kayttad apuna tarkasteltaessa funktioiden analyyttisyytta.

Teoreema 2.2.4 (L’Hépital'n sddntd) Oletetaan, etti [ ja g ovat analyyttisia
pisteessd zy. Jos f(z9) =0,9(2) =0, ja ¢'(20) # 0, niin

lim M = lim M

B o) B ) (2:33)

Teoreema 2.2.5 Olkoon [ = u + 1 analyyttinen funktio alueessa ). Oletetaan
kaikilla z € Q, etti |f(z)] = K, missi K on vakio. Silloin f on vakio alueessa Q.

3]

Cauchy-Riemannin yhtilot

Funktion

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) (2.34)

komponenttifunktioiden u ja v ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaattojen téy-

tyy toteuttaa yhtélopari pisteessd zy = (zo,¥o), kun f:n derivaatta on olemassa.
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[maistaan f’(zy) osittaisderivaattojen avulla.
Kirjoitetaan

zo = xo + 1y, Az =Ax+ 1Ay,
ja
Aw = f(zo + Az) — f(20)
= [u(wo + Az, y0 + Ay) — u(xo, yo)| + i [v(wo + Az, yo + Ay) — v(z0,Y0)]

Oletetaan, ettd derivaatta

, . Aw
fleo) = fimy &3 (239

on olemassa. Teoreeman 2.2.1 perusteella tiedimme, etti

Aw Aw
! = li Re— ) li Im— 2.36
J'(z) (AI,AZI)IL(O,O) < © Az) t (AI,AZI)IL(O,O) ( m Az) ( )

Nyt on tirkedd muistaa, ettd kaava (2.36) on pétevd, kun (Az, Ay) ldhestyy
pistettd (0,0) milld tahansa valitulla tavalla. Yleisesti annetaan (Ax, Ay) ldhestyé
pistettéd (0,0) reaaliakselilla pisteen (Ax,0) kautta kuten kuvasta 2.6 ndhdéén.

Av
(0. Ay

(0,0 (Ax, ) Ax

Kuva 2.6: (Ax, Ay) ldhestyy pistetta (0,0) reaali- ja imaginaariakselin suunnissa

2].

Koska Ay = 0, osamairiksi Aw/Az tulee

Aw _ u(xo + Az, y0) — u(zo, yo) I Z.U(xo + Az, y0) — v(w0, Yo)
Az Ax Az '
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Taten

A A —
lim (Re—w) — lim u(zo + Az, yo) — u(zo, Yo) — u(o, o)
(Az,Ay)—(0,0)

Az o Azg—0 Az
ja

i _Aw : v(ro + Az, yo) — v(Zo, Yo)
1 I =1 =
(Ar,AlyI)IL(O,O) ( m Az> Axlgr—lm Ax (o, Yo),

missé u, (o, Yo) ja v(xg, yo) tarkoittavat ensimmaéisen kertaluvun osittaisderivaatto-

ja funktioiden u ja v muuttujan z suhteen pisteessi (z¢,yo). Nédiden raja-arvojen

korvaaminen merkinnélld (2.36) kertoo, etté

[ (20) = ua(x0, o) + iva(w0, Yo)- (2.37)

Annetaan Az:n ldhestyé nollaa vertikaalisesti pisteen (0, Ay) kautta, jolloin Az =

0 ja
Aw — u(wo, yo + Ay) — u(xo,¥0) , .v(xo, Yo + Ay) — v(wo, Yo)
= +1
Az Ay Ay
_ (@0, yo + Ay) — v(wo,y0) ulo. Yo + Ay) — u(zo, yo)
Ay Ay '
Sitten
. Aw . v(@o, yo + Ay) — v(xo, Yo)
1 Re— | = 1 = )
(Ao, Ag)(00) ( “Az ) (Ay0) Ay oy (o, 4o)
ja
, Aw . u(zo, Yo + Ay) — u(o, Yo)
(Ao, Ap)5(0,0) ( " Az) (Ayr0) Ay tty(%o, o)
Yhtélosta (2.36) seuraa, ettd
f'(20) = vy(0, Y0) — uy(70, vo), (2.38)

missi u:n ja vin osittaisderivaatat on laskettu y:n suhteen. Yhtéls (2.38) voidaan

kirjoittaa muotoon

f'(z0) = —i[uy (w0, yo) + vy(xo, ¥0)],

Yhtalot (2.37) ja (2.38) tarjoavat valttdmattomét ehdot f'(z):n olemassaololle.

Jotta saadaan namai ehdot, niin pitdd merkitd yhtiloiden reaali- ja imaginaariosat
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yhtasuuriksi.

Uz (20, Yo) = vy(0,y0) Ja  uy(zo,Yo) = —va(T0,Yo)- (2.39)
Yhtaloitd (2.39) kutsutaan Cauchy-Riemannin yhtdloiksi

Teoreema 2.2.6 Oletetaan, etti

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

ja ettd f'(z)on olemassa pisteessi zo = xo + iyo. Sitten u:n ja v:n ensimdisen kerta-
luvun derivaattojen taytyy olla olemassa pisteessd (xg,yo) ja niiden tiytyy toteuttaa

Cauchy-Riemannin yhtdlot
Uy = Uy, Uy = —Uy (2.40)
f'(z0) voidaan kirjoittaa muotoon

f(20) = ua(20, o) + 10220, Yo), (2.41)

missd osittaisderivaatat lasketaan pisteessi (xo,yo)-

2]
2.3 Harmoniset funktiot

Téasséd kappaleessa hyodynnetidin kompleksifunktioiden analyysia Laplacen yhtéloi-
hin.

Teoreema 2.3.1 Jos f(z) = u(z,y) + iv(z,y) on analyyttinen funktio, niin sen

reaali- ja imaginaariosat u(x,y) ja v(x,y) ovat molemmat harmonisia funktioita.

Todistus: Derivoimalla Cauchy-Riemannin yht&lot (2.39) ja vetoamalla sekade-

rivaattojen yhtisuuruuteen, saadaan

Fu_ 0 (o _ 0 (o) _ P _ 0 (9 _ 0 ( 0w\ _ o
0x2  0x \dy) 0x \9dy/) 0Oxdy oy \oz) Oy dy)  Oy?
Joten u on Laplacen yhtdlon u,, = u,, = 0 ratkaisu. Todistus v:lle on samanlainen.

O

Taten jokainen kompleksifunktio tuottaa kaksi harmonista funktiota. Jos on an-

nettu harmoninen funktio u(z,y), niin onko olemassa harmoninen funktio v(x,y)

siten, ettd f = u + ‘v on analyyttinen funktio. Jos on, niin harmoninen funktio
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v(x,y) tunnetaan funktion v harmonisena konjugaattina. Harmoninen konjugaatti
saadaan ratkaisemalla Cauchy-Riemannin yhtalot

ox dy oy Ox
joka, mééritylle funktiolle u(x,y), on osana osittaisdifferentiaali yhtaléiden epéaho-
mogeenista lineaarisysteemid funktiolle v(x,y).

Kaikilla harmonisilla funktioilla ei ole aina harmonista konjugaattia. Harmonisen
konjugaatin olemassaolo tai olemattomuus voi riippua taustalla olevasta mééaritte-
lyalueen topologiasta. Jos alue on yhdesti yhtendinen, eikd néin ollen siséllad reikid,
talloin 10ytyy aina harmoninen konjugaatti. Tapauksissa, joissa alue ei ole yhdesti
vhtendinen, ei vilttaméattd 16ydy yksikésitteistd harmonista konjugaattia komplek-

sifunktion f(z) imaginaariosaksi.

Teoreema 2.3.2 Jokainen harmoninen funktio u(x,y), joka on mddritelty yhdesti
yhtendisessd alueessa Q, on analyyttisen funktion f(z) = u(z,y)+iv(x,y) reaaliosa,

joka on mddritetty kaikilla z = x + iy € €.

Todistus: Kirjoitetaan Cauchy-Riemannin yhtélot (2.40) vektorimuodossa v:n

Vo = (Zf> (2.43)

Vv = Vtu, missé, Viu= <—uy) (2.44)

Uy

gradientin

avulla

tunnetaan w:n epdsymmetrisend gradienttina. Se on kaikkialla ortogonaalinen w:n

Vu = (zﬂ") (2.45)

kanssa ja saman pituinen, toisin sanoen

gradientin

Vu-Viu=0, |[|Vul=[V*ul,

missé gradientin Vu normi [|Vu|| = /u2 +u2 = \/(—u,)? + u2 = ||[V>ul|. Néin

harmonisen funktion u gradientti ja sen harmoninen konjugaatti v ovat vastavuo-
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roisesti ortogonaaliset vektorikentét, joilla on sama euklidinen pituus
Vu- Vv =0, |Vul| = ||V (2.46)

Nyt, kun on annettu harmoninen funktio u, tavoitteena on l6ytda ratkaisu v gra-
dienttiyhtélolle (2.44). Hyvin tunnettu tulos vektorilaskennasta sanoo, etti vekto-
rikentdlli V»Yu on potentiaalifunktio v jos ja vain jos vastaava viivaintegraali on
riippumaton polusta. Polkuriippumattomuus tarkoittaa, ettd integraalin arvo riip-
puu ainoastaan valin paitepisteisté, eikd polusta pisteiden véililla. Polku on kahta
pisteparia yhdistava kdyra, jossa pisteparit ovat samat, jos kiyra alkaa ja paattyy
samaan pisteeseen. [16] Niin viivaintegraali saa arvon nolla, jos alku- ja paitepiste

ovat samat.

jfw-dx:j{wwdx:jfvu-nds:o (2.47)
C C C

jokaiselle suljetulle kiyrélle C' C €2, missd ds on differentiaalinen viiva-alkio, yksik-
kénormaalivektori n osoittaa viivan normaalin suuntaan ja dx = dxdy.

Potentiaalifunktio voidaan muodostaa integroimalla vektorikentté:

U(x,y):/ Vv-dx:/ Vu - nds. (2.48)

Tassd a € 2 on miké tahansa kiinnitetty piste ja polkuriippumatomuuden kannal-
ta viivaintegraali voidaan ottaa minkd tahansa kdyran yli, joka yhdistdd pisteen a
pisteeseen x = (z,y)T.

Jos alue Q2 on yhdesti yhtendinen, niin silloin kaikki yksinkertaiset suljetut kiyrét
C' C Q sulkevat sisdénsé alueen D C €, jossa C' = 0D. Soveltamalla Greenin lauseen

divergenssimuotoa eli Gaussin lausetta [17]

y{CF(T)-ndSZ/DV-F(r)dx

j{Vu-ndSZ//V-Vudxdy:// Audzrdy =0,
c D D

missi A = V2?2 = V - V. Koska u on harmoninen. Titen on todistettu harmonisen

saadaan

konjugaattifunktion olemassaolo. [ Teknisesti ollaan ainoastaan varmistettu yhtalon
(2.47) polkuriippumattomuus, kun C' on yksinkertainen suljettu kdyré, mutta tima

kelpaa osoitukseksi mille tahansa mielivaltaiselle suljetulle kayralle.
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Yhtélsiden (2.37) ja (2.38) sekd Cauchy-Riemannin yhtdlon (2.39) seurauksena

B ou . Ou B ov . Ov

f'(z) = o= —io-

Téten gradienttien Vu ja Vo komponentit ndkyvit derivaatan f'(z) reaali- ja
kompleksiosassa. Funktion u(z,y) gradientti Vu osoittaa sen tasa-arvokdyrien nor-
maalin suuntaan, mitkd ovat joukot {u(z,y) = ¢}, missd oletetaan olevan kiin-
tedt vakioarvot. Koska Vv on ortogonaalinen Vw:n ndhden, niin Vv on u:n tasa-
arvokiyrien tangentti. Vv on normaali harmonisen konjugaatin v tasa-arvokiyriin
ndhden ja Vu puolestaan on tangentti harmonisen konjugaatin v tasa-arvokiyriin
ndhden. Koska Vu:n ja Vou:n suunnat ovat ortogonaaliset, kompleksifunktion reaali-
ja imaginaariosien tasa-arvokdyridt muodostavat vastavuoroisesti tasokdyrien orto-
gonaalisen systeemin. Jos ollaan kriittisessd pisteessd, missd Vu = 0, niin silloin
Vv = V4u = 0 ja vektorit eiviit midriti tangentin suuntia. Siksi tasa-arvokiiyrien
ortogonaalisuus ei vélttaméttd piade kriittisessi pisteessid. Kompleksifunktion f(z)
kriittiset pisteet ovat samat kuin reaaliosan u ja imaginaariosan v kriittiset pisteet.

Ne ovat pisteitd, joissa kompleksinen derivaatta katoaa eli f/(z) = 0. [1]

2.4 Sovellukset virtausmekaniikkaan

Ajan suhteen muuttumattomalla eli tasapainotilassa olevalla virtauksella on nopeus-

kentta
u(z, y) N x
v(x) = pisteessi ~ x = Ry
v(z,y) y

Tissd  C R? on alue, jossa neste tai kaasu etenee vapaasti ilman esteiti. Vektori

—

v(x) on nesteen tai kaasun alkunopeus pisteessi x € ). Virtaus on kokoonpuristu-

maton, jos ja vain jos virtausnopeuden divergenssi on nolla.

ou Ov

V'V:%‘Fa—y

=0 (2.50)

Kokoonpuristumattomuus tarkoittaa, ettd nesteen tilavuus ei muutu virtauksen ai-

kana. Virtaus on lisdksi pyorteeton silloin, kun virtausnopeuden roottori on nolla.
Vxv=——-——=0 (2.51)

Pyorteettoméssa virtauksessa ei ole pyorteisyytta eika turbulenssia. Ideaalinen vir-
taus on kokoonpuristumaton ja pyorteeton. Yhtélot (2.50) ja (2.51) ovat ldhes ident-

tiset verrattuna Cauchy-Riemannin yht&léihin (2.39). Ainoa ero on v:n derivaatan
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edesséd olevassa merkissd, mutta se voidaan korjata korvaamalla v sen vastaluvul-
la —v. Néin ollaan saatu yhteys ideaalisten tasovirtausten ja kompleksifunktioiden

valille.

T

Teoreema 2.4.1 Nopeusvektorikentti v = (u(z,y),v(z,y))" aiheuttaa ideaalisen

virtauksen jos ja vain jos

on z = x + 1wy:n analyyttinen funktio.

Titen ideaalisen virtauksen nopeusvektorikentéin komponentit u(z, y) ja —v(z, y)
ovat vilttdméattd harmoniset konjugaatit. Vastaava kompleksifunktio (2.52) on tun-
nettu virtauksen kompleksisena nopeutena. Kun kiytetdan taté tulosta, niin ei saa
unohtaa miinus-merkkié, joka on f(z):n imaginaariosan edessé.

Nopeusvektorikentissi v(u(x,y),v(z,y))" neste- tai kaasupartikkelit seuraavat
ratoja z(t) = x(t) + wy(t) eli virtaviivoja, jotka saadaan integroimalla tavallisten
differentiaaliyhtéldiden systeemi

dx d

—=ulzy), o =) (2.53)

Kun tarkastellaan yht&l6a (2.52), voidaan kirjoittaa edeltévi systeemi kompleksises-

sa muodossa:

_ gz _
=

z f(2) = u(z,y) +iv(z,y). (2.54)

Virtausmekaanikassa kiyrit, jotka on parametrisoitu z(¢):n ratkaisuina, tunne-
taan virtauksen wirtaviivoina, joita pitkin nesteen tai kaasun partikkelit liikkuvat.
Jokaisen virtauksen partikkelin litke z(¢) on méa#ritty sen sijainnilla z(ty) = z9 =
xo + iyo alkuajanhetkelld ¢y. Jos kompleksinen nopeus katoaa, f(zy) = 0, niin rat-
kaisu z(t) = zp on vakio ja zy on virtauksen patopiste. Patopisteesséd virtaus kohtaa

seinimén ja pysahtyy.
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Stream function

Y Axis
(=]

X Axis

Kuva 2.7: Vaakasuora virtaus [5].

Esimerkki 2.4.1 Yksinkertaisin estmerkki virtaviivoista on tilanne, jossa nopeus
on vakio ja vastaa yhtendisti vakiovirtausta, kuten f(z) = 1, mikd vastaa vaaka-
suoraa nopeusvektorikenttii v = (1,0)T. Todellinen virtaus léydetddn integroimalla

systeemsi
z=1 tar =1, y=20 (2.55)

Titen ratkaisu z(t) = t + zy esittdd yhtendisti vaakasuoraa nesteen tai kaasun lii-
kettd, jonka virtavitvat ovat reaaliakselin kanssa yhdensuuntaiset, kuten kuvasta 2.7

néahddidn. Kuva on piirretty Matlabilla, jonka koodi on esitetty liitteessd A.

[1; 3]

Jos virtausta rajoittavat kiinteit seindmaét, niin tulee asettaa ehdot, joilla virtaus-
ta ei ole seindaman lapi. TAlloin virtausnopeus v on reunan tangentin suuntainen ja
taten virtausta ei ole kappaleen ldpi. Ideaalisen virtauksen virtaviivat ja patopisteet

ovat kappaleen reunalla.

Esimerkki 2.4.2 Kompleksitason ensimmdisen neljanneksen reuna Q@ = {x > 0,y >
0} C C sisaltad positiiviset - ja y-akselit. Virtauksen rajoittaminen ensimmdiseen
neljinnekseen @ aiheuttaa virtauksen suoran kulman ohi, jonka kompleksinen no-

peusfunktio on f(z) = z = x +iy. Vastaava virtaus saadaan integroimalla systeems
=7 tai T =z, Y= —y
Origossa x =y = 0 on patopiste. Epdtasapainotilanteessa litkeratojen ratkaisut

2(t) = xoe’ + iyoe ™" (2.56)
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ovat hyperboleja xy = c, joita pitkin neste- tai kaasupartikkelit litkkuvat, kun ne
ohittavat 90 asteen sisikulman (Kuva 2.8). Matlab-koodi on esitetty liitteessi B.

[1; 6]

Stream Function

ool | 1]}
osH ||} "5 AR

J?“

06| |

Y Axis

04

0.3

0.2 \ N\
\

0.1

Kuva 2.8: Virtaus kulman ohi [6].

Kompleksisen nopeuden f(z) avulla voidaan mééritelld analyyttinen funktio x,

joka toteuttaa yhtalon % = f(z). Lausutaan x(z) muodossa

X(2) = ¢(z,y) +iv(z, y). (2.57)

Hyddynnetadn yhtalod 2.49 kompleksisessa derivaatassa,

dx(z) Op Oy _ Oy a_gp B

= — —i— =u— 1, joten — =

Ox ’ dy v

Néin ollen Vi = v, ja tdten kompleksifunktion x(z) reaaliosa ¢(x,y) on virtauk-
sen nopeuspotentiaali. Antiderivaatta x(z) on annetun virtauskentin f(z) komplek-
sipotentiaalifunktio. Harmoninen konjugaatti ¢(z,y) tunnetaan virtausmekaniikas-
sa virtafunktiona. Seké potentiaali- ettd virtafunktio toteuttavat Laplacen yhtalon.

Edelld mainitut funktiot voidaan kuvata Cauchy-Riemannin yhtéléiden avulla:

0 0 0 0
A (2.58)
ox oy dy ox
Nopeuspotentiaalin tasojoukot {¢(z,y) = ¢}, missd ¢ € R on kiinnitetty, tunne-
taan tasopotentiaalikdyrind. Nopeusvektori v = V¢ osoittaa tasopotentiaalikidyrien
{¢(x,y) = ¢} normaalin suuntaan. Toisaalta v = V¢ on harmonisen konjugaatin

virtafunktion tasokdyrien ¢(z,y) = d tangentti. Mutta v on nopeuskenttd ja néin
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ollen tangentti virtaviivoille, joita pitkin partikkelit kulkevat. Téten ndiden kayra-
systeemien on kohdattava ja voidaan péatelld, ettd virtafunktion tasokdyrat ovat vir-
tauksen virtaviivoja. Eli ideaaliselle virtaukselle, tasapotentiaalit ¢ = ¢ ja virtaviivat
¢ = d muodostavat ortogonaalisten tasokdyrien perheen. Virtausnopeus v = V¢ on
tangentti virtaviivoihin ndhden ja normaali tasapotentiaalikiyriin ndhden, kun taas
virtafunktion gradientti Vi) = V+¢ on tangentti tasapotentiaalikiyriin nihden ja
normaali virtaviivoihin ndhden.

Virtausnopeus on eri suuri kuin nolla v .= V¢ # 0, mikd tarkoittaa sitd, etté
kyseessi ei ole patopiste, jossa virtaus ei liikkuisi. Virtaviivat voivat kuitenkin alkaa

ja padttyd patopisteeseen. [1]

Esimerkki 2.4.3 Tarkastellaan kompleksipotentiaalifunktiota (katso kuva 2.9)
Loy 1o o
X(z) = 527 = 5(a” —y7) + iy, (2.59)
jonka kompleksinen nopeus on
f2)=X'(2)=z2z=2+1iy (2.60)

Hyperboliset virtaviivat vy = d ovat virtafunktion ¥ (x,y) = xy tasokdyria. Tasapo-

2

tentiaalikdyrdt %(x — y?) = ¢ muodostaval ortogonaalisten hyperbelien systeemin,

jotka on esitetty kuvassa 2.9. Matlab-koodi on esitetty liitteessd C.
[1; 3]

Esimerkki 2.4.4 Virtaus sylinterin ohi saadaan tarkastelemalla kompleksista po-
tentiaalifunktiota (katso kuva 2.10)

1 T . Y

jonka reaali- ja imaginaariosat ovat kaksiulotteisen Laplacen yhtalon yksittdisratkai-

suja. Vastaava kompleksinen virtausnopeus on

dx 1 z? — g2 . 2xy
f(z) e 2 (@2 + 2)2 + 2+ 2)?

(2.62)

Tasapotentiaalikdyrdt ja virtaviivat on esitetty kuvassa 2.10 ja Matlab-koods litttees-
sa D. Pisteet z = +1 ovat virtauksen patopisteitd, kun z = 0 on singulaaripiste.

Huomataan, ettd virtaviivat

Uz, y)=y— %—l—yﬂ =d (2.63)
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ovat asymptoottisesti vaakasuorat kaukana sylinterin pinnasta. Tdlloin virtaus on
erottamaton yhtendisestd vaakaviivaisesta liskkeestd vasemmalta oikealle. Tatd vas-

taava yksikkokompleksinopeus on f(z) = 1.
[1; 3]

Esimerkki 2.4.5 Kuvassa 2.11 on esitetty ortogonaalisten ympyréoiden virtaviivat
ja potentiaalikdyrat, jotka muodostavat dipolin. Dipoli on kahden erimerkkisen, mut-
ta yhtd suuren varauksen muodostava pari. Naiden varausten ympdarilld on sahkoken-
tan virtavitvat ja nditd virtaviivoja kohtisuorassa on tasapotentiaalikdyrdat. Komplek-

sipotentiaalifunktio on
x(z) =zt =r"te?, (2.64)

Tastd saadaan reaali- ja imaginaariosat

p = %COS(@) P = —% sin(6). (2.65)

Matlab-koodi on esitetty liitteessa F.

[5; 8]
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(a) Hyperbolisen virtauksen potentiaalikiiyrit ¢.
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(b) Hyperbolisen virtauksen virtaviivat 1.
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(c) Hyperbolisen virtauksen potentiaalikdyrat ¢ ja virtavii-
vat 1.

Kuva 2.9: Hyperbolisen virtauksen kompleksipotentiaalifunktio y(z)
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#=RED

Y Axis
o

-2 -1.56 -1 0.5 1] 0.5 1 15 2
X Axis

(a) Sylinterin ympaérilld olevan virtauksen potentiaalikiyrat

4=BLUE

X Axis

(b) Sylinterin ympérilla olevan virtauksen virtaviivat .

$=RED =BLUE

(c) Sylinterin ympérilld olevan virtauksen potentiaalikiyrat
¢ ja virtaviivat 1.

Kuva 2.10: Sylinterin ympérilld olevan virtauksen kompleksipotentiaalifunktio
x(2) =2+ [3].
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-2 -1.5 -1 -0.5 1] 0.5 1 15 2
X Axis

(a) Dipolin potentiaalikiyrit ¢.

=BLUE
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X Axis

(b) Dipolin virtaviivat 1.

#=RED 4=BLUE

(c) Dipolin potentiaalikiyrit ¢ ja virtaviivat .

Kuva 2.11: Dipolin kompleksipotentiaalifunktio x(z) = 1 [5; 8].
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3. KONFORMIKUVAUS

Analyyttisten kompleksifunktioiden avulla saadaan loputon méa#ra harmonisia funk-
tioita, jotka ovat kaksiulotteisen Laplacen yhtdlon ratkaisuja. Jotta voidaan ratkais-
ta Neumanin reuna-arvo-ongelma, niin tiytyy 16ytaa vain kompleksifunktio, jonka

reaaliosa vastaa annettua reunachtoa.|1]
3.1 Analyyttinen kuvaus
Tarkastellaan analyyttista funktiota
¢=g(z) tal  (=E&+in=plr,y) +iglz,y) =g(z) (3.1)

kuvauksena, joka kuvaa pisteen z = x + iy alueelta (2 C C pisteeksi ¢ = £ + 17, joka
kuuluu kuvajoukkoon D = ¢g(€2) C C. Useimmiten kuvajoukko D on yksikkokiekko,

kuten kuvassa 3.1, mutta menetelméaé voi soveltaa yleisempiinkin alueisiin.

Kuva 3.1: Kuvaus alueelta €2 yksikkokiekoksi D.

Jotta voidaan yksiselitteisesti liittda funktiot alueessa () funktioihin joukossa D,
edellytetddn, ettd analyttinen kuvaus (3.1) on injektio siten, etti jokainen piste
¢ € D on vain yhden pisteen z € Q kuva. Tuloksena kiifinteisfunktio 2 = ¢g=!(({)
on hyvin maédéritelty kuvaus alueelta D takaisin alueelle €2 ja myo0s analyyttinen

kaikkialla alueessa D. Kiinteisfunktion derivaatan kaava

d

d_Cg_l(C) = pisteessa, ¢=g(2), (3.2)

9 (2)
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pysyy voimassa kompleksifunktiolle. Funktion ¢(z) derivaatan pitdd olla nollasta
poikkeava kaikkialla, jotta ¢g~*(¢) on derivoituva. Ehto

g (z)#0 jokaisessa pisteessi ¢ e, (3.3)

on ratkaisevassa roolissa, kun menetelmai kehitetdan. Tehdadin oletus, ettd kuvaus
(3.1) ulottuu jatkuvasti myos reunalle 02 ja kuvaa sen injektiivisesti kuva-alueen
reunalle 9D.

Tarkastellaan eréitd yksinkertaisia esimerkkejd analyyttisista kuvauksista.

Esimerkki 3.1.1 Translaatio on kuvaus
(=z+B=(r+a)+i(y+b), (3.4)

missd f = a + ib on kiinnitetty kompleksiluku. Yhtdlon (3.4) tarkoitus on siirtid
koko kompleksitaso suuntaan ja paikkaan, jonka vektori (a,b)” mddrid. Yleisesti
ottaen (3.4) kuvaa kiekon Q = {|z + | < 1}, jonka side on 1 ja keskipiste —f
yksikkokiekolle D = {|(| < 1}.

Esimerkki 3.1.2 On olemassa kaksi erityyppistd lineaarista analyyttistd kuvausta,

joista enstmmdinen on skaalaus

¢ = pz = px+ipy, (3.5)

missd p # 0 on kinnitetty nollasta poikkeava reaaliluku. Tdmdé kuvaus kuvaa kie-
kon |z| < 1/|p| yksikkokiekoksi |(| < 1. Toinen lineaarinen analyyttinen kuvaus on
rotaatio

¢ =€z = (xcos(¢) — ysin(¢)) +i(zsin(¢) + ycos(¢)), (3.6)

joka kiertda kompleksitasoa origon ympdri kitnnitetyn kulman ¢ verran. Tama ku-
vaus kuvaa yksikkokiekon yksikkokiekoksi.

Esimerkki 3.1.3 Jokainen ei-vakioarvoinen affitnikuvaus

(=pz=az+p, a # 0, (3.7)

madrittelee kadntyvin analyyttisen kuvauksen kompleksitasossa C, jonka kddnteis-
kuvaus z = o~ Y(C — B) on myds affiinikuvaus. Kun kirjoitetaan o = pe'® polaa-
rikoordinaateissa, nihdddn, ettd affiinikuvausta (3.7) voidaan tarkastella rotaation
(5.6) yhdistelmdnd, jota seuraa skaalaus (3.5) ja jota puolestaan seuraa translaatio
(3.4). Niinpd se kuvaa kiekon |az+ | < 1, jonka side on 1/|a| = 1/|p| ja keskipiste
on —f/a, yksikkékiekoksi |¢| <1 .
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Esimerkki 3.1.4 Kompleksifunktio g(z) = * mddrittelee kompleksitasolle kuvauk-

z
sen

x )

L — - 3.8
2ty T T2y (38)

(:g(z)zézf—i-in, missd £ =
Kuvaus on injektio ja analyyttinen kaikkialla paitsi origossa z = 0; g(z) on oma
kidinteisfunktionsa: g~ 1(() = 1/¢. Koska ¢'(z) = —1/2% ei ikind ole nolla, niin
derivaatan ehto (3.3) toteutuu kaikkialla. Huomataan, etti |C| = 1/|z|, kun Arg( =
—Arg (. Taten, kun Q = {z : |z| > p} tarkoittaa p-siteisen ympyrin ulkopuolta,
niin kuvapisteet ¢ = 1/z toteuttavat ehdon || = 1/|z| ja titen kuvajoukko on rengas
D ={C:0<|¢| <1/p}. Yleisesti tdmad funktio kuvaa yksikkokiekon ulkopuolen sen

sisapuolelle, siten ettd origo ei kuuluu joukkoon ja toisin pdin.

Esimerkki 3.1.5 Kompleksinen eksponentiaalifunktio
(=g(z) =€ =& +1in, missd & =e"cosy, n = e’siny, (3.9)

toteuttaa ehdon ¢'(z) = €* # 0 kaikkialla. Kuvaus ei kuitenkaan ole injektio, koska

€Z+27”

= e*. Jos kokonaisluvut eroavat toisistaan 2mi:n verran, niin ndmd kuvataaan
samalle pisteelle. Tehdddin johtopadtds, ettd ehto (3.3) on wvalttdmdaton, mutta ei
rittavd kdanteiskuvauksen olemassaololle.

Eksponentiaalikuvauksessa horisontaali suora Imz = b kuvautuu kayrikst ( =
e = e*(cos b+isinb). Kdiyrd piirtid siteen, joka saa alkunsa origosta ja muodos-
taa kulman Arg( = b reaaliakselin kanssa, kun x vaihtelee vililla (—oo, 00). Siksi

eksponentiaalisessa kuvauksessa vaakasuora kaistale
Sap={a <Imz<b} kuvautuu kiilamaiseksi alueeksi Q. = {a < Arg( < b},

ja nain kuvaus on injektio ja edellyttid, ettd |b — a| < 2m. Erityisesti vaakasuora

kaistale

T m
S_ﬂ—/gm/g = {—5 <Imz< 5},

jonka leveys on m ja joka on keskitetty reaaliakselin molemmille puolille, kuvautuu

injektiwvisesti otkeakst puolitasokst

™

R = Q*ﬂ‘/Q,ﬂ'/2 = { 9

< Arg¢ < g} — {Im( >0},

kun taas vaakasuora kaistale S_ . = {—m < Imz < 7}, jonka leveys on 2w, kuvau-
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tuu et injektitvisestt alueekst
Q=0 ={-1<Arg(<n}=C\{Imz=0,Rez <0}

ja joka on saatu poistamalla kompleksitasosta negatitvinen reaaliakselr.

Vertikaalit suorat Rez = a kuvautuvat ympyroiksi |(| = e®.

Tdten pystysuora
kaistale a < Rez < b kuvautuu renkaaksi e® < || < €, joskin ei-injektiivisesti,
koska kaistale kiertad rengasta jatkuvasti. Suorakulmio R = {a < z < b,—7 <
y < w}, jonka korkeus on 2w, kuvauluu injektiona renkaaksi, josta on poistettu
negatitvinen reaaliakseli. Tatd on havainnollistettu kuvassa 3.2. Huomataan, ettd
mikadn alue ei kuvaudu yksikkokiekoksi D = {|C| < 1}, koska eksponenttifunktio ei

ole ikind nolla: ( = e* # 0.

T T

Kuva 3.2: Suorakulmio R = {a < z < b,—7 < y < =}, jonka korkeus on 2,
kuvautuu injektiona renkaaksi, josta on poistettu negatiivinen reaaliakseli.

Esimerkki 3.1.6 Neliollinen kuvaus
(=g(z)=2=C+in,  missi E=a*—y,  np=2ay,  (310)

on analyyttinen kaikkialla kompleksitasossa C, mutta se ei ole injektio. Sen kddin-
teiskuvaus on nelidjuurifunktio = = /C = (V2. Nelidllisen kuvauksen derivaatta
§'(2) = 2z hdviid pisteessi z = 0, rikkoen kidnteiskuvausehdon (3.3), jonka mu-
kaan derivaatta ei saa olla nolla missdadn alueen §2 pisteessa. Kun rajoitetaan funk-
tio g(2) yhdesti yhtendiseen alijoukkoon ), joka ei sisdlld pistettd nolla, niin funktio
g(2) = 2% on injektiokuvaus, jonka kdidinteiskuvaus z = g~ *(¢) = /¢ on hyvin mdd-
ritelty, analyyttinen ja nelidjuurifunktion yksiarvoinen haara.

Nelidllisen kuvauksen vaitkutus pisteeseen z on se, ettd korotetaan toiseen sen
itseisarvo |C| = |2|?, kun taas kaksinkertaistamalla argumentti, saadaan Argz* =

2 Arg z, missd z € (—m, w|. Esimerkiksi kompleksitason ensimmdinen neljinnes

Q:{x>0,y>0}:{0<Argz<g}
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kuvautuu ei-injektiivisesti kompleksitason ylempddn puolitasoon

U=9(Q)={n=Im(>0}={0<Arg({ <n}.

Kiinteiskuvaus kuvaa pisteen ¢ € U takaisin sen nelidjuureksi z = /C, joka sijaitsee

ensimmidisessd neljinneksessd (). Samalla tavalla kiekon neljinnes
Qp={0< |2 < p,0<y <1},
jonka sdade on p, kuvataan puolikkaaksi kiekoksi.
Up = g(Q) ={0 <[] <p® Im(>0},

jonka side on p*. Toisaalla, yksikkikiekko S = {0 < x < 1,0 < y < 1} kuvautuu

kdyrdviivaisekst kolmioalueeksi.

Esimerkki 3.1.7 Rationaalifunktio

z—1 22 +y? -1 2y
= = .y 3.11
¢ z4+1  (x+1)2+y? (x4+1)2+y? (3.11)
on injektio ja sen kdadnteiskuvaus on

S R TR e R ¢ s E )

kun z # —1 ja ¢ # 1. Tdlla erityiselld rationaalifunktiolla on tdirked ominaisuus,
koska se kuvaa oikean puolitason R = {z : © = Relz] > 0} yksikkikiekoksi D =

{I¢)* < 1}.

Pt <1 =&
= 0SS r = "7
7 / (1=&)2+n?

On huomattava, ettd nimittdjd ei havid kiekon D sisdlld.
Kompleksifunktiot (3.7), (3.8) ja (3.11) ovat esimerkkeji Mobiuksen muun-
noksesta

_az+f
(= P (3.13)

jotka muodostavat yhden tdrkeimmistd analyyttisten kuvausten luokista. Tassé «,

B, v ja ¢ ovat kompleksisia vakioita, joilla

045—677&07
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koska muutoin yhtdlo (3.13) supistuu vakioksi ja néin ollen kddntyméattomaan ku-
vaukseen. Kuvaus on hyvin mééritelty paitsi, kun v # 0 ja z = —d/~, joka kéy-
tdnnossa kuvautuu pisteeksi ( = oo. Toisaalta Mobiuksen muunnos kuvaa pisteen

z = 00 pisteeseen ¢ = o/ (tai oo, kun v = 0).

Esimerkki 3.1.8 Mobiuksen muunnos

Z—
= k <1 3.14
(=% ko<1 (3.14)

kuvaa yksikkokiekon yksikkokiekoksi, siirtden origon pisteesta z = O pisteeseen ( = a.

Jotta tamd voidaan todistaa, niin huomataan, ettd
lz—al’=(z—a)Z—a) = |z]* —az —az + |a]?,
laz — 12 = (az — 1)(az — 1) = |a|*|z|* —aZ —az + 1.
Vihentdmalld namd yhtdldt toisistaan, saadaan
|z —al? = az — 12 = (1 —|a*)(]2]* = 1) < 0, kun 2] <1, Jof <1.

Titen |z — a| < @z — 1|, joka merkitsee, ettd

B |z — qf

9

= — <1 edellyttien, ettd 12| <1, Jof <1,
laz — 1|

ja titen ¢ sijaitsee yksikkokiekossa.

Rotaatio (3.6) kuvaa myos yksikkokiekon yksikkokiekoksi jattéden origon paikoilleen.
Voidaan todistaa, ettd ainoat kddntyvit analyyttiset kuvaukset, jotka kuvaavat yk-
sikkokiekon yksikkokiekoksi, on saatu yhdistamaélla edelld oleva Mobiuksen muunnos

(3.13) rotaation kanssa.

Lause 3.1.1 Jos ¢ = g(z) on injektio ja analyyttinen kuvaus, joka kuvaa yksikkd-
kiekon yksikkokiekoksi, niin

zZ—

g(z) = €' jollakin la| <1, —m<o¢<m (3.15)

oz —
1]
3.2 Konformikuvaus

Merkittdva geometrinen ominaisuus, joka on ominaista analyyttisille funktioille on
se, etté ei-kriittisissd pisteissad kdyrien tangenttien viliset kulmat séilyvit. Konfor-

mikuvaus voidaan maéaritelld missa tahansa sisatuloavaruudessa, vaikka kdytanndssa
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ollaan tekemisissd Euklidisen avaruuden kanssa liitettyna standardiin pistetuloon.
Kaksiulotteisessa tasossa voidaan my6s merkitd ainoastaan kahden vektorin vilinen
kulma, kun taas korkeimmissa dimensioissa voidaan maarittdd ainoastaan kulman
absoluuttinen arvo.

Jotta voidaan ymmaértdd kompleksifunktioita konformikuvauksina, tiytyy ym-
méartda niiden vaikutus kiyriin. Yleisesti kiiyrd C' € C kompleksitasolla on paramet-

risoitu kompleksiarvoisella funktiolla
2(t) = x(t) + ay(t), a<t<b, (3.16)

joka riippuu reaaliarvoisesta parametrista t. Kompleksikdyran ja reaalitason kdyran
vililld ei ole mitdin merkittivii eroa, vaan vektorimerkintd x(¢) = (z(t),y(t))"
vaihdetaan kompleksiseen merkintéin z(t) = x(t) + iy(t). Kdyrén tangenttivektori
pisteessi z(t) = x(t) + iy(t) on kompleksiluku 2(t) = &(t) + iy(t), missd kiytetdin
pistemerkintdd kuvaamaan derivaattaa parametrin ¢ suhteen. Kéayrd on siled, jos

2(t) £ 0.

Maaritelmd 3.2.1 Jos ( = g(z) on analyyttinen funktio ja ¢'(z) # 0, niin g mada-

rittelee konformikuvauksen.

Kun tulkitaan kédyrid partikkelin liikeratoina kompleksitasossa, siten ettd z(t) on
partikkelin sijainti ajanhetkelld ¢, niin tangentti 2(¢) esittd&d sen hetkellistid nopeut-
ta. Tangentin itseisarvo |Z| = \/m, merkitsee partikkelin vauhtia, kun taas
sen argumentti Arg Z mittaa liikkkeen suuntaa, jota kuvataan kulmana, jonka kiyré

muodostaa vaakasuoran viivan kanssa.

St

Kuva 3.3: Kéyrien C' ja I' tangentit pisteissa zq ja wq [2].

Kahden kiyran vilinen kulma méaaritellddn kiyrien tangenttien vilisend kulmana
kdyrien leikkauspisteessi z = z1(t1) = 22(t2). Jos kiiyrd C; muodostaa horisontaalin
viivan kanssa kulman 6; = Arg z;(t1) ja kiyrd Cy muodostaa horisontaalin viivan

kanssa kulman 0y = Arg Z5(t5), niin kulma 6 kiyrien C ja C; valilld pisteessd z on
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edeltdvien erotus

0=0y—0,=Argz, — Argz, = Arg <2) ) (3.17)
21
Tarkastellaan analyyttisen kuvauksen ¢ = g(z) vaikutuksia. Kayra C', jonka pa-
rametrisointi on z(t¢), kuvataan uudeksi kiyréksi I' = ¢(C), jonka parametrisointi
on yhdistetty funktio ((t) = g(2(¢)). Kuvakiyrin tangentti liittyy alkuperdiseen
kiayraan ketjusdannolla:

d¢ dgdz ) : , )
@ 49a~ = 1
T i ) =g ) (318
Analyyttisessa kuvauksessa tangenttivektori Z kerrotaan kompleksiluvulla ¢’(z). Jos
analyyttinen kuvaus toteuttaa ehdon ¢'(z) # 0, niin ¢ # 0 ja kuvakiiyrd on siled.

Yhtélon (3.18) mukaan

<l =1g'(2)2l = 19/ (2)]]2]. (3.19)

Téten partikkelin vauhti | 2| pitkin uutta kdyrdé ((¢) kerrotaan tekijalld p = |¢'(2)| >
0. Havaitaan ettda suurennustekija p riippuu ainoastaan pisteestd z eikd siitd, miten
kiayra kulkee pisteen kautta. Kaikkia kdyria pitkin kulkevia partikkeleita, jotka kul-
kevat pisteen z kautta, kiihdytetddn (tai hidastetaan, jos p < 1) saman tekijan
verran. Samalla tavalla kulma, jonka uusi kiyrd tekee horisontaalin suoran kanssa,

Arg( = Arg(¢'(2)2) = Arg (¢'(2)) + Arg (%) (3.20)

Siksi kdyrén tangentin kulma kasvatetaan kulman ¢ = Arg (¢'(2)) verran eli sen tan-
genttia kierretddn kulman ¢ verran. Tangentin kulman kasvaminen riippuu ainoas-
taan pisteestd z ja kaikki kayrat, jotka kulkevat pisteen z kautta, kiertyvit saman
kulman ¢ verran. Tamaé tarkoittaa, ettd kahden kiyrin tangenttien vilinen kulma
sédilyy. Tarkemmin sanottuna, jos kiyrdn C; tangentti on kulmassa 6; vaakasuoraan
viivaan ndhden ja kiyrin C5 tangentti on kulmassa 6, vaakasuoraan viivaan nihden
kdyrien leikkauspisteessd, niin niiden kuvauksien I'y = g(C}) ja I'y = ¢(C3) kulmat

ovat i = 61 + ¢ ja i = b5 + ¢. Kahden kuvakiiyrdn vilinen kulma on siten erotus

Yo — b1 = (02 + @) — (6 + @) = 0 — 01,

joka on sama kuin alkuperdisten kdyrien vélinen kulma. [1]
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k-

Kuva 3.4: Kayrat C; ja Cy sekd I'y ja 'y, joissa lisdksi kdyrien tangenttien viliset
kulmat [2].

3.3 Joukowskin kuvaus

Esimerkki 3.3.1 FErityisen mielenkiintoinen esimerkki on Joukowskin kuvaus

()= (z + %) | (3.21)

Vendaldinen virtausdynamaikan tutkija Nikolair Zhukovsk: tutk: ensimmdisend virtauk-

sia lentokoneen siiwen ympdri. [1| Koska funktion ((z) derivaatta on

@_9(1_i)
dz 2 22 )7

nun

d¢(»)
dz

=0 vain pisteessd z = +1.
Joukowskin kuvaus on konformikuvaus kaikissa pisteissi C\ {—1,1} ja silla on sin-
gulariteetti pisteessi z = 0, missd sitd ei ole mdadritelty. |20]

0

Jos z = re', niin

: . , 1 1
C(re?) = = (rew + 26_19> = g [(T + —)cosf +i(r —=)sinf| = u+w
r r

Kun r = 1, niin saadaan

C(e) = g (e +e ") = g [2cos@ + 10 - sin 0] = cos 6.
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T&lloin ympyréa |z| = R kuvautuu ellipsille

u=%(R+ %) cosb, 0<6<2r
v=2%R— %)sinf
- "'_p_""'ﬁ-u.._B B
SN -
SN

Kuva 3.5: KunR > 1, niin alue |z| > R kuvautuu elllpisin ulkopuolelle [20].

Kun R > 1, niin alue |z| > R kuvautuu ellipsin ulkopuolelle. Jos R — 1, niin
ellipsi surkastuu joukoksi [—a, a]. Tétd on havainnollistettu kuvassa 3.5. [20]

Jos laitetaan Joukowskin muunnos muotoon

a2

niin saadaan seuraavanlaisia kuvauksia. Kuvassa 3.6 ndhdaén useita z-tason ympy-
roistd muodostettuja kuvauksia (-tasolle. Kuvassa 3.6(a) ensimméinen ympyra on
|z| = a . Tdm& kulkee pisteen z = +a kautta (merkitty punaisilla pisteilld), mis-
sé Joukowskin muuunnos ei ole konforminen ja ympyrd kuvautuu viliksi S. Toisen
ympyran siade on suurempi kuin a kuvassa 3.6(b). Ympyrin kuva on téten ellip-
si (-tasossa. Kuvassa 3.6(c) on havainnollistettu Joukowskin kuvauksen vaikutusta
ympyradn, jonka keskipisteen paikkaa on siirretty vaakasuorassa suunnassa. Siade
on valittu niin, ettd ympyra ohittaa yhden pisteen z = a ja se aiheuttaa kddnnepis-
teen kuvauksen vastaavassa pisteessd. Tétd kutsutaan lentokoneen siiven jittoreu-
nan kidnnepisteeksi. Kuvassa 3.6(d) on siirretty ympyréan keskipistettd sekd vaasuo-
rassa ettd pystysuorassa suunnassa. Valitaan taas sdde niin, ettd se ohittaa pisteen
z = a. Kuva on nyt menettanyt symmetrisyytensa ja silld on edelleen kiddnnepiste.
Kuvien 3.6(c) ja 3.6(d) kuvauksia sanotaan Joukowskin siiviksi. [22]

Lentokoneen siiven poikkileikkaus ndhdaén kuvassa 3.7. Jénne on kuvassa suora
viiva, joka yhdistdd etureunan jattoreunan kdannepisteeseen. Kohtauskulma « on
kulma jdnteen ja vaakasuoran viivan vililld. Kaarevuuskdyrda muodostuu siiven kes-
kiosan pisteistd siiven yli- ja alapinnan vililld. Saatu kaarevuuskiyrd antaa siivelle

oman profiilin. Tavallisesti lentokoneen siivet ovat hieman kaareutuneet. Kuvaan on
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my6s merkitty siiven paksuus. 23]

Joukowskin kuvauksissa, samankeskiset ympyrét |z| = r # 0 kuvautuvat ellip-
seiksi, joiden polttopisteet ovat +1 (-tasossa. Taméa on havainnollistettu kuvassa
3.8. Joukowskin muunnoksen vaikutus ympyroihin, joiden keskipiste ei ole origossa,
on mielenkiintoinen. Kuvakéyrilld on monenlaisia muotoja, kuten ndhdain kuvista
3.12, ja 3.13. Jos ympyré ohittaa singulaaripisteen z = 1, niin sen kuvaus ei ole endé
siled, mutta silli on kddnnepiste kohdassa ¢ = 1. Jotkut kuvakdyrdt muistuttavat
lentokoneen siiped muodoltaan, kuten kuvissa 3.10, 3.11 ja 3.14.[1] Kuvassa 3.9 néh-
déin reaaliakselin suhteen symmetrinen Joukowskin siipi, kun ympyran keskipistet-
td on siirretty origosta hieman negatiiviseen suuntaan, mutta siirtymistd y-akselin
suunnassa ei ole. Parametrit, joilla tdm& kuva on piirretty, ndhddan taulukosta 3.1.

Edelld mainituissa kuvissa 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13 ja 3.14 on esitetty erilaisia
Joukowskin kuvauksia, joiden matlab-koodi 16ytyy liitteestd . Kuvien parametrit on
lueteltu taulukossa 3.1. Kyseisessé koodissa on kolme eri kompleksitasoa: lahtétilan-
teen kompleksitaso, vilivaiheen kompleksitaso ja lopullisen siiven tai muun mallisen
profiilin kompleksitaso. Kohtauskulma ¢ kertoo kulman, jossa sylinteri tai lentoko-
neen siipi kohtaa vastaan tulevan virtauksen. Siiven paksuus e lisdtdan yksikkoym-
pyrin siteeseen siten, ettd vilivaiheen ympyréan side on R = 1+-e, josta edelleen ku-
vataan siipiprofiili. y-akselin siirtyméa f suhteessa siiven kaltevuuteen, kertoo kuinka
paljon ympyréan keskipiste siirtyy y-akselin suunnassa vilivaiheen tasossa. Jattoreu-
nan kirkipiste te on erdinlainen kiyrdn singulaaripiste, joka on tdssd tapaksessa
lentokoneensiipiprofiilin jéttoreunassa. Sitd hyddynnetdin Karman-Trefftz muun-
noksen, joka on erds konformikuvaus, laskemisessa. Karman-Treffts muunnoksessa
tarvitaan lisiparametri, joka on jattoreunan kulma. Se lasketaan kaavalla n = 2—te,
josta saadaan edelleen Karman-Treffts laajennus tea = (n? — 1)/3. Siipiprofiilin pa-

rametrit ndkyvit kuvassa 3.7 |7|

Taulukko 3.1: Joukowskin muunnoksia eri parametrien arvoilla [7].

Kuva | kohtaus- | siiven pak- | y-akselin siirtymé suh- | jittéreunan

kulma ¢ | suuse teessa siiven kaltevuu- | kddnnepiste te
teen f

3.8 0 0 0 0.1

3.9 0 0.1 0 0.1

3.10 | -2 0.1 0.1 0.05

311 | -5 0.5 0.2 0.05

3.12 | -2 0.9 1.5 0.9

3.13 | -30 0.05 0.9 0.5

3.14 | -10 0.04 0.17 0.005
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(d) Joukowskin siipi.

Kuva 3.6: z-tasolla olevat ympyrit kuvataan Joukowskin muunnoksella (-tasolle.
Jokaisen ympyran keskipiste on merkitty vihrealld pisteelld. Punaiset pisteet mer-
kitseviit pisteitd z = t+a. (Tédssd a=1). [22]
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Kuva 3.9: Joukowskin kuvaus ympyrésta symmetriseksi Joukowskin siiveksi. [7].
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Kuva 3.11: Joukowskin kuvaus ympyrésté levedksi Joukowskin siiveksi [7].
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Kuva 3.12: Joukowskin kuvaus ympyrésté erilaiseksi muodoksi [7].
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Kuva 3.13: Joukowskin kuvaus ympyrésté erilaiseksi muodoksi [7].

-

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

=

Kuva 3.14: Joukowskin kuvaus ympyrésté ohueksi Joukowskin siiveksi [7].
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4. LENTOKONEEN SIIPI JA SIIHEN
KOHDISTUVA NOSTE

4.1 Ideaalinen virtaus lentokoneen siiven ohi

Konformikuvaukset sopivat hyvin ideaalisten virtausten analyysiin. Olkoon O(¢) =
®(&,n) + ¥ (&, n) analyyttinen funktio, joka kuvaa kompleksipotentiaalifunktiota ta-
sapainotilassa olevalle virtaukselle alueessa ( € D. Muodostetaan kompleksipoten-
tiaali ©(() injektiiviselle konformikuvaukselle { = ¢(z), joka johtaa muutettuun
kompleksipotentiaaliin x(z) = O(g(z)) = ¢(z,y) + ib(z,y) vastaavassa alueessa
Q) = g~ '(D). Téten voidaan kiyttid konformikuvauksia muodostettaessa virtauksia

monimutkaisemmissa alueissa, kun tunnetaan virtaus yksinkertaisimmissa alueissa.

Kuva 4.1: Lentokoneen siiven poikkileikkaus.

Tarkastellaan virtausta kiintedn kappaleen ohi, kuten kuvassa 4.2. Oletus ideaa-
lista virtauksesta, jolloin virtaus on kokoonpuristumaton ja pydrteeton, toteutuu,
kun kyseessd on laminaarivirtaus. Kolmiulotteisessa ympéristossd kappaleen olete-
taan olevan yhtendisen muotoinen aksiaaliseen suuntaan ja néin voidaan rajoittaa
tarkastelu tasovirtaukseen, joka ohittaa suljetun ja rajoitetun alijoukon D C C, jo-
ka esittda sylinterin muotoisen kappaleen ldpileikkausta. Kompleksinen nopeus ja
potentiaali méaritelladn komplementtialueessa 2 = C\ D kappaleen ulkopuolella,
jonka virtaus tdyttdd. Nopeuspotentiaali p(z, y) toteuttaa Laplacen yhtalon Ap =0
virtausalueessa €). Kiintedn kappaleen reunalla on homogeeninen Neumannin reu-

naehto
9y _
on

joka merkitsee, ettd kappaleen reunan ldpi ei kulje virtausta. Huomataan, etta kos-

0  reunalla  02=0D, (4.1)

ka kulmat ja reunan normaali sdilyvit konformikuvauksessa, niin konformikuvaus

automaattisesti sdilyttda Neumannin homogeenisen reunaehdon.
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Kuva 4.2: Virtaviivat kappaleen ohi oikealta vasemmalle [7].

Koska virtaus tapahtuu alueessa, joka ei ole rajoitettu, niin virtauksen liike pita&
madrittad myos kaukana virtauksessa olevasta kappaleesta. Oletetaan, ettéd sylinteri
tai siipi on sijoitettu homogeeniseen horisontaaliin virtaukseen kuten tuulitunneliin.
Kauempana kappaleesta kappale ei enda juurikaan vaikuta virtaukseen ja néin ollen
virtausnopeutta tulisi aproksimoida yhteniisens nopeuskenttinid v = (—1,0)7, mis-
sé fysikaaliset yksikot valitaan niin, ettd virtaus kulkee oikealta vasemmalle asymp-

toottisen nopeuden ollessa —1. Nopeuspotentiaalin tulee toteuttaa ehdot
o(z,y) = —, joten Vo~ (—1,0) kun 22+ y* > 0.

Vaihtoehtoisessa fysikaalisessa tilanteessa lentokoneen siipi liikkuu horisontaalisesti
oikealle yksikkonopeudella 14pi nesteen tai kaasun, joka on alkutilanteessa levossa.
Tarkastellaan lentokonetta, joka lentdd ilmassa vakionopeudella. Jos kiinnitetdan
koordinaatisto litkkkuvaan lentokoneeseen , niin sitten ulkopuolinen ilma liikkuu kohti
lentokonetta vakionopeudella. [1]

Seuraavien esimerkkien kuvat on piirretty Matlabilla ja niiden koodi 16ytyy liit-
teestd G. Taulukossa 4.1 on lueteltu esimerkkien kuvissa kiytettyjen parametrien
arvot. Nopeus v tarkoittaa vapaan virtauksen nopeutta. Kohtauskulma ¢ tarkoittaa
kulmaa, jossa virtaus kohtaa kappaleen, kuten sylinterin ja lentokoneen siiven. Ym-
pyréan keskipisteen x- ja y-koordinaatit, kertovat ympyran keskipisteen sijainnin, joka
vaikuttaa Joukowskin kuvauksen kuvaaman kappaleen muotoon ja sijaintiin koordi-
naatistossa. Tahdn vaikuttaa myos ympyran side r.[9] Kappaleeseen kohdistuu nos-
te eli nettovoima pystysuorassa suunnassa, kun kappaleen ympaérilla on sirkulaatio.
[1]. Sirkulaatio on nostovoiman syntymisessi vaikuttava keskeinen asia. Se tarkoit-
taa ympyrian muotoista liikettd, jossa ilmavirtaus tulee sivulta ja kohtaa sylinterin.
Sylinterin etupinnalla patopisteessd virtaus jakautuu ylad- ja alapuolelle ja kohtaa
taas sylinterin takapinnalla toisessa patopisteessi. [24] Noste L siiven pituusyksik-
koa kohti saadaan laskettua Kutta-Joukowskin kaavalla: L = v, spl’, missd v, s on

2rvsin ¢
27

on yksikkovirtausnopeus, r on sylinterin side ja ¢ on kohtauskulma. 9]

virtausnopeus, p on ilman tiheys ja I' = on sirkulaatio, missd v = Vi, f/Vins
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Taulukko 4.1: Esimerkkien virtausprofiilien parametrien arvot [9].

Kuva | nopeus | kohtaus- | ympyridn keski- | ympyrdn keski- | side | noste
v [m/s] | kulma ¢ | pisteen z-koordi- | pisteen y-koordi- | r [m| | L
°] naatti |m| naatti |m| |N/m]|
4.3 20 0 0 0 1 0
44 20 0 0 0 1 0
4.5 20 20 0 0 1 2.6673
4.6 20 20 0.1 0.1 1 2.6673
4.7 30 10 0.1 0.1 1 2.0313
4.8 30 25 0.1 0.1 1 4.9437
4.9 30 40 0.1 0.1 1 7.5193

Flow Around the Airfoll. Lift:0[N/m]

Kuva 4.3: Oikealta vasemmalle kulkeva virtaus ohuen tasolevyn ohi kohtauskulmalla

é=0°[9].

Esimerkki 4.1.1 (Vaakasuora tasolevy) Yksinkertaisin esimerkki on litted levy,
joka litkkuu vaakasuorasti lapi nesteen tai kaasun. Levyn poikkileikkaus on reaaliak-
selin vali D = [—1,1]. Jos levy on ohut ja siled, niin silla ei ole merkittivid vaiku-
tusta vaakasuoraan virtaukseen, joka kulkee oikealta vasemmalle ja nopeuspotentiaali
on

o(x,y) = —x, kun r+iyeQ=C\|[-1,1].

Vo = (=1,0)T ja titen timd virtaus toteuttaa Neumannin reunaehdot (4.1) vélilli
D = 09. Vastaava kompleksipotentiaali on x(z) = —z ja kompleksinen nopeus
flz) =x(z) = -1

Kuwassa 4.3 on havainnollistettu levyd, joka on vaakasuorassa virtauksessa. Matlab-

koodi liitteessi G on ajettu arvoilla: nopeus 20 m/s, kohtauskulma 0 °, ympyrin kes-



4. Lentokoneen siipi ja sithen kohdistuva noste 44

kipisteen koordinaatti (0,0) ja side 1 m.
[1; 9]

Esimerkki 4.1.2 (Py6reé sylinteri) Muistetaan, esimerkisti 3.3.1, ettd Joukows-

kin muunnos . |
C(=yg(z) = 3 (Z + ;) (4.2)

kuvaa yksikkoympyrin |z| = 1 vdlille [—1, 1] (-tasolla. Siksi se kuvaa sylinterin ul-
kopuolella olevan virtauksen virtaukseksi, joka ohittaa vilin [—1,1], jolla edellisen
esimerkin mukaan on kompleksipotentiaali ©(() = (. Sylinterin ympdrilla olevan

virtauksen kompleksipotentiaaliks: saadaan

X(2) = (©00)(2) = 0(a(:)) = 5 (++ ) (43)

Tama poikkeaa kertoimella % esimerkin 2.4.4 kompleksipotentiaalifunktiosta.
Kuva 4.4 nayttdd sylinterin ohi tapahtuvan virtauksen, jonka suunta on otkealta
vasemmalle.

[1; 9]

Flow Around a Circle. Lift:0[N/m]

Kuva 4.4: Virtaus sylinterin ohi kohtauskulmalla ¢ = 0°, kun virtaus kulkee oikealta
vasemmalle [9)].

Esimerkki 4.1.3 (Kallistunut levy) Tarkastellaan kallistunutta levyd yhtendises-

s vaakasuorassa virtauksessa. Sen poikkileikkaus on vdli

2(t) = te™", —-1<t<1,
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joka saadaan kiertimdlli vaakasuoraa vilid [—1,1] kulman —¢ verran. Tavoitteena
on ratkaista virtaus kallistuneen levyn ohi. Virtaus on asymptoottisesti horisontaali,
kun ollaan kaukana virtauksessa olevasta kappaleesta. Kuten edelld, virtaus litkkuu
otkealta vasemmalle ja nain kulmaa ¢ kutsutaan virtauksessa olevan levyn tai len-

tokoneen siiven kohtauskulmaksi.

Flow Around the Airfoil. Lift:2.6673[N/m]

Kuva 4.5: Kutta-Joukowski virtaus ohuen levyn ohi kohtauskulmalla ¢ = 20°. Vir-
tauksen suunta on oikealta vasemmalle. [9]

Rotaatio w = €z kulman ¢ verran kuvaa yhtildsti (2.61) saadun potentiaalin
kompleksipotentiaaliksi
, , ¢
T(w) = x(e w) = e “w + o (4.4)
kun rotaation yhtdldsti on ratkaistu z = e~ “*w. Syntyneen virtauksen virtaviivat ei-
vat ole endd asymptoottisesti horisontaalit, vaan kulmassa ¢. Jos nyt sovelletaan
alkuperdisti Joukowskin kuvausta (4.2) (jossa z korvataan w:lli) virtaukseen, jota
on kierretty, niin jdlleen kerran ympyrd litistetddn vdliksi reaaliakselille, mutta vir-
tavitvat jatkuvat kulmassa ¢ suurilla etdisyyksilld. Jos kierretddn saatua virtausta
kulman —¢ verran ja laitetaan litistetty levy, jonka poikkileikkaus on reaaliakselin
vili D = [—1,1], kulmaan ¢, niin samalla saadaan virtaviivat asymptoottisesti ho-
risontaaletksi, silla ¢ — ¢ = 0. Kun yhdistetdan edelld mainitut kohdal, saadaan

lopullinen kompleksipotentiaali muotoon

x(z) = ¢ <z cos ¢ — i sin o/ 22 — e—2i¢> : (4.5)

Seuraava kuva 4.5 havainnollistaa virtausta tasolevyn ohi kohtauskulman arvolla

20° ja Matlab-koodi listteessd G on ajettu muuten samoilla arvoilla kuin kuvassa 4.3.
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115 9]

Esimerkki 4.1.4 (Lentokoneen siipi) Kun sovellettiin Joukowskin kuvausta esi-
merkissd 3.3.1 sylinteriin, jonka keskipiste ei ole origossa, niin sopiwilla parametrien
arvoilla saatiin atkaan lentokoneen siiven muotoisia letkkausprofiileja. Virtausta tdl-
laisen siiven ympdrilld voidaan ndin kuvata, kun tarkastellaan ensin virtausta kiekon
ymparilld, jonka keskipiste ei ole origossa.
Ensiksi affitinikuvaus
w=az+f (4.6)

muuttaa yksikkokiekon |z| < 1 kiekoksi
w — B < |al, (4.7)

jonka keskipiste on kohdassa B ja side on |a|. Kuten huomattiin esimerkissi 3.1.3,
nin kulmakomponentti o kiertdda virtaviivat uuden kiekon ympdrilld kulmaan ¢ =
Arg(a) horisontaaliin tasoon ndhden, missi o € (—m,m|. Sovelletaan sitten Jou-

kowskin muunnosta

1 1 1 1
<:§<w+aQ::§C”+5+az+ﬁ) (4.8)

kuvaamaan sylinteri 4.7 lentokoneen sitwen muotoon. Saatu kompleksipotentiaali vir-

taukselle lentokoneen sitven ohi saadaan vaihtamalla kdanteiskuvaus

L w—B (=B
(6]

«

sylinteripotentiaaliksi 2.61, jonka mukaan

:C_5+a\/<2_1+a(c_ﬁ_\/C2_1>‘ (49)

e(¢) 51— 250

Lopulta, jotta saadaan virtaviivat asymptoottisesti horisontaaleiksi, nitn korvataan
¢ termilli e*C lopullisessa muodossa 4.9, joka tuottaa lentokoneen siiven, joka on
kierretty kohtauskulmaan ¢ suhteessa horisontaaliin virtaukseen.

Kuva 4.6 havainnollistaa tata esimerkkid kulmalla ¢ = 20°.

[1; 9]
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Flow Around the Airfoil. Lift:2.6673[N/m]

Kuva 4.6: Kutta-Joukowski virtaus lentokoneen siiven ohi kohtauskulmalla ¢ = 20°.
Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle. [9].

4.2 Pyorteisyys ja noste

Virtausmekaanikan sovelluksissa kompleksiselle integraalille voidaan antaa tarkeé
tulkinta. Tarkastellaan tasapainotilassa olevaa kokoonpuristumatonta ja pyortee-
tontd virtausta. Olkoon f(2) = u(x,y) — iv(z,y) kompleksinen nopeus, joka vastaa
reaalinopeusvektoria v = (u(x,y),v(z,y))T pisteessd (z,y)’. Tami todettiin teoree-
massa 2.4.1.

Kompleksisen nopeuden integraali f(z) pitkin kiyraa C' voidaan kirjoittaa reaa-

listen viivaintegraalien parina:

/Cf(z)dz = /C(u —w)(dr +idy) = /C(udx + vdy) — i/(vda: —udy). (4.10)

c

Reaaliosa on pydrreintegraali

/v-dx=/udx+vdy, (4.11)
c c

kun taas imaginaariosa on negatiivinen vuointegraali

/V~nds:/v><dx:/vdx—udy (4.12)
c c c

Jos kompleksinen nopeus f(z) sidilyttda yksiarvoisen kompleksipotentiaalin

W) =p(z) —iv(z),  missi ¥(2) = f(z) = u—iv,

mistd on aina kyse, jos kompleksisen nopeuden f(z) mééarittelyalue on yhdesti yh-
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tendinen. Siten kompleksinen integraali on riippumaton polusta ja voidaan kiyttaé

integraalilaskennan paélausetta

/C £(2)dz = x(8) — x(@) (1.13)

mille tahansa kayralle C, joka yhdistdd pisteen « pisteeseen (5. Niin viivaintegraali
saa arvon nolla, jos alku- ja padtepiste ovat samat. Kompleksisen integraalin pol-
kuriippumattomuus varmistaa pyorre- ja vuointegraalin polkuriippumattomuuden

ideaalisille virtauksille. Yht&lon (4.13) reaaliosa médrittda pyorreintegraalin

/ V-dX:/ Vo -dx = p(f) — (), (4.14)
c c

virtafunktion arvojen erona kiiyrin C' paitepisteissi « ja 8. Toisaalta yht&lon (4.13)

imaginaariosa laskee vuointegraalin

/ v X dx:/ Vi - dx =(5) — ¥(a), (4.15)
C c

virtafunktion kdyran paidtepisteiden arvojen erona. Virtafunktio toimii virtauksen
"vuopotentiaalina". Téaten ideaalisille virtauksille vuo kdyran lapi riippuu ainoas-
taan kdyrdn paitepisteisti. Jos C' on suljettu kiiyra ja kompleksipotentiaali y(z) on

analyyttinen C'n sisilld, niin sitten

}{V-dX:O:j{vxdx, (4.16)
c c

ja ndin ei ole nettopyorrettd eikd vuota pitkin mitdan suljettua kiyraa.

Tavallisesti kappaleseen kohdistuva noste tarvitsee nollasta poikkeavan sirku-
laation kappaleen ympérille. [1] Témé voidaan laskea Kutta-Joukowskin kaavalla:
L = vpl', missd v on virtausnopeus, p on ilmantiheys ja I' on sirkulaatio, joka ai-
heuttaa nosteen [9).

Olkoon D C C rajoitettu ja yhdesti yhtendinen alue, joka esittda poikkileikkauk-
seltaan sylinterin muotoista kappaletta tai lentokoneen siiped. Tasapainotilanteessa
olevan virtauksen nopeusvektorikenttd v kappaleen ulkopuolella on maaritelty alu-
eessa () = C\ D. Kiinteén seinamén lapi ei ole virtausta ja niin reunaehto v-n =0
reunalla 0€) = O0D. Saatu sirkulaatio kappaleen ympérilld annetaan integraalina
fcv - dx, missd C' C €2 on mikd tahansa suljettu kiyrd kappaleen ympérilla. Jos
vastaava kompleksinopeus f(z) toteuttaa yksiarvoisen kompleksipotentiaalin aluees-
sa €, niin yhtélo (4.16) kertoo, ettd pyorreintegraali hiavidi ja nédin kappaleeseen ei
kohdistu nostetta.

Tarkastellaan ensiksi virtausta sylinterin ympérilld. Sylinterin potentiaalifunktio



4. Lentokoneen siipi ja sithen kohdistuva noste 49

(2.61) on yksiarvoinen analyyttinen funktio kaikkialla paitsi origossa z = 0. Siksi
pyorreintegraali (4.14), minké tahansa suljetun kiyrdn ympéri, joka ympéroi sylin-
terin, haviad ja tdten sylinteriin ei kohdistu nostetta. Virtauksen virtaviivat ovat
symmetriset sylinterin yla- ja alapuolella, ja titen ei voi olla mitdin nostetta eli

nettovoimaa pystysuorassa suunnassa. Tatd on havainnollistettu kuvassa 4.4.

Flow Around a Circle. Lift:2.0313[N/m]

(a) Kutta-Joukowski virtaus sylinterin ohi kohtauskulmalla ¢ = 10°.
Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle.

Flow Around the Airfoil. Lift:2.0313[N/m]

(b) Kutta-Joukowski virtaus siiven ohi kohtauskulmalla ¢ =
10°.Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle.

Kuva 4.7: Nopeudella 30 m/s kulkeva virtaus sylinterin ja siiven ohi, jotka ovat
kulmassa 10° virtaukseen ndhden. Ympyrén side on 1 m ja keskipiste on (0.1,0.1)..

9]
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Flow Around a Circle. Lift:4.9437[N/m]

(a) Kutta-Joukowski virtaus sylinterin ohi kohtauskulmalla ¢ =
25°.Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle.

Flow Around the Airfoil. Lift:4.9437[N/m]

(b) Kutta-Joukowski virtaus siiven ohi kohtauskulmalla ¢ =
25°.Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle.

Kuva 4.8: Nopeudella 30 m/s kulkeva virtaus sylinterin ja siiven ohi, jotka ovat
kulmassa 25° virtaukseen ndhden. Ympyrén séde on 1 m ja keskipiste on (0.1, 0.1).]9]

Mikéd tahansa konformikuvaus siilyttdd kompleksipotentiaalin yksiarvoisuuden
ja taten sailyttdaa nollasirkulaatio-ominaisuuden. Yleisesti kaikki virtaukset lentoko-
neen siiven ohi, jotka on muodostettu esimerkissd 4.1.4 my0s sallivat yksiarvoiset
potentiaalit, ja nédin niiden pyorreintegraali on nolla. Téllainen lentokone ei lenné,
koska sen siivissid ei ole nostetta. Tietenkin fysikaaliset lentokoneet lentévit, joten

taytyy olla jokin fysikaalinen oletus, jota ei huomioitu meidédn tarkasteltavana ole-
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Flow Around a Circle. Lift:7.5193[N/m]

(a) Kutta-Joukowski virtaus sylinterin ohi kohtauskulmalla ¢ =
40°.Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle.

Flow Around the Airfoil. Lift:7.5193[N/m]

(b) Kutta-Joukowski virtaus siiven ohi kohtauskulmalla ¢ =
40°.Virtauksen suunta on oikealta vasemmalle.

Kuva 4.9: Nopeudella 30 m/s kulkeva virtaus sylinterin ja siiven ohi, jotka ovat
kulmassa 40° virtaukseen ndhden. Ympyrén side on 1 m ja keskipiste on (0.1,0.1).

9]

van kappaleen ympaérilla olevan virtauksen késittelyssd. Vaikka ilma on hieman ko-

koonpuristuva, niin vesi on kaikissa kdytannon sovelluksissa kokoonpuristumaton ja

kuten tiedetdin, kantosiipialukseen kohdistuu noste kun se kulkee veden paalla.
Ainoa tapa jolla nosteen voi esittaéi kuvassa (katso kuva 4.14), on tehdé se yk-

siarvoisen kompleksinopeuden avulla, jolla on nollasta poikkeava pyorreintegraali, ja
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tdmé edellyttdd, ettd kompleksipotentiaali on moniarvoinen. Erds funktio, jolla on

tdllainen ominaisuus on kompleksinen logaritmi

a
Az) =1 b jonka derivaatt N(z) =
(2) =log(az +b), jonka derivaatta (2) P
on yksiarvoinen muualla paitsi pisteessi z = —b/a, jossa derivaattaa ei ole. Téten
voidaan esitelld kompleksipotentiaalien parvi
r
X+(2) = 2 + 2 +iylog z. (4.17)
Vastaava kompleksinen nopeus
dxy Ly
=" =1—-—=4— 4.18
fie) =2 — - 5 D (118

lahestyy asymptoottisesti arvoa 1, kun etdisyys origosta kasvaa. YksikkOympyrin

kehalld z = €',

. 1 1 . . .
£y (") = 5 56_2’0 —iye™™ = (sin @ 4 )ie "

on kompleksisen tangenttivektorin ie=? = sin @ —i cos  reaalinen monikerta ja téiten

sen normaalin suuntainen nopeus tai vuo katoaa, jos ja vain jos v on reaalinen.

Teoreema 4.2.1 Jos f(z) on analyyttinen rajoitetussa alueessa Q C C, niin sitten

f(z)dz = 0. (4.19)
o0
Kaava (4.20)
d 2mi, a on kiyran C sisilla
f{ G Y (4.20)
c?—a 0, a on kiyrin C ulkopuolella.

Jos C' on kiiyra, joka kulkee kerran sylinterin ympéri vastapdiviin, niin sitten sovel-

tamalla Cauchyn teoreemaa 4.2.1 ja kaavaa (4.20) saadaan

]{Cfv(z)dz _ fé (1 - % + %) ds = —97. (4.21)

Kun v # 0, niin pyorreintegraali on eri suuri kuin nolla ja sylinteriin kohdistuu
noste, koska virtaus paasee kiertdmaan kappaleen alareunaa kohti.

Virtaviivojen epdsymmetrisyys selittdd nosteen, joka kohdistuu sylinteriin. Olete-
taan, ettd |y| < 2, jolloin patopisteet ovat liikkuneet pisteistd 1, (katso kuva 4.13),
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1 1
e =Hy[1- 92— oiy. (4.22)

Kuvasta 4.14 nahdaan, kuinka patopisteet siirtyvit alemmas sylinterin pinnalla, kun

pisteisiin

~v:n arvo pienenee. Patopisteitd ovat kohdat, joissa virtaviivat ovat kohtisuorassa
kappaleen pintaa vasten eli virtauksen paikallinen nopeus on nolla.

Kun muodostetaan muutettuja potentiaaleja (4.17) yhdessi Joukowskin muun-
noksen (4.8) kanssa, niin saadaan kompleksipotentiaali virtaukselle vastaavan len-
tokoneen siiven ympaérilld. Konformikuvaus ei vaikuta kompleksisten integraalien
arvoihin ja titen mille tahansa arvolle v # 0 on olemassa nollasta poikkeava sirku-
laatio siiven ympaérilli, kun virtausta on muutettu ja lentokone pystyy lentamaéén.

Nyt ollaan muotoiltu virtaukset siiven ymparilld mielivaltaisella v:n arvolla pyor-
reintegraalia varten ja tédten ollaan saatu mielivaltainen maaré nostetta. Saksalainen
matemaatikko Martin Kutta oletti vuonna 1902, ettd vakio ~ pitdé valita siten, etta
pystytdin pitdméan virtausnopeus siiven takana jattoreunassa, joka tarkoittaa, et-
té virtaus ei saa irrota lentokoneen siiven pinnasta, koska muutoin virtaus muuttuu
turbulentiksi. Tam4i edellyttdd, ettd jattoreunassa ¢ = 1 on patopiste. Joukowskin
kuvauksessa (4.8) jattoreuna vastaa kohtaa w = 1 ja téten, affiinikuvauksessa (4.6)

vastaava piste yksikkdympyralld on

1— 4
z = 1=6_ e'¥=9), missi ¢ =Arga, = Arg(l — ) (4.23)
«
kuten esimerkissi 4.1.4, vaaditaan ettd |a| = |1 — | ja a € (—m, 7|, jotta yksik-
koympyrédn kuva kulkee kohdan w = 1 kautta. Yhtdlo (4.23) vastaa yhtalod (4.22).

Saadaan Kuttan vakio
7 = 2sin(6 — ), (4.24)

joka tuottaa saman sirkulaation kuin yhtalo (4.21). [1]

Esimerkkivirtaukset siivelle ja sylinterille on esitetty kuvissa 4.7, 4.8 ja 4.9. Seu-
raavassa taulukossa 4.2 on esitetty samalla kohtauskulmalla, mutta eri virtausno-
peuksilla saatujen siipiprofiilien nosteen arvoja. Huomataan, ettd suuremmilla no-
peuksilla saadaan suurempi noste. [9]

Edellisissd esimerkeissa lentokoneen siiven oletetaan siilyttavan poikkileikkaus-
profiilin muodon z-akselin suunnassa ja timéi edellyttad, ettd siivet ovat riittdvin
pitkat. Tallaisille siiville lentdminen on laminaaria virtausta ja tdma malli on péte-
vé sithen asti kun siipi alkaa kaventua kohti kirked. Monimutkaisimpia siipiprofiileja
pitdd tarkastella kolmiulotteisessa virtausmalleissa ja kompleksianalyysi ei ole endé
sovellettavissa. Kaksiulotteinen versio, jota on analysoitu tdhdn mennessd tarjoaa

kuitenkin térkeitd vihjeitd kolmiulotteisen virtauksen kdyttaytymisesta. [1]
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Taulukko 4.2: Eri virtausnopeuden arvoilla saatuja nosteen arvoja, kun kohtauskul-
ma on 20°. Katso kuva 4.6. [9]

nopeus | kohtaus- ympyrian  keski- | ympyrdn  keski- | side | noste L

v [m/s| | kulma ¢ [°| | pisteen z-koordi- | pisteen y-koordi- |  [m| | [N/m]|
naatti [m] naatti [m]

3 20 0.1 0.1 1 0.6668

20 20 0.1 0.1 1 2.6673

35 20 0.1 0.1 1 4.6677

4.3 Sylinteriin kohdistuva paine ja noste

Téassd kappaleessa tarkastellaan potentiaalivirtausta ja painejakautumaa pydredn
sylinterin ympaérilld. Muodostetaan potentiaali, josta ratkaistaan nopeus- ja paine-
jakautumat sylinterin ymparilla. Integroidaan jalkimmaéinen, jotta saadaan nosteelle
kerroin.

Potentiaalivirtaus sylinterin ohi, jossa on sirkulaatiota, on z-suuntaisen yhtenéi-
sen virtauksen superpositio eli dipoli. (Katso kuva 2.10(b), jossa dipoli on sylinte-
rin sisélld.) Dipoli on origossa ja osoittaa negatiivisen z-akselin suuntaan ja pyorre

sijaitsee origossa. Téten potentiaali systeemille on

x r Y
=V 4+ —tan 'Z
v m+'u$2+y2+27r -
ja
Y I 2 2
=Vy— ——1
Y =Vy NEy g I n(z” +y°)

missi vapaan virtauksen vaakasuora nopeus on Uy, =V, tan™! 2=10ja 2+t =r.
Vapaa virtaus on virtaus, joka on riittavian kaukana virtauksessa olevasta kappaleesta
siten, ettd kappale ei endé vaikuta virtaukseen. Skaalataan ongelma niin, etta kaikki
nopeudet jaetaan nopeudella V' ja titen skaalattu vapaa virtausnopeus on V = 1.
Skaalataan myos kaikki etdisyydet sylinterin siteelld R = \/,u/_V ; titen R = 1
merkitsee, ettd dipolin ldhdekentdn voimakkuus g = 1. Virtaviivat suuntautuvat
lahteestd pois pdin ja padttyvit nieluun. Sirkulaation lihdekentdn voimakkuutta on

merkitty [:lla. Nailla muutoksilla nopeuspotentiaali voidaan kirjoittaa uudelleen

T I 1Y
g0=$—|-x2—+y2—|-%tan o (4.25)
ja virtafunktio
Y I 2 2
¢:y—x2+y2—ﬂln(x + y°). (4.26)
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Otetaan gradientti nopeuspotentiaalista ¢ niin saadaan nopeuden komponentit ana-

lyyttiselle funktiolle f(2) = u(x,y) — iv(z,y):

L0 0 yma Ty

= =L = - — 4.27
T o dy (22 4+9y?)2  2ma? +y? (4.27)
ja
0 9, 2 r
oo 2yr T @ (4.28)
dy Oz (22 +y?)?  2ma?+y?
Bernoullin yhtilén mukaan |7]:
u? v p
—+—=4+==H 4.29
y Tt = (4.29)

missd H on vakio. Jos arvioidaan H:ta kaukana ylévirrassa, missa virtaus on yh-
tendinen ja V' on nopeus, p on paine, p,, on normaali ilmanpaine ja p on ilman

tiheys.
u? 0?2 p V2?2 po
2 2 ; 2 p

Bernoullin yhtéilosta, saadaan painekertoimen C), yhtélo

2,2
P — Poo u® 4+ v
C, = %sz =1- ( 2 ) . (4.30)
Ratkaistaan painekenttd Bernoullin yhtélosta
V2 w2 402
pzpooer(?— 5 ) (4.31)

Lopulta, Bernoullin yhtdlostd (4.30), voidaan ratkaista painekerroin C), seuraavasti:

:p_poo

C =1— (u?®+0° 4.32
=T (u* + %) (4.32)

Kuva 4.10 ndyttdd painejakautuman sylinterin ymparilld, kun ei ole sirkulaatiota

eli nostekerroin C';, = 0. Nostekertoimen yhtilé on

L .
CL = W = 87 sin « (4.33)
Minimi painekerroin on C), = —3 keskikohdassa sylinterin pailla ja alla. Maksimi
painekerroin C), = 1 16ytyy sylinterin etu- ja takareunan patopisteiden kohdalta.
Painejakautuma sylinterin padlld on sama kuin sylinterin alla, joten kuvassa nikyy

vain yksi kiyra.
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Kuva 4.10: Painejakauma sylinterin ymparilld, kun sirkulaatio I' = 0. Téssd paine-
kerroin C), on esitettyné etdisyyden z funktiona [7].

Seuraavaksi on lueteltu joitain tarkeitd niakokohtia liittyen

olevan potentiaalivirtauksen painejakaumaan.

1.
pU? /2.

nopeus on sama kuin vapaan virtauksen.

pienempi kuin poy yhtélossd (4.30).

el kohdistu voimaa.

sylinterin ymparilla

Patopisteissa (0° ja 180°) paine-ero (p — pg) on positiivinen ja vastaa lukua

. Asteiden 30 ja 150 kohdalla, missé sin @ = 1/2, p—pp on nolla ja niissi pisteissi

Asteiden 30 ja 150 vélilld C), on negatiivinen, mikéi osoittaa, ettd arvo p on

. Painejakauma on symmetrinen pystysuoran akselin suhteen ja néin sylinteriin

Kuvassa 4.11 on verrattu ideaalista painejakaumaa kokeellisesti saatuun. MyGs-

kdan tassd kuvassa ei ole sirkulaatiota, joten nostekerroin C'p, = 0. Kuva nayttia etta

todellinen painejakauma on sama kuin teoreettinen 70° asteeseen asti, mutta eroaa

radikaalisti sen jilkeen. Voidaan havaita, ettd sylinterin takaosan jilkeen paineker-

roin C, pysyy negatiivisena. Tama rikkoo symmetrian pystysuoran akselin suhteen

ja tuottaa voiman virtauksen suuntaan. Tamaé ei tarkoita, ettd potentiaalivirtaus

sylinterin ymparilld olisi hyodyton. Se on hyodyllinen, koska tamé virtauskentté

voidaan kuvata lentokoneen siiven ympérilla olevaan virtauskenttaén.
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Kuva 4.11: Painejakauma sylinterin ympérilld, kun nostekerroin Cp, = 0. [7].

Esitetadn sama ongelma napakoordinaateissa. Séilytetdin V ja R yhtdloissa. Ta-
méi helpottaa meitd tulkitsemaan skaalauksen tarkoitusta, jota sovellettiin aiem-
min. Napakoordinaateissa ongelman nopeuspotentiaali voidaan kirjoittaa seuraa-

vasti, kun x = rcosf, y = sin ja r? = 2% + y*

¢:V<r+%)cosﬁ+%0,

missa 0 = tan_lg. Jos médritetadn parametri R = \/u/V uudelleen, niin
R? r
o=V (r + —) cosf + —0 (4.34)
r 27
Nopeuskentin radiaalinen komponentti on

00 R?
Up = o = (1 - 7“_2) V cosd (4.35)

ja tangentiaalinen komponentti on puolestaan

10¢ R? . r
u@—;%——<l—l—ﬁ)‘/sm9+2—. (4.36)

wr

Nopeuden radiaalinen komponentti pisteessa r = R:

RQ
U, = (1 — ﬁ) Vieos =(1—1)Vecosh =0

on nolla. Téten, r = R on suljetun pyoredn virtaviivan sade ja titen sylinterin pinta
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V'n poikittaisessa virtauksessa. Télle pinnalle ug = —2V sin 6 4+ I'/27 R. Sijoitetaan
tamé Bernoullin yht#loon (4.31), niin saadaan tarkka ratkaisu painejakaumalle sy-

linterin pinnalla, joka on

1
D =Pt 5P

r\2
5 V2 <—2Vsin9+ —)

4.
2R (4.37)

Noste L ja viliaineen vastus d, jotka vaikuttavat sylinteriin méaritetddn seuraa-

vasti:

2m
L= —/ psinORdf, nosteelle
0
ja
2
d=— / pcosORdf, viliaineen vastuksellle.
0

Lasketaan integraalit, niin saadaan
L=—-pVTl (4.38)

d=0 (4.39)

Yht&lo (4.38) on nimeltéin Kutta-Joukowskin teoreema ja yhtilo (4.39) on D’Alembert’n
paradoksi.

Kaava dimensiottomalle painekertoimelle:

:p_poo

F 2
C —1-(—2sin0 4.40
e ( S +27TRV) (4.40)

Jos I' = 0, niin

C, = p—%;‘fgo —1— 4sin0.
Pisteissd 0 = 0 ja 7 (sylinterin taka- ja etureuna), tdimé on 1. Pisteessd 0 = 7/2 ja
37/2, timé on -3. Naméi tulokset vahvistavat tulokset, jotka ndkyvit kuvassa 4.10.

Kuvassa 4.12 on esitetty painejakauma sylinterin ymparilla, kun I' = —2. Huoma-
taan, ettd nostekerroin C';, on kaksinkertainen I':n arvoon nihden, koska kiytettiin
arvojaV =1ja R=1.

Sirkulaatio voidaan liittd4 geometriseen parametriin «, jota on havainnollistet-
tu kuvassa 4.14 , jossa on kuvattu virtaviivat sylinterin ympérilla eri I':n arvoil-
la. Matlab-koodi 16ytyy liitteestd H. Kulma « on sylinterin takaosan patopisteen
kulmasijainti mitattuna horisontaalista akselista. Se on yhteydessd pyorrekenttidin

seuraavalla tavalla. Sylinterin pinnalla nopeus on

u = (up,up) = (0, -2V sinf + I'/21R)
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o ( \

C), sylinterin yla-
puoldlla

IRV

p Sylinterinjalapuolella
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Kuva 4.12: Painejakauma sylinterin ymparilld pyorrekentéssd; nostekerroin Cp = 4
eli noste L # 0 ja sylinteriin kohdistuu noste. |7].

Patopisteet ovat pisteissd ug = 0 , jos ne sijaitsevat sylinterin pinnalla, silld
patopisteissa virtaus tulee kohtisuorassa sylinterin pintaa vasten ja virtaus pysahtyy.

Téaten ne sijaitsevat kohdassa

0= sing = L
SIMv = sino = ARV
r
=sin~" 4.41
a= (47TRV) (4:41)
tai
' =47RV sina (4.42)

Korvaamalla yhtilo (4.42) Kutta-Joukowskin teoreemalla, saadaan
1 5.
L=pVI = 87T§pV Rsina.

Taten nostekerroin «:n avulla lausuttuna on

L

Cr —
L %szR

= 8msin « (4.43)

Ratkaisemalla sin a yhtélostéa (4.42) ja sijoittamalla se yhtéloon (4.43), voidaan nos-
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tekerroin C, kirjoittaa my6s néin

r
CL=2—— 4.44
L= (444
T&ta nostekerrointa kiytetdin yleisesti sylinterille, missd R on pituusskaala. Kuva
4.13 havainnollistaa tilannetta, jossa noste on nolla, kun ei ole sirkulaatiota eli kun

[’ = 0. Matlab-koodi 16ytyy liitteesta H. [7]

Kuva 4.13: Virtaus sylinterin ympérilld, kun I' = 0. [7].
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(c) Noste arvolla T' = —7.

Kuva 4.14: Sylinteriin kohdistuva noste eri I':n arvoilla. Kuvassa 4.14(c) on mééri-
telty my6s kulma o. [7].
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5. YHTEENVETO

Tamaén diplomityon alussa tarkasteltiin kompleksifunktiota ja konformikuvauksiin
liittyvdd pohjustavaa teoriaa. Jotta pystyttiin hyodyntdméén kompleksifunktioita
virtaustilanteissa niin luotiin yhteys ideaalisten virtausten ja Cauchy-Riemannin yh-
taldiden vélille ja se onnistui harmonisten funktioiden avulla. Niin pystyttiin hyo-
dyntdméaan analyyttisia funktioita joissakin yksinkertaisissa virtaustilanteissa, kuten
virtauksessa kulman ja sylinterin ohi.

Konformikuvausten osalta huomattiin, ettd kulmat siilyvit. Esimerkiksi kahden
kiayran vilinen kulma saatiin tietyssd pisteessi siten, ettd otettiin kaksiulotteises-
sa avaruudessa kiyrien tangenttien vilinen kulma. Térkein esimerkki konformiku-
vauksesta on Joukowskin muunnos. Joukowskin muunnos kuvaa origokeskisen yk-
sikkdympyran ensin ympyriksi toiselle tasolle, joka ei vilttdmétta ole origokeskinen
ja tdman jilkeen kolmannelle tasolle. Tuloksena voi olla ellipsi, lentokoneen siiven
profiili tai jonkin muun mallinen kaareutuva profiili riippuen siitd, mitd parametrien
arvoja kiytetadn.

Viimeisessd osiossa késiteltiin lentokoneen siiped ja sithen kohdistuvaa nostetta.
Virtaviivat sylinteriméisen kappaleen ymparilli muuttuivat virtaviivoiksi lentoko-
neen siiven ympdrille Joukowskin muunnoksen avulla. Jotta fyysinen lentokone len-
tdisi, niin siithen pitdéd kohdistua noste ja se saatiin hyddyntamélld kompleksista in-
tegraalia. Integraalin avulla saatiin laskettua sirkulaatio, joka mahdollistaa nosteen.
Myos painejakaumalla havaittiin olevan vaikutusta nosteeseen.

Esimerkkien kuvissa, joissa on kuvattu lentokoneen siiven profiileja, on laskettu
nosteelle arvoja Matlab-koodin avulla, joka 16ytyy liitteestd G. Lisdksi taulukoiden
4.1 ja 4.2 arvoista huomattiin, ettd kohtauskulman ¢ ja nopeuden v kasvaessa, noste
my0s kasvoi, kun muut parametrien arvot pysyivit vakiona. Kohtauskulman arvolla

¢ = 0 siipeen ei kohdistunut lainkaan nostetta.



63

LAHTEET

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

Olver, P.J. 2013. Complex Analysis and Conformal Mapping. University of Min-
nesota. 78 s.
http://www.math.umn.edu/~olver/1ln_/cml.pdf, haettu 25.06.2015

Brown J.W., Churchill R.V. 2009. Complex Variables and Applications. 8.
painos. New York. McGraw-Hill. 448 s.
http://engold.ui.ac.ir/"h.sadeghian/vid/Complex_Variables.pdf,
haettu 10.06.2015

Mathews J.H., Howell R.W. 2001. Complex Analysis for Mathematics and En-

gineering. 4. painos. Mississauga. Jones and Bartlett Publisher. 596 s.

Seppo Pohjolainen, P. 2006, Kompleksimuuttujan funktiot MAT-31080 luento-

moniste, TTY Matematiikan laitos

Parker MacCready, 2009, Fluids 2009
http://faculty.washington.edu/pmacc/Classes/Fluids_2009/Homework/
PS6_answers.pdf, Haettu 10.06.2015

Ahmed Al Makky, 2012-2015, Computational FluidDynamics is the Future:
Matlab Flow Modelling
http://cfd2012.com/matlab-stream-functions.html, haettu 10.06.2015

Houghton, Carpenter, Collicott, Valentine. 2013. Aerodynamics for Engineer
Srudents, chapter 3, Elsevier Ltd.
http://booksite.elsevier.com/samplechapters/9780080966328/
Chapter_3.pdf haettu 10.06.2015

Weisstein, Eric W. "Conformal Mapping."From MathWorld-A Wolfram Web
Resource. 1999-2015.
http://mathworld.wolfram.com/ConformalMapping.html,

haettu 10.06.2015

Dario Isola, 2005, Matlab Central
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/

8870- joukowski-airfoil-transformation/content//Joukowski_
Transformation.m, haettu 10.06.2015

Wikipedia
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/

8870- joukowski-airfoil-transformation/content//Joukowski_
Transformation.m, haettu 10.06.2015



LAHTEET 64

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

Mathfaculty
http://mathfaculty.fullerton.edu/mathews//c2003/
JoukowskiTransMod.html, haettu 10.06.2015

H.K. Versteeg, W. Malalasekera, An Introduction to Computational Fluid Dy-
namics the finite volume method. 2. painos. 2007. Pearson Education Limited
https://ekaoktariyantonugroho.files.wordpress.com/2008/04/
an-introduction-to-computational-fluid-dynamics-versteeg.pdf,
haettu 13.08.2015

E.C. Zachmanoglou, Dale W. Thoe, P. 1976, Introduction to Partial Differential
Equations with Applications, Baltimore USA, The Williams & Wilkins Com-
pany. 405 s.

Juha Partanen, P.2008, Matemaattinen analyysi -kurssin luentomoniste, Hel-
singin yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos
http://mathstat.helsinki.fi/kurssit/matanalyysi/luennot/
sivut1-106.pdf, haettu 5.9.2015

Tobias Ylomaki, P. 2014, Matemaattisen analyysin tukikurssin luentomoniste,
Helsingin yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos
http://blogs.helsinki.fi/ylomaki/files/2014/09/kertal.pdf,

haettu 5.9.2015

Keijo Ruohonen, P. 2013, Graafiteoria kurssin luentomoniste, TTY Matematii-
kan laitos
http://math.tut.fi/“ruohonen/GT.pdf, haettu 5.9.2015

Keijo Ruohonen, P. 2011, Vektorikentét kurssin lentomoniste, T'TY Matema-
tiikan laitos
http://math.tut.fi/“ruohonen/VK.pdf, haettu 14.9.2015

Wikipedia
https://fi.wikipedia.org/wiki/Dipoli, haettu 6.9.2015

T.M. Apostol, P. 1967 Calculus Volume 1, 2. painos, Blaisdell Publishing Com-
pany, 656 s.

Vuorinen, luentomoniste, Turun yliopisto
http://users.utu.fi/vuorinen/CA10/£t10.pdf, haettu 9.9.2015

Irrotational plane flows of an inviscid fluid, University of Genoa, Faculty of En-
gineering Department of Environmental Engineering http://www.diam.unige.
it/~irro/conformi_e.html, haettu 8.9.2015



LAHTEET 65

[22] Part A Fluid Dynamics and Waves, 17.02.2014
https://www0.maths.ox.ac.uk/system/files/coursematerial/2014/
2862/9/f1uids3.pdf, haettu 9.9.2015

[23] Mapping in Wing Aerodynamics, Thomas Johnson, 04.06.2013
http://www.math.washington.edu/ "morrow/336_13/papers/thomas.pdf,
haettu 13.9.2015

[24] Ilmailutoimittajat, Jouni Laukkanen
http://www.ilmailutoimittajat.fi/seli/nostovoimansynty.html, haet-
tu 17.9.2015



A. HORIZONTAL FLOW

% cylinder.m 12/1/2009 Parker MacCready

%

% http://faculty.washington.edu/pmacc/Classes/Fluids 2009/
% Homework /PS6 answers. pdf

% this plots the streamfunction for potential flow

% parallel to x—axis
clear

% make axes

Xymax = 2;
x = linspace(—xymax,xymax,100);
y = linspace(—xymax,xymax,100);

[X,Y] = meshgrid(x,y);
R = sqrt(X."2 +Y."2);
sin_th = Y./R;
cos_th = X./R;

phi = R.xcos_th;
psi = R.xsin_th;

contour (X,Y, psi,—3:.25:3,"—b");

xlabel (’X Axis’)

ylabel (’Y Axis’)

title (' Stream function’)
axis equal

axis tight
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B. FLOW PAST CORNER

% @Copyright by Ahmed Al Makky 2012—2015 — http://cfd2012.com
%
% http://cfd2012.com/matlab—stream—functions.html

% this code plots fluid flow past an interior corner

cle

clear

NGRIDPOINTS=100;

Contour density =50;

xx0=0;

xx=1;

dx=(xx—xx0) / (NGRIDPOINTS ) ;
11=xx0;

for i=1:NGRIDPOINTS;
ii=ii+1;

Jj=xx0;

for j=1:NGRIDPOINTS;
Ji=1)+1

X(i,j)=1ix*dx;
Y(i,j)=jj*dx;

end

end

for i=1:NGRIDPOINTS;

for j=1:NGRIDPOINTS;
Z(i,§)-X(i,§)#Y(i,));

end

end

figure (’Position ’,[10 10 1700 900])
|C,h] = contour (X(:,:),Y(:,:),Z(:,:),Contour_density );

axis equal
title (’Stream Function’,’FontSize’,14)



B. flow past corner

xlabel (’X Axis’,’FontSize ,14)
ylabel (Y Axis’, FontSize’,14)
set (gca, 'XLim’ [0 xx0], YLim’,[0 xx0])
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C. HYPERBOL

% cylinder.m 12/1/2009 Parker MacCready

%

% http://faculty.washington.edu/pmacc/Classes/Fluids 2009/
% Homework /PS6 answers. pdf

% this plots the streamfunction and velocity

% potential for potential flow along hyperbols
clear

% make axes

xymax — 2;
x = linspace(—xymax,xymax,100);
y = linspace(—xymax,xymax,100);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

R = sqrt(X."2 +Y."2);
sin_th = Y./R;
cos_th = X./R;

phi=1./2.%R."2.%((cos_th)."2—(sin_th)."2);
psi=R."2.%xsin_th.xcos_th;

figure

contour (X,Y, phi,—3:.25:3,"—1");

hold on

[ce,hh] contour (X,Y,phi,—3:1:3,7—1r");

contour (X,Y, psi,—3:.25:3,"—b");
[cc,hh] contour (X,Y, psi,—3:1:3,"=b’);

xlabel ("X Axis’)
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C. hyperbol

ylabel (’Y Axis’)
title (7\ phi=RED )\ psi=BLUE’)
axis equal

axis tight
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D. CYLINDER

% cylinder.m 12/1/2009 Parker MacCready

%

% http://faculty.washington.edu/pmacc/Classes/Fluids 2009/
% Homework /PS6 answers. pdf

% this plots the streamfunction and velocity potential

% for potential flow around a cylinder
clear

% make axes

xymax — 2;
x = linspace(—xymax,xymax,100);
y = linspace(—xymax,xymax,100);

% note that x and y don’t include 0
[X,Y] = meshgrid(x,y);

R = sqrt(X."2 +Y."2);
sin_th = Y./R;
cos_th = X./R;

U= 1;

a = 1;

phi = Ux(R + axa./R).xcos_th;
psi = Ux(R — axa./R).*xsin_th;

figure

contour (X,Y, phi,—3:.25:3,7—1");

hold on

[cc,hh] = contour (X,Y,phi,—3:1:3,"—1");

contour (X,Y, psi,—3:.25:3,"—b");



D. cylinder

[cc,hh] = contour (X,Y,psi,—3:1:3,"=b");

xlabel (X Axis’)

ylabel (Y Axis’)

title (7\ phi=RED \ psi=BLUE’)
axis equal

axis tight
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E. DOUBLET

% cylinder.m 12/1/2009 Parker MacCready

%

% http://mathworld. wolfram.com/ConformalMapping
% this plots the streamfunction and velocity

% potential for double lemniscate

clear

% make axes

xymax — 2;
x = linspace(—xymax,xymax,100);
y = linspace(—xymax,xymax,100);

[X,Y] = meshgrid(x,y);
R = sqrt(X."2 + Y. 2);
th = asin(Y./R);

A=1;

phi = A./(R."1).*xcos(th);
psi = —A./(R."1).xsin (th);

figure

contour (X,Y, phi,—3:.25:3,"—1");

hold on

[cc,hh] = contour (X,Y,phi,—3:1:3,"—1");

contour (X,Y, psi,—3:.25:3,"—b");
[cc,hh| = contour(X,Y,psi,—3:1:3,"=b");

.html
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E. doublet

xlabel ("X Axis’)

ylabel (Y Axis’)

title (* \phi=RED \ psi=BLUE’)
axis equal

axis tight
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F.

%
%

%
%
%
%
%0

JOUKOWSKI TRANSFORMATION

http://booksite. elsevier.com/samplechapters /9780080966328
/Chapter 3. pdf

Joukowski transformation MATLAB code
Example of conformal mapping of a circle to an airfoil

AE425—ME425 Aerodynamics
Daniel T. Valentine .................... January 2009

% Circle in (xp,yp) plane: R = sqrt(xp~2 + yp~2), R > 1
% Complex variables of three complex planes of interest:
% zp = xp + ixyp == Circle plane

% oz = x + ixy —> Intermediate plane

%  w=u+ ixv —> Airfoil (or physical) plane
clear;clc

% Step 1: Select the parameters that define the airfoil of
% interest .

% (1) Select the a = angle of attack alpha

a — —2; % in degrees

a = axpi/180; % Conversion to radians

% (2) Select the parameter related to thichkness of the
% airfoil

e = .1;

% (3) Select the shift of y—axis related to camber of

% the airfoil:

f = .1;

% (4) Select the trailing edge angle parameter:

te = .05; % 0 < te < 1 (0 == cusped trailing edge)
n=2— te; % Number related to trailing edge angle.
tea = (n"2-1)/3; % This is a Karman—Trefftz extension.
% Step 2: Compute the coordinates of points on circle in
% zp—plane:

R=1+e;
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F. joukowski transformation

theta = 0:pi/200:2%pi;

yp = Rxsin (theta);

xp = Rxcos(theta);

% Step 3: Transform coordinates of circle from zp—plane to
% z—plane :

z = (xp —e) + li.x(yp + [);

% Step 4: Transform circle from z—plane to airfoil in

% w—plane

% (the w—plane is the "physical"™ plane of the airfoil):
rot = exp(lixa); % Application of angle of attack.

w = rot .x(z + teaxl./z); % Joukowski transformation.

% Step 5: Plot of circle in z—plane on top of airfoil in
% w—plane

plot (xp,yp), hold on

plot(real (w),imag(w),’r’),axis image, hold off
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G. JOUKOWSKI TRANSFORMATION WITH

LIFT

% http://www.mathworks.com/matlabcentral /fileexchange /8870

% —joukowski—airfoil —transformation /content//Joukowski

% Transformation .m

%
%

% JOUKOWSKI TRANSFORMATION
%

% Created by: Dario Isola, Politecnico di Milano, Italy

% Date: 29, october, 2005

%

clear all

close all

cle

disp(

disp (* Joukowski Transformation Input Manager ")
disp(

v_inf = input(’ Asymptotic Speed Modulus [m/s|: 7);

v = v_inf/v_inf;

theta = input(’ Asymptotic Speed Angle [deg]|: 7);

theta = thetaxpi/180;

disp(

s_x = input(’ Circle Origin, X_0 [m]: 7);
s_y — input(’ Circle Origin, Y_0 [m]: 7);
S =s_X + lixs_y;

r = input(’ Radius [m]: ’);

disp(
disp (* If Solution visualization is uncorrect ")
disp (* try modify Tolerance TOLL ")
disp(
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G. joukowski transformation with lift

% FLUID PARAMETER

rho = 1.225;

% TRANSFORMATION PARAMETER
lambda = r—s;

% CIRCULATION

beta = (theta);

k = 2xrxvksin (beta);

Gamma — k/(2*pi); W CIRCULATION

ZCOMPLEX ASYMPTOTIC SPEED
w = v % exp(lixtheta);

%IOLLERANCE
toll = +be—2;

% GENERATING MESH

x = meshgrid (—=5:.1:5);
y o= x7

% COMPLEX PLANE

z — X + lixy;

% Inside—circle points are Excluded!
for a = 1:length (x)
for b = 1:length (y)
if abs(z(a,b)—s) <= 1 — toll
z(a,b) = NaN;
end
end

end

% AERODYNAMIC POTENTIAL
f = wx(z) + (vxexp(—lixtheta)xr"2)./(z—s) + lixkxlog(z);

% JOUKOWSKI TRANSFORMATION,
J = z+lambda~2./z;

YGRAPHIC — Circle and Joukowski Airfoil
angle = 0:.1:2x%pi;
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G. joukowski transformation with lift 79

z_circle = rx(cos(angle)+1lixsin(angle)) + s;

z airfoil = z_circle+lambda~2./z circle;

% KUITA JOUKOWSKI THEOREM
L = v_infxrho+Gamma;
L _str = num2str(L);

%PLOTTING SOLUTION

figure (1)

hold on

contour(real(z),imag(z),imag(f), —5:.2:5)

fill (real(z_circle),imag(z circle),’y’)

axis equal

axis(|—=5 5 =5 5])

title (strcat ('Flow Around a Circle. Lift: 'L str,’[N/m]"));

figure (2)

hold on

contour(real(J),imag(J),imag(f), —5:.2:5)

fill (real(z airfoil),imag(z airfoil),’y’)

axis equal

axis([-5 5 =5 5])

title (strcat ('Flow Around the Airfoil. Lift: *,L _str,’[N/m|’));
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H. CYLINDER WITH LIFT

% http://booksite.elsevier.com/samplechapters /9780080966328
% /Chapter 3.pdf

%

% this plots the streamfunction for potential

% flow around a cylinder when it experiments lift

mu = 1;

gam = 0;
V=1,

x — —3:.02:3;
y = —2:.02:2;
XX = ones;
yy = ones;
psis = ones;

for m = 1:length (x)

for n = 1:length(y)
xx(m,n) = x(m);
yy(m,n) = y(n);
psis(m,n) = Vxy(n) — muxy(n)/(x(m)" 2+(y(n)+.01)"2)
— (gam/4/pi)«log(x(m)"2+(y(n)+.01)"2);
end
end

contour (xx,yy, psis, —3:.3:3,°k’),

axis image



