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Jatkuvasti kehittyvassé ja kilpailuhenkisessé nykypaivén teollisuudessa monesti kohda-
taan ongelmia, joihin ei ole olemassa valmiita ratkaisuja ja eri vaihtoehtojen kokeilemi-
nen on kaytanndsséd mahdotonta tai kallista. Tallgin usein joudutaan turvautumaan ma-
temaatikkojen apuun ratkaisujen kehittdmisessa. Usein kayttden matemaattista mallin-
nusta varmistetaan suhteellisen pienelld kustannuksella paras mahdollinen ratkaisu on-
gelmaan.

Teollisuuden ongelmien ratkaiseminen auttaa matemaatikoita soveltamaan tietojaan ja
mahdollisesti kehittdm&an uusia matematiikan haaroja. Teollisuus puolestaan tarjoaa
tyollistymismahdollisuuksia matemaatikoille. Teollisuuden ja akateemisen tutkimuksen
valisen suhteen parantamiseksi Oxfordissa perustettiin matematiikan Study Group-
ty6paja vuonna 1968.

Study Group-ty6paja on viikon mittainen tapahtuma, jossa on mukana teollisuuden
edustajia ja sovelletusta matematiikasta kiinnostuneita matemaatikoita. Ty0pajassa esi-
tetddn ongelmat, jonka jalkeen matemaatikot pienryhmissé yrittavat ratkaista niitd. Tyo-
pajan viimeisena jokainen pienryhmad esittdd ratkaisunsa. Ratkaisu on yleensd mate-
maattinen malli, jota sovelletaan ongelmaan, ja jota saatetaan my6hemmin jatkokehit-
t&a.

Taman diplomitydn alussa esitelladn lyhyesti matemaattisen mallinnuksen perusperiaat-
teita ja muotoja. Taman jélkeen esitelldadn Study Group-tydpajojen toimintaa ja niiden
hyotya seka teollisuudelle ettd akateemiselle tutkimukselle. Téssd tydssa tarkastellaan
my06s matematiikan opetusta ja pohditaan siind kohdattuja ongelmia, joihin ehdotetaan
joitakin ratkaisuvaihtoehtoja. Tyon lopussa tarkastellaan miten matemaattista mallinnus-
ta ja Study Group-ty6pajoista opittuja kaytantdja voidaan hyddyntdd matematiikan ope-
tuksessa. Samalla pohditaan miten opettamalla matemaattista mallinnusta varhaisista
vaiheista ja Study Group-tapainen tyoskentely auttaa ennalta ehkdisemaan monia mate-
matiikan opetuksessa kohdattuja ongelmia.

Ty0Ossd puhutaan myds matemaattisen mallinnuksen Suomen laajuisesta verkostohank-
keesta ja ehdotetaan joitakin ideoita verkostohankkeen matemaattisten mallinnuskurssi-
en kehittamiseksi.
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In today’s ever-developing and competitive industry, new problems are faced, to which
the solutions are either not explicit or, in some cases, even non-existent. Since a variety
of possible solutions exist, it is often impossible or costly for industries to find the best
solution to their problems. In these cases, modelling a problem mathematically might be
convenient, because it often offers a timely solution at a minimal cost, should the prob-
lem in fact be tractable.

Addressing the problems of industry then, helps mathematicians to apply their
knowledge and, in some cases, even develop new areas of research in Mathematics. In
turn, industry offers employment to mathematicians. An environment emerges from
which both parties stand to benefit. To further develop and strengthen this relationship
between academia and industry, Study Groups with Industry was formed at Oxford in
1968.

Study Groups with Industry is usually a week-long forum to and in which both industri-
al representatives and applied mathematicians contribute and participate. During the
first day of the Study Groups workshop, industrial representatives present their prob-
lems, after which mathematicians are divided into smaller groups of their choice to
work on a specific problem. During the last day of the workshop, participants regroup as
a whole and solutions are presented by the representatives of the smaller groups. The
solution is usually a mathematical model to be applied to the problem, which can be
later further developed.

This Master of Science thesis begins with a brief introduction to mathematical model-
ling. It continues to describe how Study Groups around the world function and how they
benefit both industry and academic partners. In addition, mathematics education and
problems faced in that area are discussed. The research done about Study Groups sug-
gests that these practices can be applied to improve the teaching of not only mathemati-
cal modelling but also mathematics education in general. In this work, it becomes clear
that by teaching mathematical modelling and applying the practices of the Study
Groups, many challenges faced in mathematics education can be addressed efficiently.
Moreover, this thesis describes the potential of the Finnish National Network for Math-
ematical Modelling and suggests some thoughts of its improvement.
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Tama tyo on tehty Tampereen teknillisen yliopiston matematiikan laitoksella. Tama
Diplomityd késittelee kahta toisiinsa liittyvaa aihetta. Toisaalta tyon tarkoituksena on
lisata tietoisuutta teollisuusmatematiikan Study Group-ty6pajoista ja toisaalta tuoda
julki ajatuksia, miten matemaattista mallinnusta voidaan hyodyntéé opetuksessa ja min-
kalaista on hyva matematiikan opetus.

Haluan kiittaa tyoni tarkastajat professorit Seppo Pohjolaista ja Matti Heiliota. He ovat
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“I slept and dreamed that life was beauty
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Lo! I did my duty

And found that life was beauty!”
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1 JOHDANTO

Alati kehittyvassa ja kilpailuhenkisessd nykypdaivan teollisuudessa tormataan ongelmiin,
joihin ei ole olemassa valmiita ratkaisuja ja eri vaihtoehtojen kokeileminen on kaytan-
nossd mahdotonta tai kallista. Talléin matemaattisesta mallinnuksesta ja simuloinnissa
voi olla hyotyd. Tastd johtuen usein joudutaan turvautumaan matemaatikkojen apuun
ongelmien ratkaisujen kehittdmisessd. Nain saatetaan 10ytaé suhteellisen halvalla ja no-
peassa ajassa paras mahdollinen tai riittdvan hyva ratkaisu ongelmaan.

Teollisuuden ongelmien ratkaiseminen auttaa matemaatikoita kehittdmaan uusia mate-
matiikan haaroja, menetelmia tai sovelluksia matematiikan eri osa-alueille. Teollisuus
puolestaan tarjoaa ty6llistymismahdollisuuksia sovelletusta matematiikasta kiinnostu-
neille matemaatikoille. Tallainen ymparisto, joka on molempia osapuolia hyddyntéva,
toimii erinomaisena tilaisuutena kehittdmaan teollisuuden ja akateemisten tiedemiesten
valistd suhdetta. Tdman suhteen yllapitdmiseksi ja molemminpuolisen hyddyn kehitté-
miseksi Oxfordissa on perustettu matematiikan Study Group-tydpaja vuonna 1968.

Matematiikan Study Group-tyopaja on foorumi, jossa etsitddn ratkaisuja teollisuuden
ongelmiin [1]. Siind toimivat soveltamisesta kiinnostuneet matemaatikot, jotka yhdessa
pohtien ja ideoiden yrittdvat hakea ratkaisua teollisuuden esittdmaan ongelmaan. Heidén
ratkaisunsa on matemaattinen malli, jota sovelletaan kyseiseen ongelmaan.

Matemaattinen malli on systeemin kuvaus kéyttden matematiikan kieltd [5]. Reaalimaa-
ilman ilmidille ei yleensa ole yhta oikeata matemaattista mallia. Ratkaisua voidaan 1a-
hestyd monesti monella eri tavalla. Matemaattista mallia rakennettaessa on tarke&n&
osana ryhmatyo, koska mallin rakentamisessa tarvitaan yleensé tietoa laajasti ja monesta
eri tieteen alasta. Mm. tdman takia Study Group-tydpajat toimivat ideaalisena ymparis-
tona ratkaista teollisuuden ongelmia.



2  MATEMAATTINEN MALLINNUS

Tassa luvussa késitelladn matemaattista mallinnusta ja sen tyokaluohjelmistoa. Liséksi
kerrotaan muutamia esimerkki& matemaattisen mallinnuksen sovelluskohteista ja kuva-
taan matemaattisen mallinnuksen hyotyja.

2.1 Mita on matemaattinen mallinnus

Matemaattinen mallintaminen perustuu matemaattisen mallin kéasitteelle. Matemaattinen
malli, on malli todellisuuden ongelmasta, joka muunnetaan matematiikan kielelle. Ma-
temaattisen mallin rakentaminen on monivaiheinen prosessi (kts. Kuva 1). [4]

Reaalimaailman Matemaattinen
ongelma malli

Ratkaisun tulkinta | =————— |  \allin ratkaisu

Kuva 1 Matemaattisen mallinnuksen vaiheet [4].

Kuten kuvasta 1 nadhdaan, aluksi yritetddn ymmartéa reaalimaailman ongelma. Taman
jalkeen madritelladn perusmuuttujat ja suuret. Yleensd matemaattisen mallin 16ytami-
seksi ja ratkaisun helpottamiseksi joudutaan tekemadan joitakin taustaoletuksia ja yksin-
kertaistuksia. [4] Taman jalkeen formuloidaan matemaattinen malli.

Kun matemaattinen malli on rakennettu, sen avulla voidaan tutkia mallinnettavaa ilmio-
t4. Matemaattista mallia testataan ja tulosten vastaavuutta reaalimaailman mittauksiin tai
havaintoihin tarkastellaan. Monessa mallinnusprosessissa kaytetddn nykyaan tietokonei-



ta. Muuttujat syotetaan tietokoneelle ja tuloksia analysoidaan. Lahtéarvoja, muuttujia ja
parametreja voidaan muunnella vastaamaan muuttuneita olosuhteita. Téata vaihetta kut-
sutaan simuloinniksi. Simuloinnin antamia tuloksia verrataan reaalimaailman mittaustu-
loksiin tai havaintoihin. Tdman jalkeen voidaan tehda mallin validointi. Siina arvioidaan
kuinka hyvin matemaattinen malli vastaa alkuperaista ilmi6té ja ettd miten simuloinnin
testitulokset vastaavat mittaustuloksia. Tassa vaiheessa tarkastellaan laskentamenetel-
mien aiheuttamia virheitd. Mikéli malli ei ole riittdvan tarkka, niin sitd tarkennetaan
lisadmalla siihen siitd puuttuvia lainalaisuuksia ja niitd kuvaavia muuttujia iteratiivisella
tavalla. [4]

Néiden vaiheiden jalkeen, kun saadaan tulokset vastaamaan mallinnettavaa ilmiota, siir-
rytddn niiden tulkintaan. Viimeisend malli ja sen antamat tulokset hyvaksytaan. [4]

Edella mainitun perusteella matemaattinen mallinnus prosessi voidaan siis jakaa kuu-
teen vaiheeseen:

a) Ongelman (kutakuinkin) selked muotoilu, joka ohjaa havaittuun ja mallinnetta-
van todellisuuden ominaisuuksien tutkimiseen

b) Saadusta informaatiosta oikeiden olioiden ja relaatioiden valitseminen ja niiden
idealisoiminen (yksinkertaistaminen) mahdollistaen matemaattisen esityksen

c) Olioiden ja relaatioiden alkuperdisen esitystavan muuntaminen matematiikan
kielelle

d) Kaéyttden matemaattisia metodeja matemaattisten tulosten ja paattelyjen aikaan-
saaminen

e) Naiden matemaattisten tulosten tulkinta reaalimaailman ilmiéna

f) Mallin oikeellisuuden tarkistaminen verraten tuloksia koetuloksiin tai tiettyyn
teoriaan [87]

2.2 Matemaattisen mallinnuksen muotoja

Ennen kuin voidaan esitelld eri matemaattisia malleja, on olennaista maaritella systee-
min kasite matemaattisessa mallinnuksessa. Systeemilld tarkoitetaan joukkoa toisiinsa
vaikuttavia komponentteja (olioita, alkioita) ja niihin liitettyj& ominaisuuksia (numeeri-
sia arvoja). Systeemit ovat yleensa dynaamisia, eli niiden tila muuttuu ajan suhteen.
Systeemin tilalla tarkoitetaan sen arvoa maarattyné hetkena tai tietyssa kohdassa. Mikali
dynaamisen systeemin tila ei muutu ajan suhteen, niin systeemi on saavuttanut nk. tasa-



painotilansa. Kun systeemi on tasapainotilassa sen komponenttien arvot sailyvat ajan
suhteen vakioina, eli sen derivaatta tasapainopisteessa on nolla. [4]

Matemaattiset mallit voidaan jaotella eri kategorioihin. Eréds ndista on jako lineaarisiin
ja epalineaarisiin malleihin. Matemaattinen malli rakennetaan yleensé joukosta muuttu-
jia. Muuttujiin sitten operoidaan joillakin operaattoreilla. Esimerkki néista operaattoreis-
ta ovat algebralliset operaattorit, funktiot tai differentiaalioperaattorit. Mikali operaatto-
rit matemaattisessa mallissa ovat lineaarisia, niin malli kategorisoidaan lineaariseksi
malliksi, muuten mallia pidetdén epalineaarisena. [6]

Toinen kategoria on jako deterministisiin ja stokastisiin malleihin. Deterministisessa
mallissa jokainen muuttujajoukko on yksikasitteisesti maéaritelty mallin parametrien ja
muuttujien edellisten arvojen perusteella. Taten deterministinen malli tuottaa aina sa-
man tuloksen samoilla alkuehdoilla. Stokastisessa mallissa sen sijaan on lasné satunnai-
suutta. Siind muuttujien tilat eivat ole méaériteltyja yksikasitteisilla arvoilla vaan toden-
nakoisyysjakaumalla. [6]

Staattisiin ja dynaamisiin malleihin jako on kolmas kategoria. Staattinen malli ei ota
huomioon ajan kulkua, eli systeemin tila ei muutu ajan suhteen. Dynaaminen malli sen
sijaan ottaa huomioon ajan kulun ja systeemin tila muuttuu ajan funktiona. [6]

Neljés kategoria on diskreetti ja jatkuva malli. Diskreetissd mallissa esineet ja asiat
kasitellaan diskreetteind, eli yksittdisena ja irrallisena. Mallintaessa yleensa késitellaan
systeemin tilan muutosta ajan funktiona. Diskreetissd mallissa systeemin tila muuttuu
akillisesti ajan suhteen ja vain maarattyina aikavaleilld. Toisin sanoen systeemin tila
“hypahtdd” toisesta arvosta toiseen tietyin véliajoin. Esimerkiksi pienen populaation
lisadntyminen voidaan mallintaa kayttaden diskreettia mallia, koska siina populaation tila
muuttuu vain tietyin valiajoin (esim. joka kevit). Jatkuvassa mallissa sen sijaan systee-
min tila muuttuu ns. jatkuvasti, eli muuttujat saavat eri arvon infinidesimaalisen pienina
ajan véleind. Esimerkiksi jatkuvaa mallia voidaan hyddyntdad mallintamaan sokerin ja
etanolin konsentraatioiden muutokset viinin kdymisprosessissa. [6]

Viides kategoria on deduktiivinen ja induktiivinen malli. Deduktiivinen malli on loogi-
nen jérjestelmd, joka perustuu johonkin teoriaan. Induktiivinen malli sen sijan muodos-
tuu empiiristen 16ytojen perusteella ja niiden yleistykselld. Kelluva malli on sellainen
joka ei nojaa teoriaan eikd havaintoihin vaan se on ainoastaan toivomus odotetusta ra-
kenteesta. Esimerkkind téstd on kaaosteoria (aiheeseen voi tutustua linkisté:
http://fi.wikipedia.org/wiki/Kaaosteoria). [6]

Edell&d mainittujen kategorioiden liséksi matemaattiset mallinnusongelmat yleensa kate-
gorisoidaan kahteen eri ryhm&an. Ndma ovat mustan laatikon ja valkoisen laatikon mal-
lit. Jaon perusteena on saatavilla olevan etukateistietojen maara systeemistd. Musta
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laatikko on systeemi, josta ei ole saatavilla etukateistietoa. Valkoisessa laatikossa tiede-
tdan kaikki tarvittava tieto systeemin tiloista. Kéytannosséa systeemit ovat jotakin mus-
tan laatikon ja valkoisen laatikon véliltd. Taten lopullinen paatés mallin valinnasta on
mallintajalla. [6]

2.3  Matemaattisen mallinnuksen tydkaluohjelmistot

Tassa osiossa kasitelladn matemaattisen mallinnuksen tydkaluohjelmistoja. Aluksi kasi-
telld&n milla ohjelmilla voidaan matemaattinen teksti Kirjoittaa. Tdmén jalkeen tarkas-
tellaan, minkalaisia ohjelmistoja kéytetddn matemaattisen mallinnuksen tydkaluna suo-
rittamaan symbolista ja numeerista laskentaa.

2.3.1 Matemaattisen dokumentin luominen

Matemaattinen teksti usein sisaltdd kaavoja. Tastd johtuen tarvitaan sopivia ohjelmia,
joilla voidaan tuottaa matemaattinen teksti. Tallaisia ohjelmia kaytetadn ammattikéytos-
sé, kirjojen, artikkeleiden ja matemaattisten dokumenttien kuten raporttien ja esitysten
tuottamisessa. Myds opiskelijat tarvitsevat vastaavia ohjelmia raporttien, harjoituksien
ja opinnaytetdiden kirjoittamisessa.

LaTeX

1970-luvulla Donald E. Knuth alkoi tutkia siihen aikaan uusien digitaalisten laitteiden
tarjoamia mahdollisuuksia painojaljen parantamiseen. Vuonna 1977 tdma koodasi TEX-
ohjelman, joka muutti dramaattisesti matemaattisen tekstin tuottamisen ja levittamisen
prosessia. Vuonna 1982 Leslie Lamport kehitti LaTeX (lausutaan “lateh’) nimisen oh-
jelman. LaTeX on makropakkaus, joka perustuu TeX-jarjestelmééan. LaTeX on ladonta-
jarjestelma, joka soveltuu erityisesti matemaattisen tekstin latomiseen. LaTeXia yll&
pitdd nykyaan LaTeX Project Public. [54] & [55]

Kirjoittaessa matemaattisia julkaisuja perinteisilla tekstinkasittelyohjelmilla, paljon ai-
kaa ja energiaa menee tekstin muotoiluun ja ulkoasun viimeistelyyn. Liséksi ndin tuote-
tut dokumentit eroavat ulkoasultaan toisistaan. LaTeXin tarkoituksena on yhtendistaa
julkaisujen ulkoasua ja siirtaa painopisteen ulkoasun muotoilemisesta siséllon tuottami-
seen. Toisin sanoen laadittaessa dokumentteja LaTeXilla, Kirjoittaja voi keskittyé sisal-
I6n tuottamiseen, koska ohjelma pitdd p&édosin huolen ulkoasusta. Esimerkiksi LaTeX
huolehtii automaattisesti mm. rivin- ja sivunjaosta, kuvien asettelusta, dokumentin sisai-
sista viittauksista ja sisallysluettelosta. LaTexiin on saatavilla monia dokumenttityyppe-
J4, joiden avulla voidaan varmistaa haluttu ulkoasu. [54] & [55]

Dokumentin tuottaminen LaTeXilla koostuu kahdesta vaiheesta: kuvauskielisen doku-
mentin Kirjoittamisesta ja sen k&&ntamisesta. Kéantamisen jalkeen LaTeX tuottaa DVI-
tiedoston, jonka voi muuttaa edelleen PDF-, HTML- tai PostScript-tiedostoksi. LaTeX



on nykyaén laajasti kdytossé luonnontieteiden julkaisuissa. Monet luonnontieteelliset
julkaisusarjat jopa edellyttavat niissa julkaistavien tieteellisten artikkelien olevan kirjoi-
tettu LaTeXilla. LaTeX on ilmainen ohjelma ja sen uusin versio on LaTeX2e. [54] &
[55]

Microsoft Word

Vuonna 1983 julkaistu Microsoft Word (alkuvaiheessa kaytettiin nimitystd Multi-Tool)
on kenties suosituin tekstinkéasittelyohjelma. [56] Nykyaan Wordissa on mahdollisuus
kayttdd LaTeX-kommentteja, joka helpottaa huomattavasti matemaattisen tekstin tuot-
tamista. Tdmén ominaisuuden ansiosta Word on kasvattavammassa suosiotaan myos
matemaattisten julkaisujen suhteen. Varsinkin oppilaskaytdssa Word on kéyttajaystaval-
lisempi (kuin esim. LaTeX) ja soveltuu erinomaisesti raporttien kirjoittamiseen, joissa ei
ole paljon matemaattisia kaavoja. Word on maksullinen ohjelma, jonka uusin versio on
Word 2013.

2.3.2 Matemaattiset laskentaohjelmistot

Usein matemaattiset mallit ovat niin monimutkaisia, etta niihin joko ei saada algebrallis-
ta ratkaisua manuaalisesti (kynéll& ja paperilla) tai prosessiin menee paljon aikaa. Tasta
johtuen, kuten kappaleessa 2.1 mainittiin, mallinnusprosessissa kaytetdan yleensé apuna
tietokoneita. Tietokoneella tiettyja ohjelmistoja kéyttden simuloidaan rakennettu malli.
Simuloinnin lisaksi tietokoneohjelmia kéytetddn suorittamaan symbolista ja numeerista
laskentaa. Prosessit, jossa kaytetaan tietokonetta laskemaan tieteellisid ongelmia, kutsu-
taan laskennalliseksi tieteeksi [48].

Matemaattisessa mallinnuksessa, joka on osa laskennallista tiedettd, kaytetdan joko im-
peratiivisia ohjelmointikielia tai tiettyja tarkoituksia varten rakennettuja ohjelmia. Impe-
ratiivisissa ohjelmointikielissad ohjelmoija kertoo kasky kerrallaan mitd han haluaa oh-
jelman tekevén. Ensimmainen ohjelmointikieli, Fortran (50-luku), on imperatiivinen
kieli. Muita imperatiivisia ohjelmointikielia ovat C ja osittain C++. C-Kkieli kehitettiin
Unix-ymparistossa tapahtuvaa ohjelmointia varten. Nykyaan C-kieli on eniten eri ympa-
ristdihin levinnyt ohjelmointikieli. C++-kieli on kehitetty versio C-kielestd, jossa on
mahdollistettu olio- ja geneerinen ohjelmointi. Olio-ohjelmointikielet perustuvat
useimmiten imperatiivisiin kieliin kuten jo esitelty C++ tai Java ja Python. [39]

Edell& mainittuja tai muita ohjelmointikielid kayttdmall& voidaan ohjelmoida matemaat-
tiseen mallinnukseen soveltuvia tietokoneohjelmia. Naistd ohjelmista kdytetadn englan-
niksi nimitystd computer algebra system (CAS) ja suomeksi symbolinen tai numeerinen
laskentaohjelmisto. CAS-ohjelmat ovat kéyttajaystavallisia, pystyvét tulkitsemaan ma-
temaattisia lauseita l&hes samanlaisena kuin paperille Kirjoittaessa ja kykenevat tuotta-
maan symbolista vastausta. Esimerkiksi CAS-ohjelma ymmartad binomikaavan



(x — 10)199 Jahes sellaisenaan ja pystyy laskemaan sen auki symbolisesti, jonka laske-
miseen manuaalisesti menisi paljon aikaa ja laskenta olisi virheille altis. [40]

Talla hetkella matemaattisessa mallinnuksessa yleisessé kéaytdssa olevia CAS-ohjelmia
ovat mm. MATLAB, Matematica, Maple, MathCad, R [41]. Edelld mainittuja ohjelmia
on vaikea laittaa yleiseen paremmuusjarjestykseen, koska vaikka ne ovat yleistarkoituk-
seen soveltuvia, niiden tehokkuus saattaa vaihdella kdyttotarkoituksen mukaan. Tama
johtuu ohjelmiston rakennusfilosofiasta. Toisin sanoen ohjelmistot ohjelmoidaan tietyn
filosofian mukaan ja tiettyja tarkoituksia silmélla pitden. Esimerkiksi tilastotieteelliseen
laskentaan R-ohjelmisto sopii erinomaisesti, kun taas matriisilaskentaan MATLAB on
erinomainen vaihtoehto. Eri CAS-ohjelmien kayttotarkoituksien ja vahvuuksien selkeyt-
tdmiseksi alla on lyhyt kuvaus jokaisesta edelld mainitusta CAS-ohjelmasta.

MATLAB

MATLAB, joka tulee sanoista Matrix Laboratory (matriisi kirjasto), on MathWorksin
kehittama tieteelliseen laskentaan soveltuva korkean tason ohjelmointikieli ja interaktii-
vinen ymparistd. MATLAB sisaltaa tyokalut matriisien kasittelyyn, funktioiden ja datan
visualisointiin, algoritmien toteuttamiseen ja kayttoliittymien luomiseen. Lisaksi MAT-
LABIn hyvana ominaisuutena on vuorovaikutuksen sallittavuus muilla ohjelmointikie-
lilld kuten C, C++, Java ja Python. [42]

Historiallisesti MATLAB oli tarkoitettu numeerista laskentaa varten. Vuonna 2008
MathWorks osti MuPADiIn symbolisen laskentaohjelmiston. Tdmén uuden lisdosan an-
siosta MATLABIlla voi nykydan suorittaa symbolista laskentaa. MATLAB siséltai
myos laajennuksen nimeltddn Simulink, joka mahdollistaa mallinnuksen, analysoinnin
ja dynaamisten jarjestelmien simuloinnin. Simulinkissd on graafinen kayttoliittyma,
jonka avulla malli voidaan luoda kayttdmalla lohkokaavioita, jotka koostuvat lohkoista
ja signaaliviivoista. Simulinkin lohkokaaviot voivat sisaltaa erilaisia matemaattisia ope-
raatioita, MATLAB-koodia ja siséén- ja ulostuloja. [42]

MATLAB sopii sekd ammatti- ettd opetuskayttoon. Ammattikaytossa MATLABIa hyo-
dynnetddn mm. signaalin-, kuvan- ja videonkaésittelyssa, tietoliikennetekniikassa, auto-
maatiotekniikassa, ohjausjarjestelmissé ja laskennallisessa taloudessa. [42] Opetuskéy-
tossa, kuten esimerkiksi Tampereen teknillisessa yliopistossa, MATLABIa voidaan
kayttad opetuksen tukena. Esimerkiksi matematiikan ja fysiikan tunnilla MATLABIlla
voidaan laskea vaikeat ja mekaaniset laskut ja visualisoida kuvaajia. Visualisointi auttaa
opiskelijoita nakemaén konkreettisesti funktioiden ja mallien kéyttdmisen ja sita kautta
siséistdmé&an asiaa paremmin.

Talla hetkella kaytdssa oleva MATLABIN uusin versio on R2014b, joka mm. sisaltaa
kehitettyja ja uusia tyOkaluja Big Datan késittelyyn. Seuraava versio R2015a tulee ke-



vaalla 2015. Ammattikayttoon MATLAB on kallis, mutta opetukseen, opiskeluun tai
kotikayttoon MATLABIN saa suhteellisen edullisesti. Kuitenkin nykyéén on tarjolla
myOds MATLABIn tapaisia ilmaisohjelmia (nk. vapaat ohjelmistot), joiden koodi on
ldhes sellaisenaan yhteensopiva MATLABIN kanssa. Yhtend esimerkkina niistd on GNU
Octave. Toisena esimerkkina on Scilab, joka on myds avoimen lahdekoodin ohjelma, eli
kuka tahansa voi muokata sitd omien tarpeidensa mukaan. [42]

Mathematica ja Wolfram|Alpha

Mathematica on symbolinen ja numeerinen laskentaohjelmisto, joka sopii mm. mat-
riisilaskentaan, 2- ja 3D datan visualisointiin, differentiaaliyhtaldiden ratkaisemiseen,
kuvankasittelyyn, datan ja tekstin louhintaan. Mathematica tarjoaa myo6s tyokalut, joilla
se voidaan yhdistdad DLL, SQL, Java, NET, C++, Fortran, CUDA, OpenCL ja http-
pohjaisiin systeemeihin. Mathematica on Stephen Wolframin vuonna 1987 perustaman
Wolfram Research yhtion lippulaivatuote. Mathematica on maksullinen ohjelma, jonka
eri versioiden hinnat ovat samoissa kategorioissa kuin MATLABIn. Mathematican uu-
sin versio on Mathematica 10. [43]

Mathematicalla pystyy tekemaén lahes kaikki asiat mita MATLABIllakin. Mathemati-
can ja MATLABIN yksi selvista eroista on se, ettd Mathematica on tarkoitettu enemmaén
symboliseen laskentaan kun taas MATLAB sopii paremmin numeeriseen laskentaan.
Toisena erona voi mainita Mathematican pilvipalvelun, eli Mathematica Online. Tdma
mahdollistaa ohjelman kayton verkossa asentamatta ohjelmaa kayttajan koneelle.

Wolfram Research yhtié kehitti vuonna 2009 Mathematicaan perustuvan Wol-
fram|Alphan, joka on verkossa oleva haku- ja vastauskonepalvelu. Wolfram|Alpha pys-
tyy suorittamaan symbolista ja numeerista laskentaa seké piirtdimaéan kuvaajia annetuista
funktioista. Ohjelmalle voi esittad yksittaisten hakusanojen lisdksi myds suoria Kysy-
myslauseita, joihin se etsii vastausta tietokannastaan. Wolfram|Alpha antaa vastauksen
tekstin lisdksi myds mm. numeroina, taulukkoina ja kuvina. [43]

Edelld mainittu verkkopalvelu mahdollistaa tieteellisen laskennan kaikista koneista,
jossa on internet-yhteys ilman, ettd kayttajan tarvitsee ladata mitddn. Nykyaan Wol-
fram|Alphan saa my6s mobiilisovelluksena. Tdma mahdollistaa Wolfram|Alphan helpon
kayton mm. opetuskéyttssd. Esimerkiksi koulumatematiikan tunnilla kaikki oppilaat
voivat laskea, visualisoida tai mallintaa k&yttdmall4 omia puhelimiaan. Wolfram|Alphan
perusversio on taysin ilmainen. Lisdominaisuuksia varten tarjolla on maksullinen pro-
versio.

Maple



Maple on Maplesoftin kehittdma CAS-ohjelma. Mathematican tavoin se sopii ensisijai-
sesti symboliseen laskentaan, mutta sill& voi suorittaa myos numeerista laskentaa. Map-
le ja Mathematica keskittyvat kayttajaystavallisyyteen. Nain ollen aloittelijoille ja kou-
luopetukseen Maple ja Mathematica soveltuvat hyvin. Ammattikayttoon kayttaja voi
valita kayttotarkoituksensa mukaan. [44]

Myos Maple tarjoaa kayttoliittyman, jolla voidaan ymmartdd muilla kielilla, kuten C,
C++, Fortran, Java, MATLAB, Visual Basic ja Excel kirjoitettua koodia. Maplen uusin
versio on Maple 18. Maple on maksullinen ohjelmisto, jonka eri versioiden hintatasot
ovat verrattavissa MATLABIIn ja Mathematicaan. [44]

Maplen, Mathematican ja MATLABIN tapaisia ilmaisohjelmia on paljon. Yhtena esi-
merkkina voidaan mainita Sage, joka on vapaa ja avoimen lahdekoodin ohjelma. Sage:n
ensimmainen versio julkaistiin 2005 silla ajatuksella, ettd se tarjoaisi vaihtoehtoisen
avoimen lahdekoodin ohjelman mm. ohjelmille kuten Maple, Mathematica ja MAT-
LAB. Juuri tdhén perustuu Sage:n vahvuus, silla se omaa kaikki ominaisuudet MAT-
LABiIsta, Mathematicasta ja Maplesta. Lisaksi Sage ymmartaa Python kieltd, eli Sage:en
voidaan suoraan koodata python kielen syntaksilla. Sage:en uusin versio on Sage 6.4.1.
[45]

MathCad

MathCad-laskentaohjelmisto soveltuu mallinnuksen lisaksi myds insindoritieteisiin ku-
ten mm. mekaniikkaan, séhkotekniikkaan, elektroniikkaan ja rakennustekniikkaan.
MathCad oli Mathsoftin tuote, jonka alkuperdinen kehittdja oli MITin palveluksessa
oleva Allen Razdow. Télla hetkella MathCad on Parametric Technology Corporation
(PTC) yhtion omistama. Vaikka MathCad on ensisijaisesti numeeriseen laskentaan so-
veltuva, silld voidaan suorittaa myds symbolista laskentaa. [46]

MathCad on yksi varhaisimmista CAS-ohjelmista. MathCad pyrkii kéyttajaystavallisyy-
teen ja samanlaiseen matemaattisten lausekkeiden esitystapaan kuin paperillekin kirjoi-
tettaessa, tyyli, jonka mydhemmin Maple ja Mathematica omaksuivat. MathCadin kayt-
t0 perustuu laskenta-arkkeihin. Laskenta-arkeissa voidaan yhdistelld matemaattisia lau-
sekkeita, tekstid, kuvia ja taulukoita. Lopputuloksena saadaan dokumentti, joka on sel-
laisenaan ymmarrettavissd muiden taholta. MathCadia kéytetd&nkin, joskus matemaat-
tisten dokumenttien luomiseen, koska se on osoittautunut paljon nopeammaksi hel-
pommaksi kuin esimerkiksi Microsoft Wordilla tai LaTeXilla tehdessd. MathCadilla
voidaan tehda tilastollista datan analyysid, kuvankasittelyd ja signaalinmuokkausta.
Myos differentiaaliyhtaldiden ratkaiseminen, visualisointi, data tuonti ja vienti muihin
ohjelmiin, kuten Microsoft Excel ja MathML-kieleen onnistuu. MathCadin integrointi
muiden suunnitteluohjelmistojen kanssa kuten CAD ja FEM-laskenta on my6s mahdol-
lista. [46]
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MathCadin vahvuus insinddrimallinnuksessa on sen kyky ymmartdd mittayksikkoja.
Ohjelma pystyy muuntaman yksikot kéatevasti ja estdéd véarien ja yhteensopimattomien
yksikdiden kéayton. Esimerkiksi ohjelma ei anna laskea yhteen metrejé ja sekunteja. [46]

R

R on tilastolliseen laskentaan ja grafiikan tuottamiseen tarkoitettu vapaa ohjelmistoym-
paristd. Se muistuttaa S-ohjelmointikieltd, joka on kenties tilastollisen tutkimuksen ylei-
sin ohjelmointikieli. Tasta johtuen R on hyvin suosittu ohjelmisto tilastotieteellisessa
tutkimuksessa ja tiedonlouhinnassa. Vaikka R-ohjelmisto on tarkoitettu tilastollisiin
laskentoihin, niin se sopii (lahes yht4 tehokkaasti kuin MATLAB) matriisilaskentaan.
R:n Uusin versio on R 3.2.0. [47]

Magma

Kéayttajaystavéllisten ja rutiinilaskentaan soveltuvien CAS-ohjelmien lisaksi on olemas-
sa myos ohjelmia, jotka keskittyvat lahinna vaikeiden ja puhtaan matematiikan ongel-
mien ratkaisemiseen. Magma on hyva esimerkki ohjelmista, jotka soveltuvat puhtaan
matematiikan tuottamiseen. Magma on CAS-ohjelma, joka on suunniteltu ratkaisemaan
algebran, lukuteorian, geometrian ja kombinatoriikan ongelmia. Magma kehitettiin alun
perin Sydneyn vyliopistolla ei-kaupallisella periaatteella. Magman uusin versio on Mag-
ma V2.20-10 ja sen hintaluokka pyorii samoissa kategorioissa kuin edella esiteltyjen.
[51]

Y leistarkoituksiin soveltuvien ohjelmistojen lisdksi jotkut suuret yritykset tai erikoistu-
neet akateemiset tutkijat kayttavat hyvin spesifista ohjelmistoa. Esimerkkina tasta voi-
daan mainita GUHA LISp-Miner, jota kédytetdan erityisesti tiedonlouhintaan (data mi-
ning). Tehokkuuden, kilpailukyvyn ja erityistarpeiden takaamiseksi jotkut yritykset
saattavat kehittdd jopa omija ohjelmistoja, joka on tarkoitettu vain yrityksen siséiseen
kayttoon.

Edelld mainitut CAS-ohjelmat soveltuvat hyvin moninaisiin ongelmien ratkaisuun ja
mallinnukseen. Kuitenkin ammattikdytossa vélilla tormatdan ongelmiin, joihin CAS-
ohjelma ei tarjoa valmista ratkaisumetodia tai vastauksen tuottamiseen kuuluu paljon
aikaa. Tam4 yleensd johtuu siitd, kun yleisiin tarkoituksiin valmiiksi ohjelmoidut CAS-
ohjelman funktiot tai algoritmit eivat sovellu sellaisenaan tiettyjen ongelmien ratkai-
suun. Muita syitd voi olla datan méarén suuruus tai se, ettd ohjelman funktioiden algo-
ritmeja ei ole optimoitu. Tallgin yleensa turvaudutaan aikaisemmin mainittuihin impera-
tiivisiin tai olio-ohjelmointikieliin, kuten C, C++, Fortran ja Python. Kuitenkaan pyodréa
ei kannata keksia uudestaan, eli ohjelmoidaan se mité tarvitaan optimoida jollain ohjel-
mointikielelld ja muu tehtava ratkaistaan kayttden CAS-ohjelmaa. Tésté johtuen kaikKki
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laadukkaat CAS-ohjelmat tukevat, joko suoraan tai kayttoliittymén avulla muita ohjel-
mointikielid kuten C, C++, Fortran ja Python.

2.4 Esimerkki matemaattisesta mallinnuksesta

Tassa osiossa késitellddn esimerkin omaisesti neljaa eri alaa, joissa voidaan hyddyntaa
matemaattista mallinnusta. Tarkoituksena on demonstroida miten matematiikan mallin-
nusta voidaan hyodyntéa eri ympéristoissa.

2.4.1 Sairaala

Sairaalaa voidaan ajatella esimerkkind systeemistd. Siind potilaat, laakarit ja hoitajat
ovat sen komponentteja. Potilaiden ominaisuutena voi olla saapumissyy ja henkilokun-
nan ominaisuutena osaamisala. Sairaalassa on myos erilaisia laitteistoja, jotka ovat sai-
raalan resursseja. Kuvassa 2 on havainnollistettu sairaalan poliklinikan toiminnan pro-
sessikaavio.

Potilaan saapuminen

|

Rekisterointi vastaanotossa

!

Hoitajan tapaaminen

!

Ensimmainen ladkarikontakti

!

Viimeinen ladkarikontakti

!

Lasku / potilaskertomus

!

Poistuminen kotiin tai osastolle

Laboratorio

Rontgen

l

Testitulokset

N |

Kuva 2Sairaalan poliklinikan toiminnan prosessikaavio [4].

Tassd sairaalaesimerkissd matemaattista mallinnusta voidaan hyddyntdd mm. jono-
tusaikojen optimoimisessa, hoitojen tehokkuusanalyysissa tai sairaalabakteerien levié-
misessé. Esimerkiksi analysoimalla muutaman vuoden tietoja potilaiden maérasta eri
paivén- tai vuoden aikoina voidaan rakentaa matemaattinen malli, jonka avulla potilai-
den jonotusaikoja voidaan optimoida. Tassé tapauksessa optimointi voisi tarkoittaa jo-
notusaikojen minimointia sairaalakustannustaksia silmall& pitden. Toisin sanoen, voi-
daan vastaan ottavien ladkareiden tyévuoroja muuttaa siten, ettd heitd on enemman sil-
loin, kuin arvellaan potilaita tulevan enemman ja toisaalta véhent&a silloin, kuin arvel-
laan potilaita saapuvan vdhemman.
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2.4.2 Biologinen vedenpuhdistamo

Biologinen vedenpuhdistus on veden puhdistamista kdyttden biokemiallisia prosesseja
ja biologisia organismeja, kuten bakteereita. Téalld menetelmalla vedesté voidaan poistaa
tavanomaisten ravinteiden (typpi ja hiili) lisdksi monia erittain myrkyllisid kemikaaleja,
kuten hiilivetyliuottimia ja isosyanaattia. [71]

Biologinen vedenpuhdistamo on yksi jatevedenpuhdistuksen menetelmd. Se on jarjes-
telma, jossa tietyn alueen tai itsenaisen yksikon (esim. laivan) jatevedet kootaan yhteen
pisteeseen. Biologisessa puhdistusprosessissa ensimmaéisena jatevedestd suodatetaan
pois Kiinteat yksittdiset kappaleet (esim. viemdriin joutunut metallipala). Sitten liete
johdetaan altaaseen, jossa on tarkoitusta varten kasvatettu bakteerikanta.

Bakteerit elavét likaveden ravinteilla. Itse asiassa bioreaktorin koko idea perustuu tahan.
Altaassa on sekoitus eri bakteeripopulaatioita, jotka voivat hajottaa aineenvaihdunnas-
saan (metaboloida) haitallisia aineita jatevedesta [18]. Kun ravinteet on kulutettu, puh-
das vesi poistuu altaasta. Tama tapahtuu sellaisen suodattimen l&pi, jonka lapi bakteerit
eivat paase. Lopuksi vesi kulkee vield erillisen selkeytysprosessin lapi, jonka jalkeen
sitd voidaan pumpata joko poistoviemariin, imeyttdd maahan tai (esim. laivassa) laskea
mereen. [71]

Prosessiteollisuus, kuten mm. paperiteollisuus tuottaa suuria maaria jatevettd, joka tulisi
puhdistaa ennen takaisinpadasya mereen, jarven tai jokeen. Biologinen késittely on yksi
vaihe téstd prosessista. Taloudellisista syista biologisen kasittelyn térkeys on koko ajan
kasvamassa. [18]

Mikrobipopulaatioilla on monimutkaisia kaytésmalleja kasvussaan, kuten ruokinta, tot-
tumukset, elinkaari jne. Mikrobien kaytokseen vaikuttaa mm. fosfori, happi ja lampo-
tila. Tallaisen orgaanisen prosessin kontrollointi on mielenkiintoinen haaste, johon vuo-
sittaisella keskilampdtilalla on osuutensa. [18]

Matemaattista mallinnusta tdssé prosessissa voidaan kayttda rakentamaan malli, joka
simuloi bioreaktorin toimintaa. Talléin voidaan bakteeripopulaation suuruus eri aikoina
simuloida. Tdma antaa tarkeaa tietoa, silla mikali populaation mééra laskee tai eri popu-
laatioiden suhde vaihtuu, jatevetta ei saada puhdistettua tarpeeksi. Etukateistieto auttaa
meitad suunnittelemaan olosuhteita tai kasvattamaan populaation mééraa, jolloin voidaan
varmistaa riittdva populaation suuruus ja oikea suhde lapi vuoden.

2.4.3 Sahkojakelun optimointi

Sahkoverkon suunnittelussa ja jakelussa tarvitaan paljon matemaattista mallinnusta ja
optimointia. Esimerkiksi ihmisten kayttaytymista ja séhkonkulutusta eri vuoden ja vuo-
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rokauden aikoina joudutaan mallintamaan, jotta voidaan varautua tuottamaan tarpeelli-
nen maara sahkoa. [72]

Nykyéaan tietty osuus kuluttajista tuottaa itse osan sahkosta kayttden mm. aurinkopanee-
lia, tuulivoimaa tai lampopumppuja. Tama poikkeaa perinteisesta tavasta, jolloin sahk6a
tuotettiin keskitetysti sahkonjakelukeskuksesta. Téassa uudessa ja yha yleistymassa ole-
vassa jarjestelméssd, jossa tuotetaan hajautetusti sdéhkod, voidaan hyédyntad matemaat-
tista mallinnusta. Esimerkiksi voidaan laskea kuinka monta kutakin (aurinkopaneelia,
tuuliturbiinia tai lamp6pumppua) hajautettua sahkontuottolaitetta voidaan kytkea ylei-
seen séahkoverkkoon ilman, ettd linjojen ja sahkokomponenttien maksimikuorman kes-
tavyys ylittyy. [72] llman matemaattista mallinnusta tehtava olisi lahes mahdoton.

2.4.4 Junan telin jousitusjarjestelma

Teli muodostuu yksinkertaisuudessaan kahdesta tai useammasta akselista, jotka ovat
liitetty yhteen. Junan teli kiinnitetddn jousitusjarjestelmineen vaunujen alle. Jousitusjar-
jestelmén pééatarkoituksena on mm. lisatd junan kuorman kantavuutta, tasoittaa junan
liikettd mutkaisella rataosuudella, vahentdd térinda lisaten matkustajamukavuutta ja
vaimentaa radan epasileydesta johtuvia iskuja. [49]

Junan telijarjestelmd muodostuu mm. pyoristd, akselistosta, jarruista, jousituksesta ja
rungosta. Koska telijarjestelmésséd on monta liikkuvaa osaa ja se koostuu monesta kom-
ponentista, niin se hyva esimerkki ns. monikappaledynamiikasta (multibody dynamics).
Monikappaledynamiikka on useiden mekaanisten komponenttien muodostamaa dynaa-
minen systeemi. Tallaisten systeemien mallinnuksen haasteena on yksittdisten osien
yhteen kytkeminen ja ndin saadun mutkikkaan kokonaisuuden matemaattinen mallinta-
minen. [50]

Yksinkertainen perustapaus telijarjestelman kohdalla on vaimennettu massa-jousi-
varahtelija (mass-spring-damper-system). Fyysikoille ja alan asiantuntijoille tdméa on
fysikaalisesti tuttu ja sille on olemassa valmis matemaattinen malli. Mutkikkaan multi-
body-systeemin mallinnus (auton jousitus, junan telijarjestelmé, lentokoneen laskuteli-
ne,...) on siten tavallaan tunnetun matemaattisen mallin soveltamista mutkikkaassa ti-
lanteessa.

Yksittaisen multibody-komponentin mallinnus on raskasta aikaa vievaa rutiinilaskentaa.
Vastaavanlaisia tilanteita kohdataan teollisuuden ongelmanratkaisussa, jossa haaste ei
ole aina kovin kiinnostava akateemisesti tai matematiikan teorian kannalta, mutta sen
merkitys teollisuuden tuotekehityksessa on ymmarrettavasti hyvin suuri. [50]

Mikali jousitusjérjestelmédén tuotekehityksessa esille tulisi jokin uusi innovatiivinen ja
rakenteellinen idea (voisi olla jokin epélineaarinen jousi/vaimennus ratkaisu, elastinen
komponentti, komposiittimateriaali, mikroprosessoriohjaus), niin téllgin voisi olla tarve
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uudenlaisen mallin rakentamiselle ja tdima voisi olla kiinnostava matemaatikoiden kan-
nalta. [50]

2.5 Matemaattisen mallinnuksen tarkeys

Matemaattista mallinnusta sovelletaan moneen eri alaan, esimerkiksi tuotteiden suunnit-
teluun, tuotannon ohjaukseen ja kustannusten optimointiin. Myds luonnon- ja insindori-
tieteissd kéytetddn matemaattista mallinnusta. Viime aikoina matemaattista mallinnusta
on alettu kayttdd myds humanistisissa ja sosiaalitieteissé kuten psykologiassa. [4]

Monella eri tieteen alalla tutkimuksen laatu riippuu siitd kuinka hyvin kehitetty teoreet-
tis-matemaattinen malli on sopusoinnussa toistettavien mittaustulosten kanssa. Yleensa
ristiriita matemaattisen mallin, ja mittaustulosten valilla johtaa uusiin kehityksiin tie-
teesséd ja matematiikassa. [6] Historiallisesti tarked esimerkki mittaustulosten ja teorian
ristiriidasta on esimerkiksi mustan kappaleen séteily ja ns. ultravioletti katastrofi. Siina
tutkittiin kappaleen emittoimaa sateilyd, kun sen lampdétilaa nostettiin. Lyhyilla aallon-
pituuksilla (ultraviolettisateilyn aallonpituuden luokaa, eli n. 400 nm) klassinen teoria
oli suuresti ristiriidassa mittaustulosten kanssa. Myéhemmin mittaustuloksia vastaavan
matemaattisen mallin kehittdminen sai tieteessa aikaan uuden teorian ja ymmaérryksen
syntymiseen, ja niin kvanttiteoria sai alkuunsa. Tama on hyva esimerkki siitd miten
olemassa olevan mallin ristiriitaisuus mittaustulosten kanssa on antanut hyvan vauhdin
tieteen ja matematiikan kehitykselle.

2.6 Matemaattinen mallinnus teollisuudessa

Ennen kuin kasitellddn matemaattista mallinnusta teollisuudessa perusteellisesti, lienee
tarkeatd maaritella mitd teollisuus ja teollisuusmatematiikka ovat. Taloudellisen yhteis-
tyon ja kehityksen jarjeston, eli Organisation for Economic Co-operation and Develop-
ment (OECD) mukaan, teollisuus on “miké tahansa toiminta, jolla on taloudellinen tai
sosiaalinen arvo”. Siind missd sovellettu matematiikka tutkii reaalimaailmaan liittyvid
asioita ja on padosin kiinnostunut tutkimuksensa akateemisesta arvosta, niin teollisuus-
matematiikka on enemmankin kiinnostunut tutkimusten taloudellisista ja sosiaalisista
arvoista. Toisin sanoen, teollisuusmatematiikka ei olisi olemassa, mikali sen ratkaistavat
ongelmat eivét olisi teollisuusjohtoisia. Tama tarkoittaa, ettd teollisuusmatematiikan
ongelmat saavat alkuunsa, kun joku yksittadinen henkil6 tai taho haluaa hyotyé tietyn
prosessin kvantitatiivisesta analyysistd, eika ole ensisijaisesti kiinnostunut sen akatee-
misesta arvosta. Tyypillinen piirre teollisuusmatematiikalle on sen monitieteellisyys.
[17]

Matematiikkaa on kaytetty teollisuudessa kautta aikojen. Tunnetuimpia varhaisimpia
tarinoita on Thaleksesta, jonka mukaan han k&ytti matematiikka ennustaakseen hyvaa
oliivisatoa. Hyvaa satovuotta edeltdvanad vuotena hén osti halvalla suuren osan oliiviél-
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jyn puristimista, myydakseen niité kalliilla myéhemmin. Tarinan mukaan Thales onnis-
tui tdssa menestyksekkaasti ja todisti ihmisille, ettd matematiikalla voi rikastua.

Matemaattista mallinnusta kéytettdessa teollisuudessa usein varmistetaan suhteellisen
halvalla ja nopeassa ajassa paras mahdollinen tai riittdvédn hyva ratkaisu ongelmaan.
Teollisuudessa on monia ongelmia, jotka vaativat korkean tason matematiikkaa, mutta
yleensa niité ei voi ratkaista yksin. Teollisuusmatematiikan monitieteellisyyden vuoksi
tarvitaan joukko ihmisia eri tieteenaloilta, jotta ongelmaa voidaan ratkaista. Taten ma-
temaatikoiden, jotka yrittavat ratkaista teollisuuden ongelmia tulee toimia eri asiantunti-
joiden kanssa yhteistyossa. [8]
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3  MATEMAATTISEN MALLINNUKSEN STUDY
GROUP-TYOPAJAT

Matematiikan Study Group-tyOpaja on foorumi, jossa etsitdan ratkaisua teollisuuden
ongelmiin. Siind toimivat soveltamisesta kiinnostuneet matemaatikot yhdessa paikallis-
ten yritysten edustajien kanssa. Study Group-tydpajat ovat kansainvélisesti tunnistettu
keino valittaa tietoa yliopistomatemaatikkojen ja teollisuuden vélilla. [1]

Tassa osiossa kasitelladn tyopajojen rakennetta ja toimintaa tarkemmin. Study Group-
ty6pajojen toiminnan havainnollistamiseksi kerrotaan edellisten tyopajojen ohjelmista ja
niissa kasitellyistd ongelmista. Aluksi on kuitenkin syytd puhua hieman tyépajojen syn-
tyhistoriasta.

3.1 Historia

Royal Society of London julkaisi 1960-luvulla raportin, jonka mukaan Britannian sovel-
letun matematiikan tutkijayhteiso ei ylla sen potentiaalia vastaaviin tuloksiin akateemi-
sen ja yhteiskunnallisen tuloksellisuuden suhteen. Raportin mukaan silloinen tutkimus
keskittyi liian yksipuolisesti akateemisiin kysymyksiin, erityisesti teoreettisen mekanii-
kan alalla. Kaksi Oxfordin tutkijaa, matemaatikko Alan Tayler ja numeriikan tutkija
Leslie Fox tarttuivat haasteeseen ja ehdottivat toimintamallia, jonka ajatuksena on: “ge-
nuine personal and professional contact between academic mathematicians and scien-
tists from industry” (vapaasti suomennettuna Aito henkilokohtainen ja ammatillinen
yhteistyd akateemisten matemaatikoiden ja teollisuuden tutkijoiden vdlilld”). Toteutuk-
sen idea oli viikon mittainen aivoriihi- (brainstorming) tyépaja, jonka aiheena olisivat
teollisuuden tarpeista suoraan nousevat matemaattiset ongelmat. Ensimmainen tamén
ajatuksen mukainen tyopaja ns. Study Group with Industry pidettiin Oxfordissa 1968.

[7]

Aluksi kaikki asiantuntijamatemaatikot olivat Oxfordista, mutta pian eri paikkakunnilta
olevien asiantuntijamatemaatikkojen erityisosaamisten hyddyt huomattiin. Talléin toi-
mintaa laajennettiin ja matematiikkojen apua pyydettiin ympari Isoa Britanniaa. Se mi-
k& eniten vetosi tyopajaan osallistuviin matemaatikoihin oli se, ettd he saivat vapaasti
valita minkd ongelman parissa he haluavat tyoskennella. [17]

Perusajatus viikon mittaisesta intensiivisestd teollisuusmatematiikan tyopajasta on sit-
temmin omaksuttu kaikkialla maailmassa. Nykyisin toistakymmentd maata jarjestaa
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vastaavia tyopajoja sdannollisesti ja usea muu maa silloin talldin. Aluksi toimintaa oli
padasiassa Euroopassa, jossa Oxford Study Group with Industry jérjestettiin sdannolli-
sesti vuodesta 1968 alkaen. Myohemmin European Consortium for Mathematics in In-
dustry (ECMI) otti vastuun tydpajojen jarjestdmisestd. Eradssa ECMI:n kokouksessa
vuonna 1997 péétettiin, ettd Study Group-tyopajoja tulisi myos jarjestad Ison Britannian
ulkopuolella ja toiminta tulisi nimetd uudelleen. Téten sai alkunsa ESGI, eli European
Study Group with Industry. Ensimmainen Ison Britannian ulkopuolella jarjestetty Study
Group-tydpaja oli ESGI 32, joka jarjestettiin vuonna 1998 Lyngby:ssd, Tanskan teknil-
lisella yliopistolla. [23] Euroopassa vuodesta 1968 alkanut Study Group-tyOpajojen
juokseva numerointi on juuri ylittdmassa luvun 108 [7].

Saman ajatuksen siséltavia, mutta hieman eri nimeé kayttavia tyépajoja on myos jarjes-
tetty ympéri maailmaa. Esimerkiksi 80-luvun puolessa valissd muutama Rensselaer Po-
Iytechnic Institute (RPI) professori osallistui Oxfordin jarjestamaan Study Group-
tyGpajaan. Innostuneena tyOpajasta, he paattivat tuoda samanlaisen tydpajan myos Yh-
dysvaltoihin. Vuonna 1985 Sloan-saation avustamana RPI isanndi ensimmaisen tydpa-
jan Yhdysvalloissa nimeltddn Mathematical Problems in Industry Workshop (MPI).
Kesélla 2009 juhlittiin MP1:n (Mathematical Problems in Industry) 25-vuotisjuhlia De-
lawaren yliopistolla. [13]

3.2  Study Group-ty6pajojen toiminta maailmalla

Tassa osiossa kuvataan Study Group-tydpajojen toimintaa eri puolilla maailmaa. Tar-
koituksena on kuvata nykyhetken tilannetta ja kertoa missa maissa tdhdn mennessa on
ollut toimintoja. Tassa osiossa myods kasitellaan mité hydtya on Study Group-tyopajoista
ollut kehitysmaissa, jossa niitd on jarjestetty.

3.2.1 Toimintatdhan mennessa

Study Group-tydpajoja on jarjestetty monessa eri maissa ympari maailmaa. Suurin osa
Study Group-tydpajoista on pidetty ehka historiallisista syistakin Euroopassa. Euroo-
passa niitd on jarjestetty mm. Englannissa, Portugalissa, Vendjalla, Alankomaissa,
Suomessa, Tanskassa, Irlannissa, Puolassa ja Espanjassa. [9]

Ympari maailmaa jarjestettyja Study Group-tyopajoja ovat mm. European Study with
Industry, American Annual Workshops on Mathematical Problems in Industry, Austral-
ia and New Zealand Mathematics in Industry, Mathematics in Industry Study Groups in
South Africa, Indo-UK Study Group Meetings on Industrial Problems, Canadian Indus-
trial Problem, Russian Study Group with Industry, Montreal Industrial Problem Solving
Workshops, Malaysian Mathematics in Industry Study Group, KAUST Study Groups in
Mathematics for Industry ja Chinese Study Groups with Industry. [9]
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3.2.2 Toiminta nykypaivana ja yhteistydkumppanit

NyKkyisin toistakymmentd maata jarjestaa alkuperdistd ideaa vastaavia tydpajoja séén-
nollisesti ja useat muut maat silloin talléin [7]. Euroopassa ESGI-ty6paja pidetaan vuo-
sittain Englannissa, Tanskassa, Irlannissa, Hollannissa ja Portugalissa. Myods Espanjas-
sa, Puolassa ja Vendjéalla on tavoitteena saannollinen toiminta. Muualla maailmassa
Study Group malli on omaksuttu ainakin Australiassa, Intiassa, Eteld-Afrikassa,
USA:ssa ja Kanadassa. [7] Oxford yllapitad kokoavaa web-sivustoa eri puolilla jérjeste-
tyista tyopajoista: www.maths-in-industry.org. [7]

Esimerkiksi vuonna 2014 eri puolilla maailmaa jérjestettiin ainakin yhdeksén Study
Group-tydpajaa yhdeksassa eri maassa ja neljdssa maanosassa [9]. Lisaa tietoa tahén
mennessd  pidetyistd ~ Study  Group-tyopajoista  saa  internet  sivulta:
http://miis.maths.ox.ac.uk/past/.

Nykyéan Study Group-tydpajojen periaate on levinnyt myos muille tieteenaloille. Viime
vuosina on tullut tavaksi jarjestad myods teemakohtaisia Study Group-tyépajoja esimer-
kiksi laéketieteestd, finanssimaailman haasteista ja jopa sosiaalitieteen kysymyksien
ympariltd. Uutuutena on lisaksi yritykselle raatéloityja In-house-tydpajoja, jossa Study
Group-tydpajaan osallistuvat asiantuntijat menevat teollisuuden tiloihin. [7]

Erds viime vuosien innovaatio on ollut jarjestdd juuri ennen Study Group-tydpajaa,
opiskelijoille tarkoitettu ns. mallinnusviikko (Modeling Week/Modelling Camp), joka
valmentaa opiskelijoita ongelmanratkaisuun matemaattisen mallinnuksen keinoin. Té&-
man jalkeen he saavat enemman irti varsinaisesta tyopajasta, jossa késitellaan yritysten
todellisia ongelmia kokeneempien tutkijoiden rinnalla. [7]

Eri Study Group-ty6pajojen jarjestelyissd ovat mukana mm. SIAM (Society for Indus-
trial and Applied Mathematics) ja ECMI (European Consortium for Mathematics in
Industry). SIAM on kansainvélinen teollisuuden ja sovelletun matematiikan yhteiso,
jonka tavoitteena on:

e Matematiikan soveltamisen lisédminen numeeriseen laskentaan, insindority6hon
ja teollisuuteen

o Edistad tutkimusta, joka johtaa uusin ja tehokkaisiin numeerisen matematiikan
laskentametodeihin ja tekniikkaan

e Toimia vélineend tiedon ja uusien ideoiden vaihtamiseen matemaatikkojen, insi-
ndorien ja tiedemiesten valilla [13]

ECMI on akateemisten instituutioiden ja teollisuuden kumppaneiden konsortio, jotka
toimivat yhteistydssa seuraavien tavoitteiden saavuttamiseksi:


http://www.maths-in-industry.org/
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e Lisatd ja tukea matemaattisen mallinnuksen kayttod missa tahansa sosiaalisessa
tai taloudellisessa aktiviteetissa

o Kouluttaa teollisuuden matemaatikoita vastaamaan alati kasvavan kysyntaan
asiantuntijoista, edellda mainituilla alueilla

e Operoida Euroopan tasolla [14]

ECMI toimii yhteistydssé Euroopassa mm. EMS (The European Mathematical Society),
ECCOMAS (European Congress on Computational Methods in Applied Sciences and
Engineering), ERCIM (the European Research Consortium for Informatics and Mathe-
matics) ja Euroopan ulkopuolella SIAM ja ICIAM (International Council for Industrial
and Applied Mathematics) kanssa. [15] Seka Siam, ettd ECMI aktiivisesti esittelevét eri
puolilla maailmaa jarjestetyista Study Group-tyOpajoista omissa tiedotelehdissaan. Tie-
dotelehti& voi lukea seuraavilta internet sivuilta:

e http://www.siam.org/journals/ (SIAM)
e http://www.mafy.lut.fi/EcmiNL/ (ESMI)

3.2.3 Toiminta kehitysmaissa

Study Group-tyopajat kehitysmaissa ovat alku kehitykselle. Ndma toiminnat yleensa
parantavat yliopiston matematiikan laitoksen toimintaa kehitysmaissa. Kehitysmaissa
mallinnettava ongelma liittyy yleensé paikallisiin kehittdmiskohteisiin, kuten maatalou-
teen, kaivostoimintaa, infrastruktuuriin, terveysoloihin tms. Tall6in mallia soveltamalla
saadaan alkuun joku toiminta, joka voi auttaa esimerkiksi maataloutta kyseisesséd maas-
sa. Study Group-tyopajassa voidaan esimerkiksi pohtia omenapuiden istutusta silla ta-
valla. Téalloin tarkoituksena voisi olla mm. saada mahdollisemman pienestd maa-alasta
mahdollisemman suuri sato. Eréitd muita matemaattisesti mallinnettuja tyypillisia on-
gelmia kehitysmaille ovat mm. kalastus ja tautien levidmiset.

Kehitysmaissa Study Group-tydpaja on suhteellisen uusi asia. Study Group-tydpajoja on
vasta viime vuosista lahtien, suunnilleen vuodesta 2004, alettu pitdmaan mm. Intiassa,
Etela-Afrikassa, Turkissa, Malesiassa, Saudi Arabiassa, Algeriassa, Meksikossa ja Kii-
nassa [21].

Edelld mainituissa maissa Study Group-tydpajaa on pidetty yliopistoissa, joiden vaiku-

tuspiirissa on ollut teollisuutta ja kehittynyttd elinkeinotoimintaa, niinpd monesti tahén
mennessa tydpajojen toiminnan tarkoitus ja vaikutus kehitysmaihin on ollut sama kuin
kehittyneissakin maissa.

Joissain tapauksissa voi sanoa, ettd SGI (Study Group with Industry) on teollisuusma-
tematiikkaa aloittavalle laitokselle ja sen opiskelijoille hyva oppimistapahtuma ja keino
rakentaa yhteyksida matematiikkaa tarvitseviin muihin yksikéihin.


http://www.siam.org/journals/
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Esimerkiksi Etela-Afrikan Study Group-tyopajassa on tutkittu mm. kalliolouhintaa, op-
timointia kaivoksissa, HIV-viruksen levidmista tydymparistossd, jakelun optimointia ja
uusiutuvia energioita [10]. Afrikan kehittyvissé osissa ei ole vield jérjestetty Study
Group-tydpajaa. Mikéli sellainen tulevaisuudessa jarjestetdén, niin sen aiheena voisivat
olla:

e liikenneruuhkat

e luonnonpuistojen ekologia ja elédinpopulaatiot

e maatalouden logistiset mallit

o kehittyvan pakkitoiminnan finanssi/riskimallit

e Kkasvitautiepidemiat ja torjunta

e malariatutkimus

e demografiset mallit syntyvyydestd, lapsikuolleisuudesta ja yms.
e bioenergiaan liittyvat kysymykset

o kansalliset sahkoverkot, vedenjakelu ja yms.

3.23.1 Study Group-tydpajojen hyoty kehitysmaille

Kehitysmaissa on paljon lahjakkaita matemaatikkoja. Teollisuusmatematiikan ja Study
Group-tydpajojen suosion kasvun myoté kehitysmaiden matemaatikot voivat auttaa ke-
hittdimaan maansa teollisuutta ja sitd kautta hyvinvoinnin tasoa. Esimerkiksi Intiassa ja
Kiinassa on paljon lahjakkaita matematiikkoja, joista olisi maansa infrastruktuurin ra-
kentamisessa huomattava apu. Nain varmistetaan, ettd kaikilta tieteenaloilta, kuten ma-
tematiikasta yksilot pdasevat antamaan oman panoksensa maansa kehittamiseen.

3.2.4 Toiminta Suomessa

Study Group-ty6paja on ollut Tampereella ja Helsingissa. Lisaksi Suomessa jarjestettiin
ESGI 50 vuonna 2004 Otaniemessd. Mukana jarjestelyssa olivat CSC, TUT, LUT ja
TKK. Lappeenrannan teknillinen yliopisto yhteistydsséd Pietarin Teknillisen valtionyli-
opiston kanssa jarjesti ESGI 89 tyopajan 10-15.9 2012. Tydpajan aiheina olivat nelja
probleemaa, kaksi Vendjalta, kaksi Suomesta: http://www.mafy.lut.fi/study/ESGI/. [7]

Vastaava suomalais-venéldinen ESGI 96-tydpaja jarjestettiin Pietarissa 30.9.—4.10.2013
[18]. Uusin Suomen ja  Vengéan  valinen tybpaja ESGI 105
(http://www.mafy.lut.fi/ESGI/) jarjestettiin 29.9.-3.10.2014 Rantasalmella. Harkinnassa
on ajatus jatkaa edelleen toimintaa vuorovuosina rajan molemmin puolin [7].
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3.3  Study Group-ty6pajan rakenne ja ohjelma

Tassa osiossa kuvaillaan typajojen rakennetta, ohjelmaa ja kéytadntdja. Naiden
havoinnollistamiseksi kaytetadn esimerkkeja eri Study Group-tyOpajoista. Lyhyesti
kuitenkin Study Group-ty6pajoissa edetaan seuraavasti:

Formuloidaan teollisuuden ongelma, jota ollaan ratkaisemassa
Tuodaan esille uusia ja luovia ajatuksia

Paneudutaan ja pohditaan ongelman mallintamista ja ratkaisumetodeja
Yritetddn 10ytéa ratkaisu ongelmaan

Esitellddn mahdollinen ratkaisu tyopajan viimeisend paivana [1]

S A

3.3.1 Rakenne

Tyypillisesti Study Group-tydpajat kestavat viikon ja yleensa maanantaista perjantaihin.
Niissa Study Group-ryhmad, joka voi koostua jopa 50-80 matemaatikosta, yrittavat yh-
dessa ratkaista teollisuuden ongelman. Yritykset esittdavat heiddn ongelmansa ja paa-
madaransa tyopajan ensimmaisend paivana. Samalla he esittavét tdhan mennessa kaytet-
tyja ratkaisuyrityksid tai lahestymistapoja [13]. Taman jalkeen matemaatikkoryhma
yrittdé keksia ratkaisun ongelmaan.

Ongelmia esitetdan tyypillisesti kolmesta kuuteen, jonka jalkeen tydpaja jaetaan pien-
ryhmiin ongelmamaardn mukaan [13]. Matemaatikot voivat valita kiinnostuksensa mu-
kaan mihinka pienryhméan he osallistuvat. Samaan aikaisesti kaynnistetdan koulutus
halukkaille ongelmaan liittyen, jossa voi saada liséa tietoa ongelman taustasta ja mate-
matiikasta. Ensimmadista paivaa seuraavat 2-3 paivaa omistetaan pohdintaan, aivoriihiin,
mallintamiseen ja ongelman ratkaisun ldytamiseen. Usein tdma kaikki tapahtuu kasi
kadessa teollisuuden edustajien kanssa. Osallistuvat matemaatikot ovat vapaita valitse-
maan minké& tahansa ongelman ja tarjoamaan tietamystaan haluamansa projektiin.

Vaikka ryhmien toimintatavat poikkeavatkin hieman tydpajakohtaisesti, niin yleinen
kaava on se, ettd tyopaja kokoontuu yhtend isona ryhmana tyopajan ensimmadisend ja
viimeisena paivana. Valissa olevien paivien aikana tydpajan osallistujat toimivat pien-
ryhmissa keskittyen vain tiettyyn ongelmaan. Luentoja on minimaalinen maara, koska
suurin osa ajasta halutaan kayttaa pienryhmépohdiskeluun. Pienryhmia on saman verran
kuin esitettyja ongelmia. Niiss& pohditaan aamusta iltaan kutakin ongelmaa. Kuitenkaan
ei ole epatavallista, ettd vélilla tietyn pienryhma@ osallistujat vierailevat pikaisesti muissa
pienryhmissa jakamassa ideoitaan tai hakemassa inspiraatiota. Pienryhmien ilmapiiri
vaihtelee sopivan hiljaisista hetkistg, jolloin kaikki keskittyivat ongelman ratkaisuun, ja
energisten keskustelujen vélilla. [13]

Study Group-tyopajoilla mitkdan sdannot eivat rajoita osallistujia jakamasta ideoitaan.
Osallistujat ovat vapaita ilmaisemaan mielipiteensd taustastaan riippumatta. Tama luo
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tasavertaisen ilmapiirin, jolloin vastavalmistuneilla opiskelijoilla on mahdollisuus
ideoida huippututkijoiden kanssa. [13]

Yleensé tyOpajan puolessa vélissa pienryhmaét valmistelevat valiraportin. Valiraportti on
yhteenveto siihen asti tehdyistd pohdinnoista ja edistyksistd. Ty6pajan loppua kohti,
yleensa tyOpajan viimeisen paivédn edellisend iltana, pienryhmat viimeistelevat raport-
tinsa esityskuntoon. Ty6pajan viimeisend péivana pienryhmat esittévat ratkaisunsa on-
gelmaan. Usein ajan puutteen vuoksi pienryhmien loppuraportit eivét ole sellaisenaan
julkaisukelpoisia vaan niité tyostetdaan jalkikateen. [1].

Edella kuvattu Study Group-tyopajan rakenne ja ohjelma on havainnollistettu taulukos-
sal.

Taulukko 1 Tyypillisen Study Group-tyépajan rankenne [23].

Su Ma Ti Ke To Pe
Ongelmien
esittely Tybpaja- Tybpaja- Tybpaja- Loppu-
teollisuus- tydskentelyé tydskentelyé tydskentelyé seminaari
edustajien ja
taholta Pienryhma
esitykset
Saapuminen Pienryhmien TyOpaja- Ty06paja- Ty0paja-
muodostaminen  tydskentelya tyOskentelya tyOskentelya Loppupuhe
Ja Ja
tyon Pienryhma kotiinpaluu
aloittaminen Valiraportti raporttien
viimeistely

Study Group-tyopaja tarjoaa taloudellista tukea tyopajaan kutsutuille henkildille, jotka
eivét saa rahoitusta muuta kautta [1]. Vasta valmistuneet tai jatko-opiskelijat, jotka ha-
luavat osallistua tydpajaan saavat ainutlaatuisen mahdollisuuden oppia jotain uutta il-
man pitkdaikaista sitoutumista. Study Group-tydpajan kustannukset on pyritty mini-
moimaan. Yleensa rekisterdimismaksuja ei ole, tyopajan jarjestava taho tarjoaa ruuat ja
majoitus on suhteellisen halpaa. [13]

Esimerkin vuoksi tdhén (taulukko 2) on otettu Espanjassa, Santiago de Compostelassa
(11-14.11.2013), pidetyn Study Group-tyOpajan viikkoaikataulut. Normaalista poik-
keavasti taméan tydpajan kesto oli maanantaista torstaihin.

Taulukko 2 Espanjassa pidetyn Study Group-tyopajan aikataulu [22].

9:00 9:40 Reception
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9:40 10:30 participants
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Presentation P2 Conclusions P3
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P1: Electric Scale up for a carbothermic Al-process | Teknova AS and Alcoa Norway ANS

P2: Process models for the production of Microalumina | Elkem AS Silicon Materials

P3: Designing an optimal network measurement sensors for monitoring geographical renewable resource,
Centro Nacional de Energias Renovables (CENER)

GTs: Study group by problem

3.3.2 Ryhmien toimintatavat

3321 Ryhmatyon vahvuuksia

Usein teollisuuden ongelmat ovat sen verran haastavia ja vaativat laaja-alaista tietamys-
t4, joten kaytannossa tulee mahdottomaksi ratkaista ongelma lyhyessa ajassa yksin.
Ryhmaéssa usein on ihmisia eri taustoista ja tieteen alasta, joten ratkaisun saaminen on-
gelmaan huomattavasti helpottuu.

Ryhmaéssad paésee esittdmaan omat ajatuksensa ja kuulemaan muiden mielipiteita. Tal-
laisessa ilmapiirissé yleensa mahdollinen ratkaisu ponnahtaa esiin, kun eri ideat ja aja-
tukset tormaavat yhteen pohdinnoissa.

Vaikea ja kompleksinen tehtava voidaan purkaa pikkuosiin ja delegoida eri osat ryh-
manjasenille. N&in kaytetddn kaikkien ryhmanjésenten osaamista ja varmistetaan opti-
maalinen ajan kdyttd ongelman ratkaisuun.

Study Group-tyopajan ryhmatydskentely auttaa ryhmén jasenia luomaan ystavyys suh-
teita keskenddn. Tamé& auttaa varsinkin jatko-opiskelijoita heidan tulevaisuuden opin-
noissa ja tyossa.

3.3.2.2 Teollisuusedustajan rooli

Teollisuusedustajan tehtdvand on esittdd teollisuuden ongelma Study Group-tyGpajan
ensimmaisend paivand. Taman jalkeen silla valin, kun muut pohtivat ongelmaa, han
jarjestdd mahdollisesti lisda koulutusta halukkaille ongelmasta ja sen taustasta.
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Liséksi teollisuusedustaja kdy pienryhmissa kiertelemassa ja vastaamassa mahdollisiin
kysymyksiin. Joskus teollisuuden edustaja joutuu hankkimaan uutta dataa tai lisaselvi-
tysta liittyen ongelmaan sitd mukaa, kun ryhmé edistyy ongelman ratkaisemisessa ja
tarvitsee uusia oletuksia tai selvennyksia. Study Group-tyOpajan viimeisend paivana
teollisuuden edustajat ovat kuuntelemassa mahdollisia ratkaisuja tai ideoita ongelmaan
liittyen. [13] Kaytannon syista johtuen, joskus kaikki teollisuuden edustajat eivat padse
paikalle tai eivét voi olla tydpajassa tayspaivaisesti. Yleensa tdma johtuu teollisuuden
edustajien kiireellisyydesta tai siita, ettd he eivat voi olla pois omasta tydtehtavastaan
viikon ajan. Talléin heihin ollaan yhteydessé teknologiaa hyddyntéen, esim. sahk6pos-
titse tai skypen valityksella.

Yleensé teollisuuden edustajat ovat matemaatikoita, kuitenkaan heidan ei valttamatta
tarvitse olla. Usein riittad, ettd he ovat erittdin hyvin perehtyneet ongelmaan ja pystyvat
omaksumaan tyépajan tarjoamaa mahdollista ratkaisua ongelmaan. [13]

3.3.2.3 Loppuseminaari (toteutus)

Loppuseminaari toteutetaan Study Group-tyGpajan viimeisena paivéana, yleensa perjan-
taiaamuna. Talléin pienryhmét kokoontuvat taas yhteen ja jokainen ryhma esittdd oman
loppuraporttinsa. loppuraportti siséltdd joko mahdollista ratkaisua tai ideoita mitd voi-
daan kokeilla. Loppuseminaarissa usein teollisuuden edustajat ovat lasna kuuntelemassa
ja kommentoimassa ryhmien loppuraporttia. Myds muut osallistujat voivat kommentoi-
da esityksié.

Tydpaja usein paatyy heti loppuseminaarin jélkeen, jolloin osallistujat palaavat kotiinsa.
Mikali halutaan jatkaa viimeistella loppuraportteja, keskustelua lisaa tietysta ongelmasta
tai jatkokehittad jotain ongelmaa, niin loppuseminaarissa usein tiedotetaan siita ja sovi-
taan menettelytavoista.

3.3.24 Tyon jatkuminen tyOpajaviikon jalkeen

Yritysmaailmassa on usein tilanne se, ettd teollisuuden tutkijat eivat jaa pohtimaan lii-
kaa yhtd aihetta. Tama siitd syystd, ettd monesti yrityksille ajankohtainen ongelma ta-
naan ei ole vélttamatta sitd vahan ajan pééstd. Tieteen ja matematiikan maailmassa asia
ei kuitenkaan ole niin. Niinpa Study Group-tyopajan osallistuvilla matemaatikoilla on
mahdollisuus olla yhteydessé toisiinsa ja jakaa uusia ideoitaan ongelmasta erilaisissa
keskustelufoorumeissa. Ainakin Oxford yllapitaa keskustelufoorumin eri Study Group-
tapahtumista: http://www.maths-in-industry.org/Discussions/.

3.4  Study Group-tydpajoissa tutkittuja ongelmia

Oxfordin yllapitdmastd sivusta (http://www.maths-in-industry.org/miis/view/subjects/)
paédsee ndkemaan eri Study Group-tyOpajoissa tutkittuja ongelmia. Oxfordin sivuilta
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saatua dataa siirrettiin Exceliin. Tamén jéalkeen tutkitut ongelmat jérjestettiin aiheittain
suuruusjarjestyksen mukaan ja Excelilla piirrettiin alla oleva kuva.
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Kuva 3Eri Study Group-tydpajoissa kasiteltyja ongelmia [11].

Kuten kuvassa 3 nahdaan, suurin osa kasitellyista ongelmista liittyi materiaalien omi-
naisuuksiin ja materiaalitekniikkaan. Ongelmia oli késitelty kaiken kaikkiaan 547 (2013
huhtikuuta asti), joten materiaalitekniikan osuus on lahes kolmasosa kaikista tutkituista
ongelmista. Muita suuresti tutkittuja teollisuuden aloja on energia ja apuvalineet, tieto-
ja viestintdtekniikka ja liikenne ja autot. Yhteensa siis 90 % kaikista tutkituista ongel-
mista liittyy edella mainittuihin.

3.5 Esimerkkityopajat

Tassa osiossa tarkastellaan mm. kahta suomen ja vendjan valisessd tyopajassa
kasiteltyja ongelmia. Lopuksi kasitellaan Irannin tyopajassa kasiteltyd ongelmaa véhan
ykistyiskohtaisemmin. Tavoitteena on ettd, yksityiskohtainen ongelman selitys
havainnollistaisi Study Group-ryhman ongelmanratkaisumenetelmia ja matematiikan
kykya ratkaista erilaisia reaalimaailman ongelmia. Yksityiskohtaisessa tarkastelussa
halutaaan myods havainnollistaa matemaattista mallinnusprosessia: miten lahdetdan
liikkeelle, miten edetdan ja minkalaisia tulkintoja voidaan lopuksi tehda.

3.5.1 ESGI 96:ssa tutkitut ongelmat

ESGI 96- tyopaja jarjestettiin Pietarissa 30.9.—4.10.2013 [18]. Tapahtuman jarjestajina
toimivat Pietarin teknillinen valtionyliopisto (SPbSTU), Lappeenrannan teknillinen yli-
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opisto ja laskennallisen teknologian ja integroidun suunnittelun keskus (Centre of Com-
putational Engineering and Integrated Design, CEID). [18] Alla on lyhyt kuvaus Study
Group-tydpajassa tutkituista ongelmista:

1.

”Development of modeling strategy for simulation of the seismic impact onto un-
derground polyethylene pipeline ”

Tarkoituksena oli, etta tyopaja kehittdd mallinnusmetodologian, jolla voidaan arvi-
oida seismisten maanjarjestysaaltojen vaikutusta maanalaisille putkilinjoille, joita
on tehty polyeteeniputkista. [18]

Tarkemmin kuvailtuna Study Group-ty6pajan tulisi:

e Selvittdd tarkeimmat tekijat seismisten aaltojen vaikutuksesta maanalaisiin
putkilinjoihin.

e Kehittdd matemaattinen malli, jolla voidaan arvioida seismisten aaltojen ai-
heuttama rasitus putkilinjoihin.

o Kayttdd kehittdménsa mallia laskemaan maksimirasitus maanalaisiin poly-
teeniputkilinjoihin, kun niitd rasittaa seisminen aalto, joka vastaa 10-pisteen
maanjarjestysta (MSK-64 asteikoilla). Putkilinjan parametrit tunnetaan, ym-
paréivd maa on savea ja putkilinjan oletetaan olevan homogeeninen ja ilman
liitoskohtia. [18]

“Modeling of the electrohydraulic device”
Lammonsiirto ja 6ljyvirtaus sahkohydraulisessa laitteessa

Sahkdhydraulinen laite tuottaa 1&mpd4, jota siirretddn pois jaahdyttavalla oljyvirta-
uksella. Aluksi 6ljy tulee kammioon ylh&alta sinisen nuolen osoittamasta suunnasta
ja tayttdd kammion. Taman jélkeen 6ljy virtaa roottorin ja staattorin vélistd, poistu-
en lopulta punaisen nuolen osoittamasta raosta. Kammio voi ol-

la osittain tai kokonaan taynna 6ljya. [18] ! i

Kuva 4 Sahkohyd-

CFD-mallinnuksen tavoitteet raulinen laite [18].

Ty0Opajan tehtdvéana oli siis kehittdd matemaattinen CFD-malli - qy
(Computational fluid dynamics) 6ljyvirtauksille laitteessa. En- "
simmaisend, ongelman helpottamiseksi voitaisiin olettaa, etta
6ljy on vakiolampdtilassa, eli mitdan lammonsiirtoa ei tapahtuisi mallissa. Taman
jalkeen tutkittaisiin seka osittain, ettd kokonaan tdynnd olevaa kammiota. Tdma joh-
taisi vastaavasti yksi- tai kaksivaiheeseen virtausongelmaan. Toisekseen, otettaisiin
lammonsiirrot huomioon. Viimeinen haaste olisi sitten 16ytaa kavitaatioraja tuleval-
le 6ljysuihkeelle, mikali sy6ttoputki on ahdas. Kavitaatio on ilmid, jossa neste alkaa




27

kiehua paineen laskun johdosta. Liséksi tulisi mallintaa osittain tdynnéd olevaa
kammiota kavitaatiosisdanvirtauksella. [18]

3. “Modeling biological waste water treatment reactor”

Tasséa tarkoituksena oli mallintaa biologista jatevedenpuhdistusreaktoria [18]. Bio-
loginen vedenpuhdistus ja siihen liittyvét haasteet kasiteltiin 2.4.2, joten téssa ei
menna siihen tarkemmin.

3.5.2 ESGI 105

Syksylla 2014 Rantasalmella jarjestettiin Vendjan ja Suomen valinen ESGI 105, johon
itse paésin myos osallistumaan. Tapahtuman jarjestdjina olivat Lappeenrannan teknilli-
nen yliopisto ja Pietarin teknillinen valtionyliopisto. Kyseessd on kolmas suomalais-
venaldinen (LUT-SPbSTU) Study Group-tytpaja. Mukaan oli toivottu tutkijoita ja jat-
ko-opiskelijoita soveltavan matematiikan ja laskennallisen tieteen aloilta.

Osallistujia oli vajaa 30 henked. Mukana oli sekd suomalaisia, ettd venélaisia professo-
reita. Vaikka tapahtuma oli Suomen ja Vendjan vélinen, mukaan oli saatu mydés osallis-
tujia mm. Puolasta ja Bulgariasta. Kuvassa 4 on ryhmakuva tapahtuman lopusta.

Kuva 5Ryhmékuva ESGI 105 tapahtumasta.

Osallistujilta el peritty osallistumismaksua, tydpajan jarjestdjat kustansivat majoituksen
ja ruokailun. Matkakustannukset Lappeenrantaan olivat osallistujien vastuulla. Kuiten-
kin moni osallistuja sai omalta yliopistoltaan rahoitusta matkamenoihin.

Ty0Opajan kesto oli viisi pdivéa, eli maanantaista perjantaihin. Kuten tapana on, typajan
ensimmaisend paivana pidettiin palaveri teollisuuden edustajien kanssa. Kaikki teolli-
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suudenedustajat eivat péésseet paikalle, joten heiddn kanssa oltiin yhteydessa skypen
avulla. TyOpajassa esiteltiin muutamia ongelmia, joista kaytdnnon syisté johtuen péatet-
tiin kasittad4 vain seuraavat:

1. Tarkkailuikkunan puhtaana pitdminen (Honeywell)

2. Oljyputkien venymaliuska-anturin lampotilakompensointi (FMC Technologies)

3. Tukin trajektorin estimoiminen muutaman diskreetin havainnon perusteella
(Bintec)

Ongelmien maardn mukaan jakauduttiin kolmeen pienryhmééan. Joissain pienryhmissa
jakauduttiin edelleen pienempiin tiimeihin, jotta sama ongelma voitaisiin mallintaa eri
menetelmia ja ndkokulmia kayttaméalla. Alla on kuva (Kuva 6) pienryhmastd, jossa kési-
teltiin FMC Technologies yrityksen ongelmaa, joka liittyi 6ljyputkien venyméliuska-
anturin lampotilakompensointiin.

Kuva 6 Kuvia ESGI 105 pienryhmatoiminnoista.

Perjantaiaamuna, tyOpajan viimeisend pdivand, esiteltiin pienryhmien ratkaisut yritysten
edustajille. Paikalle p&é&si vain yksi teollisuuden edustaja. Muihin edustajiin oltiin yh-
teydessé skypen tai sahkopostin valityksella. Teollisuuden edustajat olivat tyytyvaisia
pienryhmien ratkaisuihin ja ehdotuksiin.

Esimerkiksi Honeywell-yrityksen tarkkailuikkunan puhtaanapitdmisongelmassa, yritys
halusi tietdd milld ikkunan seindméan kulmalla ja puhallustekniikalla saadaan tarkkai-
luikkuna pysymaan mahdollisemman puhtaana. Ongelmaa pohtinut pienryhma esitti
oman ratkaisunsa ongelmaan (kuva 7). Simuloimalla ongelmaa Matlabilla, huomattiin
joidenkin kulman arvojen toimivan parhaiten. Taten tarkkailuikkunan seindmén huonot
kulman arvot pystyttiin sulkemaan pois. Taméa oli hyva esimerkki siitd, miten mallinta-
malla ongelmaa matemaattisesti voidaan valttya kalliilta ja aikavieviltd kokeiluilta.



29

3

}( fff’f’,iiii"f’?
AT

= T
i LERY -y J
SN iaYs

Kuva 7Honeywell ongelman pienryhma esittelemassa omaa ratkaisuaan.

Tapahtuman verkkosivu oli: http://www.mafy.lut.fi/ESGI/.

3.53 ESGI70

Lukuisia Study Group-tydpajoja on tdhdn mennessa pidetty ympéri maailmaa. Téahan on
otettu vain erds esimerkkityOpaja ja siitd erds ongelma, jota késitelladn yksityiskohtai-
sesti seuraavassa osiossa. Nain tyopajan toteutus ja ongelman késittely konkretisoituvat.
Samalla my6s kerrotaan miten alussa kuvattu matemaattisen mallinnuksen eri vaiheet
nakyvét tdman esimerkkiongelman eri ratkaisuvaiheissa.

Esimerkkitydpajana on Irlannissa, Limerickissa 28.6.—3.7.07 pidetty tydpaja. Tama ES-
Gl 70 oli jo toinen Irlannissa jarjestetty Study Group-tyOpaja. Tydpajan jarjestdjana
toimivat MACSI (Mathematics Applications Consortium for Science and Industry) ja
tilaisuuden sponsoreina toimivat SFI (Science Foundation Ireland) ja NDP (National
Development Plan). Tilaisuus pidettiin matematiikan ja tilastotieteen laitoksella, Lime-
rickin yliopistolla. [19]

Ty6pajaan oli tullut Euroopan huippututkijoita ja sovelletusta matematiikasta kiinnostu-
neita. Irlannin tyOpajassa oli kaiken kaikkiaan 90 osallistujaa ja eri maista kuten Irlan-
nista, Englannista, Skotlannista, Tanskasta, Puolasta, Espanjasta, Ruotsista, Saksasta ja
Yhdysvalloista. Osallistujiin kuuluivat kaikki MACSI:n jatko-opiskelijat ja tutkijatohto-
rit. Perinteisesti maanantaina, joka oli samalla tydpajan ensimmainen paivé, teollisuu-
den edustajat esittivdat ongelmat tydpajaan osallistujille. TyOpajassa esiteltyja ongelmia
olivat:

1. Partial Wetting Phenomenon in Superhydrophobic Microchannels (Osittaiskos-
tumisen ilmid suprahydrofobisissa mikrokanavissa)
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2. The Effect of Mechanical Loading on the Frequency of an Oscillator Circuit
(Mekaanisen kuormituksen vaikutus varahtelypiirin taajuuteen)

3. Designing a Green Roof for Ireland (Viherkattojen suunnitelu Irlantiin)

4. Uplift Quadratic Program in Irish Electricity Price Setting (Kehittda neliollista
ohjelmaa Irlannin S&hkon hinnoitteluun)

5. Particle Impact Analysis of Bulk Powder During Pneumatic Conveyance (Bulk
Powder-yrityksen hiukkastérmaysten analyysi paineilmakuljetuksessa)

6. Improvement of energy efficiency for wastewater treatment (Energia hyotysuht-
een parantaminen jateveden kasittelyssa)

7. Initiation of Guinness (Guinnessin alkuunpano)

8. Solar Reflector Design (Aurinkoheijastimien suunnittelu) [19]

Ongelmien esittelyn jalkeen osallistujat olivat vapaita valitsemaan minka ongelman
aarelld he haluavat tydskennella. Jokaiselle ongelmalle oli maaratty tydhuone viikon
ajaksi. Osa osallistujista paatti jadda vain yhteen huoneeseen ja tydskennelld koko vii-
kon saman ongelman parissa ideoimassa ongelman méarittelyssd, mallintamassa, tulos-
ten I6ytdmisessa ja analyysissa, Kirjoittamassa raporttia ja tekemassa esitysta loppuse-
minaaria varten. Toiset osallistujat sen sijaan kévivat huoneesta toiseen antamassa uusia
ideoita ongelmien tarkasteluun, kommentoimassa ryhmén lahestymistapoja ja antamassa
parannusehdotuksia. [19]

Tyopajaan osallistuvien jatko-opiskelijoiden oli vélilla vaikeaa antaa omaa panostaan
mallinnuksen varhaisiin vaiheisiin. Alussa keskustelut kokeneiden tutkijoiden vélilla
voivat olla hyvinkin vauhdikkaita ja siten jatko-opiskelijoiden on vaikeaa antaa omia
ideoitaan. Joskus aihekin saattoi olla jatko-opiskelijoiden erityistietamyksen ulkopuolel-
la. Kyseisessa tydpajassa osallistuminen tasapainottui viikon aikana, kun jatko-
opiskelijat paasivat tyoskentelemddn numeeristen analyysien parissa ja antamaan oman
panoksensa loppuesitykseen ja raporttien valmistamiseen. [19]

3.5.3.1 Esimerkkiongelma

Esimerkkiongelmaksi otetaan “Designing a Green Roof for Ireland ” (vapaasti suomen-
nettuna: “Viherkattojen suunnittelu Irlantiin®). Alle on tiivistetty osia ongelman parissa
toimineiden raportista.

1 Johdanto

Viherkatot ovat yleistyméssa maailman laajuisesti. Viherkattojen monipuoliseen hyo-
tyyn kuuluu mm. sadeveden hallinnointi, saasteiden kontrollointi, rakennuseristeena
toimiminen, hiilidioksidin kierrdtys ja liséksi esteettinen miellyttdvyys. Viherkattoon
kohdistuu monia saan aiheuttamia rasituksia mm. tuulen paine, jonka jatdmme tdssa
raportissa huomiotta, ja sadevesi. Téassa raportissa mallinnamme nimenomaan sadeve-
den virtausta, ojitusta ja talteenottoa. Tamén takia ymmarrys veden kulusta on olennais-
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ta, jotta voimme suunnitella katon, joka pystyy tuottamaan elinvoimaisia kasveja ja kes-
tdmaéan kuormia, jotka ovat turvallisen rakennustekniikan standardien mukaisia. Alla on
kuva (kuva 8) on perinteisista virhekatoista.

Kuva 8Kuva perinteisista viherkatoista [20].

Taman raportin paafokuksena on veden kulku ja kuljetus viherkaton rakenteen lapi.
Puutteellinen ojitus johtaa ei-haluttuun mullan saturaation (tdssa mullan saturaatiolla
tarkoitetaan mullan kyllastymistd), miké estdd kasveja hengittdmasté. Sita vastoin liika
ojitus johtaa alhaiseen mullan saturaatiotasoon, joka puolestaan johtaa kasvien kuivumi-
seen. ldeaalitapauksessa korkea, mutta alle 80 %:n saturaatiotaso on pidettdva kokoajan
ylla. Tehtavand oli siis mallintaa saturaatioasteen jakaumaa mullan eri syvyyksissa ja
tarkistaa miten se muuttuu sateen ja kasvien vedenoton vaikutuksessa. [19]

Viherkaton perusrakenne on néytetty kuvassa 9. Siind vedenpitdva kerros suojelee sen
alla olevan kattorakenteen. Vedenpitavan kerroksen paalla on rakennettu ojitus. Riippu-
en kattorakenteesta ojitustason tyypillinen paksuus on 8, 15 tai 20 mm. Multa- ja ojitus-
kerros on erotettu toisistaan ohuen rei’itetyn muovikerroksen avulla. Muovikerroksessa
on kahden senttimetrin vélein reikid, joiden halkaisija on noin 2 mm. Rakennelman
paalla on kaksi kerrosta multaa, jotka ovat erotettu toisistaan huopaan avulla. Ohuissa
katoissa, alle kahden senttimetrin multakerros toimii kasvien kasvualustana, johon istu-
tetaan yleenséd maksaruohoa. Paksujen kattojen tapauksessa voidaan istuttaa nurmikkoa,
kevatesikkoa ja/tai keltamataraa. Kasvialusta multakerroksen alapuolella on kevytsora-
rae. Taman kerroksen paksuus on 5-10 cm. Raekoko on alle 2 mm kasvialustalle ja 4-8
mm kevytsorarakeille. [19]

Kappaleessa 2.1 (Mik& on matemaattinen mallinnus) kuvattiin kuinka matemaattisen
mallin rakentamiseksi tulisi ensin ymmartdd reaalimaailman ongelma. T&ssd kohtaa
viherkattomallia, havainnollistuu miten kdytdnnossa yritetddn ymmaértaa reaalimaailman
ongelma ja siihen liittyvat ilmiot.

2 Malli
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Kuten kappaleessa 2.1 (Matemaattinen malli), kun ongelma on ymmarretty, maaritel-
l&4&n perusmuuttujat ja suureet. Tassa osiossa havainnollistetaan miten se kaytanndssa
tapahtuu. Samalla maéritellaan tehdyt oletukset ja yksinkertaistukset.

Aluksi veden virtauksen dynamiikkaa multakerroksen lapi mallinnettiin. Multakerrok-
sen paksuudeksi oletettiin L ~ 107! m ja lannoitekerroksen vaikutusta oletettiin mitat-
tomaéksi. Oletettiin, ettd multa- ja ojituskerroksen rajapinta on kohdassa z = 0 ja multa-
kerroksen pinta on kohdassa z = L. Tamén jalkeen mallinnuksessa oli otettu huomioon
kaksi eri mahdollista tapausta: (i) ja (ii).

(i) Koko alue 0 < z < L on saturoitumatonta aluetta, niin ettd mullan saturaatio
S on aina vdhemman kuin 1.

(i)  Multa kerroksen pohjalle 0 < z < h, missd h < L, muodostuu saturoitunut
alue.

Tassa esitetty ja kuvassa 9 havainnollistettu malli on yksiulotteisesta tapauksesta, joka
esittdd vaakasuoraa olevaa kattoa. Kuitenkin malli voidaan helposti yleistdd 2- tai 3-
ulotteiselle tapaukselle. [19]

rooting soil

unsaturated felt layer
zone

_______________ —h()l expanded clay

saturated zone B .
e e e - perforated hard plastic
\ / \ /\drainage layer
root barrier
roof structure

Kuva 9Viherkaton rakenne [19].

Kuvasta 9 nahdaan, etta viherkaton rakenne koostuu alhaalta lahtien, juurten estoseina-
mastéd (estdd juurien etenemistd kattoon), ojituskerroksesta (kanavoi ylimaaraisen ve-
den), rei’itetystd kovamuovista, paisutetuista kevytsorakerroksesta, lannoite ja multaker-
roksesta.

Reaalimaailman ongelman mallintamiseksi joudutaan monesti tekemaan paljon oletuk-
sia ja yksinkertaistuksia. Tama patee myos tahadn ongelmaan. Kokeilu- tai simulointi-
vaiheessa tarkastellaan miten hyvin malli vastaa kdytdnnon tuloksia. Mikali malli ei ole
validi joudutaan muuttaman laht6arvoja ja oletuksia.
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2.1 Saturoitumaton alue

Aluksi oletettiin koko alueen 0 < z < L olevan saturoitumatonta, eli S < 1. Yksiulot-
teinen Richardin yhtéld veden virtaukselle saturoitumattomassa mullassa on

aS d as
®2 =2 (DD(S)Z + KoK(S)) — R (2.1)

missd S = S(z,t), R kuvaa juurten vedenottokykya ja @ on mullan huokoisuusvakio,
jonka t&ssé on oletettu olevan 0,25. Termit DyD(s) ja KoK (S) ovat vastaavasti veden
diffuusiokerroin ja johtavuuskerroin, kerrottuna funktioilla D(s) ja K(S).

Saturoitumatonta aluetta mallinnettaessa ei tiedetty muutamia paranmetreja. Kuten mm.
laajennetun mullan arvoa (m) eik& vakioiden D, ja K, suuruutta. T&mé& on joskus tilanne
study group-tydpajoissa ja yleensd mallinnukessa, koska erindisista syistd mittauksia
arvojen laskemiseksi ei voida tehdd. Talléin joudutaan olettamaan joku lukuarvo para-

metrien tilalle. T&ss& asetettiin m = % ja vakioiden D, ja K, arvoksi asetettiin samat
arvot kuin vastaaville kasveille ja mullalle. Vastaavat arvot 16ytyivat kirjallisuudesta.

Yhtéloita kasiteltdessa kaytetty ajanjakso (time scale) kuvaa veden virtausta multaker-
roksen lapi gravitaatiovoiman alaisena. Laaduton Richardin yhtdlé (2.1) saa lopulta
muodon

0Z = 2 (6D()Z + K($)) - (0 — ef(s) — py) 2.2)

2.2 Saturoitunut alue

Kun mullasta tulee saturoitunutta, niin oletetaan, ettd liikkuva raja muodostuu, kun
z = h(t) ja multasaturaatio on identtisesti 1 kaikilla z € [0, h]. Nyt paayhtalot voidaan
Kirjoittaa dimensiottomasti (ilman fysikaalista yksikkdd) muodossa

] 10p NN
5(1+;£)—n(9—ep—pr)—0 (2.3)
Virtaus kalvon lapi kohdassa z = 0 on verrannollinen suhteessa paine-eroon kalvon
l&pi: Qmem = K(p — pg), MIissé p, on ilmakehdn paine ojituskerroksen pohjalla. P on
paine kohdassa z = 0 jax ~ 107> m s~ Pa~! (on médritetty kokeellisesti seuraavassa
osassa). Ottamalla huomioon virtaus kohdassa z = 0 ja ilmakehan paine ojituskerroksen
pohjalla saadaan lopulta dimensioton ehto
10p

1+ 29z = b, pisteessa z=0 (2.4)
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Muokkaamalla edellistéd yhtél6a ja ottamalla huomioon virtauksen jatkuvuus saadaan

K(S) + 6D(S)% = lfgﬁ, pisteessia 2 = h. (2.5)

Periaatteessa yhtld (2.5) ja rajaehto S = 1 kohdassa 2 = h(t) méaarittavat A:n virtauk-
sena saturoitumattomasta alueesta. Voidaan kuitenkin yksinkertaistaa asioita, jos huo-
mataan dimensiottoman virtauksen olevan hyvin pieni. Fysikaalisesti tdma tarkoittaa,
ettd hyvin ohuenkin vesikerroksen hydraulisen paan paine riittdd saamaan melkein koko
veden kalvon l&pi. Néin ollen saturoitunut alue voi matemaattisesti romahtaa viivaksi
(Z = 0), eli vesikerros valuu multakerroksen lapi. Numeerista ratkaisua varten saturoi-
tumattoman alueen rajaehdoksi saadaan

%[K(S) + (SD(S)% = 0, pisteessa Z =0, (2.6)

jonka mukaan koko vesimaara saa menné kalvon lapi. Koska veden kulku kalvon lapi
on nopeampaa kuin juurten vedenottokyky, niin tassa yhtaldssa ei oteta huomioon juu-
riin imeytynytta veden maéaraa.

2.3 Kapan (k) kokeelliset arvot

Kapan arvo johdettiin yksinkertaisen kokeen avulla. Kokeessa muoviséilioon oli tehty
halkaisijaltaan 2 mm suuruinen reik&. Muoviséilion materiaalin uskottiin olevan hyvin
samanlainen ojituskalvon kanssa. Hydraulisen p&én aiheuttamaa veden valumisnopeutta
reian lapi mitattiin.

Veden syvyys h ajanfunktiona saatiin yhtalosta

_kpg_, (2.7)

Apottle

logh = —

Kokeen aikana tehtiin mittauksia h:sta t:n funktiona, mik& on nahtavilla kuvassa 10.

Parhaiten kuvaan soveltuva aikavakio t. = % oli 74 sekuntia. Yhden reian lapi ole-

va virtaus voidaan muuntaa kalvoa l&pdisevan veden nopeuden keskiarvoksi, kéyttaen
kalvon pinta-alaa, joka on ojitettu jokaisella vastaavanlaisella reiéll4. Taten

i = KkAp, ) = —“bottle (2.8)

AmembranePdtc

Kéyttden séilion poikkileikkauksen pinta-ala saadaan kappaan arvoksi k =
10°ms~! Pa~L.
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h (cm)

0 20 40 60 80 100
t(s)

Kuva 10 Kokeellinen h:n mittaus t:n funktiona [19].

2.4 Kattoon kohdistuva paine

Jotta yhtalossa (2.2) ollut juuri paine p,. voitaisiin maéritella, niin oletetaan juurten ulot-
tuvan koko multakerroksen leveydelle syvyyteen L. Veden sdilyminen juuren sisalla
johtaa seuraavaan yhtaloon

d?p,
k=B + 2mak, (g — pef(s) — p) = 0 (2.9)
missd k, = 1072* m® s~ N1 on juuren aksiaalinen virtaus. Kayttaen juuren aksiaali-
sen virtauksen reunaehtoja dimensiottomassa muodossa juuripaineelle saadaan ehto

d?py

— T (0 —€f(s)—p) =0 (2.10)

Tekemélld muutaman oletuksen ja sitd kautta yksinkertaistuksen juuren paineeksi saa-
daan

pr=0-1 (2.11)

Mallin valmistamiseksi hyddynnetdan yhtaloa (2.2) ja muutamaa mééritelmaa ja reuna-
ehtoja. Diffuusiotermi yhtalossé (2.2) on mitattdbman pieni, joten yhtald on olennaisesti
ensimmadisen kertaluvun epalineaarinen aaltoyhtdl6. Sademadrén rajaehtoa valitetdén
alaspéin aaltona. Mikali sade alkaa akillisesti, syntyy shokkirintama, joka etenee nope-
asti multakerroksen pohjaan, jos se yhtakkia pyséhtyy, niin syntyy laajennus viuhka
(expansion fan).
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2.5 Numeerinen ratkaisu

Saturoitumatonta aluetta hallitsevaa yhtaléa (2.2) ratkaistiin rajaehtojen avulla. Aluksi
ratkaisua lahestyttiin siten, ettd n termin vaikutus yhtalossa (2.2) jatettiin huomiotta,
joten tarkasteltavaksi jai vain painovoiman vaikutuksesta johtuva veden poispaasy mul-
takerroksen ojituksesta. Lahtokohdan saturaation ajateltiin olevan koko multakerroksen
ldpi yhdenmukainen. Multakerroksen saturaatiolle mietittiin kolmea eri lahtarvoa:
Sinit = 0,05; 0,1 tai 0,15. Kuvassa 11 on eri saturaation lahtéarvoista muodostunut
kayra ajan funktiona. Vastaava logaritminen kuvaaja on ndhtavilla kuvassa 12. Kuvassa

12 demonstroidaan rajakerroksen paksuutta (6%) S:ssa pisteessa Z = 0, mika oli ennus-
tettu asymptoottisissa analyyseissa ja mité oli saatu numeerisessa ratkaisussa, mutta ei
ollut nakyvilla kuvassa 11. Kun S;,;; = 0,05, niin S, ,:r0m ON Vield kaukana ykkdsesta,
jopa dimensiottomalle ajan arvolle 100 kuvassa 11. Kuvassa 13 nahdaéan Syottom Kehi-
tysta ajan suhteen. Kun S pisteessd Z = 1, niin S;,,, on nahtavilld kuvassa 14.

Néin ollen tulosten mukaan on huomattava aikaero tdyden saturaation saavuttamisessa
multakerroksen pohjalla, kun S;,;; kasvatetaan 0,05:std 0,1:een. Huomataan, ettéd
sademadran rajaehdon (2.11) vaikutus (simulaation lopussa) on ollut vain pieneen
alueeseen. Taméd on nahtavilld kuvan 11 oikeassa alareunassa, jossa on on
shokkirintaman etenemisen alku alaspédin kohdasta Z = 1. Koska § on pieni, niin
shokkirintama kuvassa 11 nayttaa hyvin teravalta, ja arvot sen molemmin puolin (alas
tai vasen shokkirintamasta) ovat sen alkuehtoja.Yhtalén K(S) = vQ antama arvo on
(nakyvilla kuvassa 11 ylos tai oikea shokkirintamasta) ja odotetusti riippumaton
alkuehdoista, kuten on nahtavilla kuvassa 14.

1
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Kuva 11 S, z:n funktiona kolmelle eri alkuehdolle (S;,;; = 0,05; 0,1; 0,15), joko
dimensiottomassa ajassa 100 (S,;; = 0,05) tai kun S saavuttaa 1:n kohdassa z = 0
(Sinie = 0,1; 0,15) [19].
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Kuva 12 Logaritminen kayrd S:std z:n funktiona kolmelle eri alkuehdolle (S;ni: =
0,05; 0,1; 0,15), joko dimensiottomassa ajassa 100 (S;,;: = 0,05) tai kun § saavut-
taa 1:n kohdassa Z = 0 (S;n;: = 0,1; 0,15). [19].
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Kuva 13 Spottom dimensioton ajan funktiona kolmelle eri alkuehdolle (S =
0,05; 0,1; 0,15) [19].
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Kuva 14 S, dimensiottoman ajan funktiona kolmelle eri alkuehdolle (Sini =
0,05; 0,1; 0,15) [19].
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Diffuusiokerroin on &&reton, kun § = 1, mutta tdma ei aiheuta mitddn ongelmaa numee-
risessa ratkaisussa. Tama nayttaisi sallivan tasapainotilan (steady state), kun sademaaré
on vakio. Mikali sademaara on korkeampi kuin juurten vedenottokyky, niin pohjaker-

1
roksen saturaatio on yksi ja siind olevan rajakerroksen paksuus on 62, jossa se hakeutuu
arvoon, joka oli maaratty yhtaldssa K(S) ~vQ —n [ OL R, kuten kuvassa 15. Sademéaaran

ollessa pienempi kuin juurten vedenottokyky, niin pohjan saturaatio laskee miltei nol-
laan.

Kuva 15 demonstroi sademaaran &killisen kasvun @ = 0,1:std Q = 10. Tama kielii 1ah-
toshokkirintaman etenemisestd alaspdin multakerroksessa ja lopulta tasapainotilan
(steady state) muodostumista. Pohjan saturaatio ei kasva ykkdseen niin kauan kuin
shokkirintama saapuu sinne. Kuva 16 demonstroi sademadran Q yhtakkisen laskun
0,1:een. Tayttyy huomioida sen, ettd aikavélit ovat pitempid; aikayksikdssa on lédht6laa-
jennuksen viuhka (initial expansion fan) painovoiman aiheuttama ojitusvuoto, joka pie-

nentaa saturaation, yhtalén K(S) = vQ antamaan arvoon, jota seuraa aikayksikén O (%)
pienempi lasku, kun juuret ottavat jéljelle jadvan veden.

Tahan mennessé viherkattomallia on siis maéritelty suureet, tehty yksinkertaistukset ja
kerrottu taustaoletuksista. Liséksi ongelma on pilkottu pienempiin osiin ja eri lahtoar-
voilla ongelmaa on simuloitu tietokoneen avulla kayttden MATLABIa. Jotta voidaan
lopullinen matemaattinen malli rakentaa, kaikki saatu tieto tulee formalisoida matema-
tiikan kielelle. T&mé on tehty t&ssa ja seuraavassa kappaleessa.

Viherkattomallin raportin jokaisessa vaiheessa on yritetty kertoa kéytetyistd menetel-
mistd ja on perusteltu niiden kayttod. Tama on tarkedd, koska olosuhteiden muuttuessa
ja mallia kehittdessa voidaan palata perusteluihin ja katsoa patevatko perustelut uudessa
ympéristdss tai olosuhteissa.

3 Kaksihuokoinen malli

Viherkatossa kaytetyt paisutetut kevytsorarakeet (expanded clay pellets) ovat suuriko-
koisia, mutta sisaltavat paljon huokosia. Huokosten koon vélinen ero kevytsorarakeiden
ja sisérakeiden vélilla on tarke&d, silla tdmé ero sallii veden tulevan rakeisiin ja séilyvan
niissé pitempéan kuin, mitd se olisi muuten séilynyt mullassa. Taten kaksoishuokoinen
(two-porosity) malli nayttéisi olevan toimiva ratkaisu.

Tama on luonnos “laatikko-" tai ’keskittyneelle mallille” (box or lumped model) veden
varastoimiselle makrohuokoisissa multapartikkeleiden valissa. Multapartikkeleilla on
saturaatio S ja mikrohuokoisilla osilla, jotka sijatsevat multapartikkeleiden sisélla satu-
raatio Sp. Veden kulku sisaan tai ulos partikkeleista on parametrisoitu esiintyvan suoran
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verrannollisessa suhteessa saturaatioeroon S — S,,. Juuret eivat paase kasiksi jokaiseen
yksittdiseen  partikkeliin,  joten  ainoastaan = makrohuokosista  muodostuu
vedenpoistotermi (sink term) R. Juurten vedenotto R(S) on suurelta osin juurissa
valitsevasta negatiivisesta paineesta johtuva. Kuitenkin, kun saturaatio pienenee, niin
suuri kapillaaripaine yrittdd pienentdd sitd. N&in saadaan, ettd R(S) on kutakuinkin
vakio, kun S on lahelld 1, mutta laskee, kun S on pieni (kuten yllaolevassa mallissa).
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Kuva 15 Saturaation ja juurten vedenoton profiili aikavéleilla 1. Kuvassa aika

kasvaa nuolen osoittamaan suuntaan. Tdma tulos on yhtékkisen sadeveden kasvu tasa-
painotilan muutos @ = 0.1 —» @ = 10. Katkoviiva kuvaa tasapainotilaa [19].
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Kuva 16 Saturaation ja juurten vedenoton profiili aikavalilla 10 (dimensioton). Kuvas-
sa aika kasvaa nuolen osoittamaan suuntaan. Tama tulos on yhtékkisen sadeveden kas-

vu tasapainotilan muutos @ = 0.1 - @ = 10. Katkoviiva kuvaa tasapainotilaa [19].

Seuraavat yhtélot ovat dimensiottomia ja aikavéli on valittu juurten vedenotto vauhdin
mukaan. Painovoiman odotetaan aiheuttavan virtausta multakerroksen ojitusten lapi
vauhdilla K(S) ja aikavalilla n. Sademadré aiheuttaa virtauslahteen, jonka odotetaan
olevan yhtdsuuri kuin painovoimasta johtuva veden poisvirtaus multakerroksen lapi.
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d)%z%K(S)—A(S—Sp)—R(S) (3.1)
(1 - ®)d, =2 = A(S - 5,), (3.2)

missa &, on kevytsorarakeiden huokoisuus. Yhtalossa (3.1) n on hyvin pieni ja
yhtélossa (3.4) e on myds hyvin pieni, niinpéd keskitytadan tarkastamaan erityistapauksta

2
€~17.

Ratkaisujen kayttaytymiset tassd mallissa on hyvin suoraviivaisia. Kuvassa 16 ndhdaan
esimerkki, jossa suurta sademyrskyé seuraa kuiva ilma. Sataessa r:n arvo on luokkaa 1
ja nopeassa ajanjaksossa (£ ~ 0(n)) saturaatio S palautuu kohti tasapainotilaa, yhtalon
K(S) = r(f) mukaisesti. Tama puolestaan saa aikaan veden muuttumisen partikkeleihin
aikavalilla 0(1) ja yhtalon (3.2) mukaan. Yhtéloén (3.1) termien tasapainottamisen
jalkeen etsitadn yhtéléista ratkaisua pienille S:n arvoille, joille K(S) = isg. Sateen

lakatessa r = 0 ja saturaatio S laskee nopeasti painovoiman alaiseen veden poistoon

2
seurauksena aikavélissa O (n). Termin O (n?) huomiotta jattdminen johtaa siihen, etta S
menee kohti nollaa.
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Kuva 17 Makro- ja hiukkastason ratkaisut saturaatioille S ja S, ja juuren vedenotolle,
sadeveden r(t) tuloksena, joka esittdd kovan sateen. Katkoviivat nayttavat rajakayttay-

tymisen [19].

2
Ajanjakson olleessa luokkaa 0(1), niin S ~ n7 ja yhtéloista tulee

2

o(w)=0(n)-20(n-5,)-1-9 (3.3)

dsp

(1- 0, 22 = 200p) - 5,) (3.4)
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2
Taten termin O(n?) huomiotta jattaminen saa aikaan S,:n eksponentiaalisen

pienenemisen ja makrohuokosiin tullut vesi joutuu heti juurten otettavaksi, kuten
kuvassa 17. Juurten vedenotto sailyy pidempéaan sen jalkeen kun sade lakkaa, verrattuna
tapaukseen, jossa ei olisi mikrohuokosia kevytsorarakeita, jolloin S laskee nopeasti
kohti nollaa.

3.1 Nopean saturaation malli
Mikali puolestaan oletetaan kevytsorarakeiden nopeaa saturaatiota, niin
S, = SoH(S), (3.5)

missa H on Heavisiden funktio, S, on yksittaisen rakeen saturaatio, S, on yksittaisen

rakeen huokoisuus ja S on sisérakeen (inter-pellet) huokoisuus. Tarvittava ajanjakso
voidaan saavuttaa korkealla kapillaaripaineella, joka johtuu rakeiden pienhuokoisuudes-
ta.

Kéyttden pohjana yhtaloa 2.2 ja ottamalla huomioon tehdyt oletukset pienille S:n arvoil-
le ja jattdmalla huomiotta aikaderivaatta, niin saadaan osittaisdifferentiaaliyhtalo

10 (2 zz20S PN

Johtuen fysikaalisten parametrien arvojen epavarmuudesta, jotka liittyvét veden kulje-
tukseen multakerroksen l4pi, niin §:n arvo on pieni tissa. Kuitenkin &:arvot voivat olla
luokkaa 1, joten se on télla hetkella toistaiseksi sailytetty yhtaldssa (3.6).

Differentiaaliyhtald on rajoitettu ylarajaehdolla

5]

|U}z

9 P ~
(55 + 852 ) = 0,, kohdassa #=1 (3.7)

Q

1
4 z

Olettamalla, etta diffuusiotermi § on sailytettéva, niin seuraa alarajaehto
§$=0, kohdassa 2z =W(P) (3.8)

Lopuksi halutaan méarittaa tarkka paikka vapaalle pinnalle (free boundary) 2 = W (£),
maran ja kuivan maan valilla. Veden massan sdilyminen vakiona pisteessd, missa S,
hyppaa nollasta S,:aan, johtaa

2 +<598 ~ =
2 =-2(52+85:2), kohdassa z=W(f) (3.9)
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Tietysti, mikali rakeet olisivat osittain saturoituneita, niin yhtaléa (3.9) tulisi hieman
muokata, mika johtaisi nopeammin liikkuvaan vapaaseen pintaan. Mikali diffuusiokin
voitaisiin jattdd huomiotta, niin hydédyntamalla yhtalot (3.6) ja (3.7) yhtald (3.9) saisi
muodon

=2 QW - 1) (3.10)
Vapaan pinnan ehto (free boundary condition) (3.9) patee ainoastaan etenevélla maralle
alueelle. Kuitenkin tarvitaan vaihtoehtoista muotoa, kun tdma alue kutistuu, mika voi
tapahtua kun sademéara laskee riittdvasti. Multakerroksen kaikissa paikoissa, eli vapaan
pinnan alimmassa kohdassa ja sen nykyhetkisessd kohdassa, juuret voivat jatkaa veden
poistamista rakeista pienentden siten S, termia.

Kuten raportissa on kerrottu, niin multakerroksessa on vahintaan 4 eri aluetta:

1. Kuiva-alue, jossa S = Sp = 0.
2. Kostea saturoitumaton alue I, jossa S = 0,0 < Sp < S,.
3. Kostea saturoitumaton alue 11, jossa 0 < S < 1,5, = S,.
4. Mérka saturoitunut alue, jossa S = 1 ja S, = S,.

4 Yhteenveto

Tassa mallissa selostettiin yksiulotteinen aikariippuvainen matemaattinen malli multa-
kerroksen saturaation muodostumisesta tasaisessa viherkatossa. Mallin mukaan tays-
saturoitunut S = 1 alue muodostuu multakerroksen pohjalle ja voi olla hyvin kapea alue
suhteessa multakerroksen paksuuteen.

Lahtotilan kuivasta multakerroksesta ja suuren sademéaaran puhkeamisesta laskettiin
saturaatiorintaman etenevén alaspédin multakerroksessa. Mallissa myos selostettiin sa-
demadran laskun aiheuttama yhtendisen saturaation vaheneminen. Lopputuloksena ha-
vaitaan, ettd suurin osa multakerrokseen tulleesta sadevedestd, paéasee pois pohjalla ole-
vista tukikalvoon tehdyista reidsta.

Pienessa mittakaavassa voidaan katsoa mikrohuokosia siséltavien kevytsorarakeiden ja
multapartikkelien olevan tarpeeksi huokoisia. Veden virtausta tyypillisen partikkelin
lapi oli mallinnettu k&yttden virtausta seuraavien systeemien valill&:

(a) makrohuokoiset systeemit (joiden saturaatio on kuin yll&a mallinnettu)
(b) Juuriverkosto
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Néiden kahden huokoisen mallin perusteella nahdaan, ettd sadejaksojen vélilla mikro-
huokoiset voivat varastoida (pitkaksi aikaa) vettd, joka on myds juurten saatavilla.

Jatkokehityksen& voisi olla multakerroksen paksuuden L huomioiminen sademaaréan
viherkattorakenteessa. Tarkoituksena olisi talléin L:n minimoiminen, ilman etté saturaa-
tiotaso nousee tai laskee litkaa. Korkea saturaatiotasohan esti kasveja hengittdmasta ja
matala saturaatiotaso johti kasvien kuivumiseen. Ensimmaiset askeleet L:n minimoimi-
seksi olisi tehda tarkempia mittauksia ja kokeita, joilla voitaisiin vakioiden arvot maarit-
taa tarkemmin. Taman jalkeen voitaisiin uudestaan simuloida mallia kéyttden laajempaa
sademadrén dataa optimaalisen multakerroksen saavuttamiseksi. My6s katon kaltevuu-
den vaikutus voitaisiin ottaa jatkossa huomioon.

Viherkattomalli oli siis dynaaminen malli, koska systeemin tila muuttui ajan funktiona.
Mallia voidaan pitdd myds deterministisend. Tassa huomattiin, miten mallin avulla pys-
tytddn simuloimaan ongelmaa nopeasti ja vahin kustannuksin. Vastaavat kokeet todelli-
suudessa kestaisivat pitkéan ja olisivat kalliita. Simulaatioiden tuloksena pystyttiin an-
tamaan juurten vedenottoa parantavia ratkaisuja. Kuten tdman viherkattomallin yhteen-
veto-osuudesta kavi ilmi, mallia joudutaan edelleen jatkokehittdamaan. Tama on tyypil-
listd matemaattiselle mallinnusprosessille, kuten tdmén tyon alussa kuvattiin.
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4  STUDY GROUP-TYOPAJAN TOIMINNAN
HYOTY TEOLLISUUDELLE

Aikaisemmat teollisuuden osallistujat ovat havainneet, ettd Study Group-tyGpaja on
useimmiten loytanyt ratkaisuja ja oivalluksia olemassa oleviin teollisuuden ongelmiin
[1]. Mikéli Study Group-tydpajoissa ei ollakaan saatu lopullista ratkaisua, niin siell& on
kuitenkin syntynyt hyvid ja uusia ajatuksia, joita teollisuuden edustajat ovat voineet
ldhted jatkokehittaméaan. Study Group-tydpajojen téarkein anti teollisuudelle lienee kes-
kitetyn huomion ja nopean edistyksen tarjoaminen teollisuuden ongelmiin minimikus-
tannuksella. Tdma hyoty korostuu eniten niiden yritysten kohdalla, joilla ei ole mallinta-
jia tai tutkimus- ja kehitysryhmié [13]. Study Group-ty6paja tarjoaa teollisuudelle tuo-
reimmat ja kehittyneimmat tieteelliset tulokset ja parhaat mahdolliset tietotekniset las-
kentavalineet, joilla voidaan teollisuuden ongelmalle hakea paras mahdollinen ratkaisu
[24].

On vaikeaa arvioida miten Study Group-toiminta on hyédyntanyt tiettyd yritysta talou-
dellisesti, koska yritykset eivét yleensa halua paljastaa liikesalaisuuksiaan. Kuitenkin
historian aikana on paljon tapauksia, jolloin Study Group-tydpajat ovat hyvin suuresti
auttaneet yrityksid. Vuosien mittaan on saatu myds kvantitatiivista tietoa tydpajojen
hyodysta teollisuuteen. Esimerkiksi tiedetaan, ettd Study Group-tydpaja on saanut mm.
tekstiilitehdasta sadstdmaan muutamia satoja tuhansia euroja ja auttanut pientd teras-
valmistaja yritystd kasvamaan isoksi yritykseksi myymaélla Study Group-tyopajassa ke-
hitettyd masuunikoodiaan. [17]

Study Group-ty6paja on myds pystynyt perustamaan kestavia ja hedelméllisia kontakte-
ja tutkimuksen ja sovelletun matematiikan matemaatikkojen valilla [1]. Tdma on tarkeaa
teollisuudelle, koska he etsivat jatkuvasti uusia kykyja pysymaéan kilpailukykyisena pa-
rantamalla toimintaansa. [17] Pitemmaén péélle ja isommassa skaalassa voidaan hyvélla
mielin todeta, ettd Study Group-tydpajat auttavat kehittdmaan isantd maan taloutta.

Study Group-tyopaja edistda teollisuuden yhtion profiilia jatko-opiskelijoiden keskuu-
dessa. Tama puolestaan helpottaa yrityksid houkuttelemaan ty6ta hakevia opiskelijoita.
[1] Ainoita kustannuksia tasté kaikista hyddysta teollisuudelle ja yrityksille on vaatima-
ton osallistumismaksu, jota yritykset joutuvat maksamaan ja se fakta, ettd yrityksen
edustajat joutuvat olemaan viikon pois omasta tyostaan. Kuitenkin jalkimmaiselta han-
kaluudeltakin on joskus Vvéltytty aikaisimmissa osioissa mainitulla In-house-
menetelmalla, jolloin yritykset ovat pyyténeet asiantuntijamatemaatikot tulemaan pai-
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kan paalle yrityksen tiloihin sen sijaan, ettd he l&hettéisivat yhden edustajan Study
Group-tydpajaan. [16]

4.1  Joitakin tutkittuja teollisuuden ongelmia

Study Group-tyOpajoissa on tahan asti tutkittu lukuisia ongelmia. Tassa kerrotaan muu-
tamasta esimerkkiongelmasta tarkoituksena luoda jonkinlainen kasitys Study Group-
ty6pajan kyvysta kasitella monipuolisia teollisuuden ongelmia. Liséksi joidenkin on-
gelmien kohdalla kerrotaan miten teollisuus on hydtynyt Study Group-tyopajan ratkai-
susta.

1. Lego-palikat

Tanskan Study Group-ty6pajassa pohdittavana oli kysymys: voidaanko miké tahansa
lego-rakennelman rakennusohje generoida taysin automaattisesti? Lego-yhtio, joka on
alun perin tanskalainen, halusi tietdd mik& on optimaalisen rakennusohjealgoritmin
kompleksisuus kolmiulotteiselle rakennelmalle. Vaatimuksena oli se, ettd rakennelman
piti olla mahdollisemman kevyt ja kestava.

Tybpaja pystyi tarjoamaan optimaalisen rakennusalgoritmin vain hyvin yksinkertaisille
3D-kappaleille. Tarkempien analyysien jalkeen huomattiin, etta

yleisen tapauksen ratkaiseminen on hyvin vaativa tehtdva ja komp-

leksisuudeltaan jopa NP-luokkaa (NP tulee sanoista ’nondeterminis- =

tic polynomial” eli epadeterministinen polynominen. Tietojenkasit- o

telytieteessa NP-luokka on eras aikavaatimusluokka, joka tarkoittaa

niiden péaatoksenteko-ongelmien joukkoa, joille voidaan polynomi- Kuva 18

sessa ajassa loytaa ratkaisu epadeterministiselld Turingin koneella Lego-palikka

[25]). [23].

Ty6paja huomasi, ettd kokeneet Lego-rakentajat pystyvat rakentamaan lahes optimaali-
sen rakennelman muutamassa minuutissa. [23] Tastd syysta olemassa olevat algoritmit
ja tietokoneiden kapasiteetit eivat ole riittdvan tehokkaita verrattuna kokeneisiin Lego-
rakentajiin.

2. S-tog-kuljettajien tydvuorolistat

S-tog on Kdoddpenhaminan seudun paikallisjunajérjestelmd. S-togin veturikuljettajien
tyovuorolistoja jarjestdva taho halusi tietdd miten tyévuorolistoja voidaan optimoida.
Tyovuorolistan tulisi olla joustava (muutaman minuutin viivastys sallitaan) ja tehokas,
eli maksimoidaan tyGajan ja veturin kuljettamiseen kéytetyn ajan suhdetta.



Study Group-tydpajaan tuotiin kaytdssa oleva tyovuorolista, jota piti
kehittdd. TyOpajan padtyttyd ratkaisuna tyopaja esitti uuden Stan-
dardin tydvuorolistan”, joka sopii suurelle osalle junaraiteille. TyO-
pajan esittdmaa tyovuorolistaa kayttéen, yhtio pystyi lisédméaan te-
hokkuuttaan ja tydaikasuhdettaan, joka nousi 80 %:iin (suhde oli
alun perin 60 %). Lisaksi tyOaikajoustavuus lisadntyi 9 minuuttiin
(ennen oli keskimé&arin 2 min). Huomattuaan matematiikan kyvyn
lisatd yhtion tehokkuutta, S-tog-junayhti6 viipymaétté palkkasi logis- Kuva 19 Raitio-

tilkkkaosastoonsa eraan tydpajassa ongelman parissa toimineen jatko- vaunujenreitti-
opiskelijan. kartta [23].
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5 STUDY GROUP-TOIMINNAN MERKITYS
TUTKIMUKSELLE

Usein Study Group-tyOpaja edistaa yliopistojen ja teollisuuden valista suhdetta ja auttaa
joskus osallistujia saamaan tydsopimuksen teollisuuden tai tutkimusalan kanssa. Study
Group-tydpajassa tutkitut ongelmat usein johtavat haastaviin uusiin tutkimusalueisiin,
joista on suoraa hyotya fysiikalle tai teollisuudelle. [1] Kun yliopistot tutustuvat teolli-
suuden ongelmiin, niin opetusta ja tutkimusta voidaan paivittaa siten, etti ne ovat rele-
vantteja tekniikan ongelmien kanssa ja palvelevat yhteiskunnan valittdémia tarpeita. [27]

Ty6pajat luovat uusia tutkimusaiheita uusille valmistuneille oppilaille ja siten mahdolli-
sesti lisadvat jatko-opiskelijahakijoiden maaraa kyseiseen yliopistoon. Ty6pajat auttavat
yrityksid tutustumaan nuoriin opiskelijoihin ja arvioimaan heita tulevaisuuden tyollis-
tymista varten. Study Group-tydpaja luo myods mahdollisuuden tydskennelld mukavien
ja eri paikoista olevien ihmisten kanssa. [1]

Liséksi Study Group-tyOpajat tarjoavat tasavertaisen ympariston, jossa vastavalmistu-
neet opiskelijat tai jatko-opintojaan suorittavat opiskelijat padsevat yhdessa samanarvoi-
sesti jakamaan ideansa huippututkijoiden tai professoreiden kanssa. Yleensa tdma tasa-
vertainen panoksen antaminen ei ole mahdollista normaaleissa konferensseissa. Ty6pa-
jojen tarjoama tasavertainen ympéristd kannustaa ja motivoi vasta valmistuneita opiske-
lijoita heidédn urallaan. [12] Lisaksi edella mainitussa ymparistdssa jatko-opiskelijat paa-
seviat kaytanndssa kehittamaan suullisen kommunikaatiotaidon, joka on hyvin olennais-
ta heidan tulevaisuuden tyourilla [27]. Joskus tutkitut ongelmat johtavat erilaisiin jul-
kaisuihin [13].

Julkaisut inspiroivat tutkijoita tutkimaan uusia aihealueita ja mahdollisesti laajentamaan
jotain matematiikan osa-aluetta tai jopa kehittdmadn uutta matematiikkaa. Edellisen
seikan havainnollistamiseksi seuraaviin kappaleisiin (6.1 ja 6.2) on otettu kaksi esi-
merkkid, joissa teollisuuden ongelman tutkiminen on edistényt aiheeseen liittyvdn ma-
tematiikan kehitysta tai uudelleen esiinnousua. Namé kaksi esimerkki& ovat pantograph-
yhtalo ja vapaan reunan ongelma. N&ihin esimerkkeihin syvennytdin seuraavissa 0siois-
sa tarkemmin, mutta niiden liséksi tdssa kohtaan voidaan mainita kaksi muuta matema-
tilkan osa-aluetta, jotka lahtivét kehittyméan Study Group-tyOpajoissa esille nousseiden
ongelmien myota.
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Ensimmaisend esimerkkind voidaan mainita, ettd tutkittujen ongelmien mya6té pystyttiin
kehittdmaan yleistetty parabolinen osittaisdifferentiaaliyhtalé ohutkalvojen kuten lasin,
pinnoitteen tai voitelun indusoimalle virtaukselle. Toisena esimerkkind voidaan mainita
stokastiset differentiaaliyhtal6t, jotka edellisen vuosisadan loppupuoleen asti olivat vain
hyvin suppean piirin tiedossa ja kaytossa. [17]

Study Group-tyopaja on toiminnoillaan lisannyt laajemman yhteison tietoisuutta ja ym-
marryksen kasvua matematiikan kyvysta tarjota ratkaisuja reaalimaailman ongelmiin
[1]. Toisin sanoen, Study Group-tydpaja auttaa ihmisid ymmartdméaan matematiikan
tarkeytta ja lisdédmaan tietoisuutta sen kyvysta auttaa heité arjen ongelmissa. Tama puo-
lestaan toimii motivaationa saamaan yha enenevéssa maarin ihmisid opiskelemaan ma-
tematiikka ja toimimaan sen parissa. Mitd enemman ihmisia on alalla, niin se automaat-
tisesti lisaa tutkimuksen Kirjoa ja sen kehitysté.

5.1 Pantograph-yhtalo

Junaliikenteessé virroitin (pantograph) (kuva 20) on teline, joka on kiinnitetty sahkoju-
nan tai raitiovaunun péaalle siirtdmaan sahkovirtaa ajojohtimista veturiin tai junan apu-
laitteille. [17]

Oxfordissa jarjestetyssd Study Group-tyOpajassa Britannian junaliikenteen toimesta
esitettiin Kuvan 20 mukainen ongelma. Ongelmana oli uudelleen mallintaa virroitinta,
niin ettd varmistetaan jatkuva kontakti telineen ja yldapuolella olevien johtimien valilla.
Study Group-ty6pajan toiminnan seurauksena pantograph-yhtéld, josta aikaisemmin oli
mitattdman pieni maara tekstia tai Kirjallisuutta nousi nyt tutkimuksen kohteeksi ja lu-
kuisien Kirjojen teemaksi. [17]

Itse pantograph-yhtalé on muotoa

2 () = ay(At) + by(t), t>0 (6.1)
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Yhtélon johtamista on havainnollistettu Kuvan 21 avulla. Asymptoottisena haasteena
yhtélo tarjoaa lukuisia analyyttisid ja numeerisia mahdollisuuksia. Tassa oli keskitytty

tapaukseen 4 = 1 — ¢, jossa € on pieni.

=1\

A~
- —— — _tH“ | e ~—

e

> “—— PANTOGRAPH
I B N

_J'__ T 1 =y

—

Kuva 21 Pantograph-yhtéalon johto [17].

Eli, kuten Kuvasta 21 n&dhd&an y(t) riippuu y(t), missé

t—T==(t+7) (6.2)
Niinpa dy(t)/dt riippuu y(At):std, missé
v
A=—<1 (6.3)
Siis
DO — ay(Ae) + by(t) (6.4)

ac
on pantograph-yhtadld (Ambartsumian, 1944). Moniskaalausmenetelmad kayttamalla
saadaan yhtalo

2 (£) = 0,95y(0,99t) — y(£),y(0) = 1, (6.5)

jonka ratkaisut ovat kuvan 22 mukaiset.
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Kuva 22 Yhtalon (6.5) ratkaisut [17].

Study Group-tyopaja nosti siis pantograph-yhtélon uudestaan esille tutkimusten koh-
teeksi. Kiitos monien tutkimusten, tdnd pdivana on l6ydetty monia sovelluskohteita pan-
tograph-yhtalolle. Lisaksi yhtalo on auttanut matematiikan eri osa-alueita yhdistyméaan.

Esimerkiksi kuvitellaan tilannetta, jossa uhkapeluri kohtaa vedonvalittajan. Uhkapeluri
asettaa panoksensa ja vedonvélittdja (dealer) heittaa taysin symmetrista kolikkoa. Mikali
heiton tuloksena on klaava vedonvalittdjd antaa kaksinkertaisen madran uhkapelurin
panoksesta ja mikéli tuloksena on kruunu uhkapeluri saa vain puolet panoksestaan. Pan-
tograph-yhtaloa kayttdmalla voidaan arvioida voiton odotusarvoa. T&té oli tutkittu ja oli
huomattu, ettd vastoin odotuksia uhkapeluri ja& tappiolle pidemman p&élle. Mielenkiin-
toisinta on se, ett4 voidaan jopa arvioida pelaamiskertojen maéara, joiden jalkeen uhka-
peluri ja& todennadkaisesti tappiolle. [17]

5.2  Vapaan reunan ongelma

Vapaan reunan ongelma (free boundary problem) on osittaisdifferentiaaliyhtalo, jota
yritetddn ratkaista tuntemattoman funktion ja alueen suhteen. Normaalisti ratkaistessa
osittaisdifferentiaaliyhtaldita tiedetddn reunaehdot ja systeemin alku tai lopputila. Va-
paan reunan ongelmassa reunaehdot yhtalolle eivat ole alkuhetkelld tiedossa. Vapaan
reunan probleema nousi tutkimuksen kohteeksi, kun Oxfordin Study Group-ty6pajassa
haluttiin tutkia nesteen kiintedksi muuttumisen rajanpinnankulkua aineen sisélld. Raja-
pinnan ratkaisu piti 10yta4 ilman reunaehtoja.

Vapaan reunan ongelma sai matematiikan kehittymaan siten, ettd kehitettiin menetel-
mid, jolla ratkaisut saadaan ongelmaan ilman alussa méériteltyjé reunaehtoja. Vapaan
reunan teorialle on 16ytynyt monia sovelluskohteita. Esimerkkejd, joissa voidaan vapaan
reunan teoriaa soveltaa, on mm. metallin jahmettyminen tarkastelemalla sulan ja kiinte-
an pinnan rajaa, maakerroksen sisélla jadtyneen veden ja sulan maan rajaa (routailmic)
tai autonrenkaan ja tien kosketuskohdan muotoa.
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6 MATEMATIIKAN OPETUKSEN JA OSAAMI-
SEN KEHITTAMINEN

Osiossa 7 puhutaan matemaattisen mallinnuksen térkeydesta matematiikan opetuksessa
ja sen vaikutuksesta matemaattiseen osaamiseen. Kuitenkin ennen sitd, on syyté kertoa
hieman hyvan matematiikan opetuksen perusedellytyksistd, maaritelld matemaattinen
osaaminen ja kertoa joistain matematiikan opiskelijoiden keskuudessa kohdatuista on-
gelmista.

6.1 Hyvan matematiikan opetuksen perusedellytykset
(erityisesti tekniikan nakdkulmasta)

Hyvaa matematiikan opetusta on vaikea maaritella tyhjentavasti. Tassa mainitaan joitain
piirteita mita olisi hyvé ilmentya hyvéssa opetuksessa. Piirteet mainitaan alkuun perus-
telematta ja listanomaisesti. Kappaleiden 6.2 ja 6.3 tarkoituksena on toimia perusteluna
tassa osiossa mainittuihin piirteisiin. Tarked huomata, ettd asiaa tarkastellaan erityisesti
tekniikan ja sitd kautta soveltamiskyvyn nakokulmasta. Toisin sanoen tassé ei keskityta
siihen, ettd mika olisi paras tapa opettaa puhdasta matematiikkaa.

Hyvéa matematiikan opetus on innostava ja motivoiva. Hyvassd opetustavassa edetddn
loogisessa jarjestyksessa ja uusi asia rakennetaan aina vanhan paélle. Nain varmistetaan
yhtendisen kuvan syntymistd matematiikasta. Hyva matematiikan opetus on oppilaita
integroiva ja mahdollisesmman oppilaslédhtéinen. [58] & [59]

Vastamaan tyoelaméaa ja modernin yhteiskunnan haasteita, opetuksen tulisi olla poikki-
tieteellistd ja korostaa ryhmatyon ja yhdessd tekemisen tarkeyttd. Hyvd matematiikan
opetus sisaltaa avoimia tehtavia (kts. osion 6.5.1 esimerkki) kannustaa luovuuteen, opet-
taa ratkaisemaan ongelmat monella eri tavalla. Hyva opetus luo turvallisen, kannusta-
van, ei-tuomitsevan, ei-uhkaavan ja virheita sallivan ilmapiirin. [58] & [59]

Lisdksi hyvan ja nykyaikaisen opetukseen kuuluu mahdollisemman paljon nykytekno-
logian (mm. verkkomateriaalit, ipad/kannettava, tietokone ja CAS-ohjelmat) hyddynta-
minen. Opetuksessa tulisi ottaa huomioon erilaiset oppijat, eli opetuksen ja kurssimate-
riaalin tulisi vastata mahdollisesmman monien oppilaiden tarpeita. Opetukseen olisi hy-
vaa siséllyttadd hands-on-oppiminen, eli opetella asioita (k&silld) tekemélla. [59]
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Erityisesti tekniikan nadkokulmasta katsottuna, oppilaiden on opittava soveltamiskykya,
heiddn on huomattava matematiikan tarkeys ja vahvuus toimia tydkaluna muissa tie-
teenaloissa ja omaksua matemaattista paattelykykya. [61] Hyvaan opetukseen kuuluu
matematiikan liittdminen arkeen, matemaattinen mallinnus ja sen voiman demonstroi-
minen. Opetuksessa tulisi tuoda ilmi, ettd matematisoimalla idealisoidaan ja yksinker-
taistetaan reaalimaailman objekteja ja ilmi6itd, jonka avulla voidaan loytaa yhteyksia
ndenndisesti kahden erillisen asian vélilla.

Lyhyesti sanottuna hyva matematiikan opetus edistda tulevaisuuden taitoja ja nyky-
yhteiskunnan tarvitsevaa matemaattista osaamista. Matemaattisesta osaamisesta puhu-
taan enemman kappaleessa 6.1.2. Seuraavassa kappaleessa kasitellaan tarkeita tulevai-
suuden taitoja, jotka olisivat hyvaa sisallyttad hyvaan matematiikan opetukseen.

6.1.1 Tulevaisuuden taidot

Hyvaan opetukseen kuuluu myos tulevaisuuden yhteiskunnan ja yksiléiden tarpeen
huomioon ottaminen. Tulevaisuuden térkeimpid taitoja on laaja-alainen osaaminen.
Laaja-alaisen osaamisen tarve nousee lukuisista samaan aikaan vaikuttavista tiedon,
oppimisen, oppimisympéristdjen, tyén ja yhteiskunnan muutoksista. Itse olemme osa
naitd muutoksia ja nain ollen tarvitsemme valineitd, muutosten keskella elamiseen ja
muutosten hallintaan. [61]

Tulevaisuuden taitojen arviointi perustuu nyky-yhteiskunnan toimintamalleihin. Nyky-
yhteiskunnassa kasvaminen, opiskelu, tyonteko seka kansalaisena toimiminen edellytta-
vat tiedon- ja taidonalat ylittdvaa ja yhdistdvaa osaamista. Kaikilta vaaditaan elamanhal-
lintataitoja, hyvia tiedon hallinnan, Kkriittistd arviointia, tiedon tuottamista ja soveltami-
sen taitoja, itsensa johtamista, monipuolisia ajatteluntaitoja sekda media- ja tietoteknolo-
giataitoja. Tyo tapahtuu yhda enemmaén verkostoissa, joissa erilaiset osaajat yhdessa etsi-
vat uusia ratkaisuja.

Tasta johtuen tulevaisuuden tarkeimpié taitoja ovat mm. yhteistyd- ja vuorovaikutustai-
to, ajattelu ja oppimaan oppiminen, kulttuurinen osaaminen, yhteistyd, ilmaisun ja arjen
taidot, tieto- ja viestintateknologinen osaaminen, monilukutaito, tyoelamétaidot ja yrit-
tajyys. Myos tarvitaan osallistumis- ja vaikuttamishalua kestévan tulevaisuuden raken-
tamiseen. [61]

Myo6s muut taidot painottuvat kuten, verkosto-osaaminen, projektiosaaminen, sosiaaliset
taidot ja luovuus. Tarvitaan ongelmanratkaisukykya, tietotekniset taidot, tiedonhankinta
ja hallinta. Liséksi tarvitaan sekd oppimisen motivaatiota etté edellytyksid kansalaisvai-
kuttamiseen ja yhteiskunnalliseen toimintaan, eettiseen ajattelu- ja toimintakykyyn. [61]
Tulevaisuudessa tarvitaan myds monikielisyytta, tai ainakin englannin kielen vahvaa
hallintaa, koska nyky&an vuorovaikutukset tapahtuvat ei pelkdstddn kotimaassa vaan
myos kansainvalisesti.
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6.1.2 Matemaattinen osaaminen

Matemaattinen osaaminen tai ns. matemaattinen kompetenssi ”on kyky ymmartia, paa-
telld, toimia ja soveltaa matematiikkaa moninaisissa matematiikan sisaisissa ja ulkoisis-
sa konteksteissa (intra- and extra-mathematical contexts) ja tilanteissa, joissa matema-
tiikalla on, tai voisi olla roolia” [60].

Tahan liittyen on tarkedd huomata, ettd pelkastdaan faktojen ja rutiinien osaaminen,
vaikka on olennainen osa matematiikan opiskelua, ei ole riittdva yksistdan lisddmaén
matemaattista kompetenssia. [60] Toisin sanoen matemaattinen osaaminen liittyy tapaan
ajatella matemaattisesti, joka puolestaan on paljon enemman kuin pelkastaan faktojen,
teorioiden, tekniikoiden ja yms. tietdminen. Matemaattinen tapa ajatella ja matemaatti-
nen ymmarrys on pikemminkin sitd, mité yksilé pystyy tekeméan jo osaamallaan mate-
matiikalla, eikd hdnen “tictovarastonsa” suuruus. [58]

Matemaattinen kompetenssi jaotellaan 8 eri matemaattiseen osaamiseen, jotka voivat
olla osittain paallekkaisia. Ndma ovat matemaattinen ajattelu, matemaattinen paattely,
ongelmien esittdminen ja ratkaiseminen, matemaattinen mallinnus, matemaattisten oli-
oiden kuvaus, matematiikan symbolien ja formalismin kayttd, kommunikaatio sek& ma-
tematiikasta ettd matematiikan avulla ja matematiikan tyokalujen (esim. CAS-
ohjelmistojen) hyddyntaminen. [58] Alla on kuvattu yksityiskohtaisemmin kutakin ma-
temaattisen kompetenssin osa-aluetta.

Matemaattinen ajattelu

Tama kompetenssi muodostuu kahdesta osa-alueesta. Toisaalta tietoisuutta siita millai-
sia kysymyksiad voidaan kasitellda matemaattisesti ja millaisia vastauksia matematiikka
VoI tai ei voi antaa. Toisaalta kyky esittad vastaavia kysymyksia. Se sisaltdd matemaat-
tisten konseptien tunnistamista, ymmarrysta niiden kattavuusalueesta, rajoituksista ja
kykyé kattavuusalueen laajentamisesta abstraktisoinnilla ja yleistamalla tuloksia. Taméa
kompetenssi sisaltdd myds jonkinlaista kasitystd matemaattisen mallin luottamukselli-
suudesta.

Matemaattinen paattely

Tama kompetenssi sisdltdd toisaalta kykya ymmartéa ja arvioida jo olemassa olevaa
matemaattista argumentaatiota (paattelyketjua) ja toisaalta kykya huomata erilaisten
matemaattisten lausuntojen (kuten mm. maéaritelméan, véitteen, lemman, lauseen, jos-
lauseen, jos ja vain jos-lauseen) vilisia eroja. Se siséltdd myos kyvyn konstruoida paat-
telyketju loogisilla argumenteilla ja sitd kautta muuntaa heuristinen paattely (kokemus-
perdinen, usein ei optimaalinen, yrityksen ja erehdyksen perustuva pééattelyketju [85])
omaksi todistukseksi, eli ns. loogiseksi paattelyksi.

Matemaattisten ongelmien esittdminen ja ratkaiseminen
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Tama kompetenssi sisaltaa toisaalta kyvyn tunnistaa ja maaritelld matemaattisia ongel-
mia; olivatpa ne puhtaita, sovellettuja, avoimia tai suljettuja matemaattisia ongelmia.
Toisaalta se sisaltaa kyvyn ratkaista matemaattisia ongelmia, sisaltden tietoisuuden ma-
temaattisista algoritmeista ja ratkaisumenetelmistd. Se mistd matemaattinen ongelma
muodostuu, ei ole aina hyvin maéritelty. Yleensa se on riippuvainen henkilokohtaisista
kyvyista tulkita, ettd onko tietty kysymys matemaattinen ongelma vai ei. Taméa seikka
on pidettdva mielessd, kun esitellaan tietty ongelma opiskelija ryhmalle.

Matemaattinen mallinnus

Myos tdméa kompetenssi muodostuu kahdesta osa-alueesta. Toisaalta se siséltdd analy-
sointi- ja tydskentelykyvyn jo olemassa olevien mallien kanssa. Eli kyvyn loytaa mal-
linnettavasta ongelmasta ominaispiirteitd, tutkia vaikutusaluetta, rajoituksia, patevyytta
ja tulkita matemaattista tulosta reaalimaailmassa. Toisaalta se sisaltdd mallinnuskyvyn,
eli yksilo pystyy formalisoimaan reaalimaailman ongelmasta matemaattisen ongelman
ja ratkaisemaan, tulkitsemaan ja tarkastelemaan mallin péatevyytta.

Matemaattisten olioiden representaatiot

Tama kompetenssi siséltdd kyvyn ymmartédd ja seka kéayttdd matemaattisia esityksia
(olivatpa ne symbolisia, numeerisia, graafisia, visuaalisia, suullisia tai esineitd) tunnis-
tamaan niiden keskindiset relaatiot, edut ja rajoitukset. Tdma kompetenssi myos sisaltaa
kyvyn vaihdella eri esitystapojen valilla (esimerkiksi muuttamaan symbolinen esitys
graafiseksi).

Matemaattisten symbolien ja formalismien kasittely

Tama kompetenssi siséltaa toisaalta kyvyn ymmartaa symbolista ja formaalia matemaat-
tista Kielta ja toisaalta sen suhdetta luontoon ja tulkkauskyvyn luonnon ja matematiikan
valilla. Se sisaltad myos formaalin matemaattisen systeemin saannot ja kyvyn kayttaa ja
manipuloida symbolista lauseketta ja kuvausta sdénttjen puitteissa.

Kommunikaatio matematiikan sisalld, matematiikan avulla ja matematiikasta

Tama kompetenssi sisdltdd toisaalta kyvyn ymmartaa toisten esittdmida matemaattisia
lausekkeita (suullisia, kirjoitettuja jne.) ja toisaalta kyvyn ilmaista itseddn matemaatti-
sesti eri tavoin.

Matemaattisten apuvélineiden ja tyfkalujen hyédyntdminen

Tama kompetenssi sisdltad tietoisuuden seka kéaytettavisté olevista apuvalineista ja tyo-
kaluista ettd niiden potentiaaleista ja rajoituksista. Se myos siséltdd kyvyn kayttéa tyo-
kaluja ajatuksella ja tehokkaasti. [58]

PISA:n mukaan edella mainitut matemaattiset kompetenssit voidaan mitata kolmella eri
kompetenssiluokassa: reproduktio (tai uudelleen tuottaminen), yhdistdminen ja pohdis-
kelu (reproduction, connections and reflection). [57]
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Reproduktioluokka

Tahan luokkaan kuuluvat matemaattiset kompetenssit liittyvét harjoitellun tiedon uudel-
leen tuottamiseen (reproduktio). Tama pitaa sisalladn matemaattiset prosessit, tiedot ja
taidot, joita tarvitaan yleisissa sekd valtakunnallisissa (standardoiduissa) ettd luokka-
huoneen teisteissa. Toisin sanoen, tdima kompetenssiluokka pitéé siséllaan tietoisuuden
faktoista ja kanonisista esitysmuodoista, ekvivalenssien ja tuttujen matemaattisten olioi-
den ominaisuuksien tunnistamista, rutiinitehtavien suorittamista, yleisien algoritmien
soveltamista, teknisié taitoja, yhtaldiden muokkaamista ja peruslaskennan hallintaa.

Yhdistdmisluokka

Tama kompetenssiluokka rakentaa reproduktioluokan paalle sisaltamalla soveltamisky-
vyn ongelmanratkaisutilanteisiin, jotka eivat ole rutinoituneita, mutta kuitenkin sisélta-
vat melkein tuttuja lahtékohtia.

Pohdiskeluluokka

Tahan luokkaan liittyva matemaattinen prosessi sisaltdad pohdiskelutaidon oppijan tahol-
ta liittyen ongelman ratkaisemiseen tarvittavista tai kaytetyista prosesseista. Tama liittyy
oppijan kykyyn ratkaisustrategioiden suunnitteluun ja kéyttéon, jotka ovat kompleksi-
sempia tai alkuperaisempia kuin esim. yhdistdmisluokassa. [57]

Sen sijaan, etta jaetaan kompetenssit luokkiin kuten reproduktio-, yhdistamis- tai poh-
diskeluluokkaa, joskus nahdaan jakoa myods kolmeen eri dimensioon: kattavuusaste (de-
gree of coverage), toimintasade (radius of action) ja tekninen taso (technical level). Na-
ma ovat dimensiot, joissa matemaattinen kompetenssin kehitys voidaan mitata. Katta-
vuusaste kertoo missa maarin henkild hallitsee tietyn matemaattisen kompetenssin osa-
alueita. Toimintasade puolestaan pitda sisalladn kontekstit ja tilanteet, joissa henkild
pystyy soveltamaan tietyn matemaattisen kompetenssin. Tekninen taso, indikoi kuinka
kasitteellisesti ja teknisesti kehittyneitd henkilon kéytetyt matemaattiset oliot ja apuvéli-
neet ovat, joilla h&n soveltaa tiettyd kompetenssia. [58]

6.2 Joitakin kohdattuja ongelmia oppilaiden matematiik-
kaosaamisessa ja matematiikan opetuksessa

Tassa osiossa esitellaan erditd ongelmia, joita on havaittu matematiikan opiskelussa ja
opetuksessa. Tama ei ole kattava lista, eiké& se pade kaikkiin kouluihin tai maihin. Kui-
tenkin téssé esitetyt ongelmat néayttdvat maailman laajuisesti esiintyvan yha enenevéssa
maarin.

6.2.1 Vajavainen kasitys matematiikasta

Oman kokemukseni perusteella monelle oppilaalle matematiikka tarkoittaa laskuoppia,
eli numeroiden kanssa operointia ja numeroiden tuottamista. Talléin on luonnollista,
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ettd matematiikan todellinen luonne logiikan kielend j&& hahmottamatta. Matematiikka
tulisi kuitenkin hahmottaa loogisen péaattelyn taitona. Siiné lahdetaan liikkeelle testatta-
vista asioista (aksioomista), joista loogisin askelin voidaan tehda johtopaatoksia. Ak-
siomien puitteissa padtelmia voidaan soveltaa myds reaalimaailman tarpeisiin.

Kehitys vaaranlaiseen kasitykseen matematiikasta alkaa jo varhain peruskoulussa, kun
matematiikka tulkitaan laskusaantdjen muistipelina.

6.2.2 Motivaation puute ja asenne matematiikka kohtaan

Koulu ja yliopisto-opintojen perusteella monelle syntyy kasitys, ettd matematiikka on
jollain epdmaaraisella tavalla tarpeellista, mutta kdytannén tyoelamassa sité ei paljon
tarvita. Tasta johtuen monelle oppijalle syntyy ei-motivoitunut ja negatiivinen asenne
matematiikka kohtaan.

Korkeakouluissa ja yliopistoissa ympari maailmaa on havaittua, ettd monella opiskeli-
jalla (esim. insinddritieteitd lukevalla) on motivaation puute matematiikan opiskelussa.
Insindoritieteiden kohdalla syyna on erityisesti se, etta tdman alan opiskelijat ovat tul-
leet yliopistoon opiskelemaan kaytdnndnlaheisia insindoritieteitd, ei matematiikkaa.
Usein heitd kiinnosta kaytanndén laheinen ongelman ratkaisutehtdva eivatka matematii-
kan abstraktiot. Tasta johtuen moni insindoritieteitd opiskeleva uskoo opiskeltavan ma-
tematiikan olevan liian abstraktia eika jaksa innostua aiheesta. Tarvitaan siis uudenlaista
pedagogiikkaa, joka motivoi ja innostaa opintonsa yliopistolla aloittavia insinddritieteen
opiskelijoita. [58]

Motivaation puute ei ole yleinen vain opiskelijoiden keskuudessa. Joskus yliopisto-
opettajat syyllistyvat samaan asiaan. Tama voi johtua yliopistotutkijoiden pakollisesta
opetusvastuusta. Joskus tutkijat ovat enemmaén Kiinnostuneita omasta tutkimusalastaan
kuin opiskelijoiden oppimisesta ja kehityksestd. Kurssimateriaalin valmistaminen on
usein tyolasta. Opiskelijoiden epdhomogeenisuus (tasoerot ja taustat) aiheuttaa paanvai-
vaa opettajille, silld on vaikeaa suunnitella kaikille sopivaa materiaalia. Ei-motivoitunut
opettaja saa aikaan passiivisen ja ei-kiinnostuneen ilmapiiriin opiskelijoiden keskuudes-
sa. Ei-motivoitunut luokka vaikuttaa puolestaan opettajan motivaatioon. Pahimmillaan
tdma johtaa kierteeseen, jossa ei-motivoitunut opettaja opettaa ei-motivoituneita opiske-
lijoita, kun ideaali tapauksessa sen tulisi olla painvastoin.

Nykyadn tilannetta huonontaa myos ty6llistyminen. Aikaisemmin koulutus oli takeena
ty6llistymiselle ja toimeentulolle. Nykyéaén yliopistotutkinto ei ole en&é vastaava tae
ty6llistymiselle. Tietoisuus tasta aiheuttaa passiivisuutta ja flegmaattisuutta opiskelijoi-
den keskuudessa.
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6.2.3 PISA ja TIMSS tulokset

Suomalaista koulutusjarjestelmaé arvostetaan maailmanlaajuisesti, ja Suomessa koulu-
opetus lukioon asti on maailman huippuluokkaa. Matematiikan ja fysiikan kouluopetus-
ta tulee edelleen kehittdd ja nykyaikaistaa, jotta varmistetaan laadukas opetus tuleville
sukupolvillekin,

Suomalaiset opiskelijat ovat pérjanneet hyvin PISA-testeissd, minka takia suomalainen
koulutusjérjestelmé on saanut maailmanlaajuista huomiota. PISA (Programme for Inter-
national Student Assessment) on OECD-maiden toteuttama ohjelma, jossa arvioidaan
kolmen vuoden vélein 15-16-vuotiaiden nuorten osaamista matematiikassa, luonnontie-
teissd, lukutaidossa ja ongelmanratkaisussa. Siind ohjelmassa ovat télla hetkella mukana
70 maata. [88] Suomi on osallistunut myds TIMSS- (International Mathematics and
Science Study) testiin. TIMSS mittaa neljas- ja kahdeksan luokkalaisten matematiikan
ja luonnontieteiden osaamista. TIMSS-testi jarjestetddn maailmanlaajuisesti joka neljés
vuosi. [89] TIMSS-testit keskittyvat mittaamaan matemaattista osaamista. [64]

Monella maalla PISA- ja TIMSS-testien tulokset korreloivat. Suomalaisten 8. luokka-
laisten PISA- ja TIMSS-tuloksia verratessa huomataan kuitenkin suuri suhteellinen ero.
Tama herattdd kysymyksen, miksi suomalaiset pérjadvat hyvin PISA-testeissd, mutta
eivat TIMSS-testeissd? Johtuuko suomalaisten oppilaiden hyva menestys PISA-testeissa
vain lukutaidon ja yleissivistyksen hyvasta tasosta, kun taas syvallisen matemaattisen
ymmarryksen puute aiheuttaa huonon menestyksen TIMSS-testeissa? [64]

6.2.4 Lukio-jayliopistokoulutuksen valinen kuilu

Monissa Yyliopistoissa ja korkeakouluissa ympari Eurooppaan opettajat ovat huoman-
neet, ettd aloittavilla opiskelijoilla on vaikeuksia matematiikan perusasioiden hallinnas-
sa. Lukion ja yliopiston valinen kuilu on kasvanut viime vuosina. Esimerkiksi Tampe-
reen teknillisella yliopistolla aloittaville opiskelijoille jarjestetddn matematiikan lahto-
tasotesti. Lahtotasotestissd kysytaan peruslaskutoimituksia ja murtoluvuilla operoimista.
Vuosittain 10-20 % opiskelijoista ei lapaise lahtotasotestia ja joutuvat ohjatuksi prep-
pauskurssille. [63]

Tama ei ole pelkastddn Suomessa kohdattu ongelma vaan Euroopan laajuisesti ollaan
huomattu vastaava ilmi6. Esimerkiksi neljdnnessatoista SEFI-tyopajaseminaarissa (Eu-
ropean Society for Engineering Education) kokoonnuttiin pohtimaan “Mitkd ovat Eu-
roopassa suuremmat haasteet insinddrimatematiikan opetuksessa?” (What are the major
problems facing engineering maths education in Europe?). Ryhman delegaatit paattyivat
tulokseen, ettd ”Euroopan laajuisesti” suuremmat haasteet ovat “ensimmadisen yliopisto-
vuoden perusmatematiikan taitojen puutteellisuus” (the lack of basic skills of university
freshmen is well-known and seems to be Europe-wide). [58]
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Osasyyné kuilun syntymiseen on luonnollisesti kasvanut sisdanotto yliopistoihin ja kor-
keakouluihin [63]. Tall6in kynnys sisdédnpaasyyn on laskenut. Samanaikaisesti opiskeli-
joiden motivaatio-ongelmat ovat yleistyneet. Tdmé johtaa siihen, ettd tarvitaan raken-
teellisia ja filosofisia muutoksia koulutuksessa, opetusmenetelmissd ja materiaaleissa.
Mikali téllaisiin ongelmiaan ei reagoida ja muutoksia ei tapahdu, niin pian edelld mai-
nittu kuilu johtaa mm. monen oppilaan opintojen keskeyttdmiseen. Suomen kaltaisessa
maassa, jossa valtio kustantaa koulutusta tdmaé suuri taloudellinen menetys.

6.2.5 Opintojen keskeyttdminen

Edellisessé osiossa kaytiin osittain syita opintojen keskeyttdmiseen. Yleisesti kuitenkin
erindisista syistd osa opiskelijoista jattdd opintonsa kesken. Syyné voi olla edellisessa
0siossa mainitut, sairaus, pitkdaaikainen matka, perhesyyt, tyot ja yms.

Maailmalla on tutkittu tatd asiaa. Mielenkiintoista on kuitenkin huomata, ettd eniten
opintojensa keskeyttaneiden joukossa on ollut opiskelijoita matemaattisilta aloilta. Eng-
lannissa erdédssa kaikkien alojen kandidaattivaiheen opiskelijoiden kesken tehdyssa tut-
kimuksessa, huomattiin opintojen suurin jatkamisaste (continuation rates, kertoo kuinka
joko prosenteissa tai desimaalilukuna kuinka moni jatkaa opintonsa) olevan laaketieteel-
lisilla ja luovan taiteen aloilla (n. 98 %), kun taas matemaattisilla ja tieteenkésittely
aloilla oli pienin jatkamisaste (88 %). Toisin sanoen verrattuna muihin aloihin mate-
maattisiloilla aloilla oli melkein eniten ihmisia (12 %), jotka olivat keskeytténeet opin-
tonsa ensimmaisen tai toisen yliopistovuoden aikana. [65] Tamé Kielii siitd, ettd jotain
on pielessé joko matematiikan opetuksessa tai opiskelijoiden asenteessa.

6.2.6 Laitosten valisen kommunikaation vahyys

Euroopan laajuisesti monesti yliopistokoulutuksissa on huomattu matematiikan opettaji-
en vahainen tietdmys matematiikan soveltamisessa tydeldmassa ja mydhemmissé insi-
ndorikursseissa. Myos insindorikursseilla on huomattu opettajien vahainen tietdmys
matematiikkakurssien sisallista. [58] Tietysti on olemassa poikkeuksia ja jatkuvasti eri
laitosten vélilla yhteistyota tekevia yliopistoja.

6.2.7 Internet, opiskelijoiden kriittisyys ja viihdemaailma

Internet on mahdollistanut tiedon nopean levidmisen ympari maailmaa. Kuka tahansa
pystyy lisdédmaan informaatiota tekstin, kuvan tai videon muodossa kaikkien néhtavaksi.
Tasta johtuen internetissa esiintyy paljon epdaitoa ja vaaraa tietoa. Tdamé puolestaan
vaikuttaa mm. nuorten kriittisyyden lisddntymiseen, jonka myo6té he eivat ryhdy toimiin,
jos tarkoitus ei ole heille ihan selvd. Toisin sanoen osalla oppilailla on motivaatio-
ongelmia matematiikan opiskelussa, koska he eivat hahmota miten matematiikkaa voi-
taisiin hyodyntéa arjessa.
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Oppilaiden kriittisyyden lisdadntymisesta johtuen, enaa vélttamatta ei riita, ettd vain pu-
hutaan matematiikan hyodyllisyydestd, vaan tarvitaan aitoja arjen esimerkkeja ja de-
monstraatioita. Toisin sanoen oppilaat ei usko enaa vain puhetta vaan heidat pitaé saada
vakuuttumaan asioista.

Informaatioiden lisaksi internetia voi kayttaa viihdetyokaluna. Alypuhelinten myota
internetin viihdemaailma on jokaisen taskussa, nopeassa ja helpossa kaytossd. Viihde-
maailma tarjoaa ajanvietettd ja sitd kautta pikaista ja vaivatonta iloa. Tdma vaikuttaa
osan oppilaiden kohdalla heidan karsivallisyyden ja keskittymiskyvyn laskemiseen.
Viihdemaailmassa he ovat tottuneet saamaan kaikki asiat nopeasti ja vaivatta.

Matematiikan opiskelu usein on pitkaveteista ja pitkén ajan keskittymista vaativaa. On-
gelmien ratkaisemiseksi usein joudutaan miettimaén ja kokeilemaan eri l&hestymistapo-
ja. Joskus ensimmadinen lahestymistapa ei tuota vastausta ja joudutaan palamaan takaisin
lahtdpisteeseen ja miettimaan uutta lahestymistapaa. Joidenkin oppilaiden kohdalla
viihdemaailma on osittain vaikuttanut siihen, ettd he eivat jaksa keskittyé pitkia jaksoja
ja lannistuvat, jos eivét heti saa tyydytysté, eli tdssa tapauksessa oikeaa vastausta.

6.2.8 Tekniikan tarpeet, erityisosaaminen ja globalisaatio

Peruskoulu, lukio ja DI-yliopistokoulutus eivét tuota riittdvasti tekniikan tyokalujen
ymmarrys- ja soveltamistaitoja, joita tarvitaan nyky-yhteiskunnassa. Esimerkiksi, useal-
le Dl:lle matematiikan ja tekniikan valinen suhde jaa epamaaréiseksi, minka tdhden
valmiudet nykymaailman edellyttaméan teknillisen osaamiseen jadvat puutteelliseksi.
Lopputuloksena nykyopetus voi tuottaa kapeaan alaan erikoistuneita ja rutiinitehtaviin
soveltuvia henkilgita.

Ihmiskunnan kehitys ja tassé prosessissa hyddynnettava tekniikkaa on laheisessa yhtey-
dessa toimeentuloon. Aikaisemmin erityisosaaminen riitti takamaan toimentulon. Esi-
merkiksi puusepan pojan ei tarvinnut kayda yliopistolla, osata hyodyntaa kaikkia puula-
jia tai hallita kaikkia eri puuesinemalleja. Hanelle riitti hallita muutama paikallinen mal-
li eri esineille ja osata k&yttada paikallisia puulajeja oikeisiin tarkoituksiin. Ta4ma riitti
takaamaan elannon.

Edellisen esimerkin puuseppé ei kohdannut paivittdin laadultaan uusia ongelmia. Yleen-
sé& kerran opeteltu rutiini riitti ratkaisemaan suuren osan ongelmista. Mikéali uusia ja
vaikeita ongelmia kohdattiinkin, yleensé ne vaan sivuttiin. Tdma ei huonontanut puuse-
pén Kilpailukykya, koska kyldssa ei valttamétté ollut toista puuseppéa. Ihmisten oli joka
tapauksessa kaytavd hanen luonaan. Puusepédn Kkehitys yleensd tapahtui niin, ettd hén
osasi kayttda jo olemassa olevia tyokaluja taitavammin ja kokemuksen myoté teki tyo-
td&n jouheammin ja vahemmilla virheilla.
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Nykyisessé globaalissa maailmassa, suurin osa erityisosaamisesta on kenen tahansa hel-
possa ja nopeassa kaytettavissa. Tastd johtuen vanhanaikainen koulutustapa ei aina riité
takamaan Kilpailukykya. Globaalissa ja nopeasti muuttuvassa maailmassa Kilpailukyky
luodaan tieto-taitojen kehittamiselld, jotka eivat ole erityista tietylle alalle vaan ovat
tarpeellisia kaikilla aloilla, kuten ongelmanratkaisukyky, luovuus, moni- ja poikkitietoi-
suus, kokonaisuuksien hahmottamiskyky, yhteyksien ndkeminen naenndisesti erilaisten
asioiden valilla, ryhmatydskentelytaitoja ja soveltamiskykya.

Globaalisti tekniikan ja teollisuuden edistymisesté johtuen paivittadin kohdataan ongel-
mia, joihin ei ole olemassa ratkaisua tai johon ei rutiinimenetelmilla saada vastausta.
Tarvitaan uusia lahestymistapoja ja ajatuksia. Se joka pystyy ratkaiseman ongelman,
yleensa varmistaa menestyksen markkinoilla vahéksi aikaa, kunnes kohdataan uusi
haaste. Téasté johtuen nykyhetkisen tekniikan luonteen ja globalisaation mydté, tarvitaan
uusia taitoja ja menetelmid. Enaa ei riita koulutus, joka tarjoaa koulutusta pelkastaan
rutiinitehtdvien ratkaisemiseen ja erityisosaamiseen.

Kouluopetus valmentaa usein jatko-opintoja varten. Jatko-opinnot valmentavat usein
tekniikan valittdmiin tarpeisiin. Mité tapahtuu, kun nama tarpeet muuttuvat? Tasta syys-
t& koulussa varhaisista vaiheista olisi hyvaa ottaa nyky-yhteiskunnan ja tekniikan vaati-
mukset huomioon ja valmentaa opiskelijoita siihen. Muutoin huonoimmillaan erityis-
osaamiseen tahtadava koulutus johtaa siihen, ettd ajankohtaisten haasteiden vaihtuessa
tekijat tulevat korvatuksi viimeisimpiin kysymyksiin erikoituneilla henkil6illa.

Erityisosaaminen on tarke&d, mutta sen rinnalle tarvitaan taydentavia taitoja. Talla tar-
koitetaan, etté tarvitaan seké lyhytaikaisia ettéd pitkaaikaisia ratkaisuja koulu- ja yliopis-
to-opintoihin. Mikéli sovelletaan vanhaa kiinalaista sanontaa tahan, paras tulos saavute-
taan, kun annetaan ihmisille kalaa, jolloin saadaan katettua heidan véliton tarpeensa.
Mutta samalla myos opetetaan heita kalastamaan, jolloin varmistetaan heidan toimeen-
tulo pitemmalla tahtaimella.

Erityisosaamiseen tahtdavalla koulutuksella on omat vahvuutensa, mutta se voi johtaa
matemaattisten abstraktioiden (yleistyksien ja yhteyksien, jotka ovat reaalimaailmasta
riippumattomia) sietokyvyn véhenemiseen. Talloin matematiikka ymmarretaan epékay-
tanndllisend ja luullaan, ettd matematiikkaa ei tarvita “kaytdnnossa”. Tama osittain maa-
ilmanlaajuinen trendi on johtanut tekniikan ja matematiikan valiteltavaan eriytymiseen.

Nyky-yhteiskunnan infrastruktuuri perustuu vahvasti tekniikan varaan. Ilman asianmu-
kaista opetusta emme edes hahmota nyky-yhteiskunnan struktuuria. Kokonaisvaltaista
nakokulmaa ei ole tuotu jarjestelmallisesti kaikkiin kouluihin. Koulun tuottama ymmar-
rys teknillisisté aineista painottuu laskutaitoihin ja rutiinitehtaviin. Nain ollen se ei tuota
kykya analysoimaan ja hahmottamaan asioiden valisia loogisia yhteyksia.
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6.3  Joitakin ratkaisuja matemaattisen osaamisen paran-
tamiseen

Tassa kappaleessa esitelldan joitakin kédytannon menetelmid, joiden soveltamisella voi-
daan osittain valttaa tai parantaa edellisessé osiossa kasiteltyja ongelmia matematiikan
opetuksessa. Eli keskustellaan mm. opetusmenetelmista ja -materiaalista, arviointimene-
telmistd ja teknologian hyddyntamisesta. Tarkoituksena on auttaa parantamaan oppijoi-
den matemaattista osaamista.

6.3.1 Opetusmenetelmat

Tassa kappaleessa esitellaan erilaisia opetusmenetelmid ja ns. pedagogisia malleja, joita
soveltamalla voidaan varmistaa oppilaiden innostus ja syvéllinen ymmarrys matematii-
kasta. Koska hyvéa opetusta on tarkedata aloittaa jo koulussa, tassé kéasitellaan erikseen
opetusmenetelmat, jotka soveltuvat erityisesti kouluun ja myéhemmin menetelmat, jot-
ka soveltuvat erityisesti yliopistokoulutukseen. Tallainen eri koulutusvaiheisin kohdis-
tuva jako ei tarkoita sitd, ettd joku opetusmetodi soveltuisi vain kouluun tai yliopistoon.
Suurin osan metodeista voi soveltaa missd tahansa matematiikan opetuksen vaiheessa.

Kouluun ja yliopistokoulutukseen sopivista opetusmenetelmista voidaan sanoa lyhyesti,
ettd niiden pitaa:

o Kasvattaa opiskelijoiden omistustunnetta matematiikkaa kohtaa ja saada heidan
mielenkiintonsa herddmé&an asiasta

e Kannustaa vuorovaikutusta sekd opettajan ettd oppilaiden kesken

e Parantaa tuntien hyotysuhdetta, eli opetusajan ja siitd saadun hyodyn suhdetta

e Kannustaa opiskelijoiden toveruutta ja vuorovaikutusta keskendan seka luokka-
huoneessa etta sen ulkopuolella

e Opettaa, ettd on olemassa erilaisia tapoja ratkaista ongelma ja demonstroida sité
[67]

6.3.1.1 Koulu- ja lukiopetus

Koulujen opetusmenetelmien suunnittelussa tulisi ottaa nyky-yhteiskunnan toiminta-
mallit ja tarpeet huomioon. Laaja-alaista osaamista tulisi kehittad systemaattisesti osana
kaikkea opetusta. Myos opetushenkilostéa tulisi kouluttaa, jotta heidan valmiutensa
integroida tulevaisuuden taidot osaksi kaikkea opetusta kehittyisi. Uusien opetussuunni-
telmien ja tutkintojen perusteiden k&yttoonoton tueksi tulisi kehittdd tukimateriaaleja ja
ohjausta. Faktojen antamisen ja tietojen p&d&han kaatamisen sijaan oppilaille pitdisi opet-
taa tekemalld oppiminen ja tiedon etsiminen. Arviointia tulisi uudistaa huomioimaan
myos laaja-alaiset tulevaisuuden taidot. N&in luodaan moninaisista oppilaista, moniosai-
sia ja oppimaan oppivia oppilaita. [61]
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Ennen kaikkea oppilaat pitéisi saada innostumaan matematiikasta. Tdman saavuttami-
seksi opettajan on térked varata aikaa yleiselle keskustelulle matematiikasta. Esim. mi-
hin tarvitaan matematiikka? Mit& on matematiikka? Miten voidaan matematiikka hyo-
dyntéé arjessa? Nama ovat kysymyksid, joihin ei vélttdmatta ole tyhjentavaa tai lopullis-
ta vastausta, mutta luokassa tapahtuvien keskustelujen avulla saadaan ajatteluprosessi
kayntiin. Keskusteluilla on tarkoitus halventaa oppilaiden ennakkoluuloja matematiikas-
ta ja vastata heidan mielidén askarruttaviin kysymyksiin. Téaten oppilaat saadaan innos-
tumaan matematiikasta ja valttdmaan ennakkoasenteesta johtuvia motivaatio-ongelmia.

Kuitenkin kuten kappaleessa 6.2.7 puhuttiin, oppilaiden Kriittisyydesté johtuen ainoas-
taan puhuminen ei riitd. Matematiikan hyodyllisyys voidaan demonstroida ainoastaan
nayttdmalla konkreettisesti miten ihmiset kayttavat matematiikkaa eri ammateissa. Ta-
man tueksi voidaan kutsua eri alojen ihmisid puhumaan oppilaille matematiikan hyo-
dyistd heiddn ammatissa. Tasta on kerrottu tarkemmin kappaleessa 6.3.8.

Talla hetkelld edelleenkin joidenkin koulujen matematiikan opetus on hyvin opettaja-
keskeista. Nain ollen oppilaille ei synny omistustunnetta ja sen luomaa innostusta ma-
tematiikasta. Omistustunteella tarkoitetaan tunnetilaa, jossa oppilas pitdd matematiikka
tarkednd ja haluaa ottaa vastuun sen omaksumisesta. Oppilaiden omistustunne saadaan
esille integroimalla ja aktivoimalla heita. Niin kutsuttu aktivoiva opetusmalli on eras
avain omistustunteen ja innostuksen syntymiseen.

Aktivoivan opetuksen perusajatuksena on siirtdd vastuuta oppimisesta oppijalle. Siiné
aktivoivien menetelmien kautta opetuksesta tehdaan oppijaa aktivoiva ja motivaatiota
heréttdva kokonaisuus. Aktivoivassa opetusmallissa keskeisend ajatuksena on seka tu-
kea oppijan asiantuntijuuden kehittymisté ettd auttaa hanta kehittdmaan toiminnallisia ja
mentaalisia malleja oppimisen kohteena olevista asioista ja ilmidistd. [69] Moderniin
aktivoivaan opetukseen kuuluu myds teknologian hyddyntaminen. Tésta puhutaan myo-
hemmin kappaleessa 6.3.7.

Omistustunteen ja oppilaskeskeisyyden lisddmiseksi opettajan on toimittava ikaan kuin
ohjaajana. Toimiessaan ohjaajana opettaja ei ole autoritddrinen totuuden l&hde, eika
anna valmiita vastauksia, vaan vastauksiin paastaan yhdessa pohtimalla ja keskustele-
malla. Oppilaiden mietintdtavan saattaminen tilaan, jossa he eivét vaan etsi ratkaisua
johonkin kysymykseen vaan ymmaértavat laajemmin minkélaista matematiikkaa tarvi-
taan ongelman ratkaisemiseksi, mihin kysymyksiin matematiikka voi vastata ja miten.
Tama ajatusmaailma voidaan saavuttamalla mm. luokkahuoneessa tapahtuvilla keskus-
teluilla ja uuden tyyppisilld arviointimenetelmill& (kts. 6.3.4). [68]

Seuraava esimerkki havainnollistaa asian. Kuvitellaan tilanne, jossa opettajan on opetet-
tava miten kartalla paikasta A paastaan paikkaan B. Mikali opettaja kertoo reittivalinnan
itse luentomaisesti, niin tdmé on opettajakeskeistd. Toisaalta kuvitellaan sellainen tilan-
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ne, jossa opettaja antaa kartan oppilaille ja kertoo, ettd meidan tarkoituksenamme on
selvittaa reitti, miten paastaan paikasta A paikkaan B. Mahdollisia reitteja on monia:
jotkut ovat lyhyempid kuin toiset, jotkut nopeampia jne. Taman jélkeen opettaja pyytéa
oppilaita selvittdméén sopiva reitti paikasta A paikkaan B ja perustelemaan valintaansa.
Néin toimiessaan opettaja toimii ohjaajana ja opetus on opiskelijakeskeisté.

Alle on keratty muutamia ajatuksia edella kuvatun opetusmenetelman hyddyistd, jossa
opettaja toimii ohjaajana.

a) Oppilaat padsevat nopeasti itse tekeméan ja pohtimaan. Tama auttaa varsinkin
sellaisia oppilaita, jotka ovat vilkkaita, ei-pitkajanteisid, luovia tai joilla on kes-
Kittymishairio.

b) Suurempi todennakdisyys, ettd oppilaat tekevét virheitd. Esimerkiksi edelld ku-
vatun esimerkin tapauksessa valitsevat véaaran reitin. Virheiden kautta ja teke-
malla oppiminen on ihmiselle luonnollinen tapa oppia uusia asioita. N&in opittu-
na, oppilaat oppivat asian tavalla miké on luonnollista heille ja asia jaa heille pa-
remmin mieleen.

c) Oppilaat voivat harjoitella kdyttdmaan omaa luovuuttaan. Luovuus ei ole ainoas-
taan synnynnaistd, vaan sitd voidaan harjoittelemalla saavuttaa [70].

d) Oppilaiden ongelmaratkaisukyky paranee ja harjaantuu. Ongelmaratkaisukyky ei
myoskaan ole synnynndistd, vaan sitakin tulee harjoitella.

e) Oppilaat huomaavat, etté ei ole yhta oikeata ratkaisua ongelmaan. Ongelmiin on
olemassa monia ratkaisuja. Kuitenkin tiettyja tarkoituksia varten voidaan yrittaa
etsid optimaalisin ratkaisu. Edella kuvatun esimerkin tapauksessa voidaan etsia
mm. nopein reitti, lyhin reitti, helpoin reitti, turvallisin reitti tai maisemaltaan
kaunein reitti.

f) Oppilaat huomaavat, ettd he itse voivat valita reitin oman tarpeittensa mukaan.
Toisin sanottuna he eivat tarvitse opettajaa tai esimerkin tapauksessa navigaatto-
ria, joka kertoisi heille ”oikean” reitin.

Edellisen esimerkin tapaan ja luokkahuonekeskustelujen avulla oppiminen mahdollistaa
paremman ja syvéllisemméan ymmarryksen syntymistd. Lopputuloksena asiat ja&vét
paremmin mieleen.

6.3.1.2 Korkeakouluopetus

Uudet ja modernit opetusmenetelmét siirtyvat nopeammin kouluihin kuin yliopistoihin.
Varsinkin teknillisten yliopistojen opetusmenetelmét paivittyvat hyvin hitaasti. Tamé



64

johtuu osittain siitd, ettd suurin osa teknillisten yliopistojen opettajista on tutkijoita, joil-
la ei vélttdmatta ole pedagogista taustaa. Mikéli teknologian kayttéa nyky-yliopistolla ei
lasketa, niin opetusmenetelmét ovat ldhes samat kuin esim. 100 vuotta sitten.

Edelleenkin maailmanlaajuisesti vallalla oleva yliopistojen opetusmetodi on luennointi.
Digitalisaation myotd, luentoja tuetaan verkossa olevilla lisamateriaaleilla. Perinteisesti
yliopistoluennot ovat olleet luennoitsijakeskeisia ja opiskelijoiden toiminta luennolla on
rajoittunut muistiinpanojen ottamiselle, vaikkakin valilla opiskelija on voinut esittda
kysymyksen luennoitsijalle.

Nyky-yhteiskunnassa tdma ei valttamaétta riitd. Erdéna syyné on yliopisto-opiskelijoiden
sisdanoton kasvu ja heidan vaihteleva osaamisensa. Tamé usein aiheuttaakin paljon
haasteita opettajille. Silla heiddn on opetettava paljon asioita lyhyella ajalla suurelle
maarélle osaamiseltaan ja taustaltaan heterogeeniselle opiskelijaryhmaélle. [58] Luen-
nointi vaikuttaa monesti ainoalta ratkaisulta. Kuitenkin luennointimetodit ja luentojen
ymparilla olevat elementit tulisi muuttaa vastaamaan nykyajan tarpeita.

Aktivoivaa opetusmenetelmaa voidaan hyodyntada myos yliopistolla. Englannissa tehdyn
tutkimuksen perusteella on huomattu luentokoolla olevan merkitysta tssa. Pienemmissa
(alle 50 opiskelijan) ryhmissa on huomattu olevan huomattavasti helpompi saada opis-
kelijoita mukaan, kuin isommissa (enemman kuin 100) opiskelijan ryhmissa. Pienem-
missa ryhmissa voidaan jarjestaa véittelyja ja pari tai ryhmékeskustelua, kun taas suuren
ryhmén kanssa tdma on hankalaa. [58]

Aktivoivan opetusmenetelmén tarkoituksena on pitaad ylla ja lisata oppilaiden motivaa-
tiota oppimiseen, lisatd oppilaiden itseluottamusta ja kunnianhimoa. Aktivoivaa opetus-
ta voidaan rakentaa mm. seuraaviin periaatteisiin:

e Opiskelijoita tulisi kannustaa osallistumaan aktiivisesti aktivoiviin toimintoihin;
kurssin suorittamiseksi ei riitd luentomateriaalien ja siihen liittyvien kirjojen
opetteleminen.

e Laskuharjoitusten aikana jokaisella on mahdollisuus kayttdd CAS-ohjelmaa, tél-
I6in vaikeat matemaattiset laskut suoritetaan kayttden CAS-ohjelmia. Jokaisella
laskuharjoituskerralla tulisi tehda selvaa eroa vaikeiden ja mekaanisten laskujen
ja ymmarrystd vaatien laskujen vélilla. Tall6in rutiinilaskutaitoja vaativat vai-
keat laskut suoritetaan tietokoneella, kun taas ymmarrysté vaativat laskut joko
ké&si tai tietokoneella kayttden paljon aikaa laskun yksityiskohtien ymmartami-
seen.

o Yliopisto-opettajien tulisi etsija aktiivisesti uusia aktivoivia menetelmid, joita
voidaan hyodyntéa luennoilla tai laskuharjoitusten aikana.
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e Opiskelijoita koulutetaan ratkaisemaan reaalimaailman ongelmia ja ymmarta-
méaan matematiikan hyodyllisyys sekd arjessa yleisesti ettd heidan tulevaisuu-
delle.

e Luennoitsijoiden tulisi kannustaa opiskelijoita antamaan kurssipalautetta (esim.
laittamalla sité kurssisuoritusvaatimuksiin).

e Aktivoivien menetelmien kehittdmiseksi, tulisi perustaa keskusteluryhmié opis-
kelijoiden kesken. Keskustelut seka kehittavat oppilaiden kommunikaatiotaitoja
etta toimivat hyvand palautteena ja uusien ideoiden l&dhteend opettajille. [73]

Yliopistolla opetusmenetelména voi olla luennointi, mutta niit4 voidaan piristaa lisaa-
malla erilaisia elementteja. Kenties ns. sulautuvalla l&hestymistavalla (blended ap-
proach) voidaan varmistaa optimaalisin tulos. Sulautuva l&hestymistapa kéyttaa eri 1&-
hestymistapojen ja opetusmenetelmien parhaat puolet kuhunkin tarkoitukseen, eli su-
lauttaa yhteen eri pedagogiset menetelmét. Hyva luento motivoi opiskelijoita ja saa hei-
dat innostumaan aihealueesta, liittdd uuden asian aikaisempaan ja tarjoaa kokonaiskuvan
asiasta. [66]

Irlannissa on kokeiltu hyvin omaperaistd mutta tehokasta ideaa, jossa opintojensa lop-
puvaiheessa olevia DI-opiskelijoita on pyydetty tenttimain kandivaiheen perusmatema-
titkan kurssit uudestaan. Heill4 on ollut mahdollisuus tehda tenttia monta kertaa, mutta
heidan on pitdnyt onnistua 90-prosenttisesti. N&in tarkoituksena on ollut varmistaa perus
matemaattisten taitojen toistuminen ja hallintaa. [67] Monesti toisto on kaikkien varmin
tapa varmistaa peruslaskennan rutinoituminen ja pitk&aikainen muistaminen.

Matematiikan opetuksessa tulisi laskentamenetelmien lisaksi painottaa, loogista paatte-
lyn taitoa, abstraktisointia, yleistyksia ja formaalia todistusta. Oppilaille pitd& painottaa,
etta on luonnollista tehda virheitd. Oppilaiden tulisi ymmartaa, etta ratkaisut ovat yleen-
s& monivaiheisia ja siten vaativat paljon luovuutta, aikaa ja karsivallisyytta. [67]

Matemaattisia aineita tarjoavien yliopistojen tulisi varmistaa, ettd oppilaat omaksuvat
seuraavat taidot ja mielentilat kahden ensimmaisen yliopistokoulutuksen aikana:

e Peruslaskennan hallitseminen

¢ Visualisointi ja geometriset taidot, varsinkin 3D-visualisointi ja avaruusgeomet-
ria

o Kyky kdantdd matematiikka sanoiksi ja sanat matematiikaksi

e Kyky tunnistaa vaarat argumentit

o Kyky paatelld vastauksen jarkevyys ja mahdollisesti jopa tarkistaa vastauksen
oikeellisuus

o Kokeilla monia lahestymistapoja ongelman ratkaisemiseksi ja olla luovuttamat-
ta, jos ensimmainen lahestymistapa ei tuota oikeaa vastausta
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e Ymmarryksen omaaminen matematiikan roolista nyky-yhteiskunnassa, sen so-
velluskohteista ja sen historiasta

e Opiskelijoiden ei tulisi vain opetella ulkoa luentoaiheita ja uudelleen tuottaa nii-
t4, vaan heidan tulisi oppia ajattelemaan, analysoimaan ja kommunikoimaan

e Hyodyntéé nykyteknologiaa

e Kannustaa opiskelijoita opiskelemaan matematiikka p&daineenaan tai enemman
kuin tutkinto-ohjelman vaativa minimimaara [67]

Puolestaan yliopiston on

e Tarjottava Aktivoivia opetusmenetelmia

e Pidettdva matematiikkaa padaineena tai sivuaineena lukevia oppilaita ajan tasalla
uramahdollisuuksista ja avoimista tyopaikoista

e Tarjottava tukiopetusta sita tarvitseville

e Nimettdva koordinaattori erilaitoksille vastamaan opetuksen laadusta

e Tarjottava rento ja lamminhenkinen tila, jossa matematiikkaa opiskelevat voivat
kokoontua [66]

6.3.1.3 IImidpohjainen opetus

IiImidpohjaisella opetuksella ja oppimisella tarkoitetaan oppiainerajoja rikkovaa, tutki-
vaa otetta oppimiseen. Lahtokohtana ovat kokonaisvaltaiset todellisen maailman ilmidt.
[61]

IImidita tarkastellaan kokonaisina, aidossa kontekstissa, ja niihin liittyvia tietoja ja taito-
ja opetellaan oppiainerajat ylittden. Lahtdkohta poikkeaa perinteisesta oppiainejakoises-
ta koulukulttuurista, jossa opeteltavat asiat on usein hajotettu suhteellisen pieniksi ja
ehka irrallisiksikin palasiksi (dekontekstualisointi). limidpohjaisuus avaa isomman ik-
kunan maailmaan ja sen ymmartamiseen. [61] IImidpohjaisuus on vuonna 2008 uudel-
leen esille noussut termi, jota on kaytetty jo 1980-luvulta alkaen. [69]

IiImidpohjaisessa oppimisessa edetdéan tyypillisesti ongelmaldhtdisen oppimisen mene-
telmien mukaan. Yleensd ndmaé askeleet ovat:

o késitteiden selventdminen

e ongelman méérittdminen

e aivoriihi

e ongelman analysointi

e oppimistavoitteiden muodostaminen
o itseopiskelu

e purku ja arviointi [62]
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IiImidpohjaista ja tutkivaa oppimista on sovellettu mm. Helsingissa. Siell&, jossain kou-
luissa, oppiminen néhdaan kokonaisvaltaisena, yhteisollisena ja vuorovaikutuksellisena
prosessina. Oppiminen nahdaén tavoitteellisena. Koulu on kirjavan oppijoiden yhteiso,
jossa arvostetaan jokaisen jasenen rakentavaa osallisuutta. Yhdessé oppiminen edistda
oppilaiden luovan ja kriittisen ajattelun ja ongelmanratkaisun taitoja seka kykya ymmar-
t&a erilaisia ndkokulmia. [61]

Helsingissa on tarkoituksena, ettd kaikilla asteilla opiskeltaisiin oppiainerajat ylittavia
laajoja opintokokonaisuuksia. Ammatillisessa koulutuksessa integroidaan yhteisten tut-
kintojen osat ammatillisiin tutkinnon osiin. Sielld halutaan kehittda digitaalisia oppi-
misymparistoja ilmidpohjaisen ja tutkivan oppimisen prosesseihin sopiviksi. Talloin
Helsingissa, lapsen aloittaessa esiopetuksensa syksylla 2015, han péattéa toisen asteen
arviolta vuonna 2028. Aitoihin, autenttisiin ilmidihin, yhteiskuntaan ja tydeldamaén jous-
tavasti liittyva koulutus pysyy mukana muutoksissa ja auttaa lapsia ja nuoria kasvussa
yhteison vaikuttaviksi jaseniksi. [61]

Helsingissa halutaan myos luoda ja laajentaa yhteistydverkostoja Helsingin kaupungin
sisdlld, yliopistojen ja korkeakoulujen, tydeldman ja kolmannen sektorin kanssa tuke-
maan oppimisen ja opiskelun laajentamista koulu- ja oppilaitostilojen ulkopuolelle au-
tenttisiin tyo- ja toimintaymparistéihin. [61]

6.3.2 Kurssien luonne ja opetusmateriaalit

Opetuksen on lisattava tietoisuutta matematiikan hyodyllisyydestd, silld se on avain
oppilaiden motivaatioon. Tarvitaan kursseja, joissa opitaan miksi tiettyja asioita opetel-
laan ja missa niitd voidaan kayttaa. Materiaalin pitdisi olla myos kiinnostusta heréattava,
mukaansa tempaava ja alyllisesti haastava mutta helposti lahestyttavaa [67]. Kurssin
pitdd olla sen luonteinen, etté se ei vain anna faktatietoa, vaan se heréttdd myos ajatuksia
ja keskusteluja. Eri koulutusasteilla on huomattu matematiikan soveltamiskyvyn heik-
kous monien oppilaiden kohdalla. Yleinen vaikeus soveltaa matemaattista osaamista
kaytantoon selittyy kokemuksen puutteella ja silla, ettd kirjojen laatijoillakaan ei ole
kokemusta matematiikan ammattimaisesta kayttdmisesta tekniikassa. Jotta oppilaat
huomaisivat miten matematiikkaa kaytetdan ja miten se liittyy heidan tulevaan arkeen,
materiaaliin on hyvé siséllyttéa tehtavia eri koulutusaloilta ja ammateista. Toisin sanoen
materiaalissa esitetddn, minkalaista matematiikkaa eri ammateissa kaytetdan. Materiaa-
liin voidaan sisallyttad esimerkkeja yleisammateista: mm. matemaatikon, fyysikon, ke-
mistin, biologin, insindo6rin, sairaanhoitajan, l4&karin, opettajan, mekaanikon, lentéjan,
Kirjanpitdjan, pankkiirin, yrittdjan ja yritysjohtajan ammateista. Koulu- ja yliopistokurs-
sien tueksi tarvitaan siis tukimateriaaleja, jotka tuottavat tekniikan ja konkreettisten
ammattien ndkokulman opetettavaan ja opiskeltavaan asiaan.

Kurssimateriaalien tulisi olla yhtendistd, jarjestelméllisista ja tekniikan nakokulmaa
tuottavaa. Esiteltdessa uutta aihetta materiaalin on kerrottava véhintaan yhden konkreet-
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tisen esimerkin missa sita kaytetadan [67]. Suunnitellessaan uusia kursseja kurssin jarjes-
tajien on syyta kysya itseltddn seuraavat kysymykset:

e Tarjoaako kurssi ainakin yhden sovelluskohteen matemaattisten aineiden ulko-
puolelta

o Sisadltadko kurssin aihealueen tai sovelluskohteen, joka on korkeintaan 50 vuotta
vanha [66]

Jokaisen kurssin on siséllytettdava toimintoja, jotka edesauttavat opiskelijoita kehitta-
maan analyyttisia ja Kriittista paattelyntaitoa, ongelman ratkaisukykyé, kommunikaatio
taitoa ja matemaattisen mielen omaamista. Liséksi opetuksen on lisdttdva tietoisuutta
matematiikan aihealueen yhteydestd muihin aineisiin ja vahvistettava opiskelijoiden
kykyja soveltaa osaamistaan muihin aineisiin. Lukujarjestyksen jokaisessa vaiheessa
kurssien pitéisi sisallyttda toimintoja, jotka auttavat opiskelijoita hyddyntaméan tekno-
logiaa. [58]

Materiaalin tulisi sisaltad myos riittavasti avoimia tehtdvid, jotka antavat tilaa opiskeli-
joiden luovuudelle ja mahdollistavat myods keskustelut, mm. kaydessa lapi tehtdvien
ratkaisuja. Materiaalia tehdessé on otettava huomioon myds erilaiset oppijat ja erityises-
ti myo6s lahjakkaat oppilaat. Suomen kaltaisessa pienessd maassa, Kilpailukyky varmis-
tetaan silla, ettd tuetaan lahjakkaita opiskelijoita alusta asti. He ovat tarked voimavara,
joita tulee vaalia ja ruokkia” sopivilla tehtévilla, jotta heiddn todellinen potentiaali tuli-
si esille.

Luonnontieteiden opetus- ja kurssimateriaalien tulisi sisdltdd hyvin varhaisista vaiheista
sanastoa myos muilla kielilla tai vahintdan englanniksi. Néin oppilaat voivat omaksua
kontekstiin liittyvéa sanastoa. Tamd auttaa heitd jatko-opinnoissaan ja tiedonhaussa.
Silla nykyaan suurin osa tieteellisista teksteista on englannin kielella.

Myaos tieteellisten terminologioiden alkuperan, eli etymologian tulisi nakya materiaalis-
sa. Joidenkin oppilaiden kannalla tima auttaa heitd muistamaan ja omaksumaan asian
paremmin. Kaytettyjen symbolien alkuperaa tulisi myos selvitd materiaalista. Esimer-
kiksi voidaan mainita, ettd kokonaislukuja kuvaava symboli ”Z” tulee saksan kielen
sanasta ”Zahlen”, joka tarkoittaa lukuja.

Osa matematiikan kirjoista siséltdd myos jonkun tarinan tai selittdd hieman aihealueen
historiasta. Tdma on tarkedd kaikkien materiaalinlaatijoiden omaksua, sill4 aina kun
kerrotaan hieman symbolien, termien ja aihealueiden taustoista ja tarinoita niihin liitty-
en, niin se auttaa opiskelijoita assosioimaan uusi asia mielekkaaseen tarinaan tai tausta-
tietoon. Tunnetusti assosioidessa uutta asia muihin asioihin auttaa meitd muistamaan
asian paremmin.
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Yhdysvallan matemaattisen yhdistyksen (The Mathematical Association of America)
kandivaiheen matematiikan ohjelman komitea (Committee on the Undergraduate Prog-
ram in Mathematics (CUPM)) vastaa yliopistojen matemaattisten tutkinto-ohjelmien
suunnittelusta. 2003 tapaamisessaan he esittelivat ehdotukset, joiden mukaan matema-
tiikan laitoksen tulisi:

e Ymmartaa oppilaiden vahvuudet, heikkoudet, urasuunnitelmat, taustat ja toiveet

o Paatelld miten hyvin kurssi- ja opinto-ohjelmien tavoitteet vastaavat opiskelijoi-
den tarpeisiin ja miten hyvin ndmé tavoitteet on saavutetut

e Jatkuvasti kehittda kursseja ja opinto-ohjelmia vastaamaan paremmin opiskeli-
joiden tarpeita ja arvioida téllaisen toimintamallin tehokkuutta [66]

Edell&d mainitun CUMP-komitean mukaan my®s jokaisen kurssin tulisi:

o Esittéd padideat ja konseptit eri ndkokulmista

o Kayttdd monipuolisesti esimerkkeja ja sovelluskohteita motivoimaan opiskelijoi-
ta ja lisdédmaan heidan ymmarrysta materiaalista

o Edistaa tietoisuutta yhteyksistd sekd matemaattisiin ettd muihin aineisiin ja vah-
vistaa opiskelijoiden kykya soveltaa kurssimateriaalia muihin aineisiin

o Esittdd nykyaikaisia (nykytutkimuksen alla olevia) matematiikan aihealueita ja
niiden sovelluskohteita, demonstroimaan matematiikan elintarkeyttd modernissa
maailmassa [66]

Liséksi yliopistokoulutuksessa opintojensa alkuvaiheessa oleville insinddreille tai ma-
temaattisia aineita lukeville olisi hyvaa jarjestda ainakin yksi ohjelmointikurssi, Big-
dataan (kts. 6.5.3) orientoituneen tilastotieteen johdantokurssi, omaan alaan liittyva har-
joitustehtdva koulutusalan ulkopuolelta, nykyaikaista matematiikan sovelluskohdetta
sisdltdva projekti ja omaan alaan liittyva tyoharjoittelu. [66]

Opetusmateriaalin on jatkuvasti esitettdvda matematiikan ja aihealueen historiaa. Materi-
aalin on kerrottava miten historiallisesti aihealue sai alkuunsa ja miten sitd kaytetaan
nykyéaan. Kurssien luonteeseen tulisi kuulua matemaattinen mallintaminen ja erilaisten
teknologioiden hyddyntamien. [66]

6.3.2.1 Luovuuteen kannustaminen

Luovuus on tarked asia. Kaikki ovat jollain tavalla luovia, mutta harvat tiedostavat sité.
Tama olisi hyvééa ottaa huomioon opetusmenetelmid ja materiaaleja laatiessa. Nykykou-
lutuksen eras tarkeimpia tehtévia on kouluttaa kaikkia oppilaita tiedostamaan oman luo-
vuuteensa. Materiaalin monipuolisuus mahdollistaa oppilaiden erilaisten luovien kyky-
jen esiinnousemisen matematiikan opiskelussa. Luovuuteen liittyen ei tulisi kysya, etta
ovatko oppilaat luovia, vaan miten he ovat luovia [70]. Materiaalin ja opetusmenetelmi-
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en on pohjauduttava tdhdn. Toisin sanoen materiaaleilla ja opetusmenetelmilla pyritaan
I6ytdmadan erilaiset tavat miten kukin on luovaa ja auttaa hanté hyédyntamaan sité.

Koulussa, ja miksei yliopistolla, erés tapa tuoda oppilaiden luovuus esille on kayttamal-
la taidetta. Niinpa tulevaisuuden kannalta olisi mielenkiintoista pohtia miten taidetta
voidaan hyodyntdd matematiikan opiskelussa. Tdma auttaisi myos halventamaan aine-
kohtaisia rajoja, jolloin taidetta kayttamalla matematiikka yhdistetddn mm. musiikkiin,
kuvataiteeseen ja kasityohon.

6.3.3 Tukiopetusten jarjestaminen

Kuten aikaisemmin mainittiin, matemaattisia aineita opetettavien yliopistojen on jarjes-
tettdva tukiopetusta. Siind tutoreina voisivat toimia matematiikkaa padaineenaan lukevat
ja opintojensa loppupuolella (DI- tai maisterivaiheen) olevat opiskelijat. [66] Tutoreina
toimimisesta voisi saada opintopisteitd tai se voisi olla vaihtoehtoinen tapa suorittaa
kurssi. Oppilaiden kayttdminen tutoreina, taloudellisesti madaltaisi kynnysta yliopistolle
jarjestaa tukiopetusta.

Tukiopetustilan tulisi olla kaikille avoin ja ilmapiiriltddén lamminhenkinen, jotta opiske-
lijat tuntisivat olonsa tervetulleeksi ja voisivat kayttdad sitd opintojensa missa tahansa
vaiheessa. [68] Ajoittain opettajienkin olisi hyva kayda tukiopetuskeskuksessa antamas-
sa tukiopetusta. Ndin he saisivat konkreettisen nakemyksen oppilaiden ongelmatilanteis-
ta ja osaisivat paremmin selittda asian seuraavilla kursseilla.

Tukiopetuksen tarkeys ja tarve on huomattu monessa eri kouluissa ja yliopistoissa. Tas-
t& johtuen eri tahojen toimesta on kehitetty paljon laadukkaita verkkomateriaaleja. Nii-
den on tarkoitus toimia tuki- ja opetusmateriaalina sité tarvitseville opiskelijoille. Tahén
liittyen alla on lyhyesti esitetty muutama verkkosivu.

Math Centre

Verkkosivua perustettiin 2003 ja siind kdytettiin paljon rinnakkaisprojektin MathTutorin
materiaalia. MathCenter-verkkosivu paivitettiin 2010 kutakuinkin nykyiseen malliin.
Sivu sisaltaa erilaisia oppimista tukevia materiaaleja, kuten mm. prujuja, opinto-
ohjelmia, video-ohjausta, interaktiivisia harjoituksia, Case-(pohjaista) oppimista, testaa
itsesi harjoituksia ja oppimista tukevia dlypuhelin sovelluksia. Sivulla olevat (englan-
ninkieliset) materiaalit ovat laatuvarmistetut ja ilmaiseksi kaikkien kaytettavissa. Mate-
riaalit ovat tarkoitetut lukio- ja yliopisto-opiskelijoille. Sivua yllapitdd matematiikan
opettajien joukkue, joilla on vuosien kokemus matematiikan opettamisesta. MathCente-
rin sivuhin paase linkista: http://www.mathcentre.ac.uk/. [74]

Khan Academy
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Khan Academyn perusti vuonna 2006 bengalilais-amerikkalainen kouluttaja Salman
Khan. Khan Academy on yhdysvaltalainen yleishyodyllinen koulutusjarjestd, jonka
tavoitteena on tarjota “maksutonta maailmanluokan koulutusta kaikille kaikkialla”. Jar-
jestd tuottaa pienoisluentoja YouTube-videoiden muodossa. Pienoisluentojen lisaksi
jarjeston verkkosivuilla on harjoitustehtévia ja opettajille tarkoitettuja tydkaluja. [75]

Sivulla olevat luennot eivét liity mihinkaan yksittaiseen kurssiin vain ne késittelevét
aina tietyn aihealueen. Matematiikan lisdksi verkkosivulla on tarjolla mm. luonnontie-
teitd, tietokone- ja ohjelmistotekniikkaa. Verkkosivulla olevat resurssit ovat vapaasti
kaikkien kaytdssa. Khan Academyn yhteystyokumppaneina toimivat NASA, The Mu-
seum of Modern Art (kannustaa taiteiden kayttod opiskelussa), The California Academy
of Sciences ja MIT (Tarjoaa réataloitya ja erityistarpeita tukevia materiaalia). [76] Khan
Academyn tarjoamat materiaalit soveltuvat erityisesti kouluille, lukioille ja yliopisto-
opintojensa alkuvaiheessa oleville.

Sigma Network

Sigma verkosto perustettiin vuonna 2005 yhteistydssa CETL:in (Centre for Excellence
in Teaching and Learning) kanssa tarkoituksenaan tarjota tukimateriaalia matematiikan
ja tilastotieteen opiskeluun. Sigma-CETL-projekti loppui 2010, ja verkkosivua
http://www.sigma-cetl.ac.uk/ ei ole pdivitetty sen jalkeen. Nykyaan sigma toimii eng-
lannin korkeakoulutuksen rahoitusneuvoston rahoittamana ja uudella nimella Sigma
Network (http://www.sigma-network.ac.uk/).

Sigma Network seka tukee uusia tukiverkostoja ettd kannustaa jo olemassa olevia, ke-
hittda yliopistojen valistd yhteistyotd, jarjestdd tydpajoja ja konferenssia. Sigma Net-
workin fokuksena on parantaa opetuksen laatua ja tehokkuutta. Lisaksi se tuottaa paljon
tukimateriaaleja matematiikan ja tilastotieteen opiskelijoille. [77]

Sigam Network toimii ik&an kuin laajana verkostona, joka linkittad tukea tarvitsevat
opiskelijat tukea antaville tahoille ja verkkosivuille.

MOOC

MOOC (Massive Open Online Course (massiivinen avoin verkkokurssi)) tarkoittaa ver-
kossa pidettdvaa kurssia, johon péasédantdisesti kaikilla on vapaa péé&sy. Suomessa
MOOC:eja jarjestdd mm. Helsingin yliopiston tietojenkasittelytieteen laitos ja Aalto-
yliopisto. [80]

Ensimmaiset MOOC:it syntyivat 1990-luvun loppupuolella. Ne mahdollistavat ilmaisen
koulutuksen kaikille ja tuovat modernia tapaa opettaa: opiskelijalla on taysi vapaus ja
vastuu ja opettajasta tulee ohjaaja, joka edesauttaa opiskelijoita saavuttamaan pédaméaa-
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ransa. MOOC:it eivét ole sidottuja mihinkaan olemassa olevaan koulutusjarjestelmaan
tai rakenteeseen. [80]

6.3.4 Arviointi

Maailmanlaajuisesti yleisin ja vanhin tapa arvioida osaamista on akateeminen tentti, eli
kirjallinen tentti, jossa ei saa kéyttda kirjoja tai internetia (closed book). Akateeminen
tentti on esimerkki keinotekoisista tenteistd, jotka eivét rakenteellisesti vastaa todellista
elamé&a. Tallainen ulkoa opettelua mittaava tentti on vanhin arviointitapa. Aikaisemmin
oli hyvinkin tarpeen opetella asioita ulkoa, silla tietoa ei voinut helposti sailyttaa ja siir-
relld muualle kuin ihmisten muistissa. Ulkoa oppimista mittaava keinotekoinen tentti ei
valttamatta ole nykyisessé tietoyhteiskunnassa endé kaikkein soveltuvin tenttimismuoto.
[86]

Véahemman yleinen tenttimismuoto on ns. open book (tenttiin saa tuoda luentomateriaa-
lia ja kirjoja) tai sdhkdinen tentti (voi kayttdd mm. CAS-ohjelmia tai internetid). Erds
argumentti open book- ja sahkdisen tenttiin jarjestamiselle on sen vastaavuus tosielé-
maan ja tulevaisuuden ty6tehtdvaan. Open book- ja sdhkdinen tentti ovat vastaavasti
esimerkkeja luonnollisesta (aito ja alalle ominainen ongelma) ja mallintavasta (kayte-
tdan simulaatiota aidolle ja alalle ominaiseen ongelmaan) tentista. [86]

Kéytettdessa tietokoneita ja elektronisia laitteita, on varmistettava ettd oppilaat eivat
pysty langattomasti kommunikoimaan keskendén tenttitilanteessa. Mikali tdma ei ole
mahdollista, voidaan sahkdista tenttid tehostaa muilla arviointimenetelmilld kuten suul-
lisella tentilla. Talloin sahkoinen tentti ndhddan enemmankin osana oppimisprosessia.
Luonnollisessa tenttimistavassakin voidaan vaatia, ettd tentti suoritetaan maaratyn aika-
rajoituksen puitteissa, silld se on myds ominainen piirre myos tulevaisuuden tyotehta-
vissa. [58]

Myas tentin pituutta tulee harkita. Yleinen kaytanté on pitda 2-5 tunnin mittaisia kirjal-
lisia tenttejd. Mita lyhyempi tenttiaika sen vahemman voidaan tarkistaa kurssin opetus-
materiaalin kokonaishallintaa. My0s ns. “tarppeihin” lukeminen todenndkdisesti toimii
Iyhyill& tenttitaikarajoilla paremmin kuin pitkilla.

Mikali tenttiaika on lyhyt, niin olisi hyvé tdydentad suoritusta kurssista muilla arvioin-
timenetelmilla; esimerkiksi suullisella kokeella, ryhmaty6lla tai projekteilla. Suulliset
kokeet ovat tehokkaimpia menetelmid varmistamaan oppilaiden syvallinen ymmarrys
asiasta. Samalla ne toimivat hyvana oppimisprosessina, koska ne mahdollistavat keskus-
telun opettajan kanssa. [58]

Perinteisia kirjallisia tenttimistapoja on Kkritisoitu viimeaikoina. Perinteisesti tietty maara
asia pitdisi osata tiettyyn ajan, eli yhteisen tenttimispédivan mennessa. Tdma vain tiettyna
paivana tapahtuva tentti ei ole kovin tehokas tapa mitata kaikkia matemaattisen osaami-
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sen puolia. Viikkokokeet, yksin tai ryhméssa tehtévat projektit, vie-kotiin-tehtavat (ta-
ke-home tests), verkossa olevat tietovisat ja suulliset esitykset lopputentin ohella var-
mistavat tehokkaan, pitkan aikajanteen ja monipuolisen arviointitavan. Néin saadaan
parempi kokonaiskuva oppilaiden osaamisesta. Lisaksi kukin arviointimenetelma toimi-
si omalta osaltaan oppimista edistavdna elementtind. [67] Toisaalta, akateemiseen va-
pauteen vedoten, oppilaat haluavat tenttia haluamallaan ajalla. Tietokoneet ja sahkoiset
tenttijarjestelmat mahdollistavat tdméan. Osissa yliopistoissa tdtd menetelmaé ollaan
kayttdmassa. Talldin kurssin jélkeen opiskelijat voivat itse verkossa varata tenttipdivan
ja kellonajan annetusta aikajanteestd. Tallainen jéarjestelma olisi suotavaa, koska se mm.
helpottaisi tydssa kdyvien, sairaiden ja matkalla olevien tenttimista.

Erds haaste tenttia jarjestettdessa on miten varmistaa samalla seké oppilaiden rutiinilas-
kujen hallintaa ettd syvallinen ymmarrys aihealueesta. Eras ratkaisu tahan on kaksivai-
heinen tentti. Tentit voivat olla eri péivind. Ensimmaisessd kysyttéisiin luennoilla opit-
tujen metodien ja proseduurien hallintaa. Tassé tentissa kysymykset voivat olla hyvin-
kin vaikeita ja teoreettisia, mutta eivét vaadi syvéllistd ymmarrysta. Toisin sanoen riit-
taa, ettd opiskelija pystyy toistamaan konemaisesti oppimaansa. Toisessa osiossa keski-
tyttaisiin ongelmaratkaisuihin ja aihealueen soveltamiseen. Tama osio vaatisi syvallista
ymmarrystd asiasta ja vastaisi tydelamén ongelmia, eli opiskelijoiden on seka sovellet-
tava oppimaansa ettd kaytétettdva ymmarrystaan ja luovuuttaan. Paastakseen lapi kurs-
sista opiskelijoiden tulisi menestya hyvin ensimmaisessd osiossa. Toista osiota tekisivat
vain ne jotka ovat menestyneet hyvin ensimmaisessé osiossa. Talléin toinen (ymmarrys-
t& vaativa) osio voidaan arvioida pelkastaan jopa hyvaksytty-hylatty periaatteella. [58]

Maailmanlaajuisesti yliopistot kayttavat erilaisia pisteytysjarjestelmid; jopa Euroopassa
pisteytysjarjestelmét eivét ole samat. [58] Erilaisissa pisteytysjarjestelmissa annetaan
arvosanat joko kayttdmalla aakkosia A-F tai numeroita mm. 0-4, 0-5, 0-10 tai 0-20.
Maailmanlaajuisesti olisi hyva sopia tietty pisteytys-standardi, jolloin arvosanat annet-
taisiin seka yliopiston omassa pisteytysjarjestelmassa ettd sovitun standardin mukaan.
Tama helpottaisi eri yliopistojen kayttdmié opetus- ja arviointimenetelmien vertaamista.

Monivalinta- ja oikea-vaarin-tehtaviékin voidaan hyédynt&a arvioinnissa. Tahan perus-
tuvat tentit ovat nopeasti korjattavissa. Oppilaiden kannalta téllaiset tentit voivat olla
turhauttavia: esimerkiksi, jos oikea-vaarin tehtdvassa kysymys on aseteltu huonosti tai
vaatii hyvin yksityiskohtaista (jopa ei niin olennaista) tietoa. Kyseistd tenttimistapaa
voidaan kehittad lisadmalla siihen toisia arviointimenetelmid. Esimerkiksi oppilasryhma
saa monivalintakysymyksid. Yhdessé keskustellen he valitsevat omasta mielestédan oi-
keat vastaukset. Tdmén jalkeen he esittdvat koko ryhmalle valinta perusteensa. Tama
toteutetaan kuitenkin siten, ettd opettaja mééraa hetki ennen esitystd kuka kertoo mita-
kin kohtaa. N&in varmistetaan, ettd jokaisen on pakko siséistaa kaikki kohdat. Té&llainen
monivalintatehtavid ja suullista esitystd sisdltdva arviointimenetelma on ns. ticking-
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menetelma (rastitusmenetelmad). Ticking-menetelma soveltuu erityisesti Kirjallisen ten-
tin tueksi. [58]

Arviointiin liittyen kurssin jarjestdjien on hyva kysya itseltdan jokaisen kurssin kohdal-
ta:

e Mitd opiskelijat tulevat oppimaan?
e Mitd opiskelijat tulevat tekem&én oppiakseen?
e Miten opiskelijoiden osaaminen voidaan arvioida? [58]

Taman liséksi kurssin jarjestdjien on syyté pohtia, ettd vaaditaanko kurssilla opiskelijaa

e selittdmain paattelyketjunsa?

e ratkaisemaan monivaiheisia ongelmia?

o yleistamaan (abstraktioimaan) annetusta esimerkista?

e ratkaisemaan ongelmaa kahdella eri tavalla?

e opiskelemaan uutta materiaalia ja hyédyntamaan opittunsa jollain tavalla?

e kayttamé&an CAS-ohjelmia ja niitd hyddyntden ratkaisemaan muiden alojen on-
gelmia [66]

Sen liséksi, ettd arvioidaan opiskelijoita pisteytysta varten, olisi tarkeé arvioida heidan
matemaattista osaamista pitkin kurssia paremman ymmarryksen saamiseksi heidan ym-
marryksen tasosta ja oppimisesta. Talldin voidaan kehittdd ja muuttaa opetusmenetelmia
vastamaan opiskelijoiden tarpeita ja edesauttamaan heidan ymmarrysta asiasta. Opiske-
lijoiden osaamisen arviointiin voidaan kéyttad tassd osiossa aikaisemmin mainittuja
arviointimenetelmia. [67] Lopuksi voidaan todeta, ettd ei ole olemassa yhta hyvéa ja
tehokasta arviointimenetelmad, vaan tehokkain tapa arvioida oppilaita on kéyttaa realis-
tisia, tyoeldmaa vastaavia ja mahdollisemman monta arviointimenetelméaa eri vaiheissa
kurssia.

6.3.5 Asenne matematiikkaa kohtaan

Opiskelijoiden asenne matematiikkaan vaikuttaa paljon heiddn motivaatioonsa ja sita
kautta syvallisen ymmarrykseen. Tarkastellaan kolmea eri vaitettd. Oletetaan, ettd opis-
kelijoiden mielipide matematiikasta jakaantuu vain naihin kolmeen tapaukseen:

a) Matematiikka on osa tutkinto-ohjelmaa

b) Matematiikka toimii pohjana muille tieteenaloille

c) Matematiikka tarjoaa tyokalut maailmassa tapahtumien ongelmien ja ilmi6iden
analysoimiseksi [58]
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Ensimmaéisesséd nakdkulmassa matematiikasta tulee vain erillinen aine, missa toisessa
nakokulmassa matematiikka on integroitu tutkinto-ohjelmaan. Kolmas ndkdkulma in-
tegroi matematiikan maailmaan, jota se kuvaa. Nama eri nakokulmat vaikuttavat oppi-
laiden asenteisiin ja ponnisteluihin matematiikan opiskelussa. Viime kadessd asenne
vaikuttaa tapaan miten matematiikka lahestytédan ja opitaan. Lahestymistapoja on aina-
kin kahdenlaista: pintasuuntautunut (surface approch) ja syvasuuntautunut (deeper ap-
proch) lahestymistapa. [58]

Pintasuuntautunut oppiminen tahtadd pikkutarkkaan asioiden opetteluun; asioita opetel-
laan ulkoa eika eri asioiden valistda ymmarrysta synny. Oppiminen on tiedon ulkoa opet-
telua, luonteelta maaréllista ja kykya eritelld asioita. Motivaatio tulee ulkoapain ja tar-
keintd on selviytyd esimerkiksi tentistd hyvin. Huomio on esityksessa ja yksilo yrittaa
painaa mieleensa yksityiskohtia. Pintasuuntautuneen opetuksen myo6té oppijan ajattelu-
tapa ei valttaméattd muutu. [69]

Syvasuuntautunut oppiminen tahtaa puolestaan kokonaisuuksien hallintaan. Asioita kéa-
sitellddn perusteellisemmin ja tavoitteena on ymmarryksen saavuttaminen. Opetuksella
pyritaan sisallon ymmartamiseen ja kokonaisuuksien hahmottamiseen. Oppijaa ohjataan
suhteuttamaan asioita keskendan ja kytkeméaan niitd seka aikaisempiin kokemuksiinsa
ettd laajempaan yhteyteen. Oppiminen perustuu tietojen soveltamiseen, vertailuun ja
analysointiin. Talldin asiasta muodostuu laajempi kasitys. Syvasuuntautuneessa opetuk-
sessa aiempien sisdisten mallien avulla uusi tieto assosioidaan aikaisempaan ja sovite-
taan sopivalle paikalleen. [69]

Pintasuuntautuneessa lahestymistavassa opiskelijan fokuksena on arvosana ja kurssin
suorittaminen. Talldin tama pyrkii opettelemaan vain kurssivaatimukset ja yrittaa ko-
nemaisesti jalleen tuottaa kurssimateriaalin. Puolestaan syvasuuntautuneessa lahesty-
mistavassa, opiskelijan fokuksena on merkityksen hakeminen opetetulle asialle. Tallgin
opiskelija yhdistad matematiikan insindoritieteisiin ja reaalimaailmaan. Tutkimusten
mukaan, mikali opiskelija nakee matematiikan erillisend asiana, niin han todennékdises-
ti l&hestyy sitd pintasuuntautuneella tasolla, kun taas matematiikan liittdminen muihin
opintoihin ja maailmaan johtaa syvéasuuntautuneen l&hestymistapaan. Tastd johtuen
opiskelijoiden mukaan ottaminen realistisiin tehtaviin tai projekteihin heti varhaisista
opiskeluvaiheista l&htien on tarked takamaan syvasuuntautuneen lahestymistavan ma-
tematiikkaa kohtaan. [58]

Monissa yliopistoissa on huomattu, ettd matematiikan pakollisiin johdantokursseihin
osallistuu huomattavasti enemmén opiskelijoita kuin kaikkiin muihin matematiikan jat-
kokursseihin yhteensé. Pakolliset johdantokurssit ovat muutenkin haastavia opettaa,
koska niihin tulevat opiskelijat omaavat hyvin erilaisia taustoja. Osalla heilla on alem-
man asteenkoulutuksista kehittynyt negatiivin asenne matematiikka kohtaan. Tallaiset
opiskelijat vievat negatiivisen asenteensa myos tyoelaméan ja yhteiskuntaan. Tasta
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syystd johdantokurssit tulisi ndhda ainutlaatuisena tilaisuutena muuttaa opiskelijoiden
asennetta. [66]

Kun matematiikkaa sovellettiin erilaisiin reaalimaailman ongelmiin ja aineisiin, niin
matemaattinen tieto, itseluottamus, asenne, motivaatio ja halua luoda matemaattista uraa
kasvoivat. [66]

6.3.6 Oppimisympariston ilmapiiri

Opiskelijoiden integroimiseksi opetustoimintaan ja menetelmiin on varmistettava, ettéd
oppimisympadriston ilmapiiri on turvallinen, ei-uhkaava, ei-tuomitseva, ldmminhenkinen
ja mukaansa kutsuva. Nain opiskelijat voivat helpottuneemmin ilmaista heidan mate-
maattisessa taidossa olevia puitteita ja esittdd selventavia kysymyksia. [58]

6.3.7 Teknologian hydédyntaminen

Moderni teknologia on siirtymassa vauhdikkaasti nykyopetukseen. Opetuksen kehitta-
miseksi teknologia voidaan hyodyntdd monella eri tavalla. Usein erilaisille tavoille hyo-
dyntéé teknologiaa on annettu oma nimi: mm. e-oppiminen, sulautuva oppiminen, verk-
ko-oppiminen, etdopiskelu/oppiminen. Teknologian kaytossé etdopiskeluun, verkossa
olevat luentokalvot ja multimediat ovat opiskelijoiden vapaassa kdytdssa. He voivat
katsoa niita haluamansa ajalla ja palata niihin aina tarvittaessa. Opettajat voivat halutes-
saan myo6s kuvata luentoja kayttamélla videokameraa tai tablettia ja laittaa myds niitta
verkkoon. Lisdksi luentojen tueksi voidaan CAS-ohjelmien koodi ja animaatiota laittaa
verkkoon. My6s verkkoon voidaan laittaa luentoon liittyvid, Youtube-videoita ja tuki-
materiaaleja (kts. 6.3.3). [58]

Kuitenkin teknologian ndkeminen pelkéstdan etdopiskelua mahdollistavana tekijana on
hyvin kapeakatseinen tapa ymmartéa ja soveltaa sitd. Teknologia voidaan myés hyodyn-
taa parantamaan perinteista kasvokaista oppimiskokemusta.

Moderni teknologia tarjoaa monipuolisia ja oppimista helpottavia mahdollisuuksia. En-
sisijaisesti se avaa uusia mahdollisuuksia lahestya matematiikan opetusta ja oppimista.
Tama patee myods ei matemaattisiin aineisiin. Sen liséksi uusi teknologia ei vaikuta vain
siihen, ettd miten matematiikka opetetaan vaan myds mitd matematiikka opetetaan.
Téassa matematiikka on ainutlaatuisessa asemassa verrattuna muihin aineisiin. [68]

Eritapojen havainnollistamiseksi kéyttdd teknologiaa, tdhén on otettu muutama esi-
merkki. Esimerkiksi tableteilla voi ottaa muistiinpanoja ja liittda luentotaulusta otettuja
kuvia. Muistiinpanojen helpottamiseksi voidaan kdyttaa digitaalisia kynié kuten Livesc-
ribed. Kynén kdrkeen kiinnitetty kamera l&hettdd kuvan tekstistd langattomasti (Blue-
toothin tai Wi-Fi:n) avulla alypuhelimeen tai tablettiin.  Tabletissa Livescribe-
sovelluksen avulla teksti voidaan myds digitalisoida. Kynan mikrofonin avulla voidaan
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tallentaa myos aanitiedostoja. Tamé mahdollista opettajan aanen tallentamisen muistin-
panojen tueksi. Digitaalikyndan voi tutustua osoitteessa: http://www.livescribe.com/en-
us/. [58]

Opettajat voivat puolestaan hyddyntdd Camtasia tapaisia videon kaappaus ja editoin-
tiohjelmia. Camatasialla voi elavoittda verkkoon tulevia video-ohjauksia. Opetuksen
tueksi Camtasialla voidaan luoda animaatioita, daniohjattua ruudunkaappausta, interak-
tiivisia harjoitteita ja tietovisoja. [58] Camtasiaan opetuskayttdon voi tutustua paremmin
osoitteessa: https://www.techsmith.com/camtasia-education.html.

Yliopistoluennoilla on huomattu vaikeus toteuttaa aktiivista opetustapaa; ainakin siten,
ettd se aktivoisi kaikkia opiskelijoita. Esimerkiksi on vaikea saada kaikkien opiskelijoi-
den mielipidetta tai vastausta johonkin kysymykseen. Nykyteknologia tuo helpotusta
tdhankin ongelmaan. Luennoilla voidaan kayttdd ns. sahkoistd aanestysjarjestelmaa
(Electronic Voting Systems (EVS)). Siinéd opettaja esittaa projektorilla monivalintateh-
tavan. Opiskelijoilla on kéytossdd langaton ohjain, joissa on esimerkiksi napit A-D.
Pohtiessaan kysymysta opiskelijoita vastaavat kysymykseen napin painalluksella. Oh-
jelma keraa reaaliaikaista tietoa, kuinka paljon kukin vaihtoehto on saanut kannatusta.
Lopuksi opettaja paljastaa oikean vastauksen ja kertoo perustelut. [81]

Sahkoiset aanestysjarjestelmat mahdollistavat kaikkia kattavaa interaktiivista opetusta ja
oppimista — suurillakin luennoilla. EVS myods mahdollistavat sen, ettd opettaja on koko
ajan perilla opiskelijoiden osaamisesta. Esimerkiksi kuvitellaan tilanne, jossa suurin osa
opiskelijoista valitsee saman vaaran vaihtoehdon monivalintatehtavassa. Talldin se voi
tarkoittaa, ettd mahdollisesti opetus on antanut ymmartaa tietyn asian vaarin tai tiettya
osa-aluetta ei ole kasitelty tarpeeksi, jolloin opiskelijoille on jaényt jokin epaselvéksi.
Huomatessaan tdman, opettaja voi palata aikaisemmin opetettuun asiaan ja selittaa sita
syvallisemmin; kayttden mahdollisesti uusia lahestymistapoja.

Opettajan tyon helpottamiseksi eri kursseille ja aihe-alueille 10ytyy elektronisen &énes-
tysjarjestelmaan soveltuvia PowerPoint-esityksid. Esityksida voi ladata osoitteesta:
http://www.lboro.ac.uk/departments/mec/activities/curriculumdevelopment/evs/helmevs
questions/. Esityksissa on kysymyksia matematiikan eri aihealueesta, kuten algebrasta,
vektorialgebrasta, kompleksimuuttujista, differentiaali- ja integraalilaskennasta. [82]

EVS:n kayttéd voidaan monipuolistaa laittamalla monivalintatehtdvid, jotka vaativat
ryhma tai parikeskustelua. Opettaja voi talldin varata hieman aikaa kuhunkin kysymyk-
sen kohdalla keskustelulle. [58] T&hé&n liittyen alle on koottu hyvien EVS-kysymysten
joitakin ominaisuuksia. Eli kysymysten pitaisi:

e Stimuloida opiskelijoiden mielenkiintoa matematiikka kohtaan
e Auttaa opiskelijoita seuraamaan ja kehittdmaan ymmarrystaan


http://www.livescribe.com/en-us/
http://www.livescribe.com/en-us/
https://www.techsmith.com/camtasia-education.html
http://www.lboro.ac.uk/departments/mec/activities/curriculumdevelopment/evs/helmevsquestions/
http://www.lboro.ac.uk/departments/mec/activities/curriculumdevelopment/evs/helmevsquestions/
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e Antaa tilaisuuden opiskelijoille miettid otaksumia ja puolustaa niiden oikeelli-
suutta keskusteluissa

e Perustua opiskelijoiden aikaisempaan tietoon, ymmarrykseen ja/tai vaarinké&si-
tyksen

e Tarjota opettajalle mahdollisuuden arvioida jatkuvasti opiskelijoiden oppimista
[83]

Kouluissa opetetaan matematiikkaa edelleen perinnel&htoisesti. Tietokoneiden ja sym-
bolisten laskimien my6td, matematiikka tulisi uudistaa vastaamaan nykyaikaisia mah-
dollisuuksia. Esimerkiksi kouluissa sen liséksi, ettd murtolukuja lasketaan yhteen, olisi
hyodyllistd myos opetella ohjelmoimaan ohjelma, joka suorittaa vastaavat toiminnot.
Tama varmistaa sen, ettd oppilaat ymmartavat rakenteellisesti murtolukujen merkityk-
sen.

Uusi opetussuunnitelma yrittd4 ottaa enemman huomioon oppilaiden nykytarpeet. Sii-
hen on siséllytetty ohjelmointitaitojen harjaannuttaminen hyvin varhaisista vaiheista
lahtien. Syksylla 2016 voimaan tulevan opetussuunnitelman mukaan koko Suomessa
pitéé opettaa tieto- ja viestintadteknologiaa. Ylioppilaskirjoituksetkin ovat séhkoistymas-
s& (matematiikan osalta 2019), mik& mahdollistaa uusia ldhestymistapoja, mutta samalla
luo my0s uusia haasteita perinteiseen kouluopetukseen. Tarvitaan siis uusia materiaaleja
ja opetusmenetelmid tukemaan uutta opetussuunnitelmaa ja jatko-opintotarpeita. [78]

Y liopistokoulutuksessa insinori- ja matemaattisissa tieteissa CAS-ohjelmat ja insin06-
riohjelmat kuten CAD FEM mechanism design, multi-body dynamics, CFD tulisi hyo-
dyntad hyvin varhaisista vaiheista. Opiskelijoille pitd4 opettaa visualisointi-, demonst-
raatio- ja simulaatiotaitoja. Ndma ovat myods opettajille tarkeitd taitoja omata. Monesti
visualisointi, demonstrointi ja simulointi auttavat opiskelijoita saamaan paremman né-
kemyksen asiasta, tekee opetuksesta mielenkiintoisemman ja motivoivan. Lyhyesti sa-
nottuna kaiken tyyppinen visualisointi ja teknologian kaytto tekee opetuksesta paljon
tehokkaamman.

CAS-ohjelmat tarjoavat uusia l&hestymistapoja, jotka muuten olisivat vaikeata hahmo-
tella. Niiden avulla voidaan mm. parametrimuutoksilla tarkistaa miten kukin parametri
vaikuttaa lopputulokseen. Né&in voidaan paremmin huomata olioiden vélisia yhteyksié.
Lisaksi joidenkin ohjelmien avulla voidaan kdayd& ratkaisua lapi vaihevaiheelta. N&in
opiskelijat nakevét miten ohjelma on ratkaisut ongelman ja saavat paremman ymmar-
ryksen ongelman ratkaisumenetelmasta.

Perinteisella kynd ja paperi-menetelmalld on paljon rajoituksia. Esimerkiksi, mikéli
opiskelija ei tiedd seuraava vaihetta, niin tehtdvan ratkaisu pyséhtyy siihen. CAS-
ohjelmat mahdollistavat uusia lahestymistapoja. Kun joku ldhestymistapa tuottaa hanka-
luuksia, voidaan vaivatta kokeilla toista. Esimerkiksi, mikali ei osata ratkaista jonkun
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funktion nollakohtia tai muita ominaisuuksia, CAS-ohjelmalla voidaan piirtda sen ku-
vaaja ja katsoa funktion kayttaytyminen graafista, josta voidaan funktion nollakohdat
helposti ndhda. [58]

Teknologian kayttd mahdollistaa myds reaaliaikaista todellisuuden mallinnusta. Tama
voidaan toteuttaa myds opintojen alkuvaiheessa, silla rutiinilaskenta ja vaikeat laskut
voidaan delegoida tietokoneelle. Tamad muuttaa my0s opetusta; opettajan ei tarvitse
kayttaa aikaa vaikeiden ja rutiinilaskujen opettamiseen, esim. kuten differentiaaliyhtal6t
ja vaikeat integraalit. Perinteisesti vaikeiden tehtdvien laskennan opettamiseen on men-
nyt paljon aikaa. Teknologian my6té voidaan vaikeat tehtévat ratkaista hetkessé ja nain
séastetty aika voidaan omistaa syvéllistd ymmarrysté vaativiin kohtiin, kuten matemaat-
tisen tuloksen tulkitseminen reaalimaailmassa. [58]

Monesti koulussa ja yliopistolla kynalla ja paperilla ratkaistavat ongelmat ovat yksin-
kertaistettuja tapauksia todellisuudesta. Kuitenkin insindoritydssa kohdataan paivittain
ongelmia, joita ei voi tarkista kdyttden kynaa ja paperia. Toisin sanoen klassiset ja ana-
lyyttiset metodit eivat sovellu ongelman ratkaisemiseen; tarvitaan CAS-ohjelmia ja nu-
meerisia menetelmid. Teknologian kayttd varhaisista yliopistovuosista valmentaa tule-
vat matemaatikot ja insindodrit tyéeldman todellisia kayténtoja varten.

CAS-ohjelmien kéaytté mahdollista myds roolien vaihdon opetusympéristossa, perintei-
nen opettaja keskeinen opetus muuttuu oppijakeskeiseksi. CAS-ohjelmia voidaan kéyt-
tdd myos oppijaryhmén kesken, jolloin ne mahdollistavat vuorovaikutusta ja kommuni-
kaatiota oppijoiden kesken. Nain ollen opettajan rooli vaihtuu ohjaajan rooliin, joka on
hyvin toivottua nykyopetuksessa. [58]

Moni oppija on tottunut péivittain kayttdmaan uutta teknologia kuten alypuhelintaan tai
tablettia. Tasta johtuen, CAS-ohjelmien kayttd alypuhelinten tai tablettien avulla toisi
oppijoiden arjessa kayttamia tyokaluja opetukseen ja liséisi heiddn motivaatiota. Samal-
la oppijat pystyvat paremmin hyodyntdmaan arjessa kayttamiéan laitteita. [58]

Hyodyntéessa teknologiaa ja varsinkin CAS-ohjelmia on varottava, ettd oppijoiden pe-
ruslaskentataidot eivat heikentyisi. Toisin sanoen, ettd he eivat olisi riippuvaisia tyoka-
luista ihan peruslaskennassakin ja ettd laskuja suoritettaisiin yrityksen ja erheen avulla
ymmartamatt niiden siséltoa. [58]

Opetussuunnitelman ja tutkinto-ohjelman jokaiseen vaiheeseen tulisi sisallyttada aktivi-
teetteja, jotka edesauttavat oppijoiden teknologian kayttod. Teknologia tulisi oppia kayt-
tdmaan ongelman ratkaisun laskennan tehostamisessa ja matemaattisten ideoiden ym-
martdmisessd (esim. visualisoimalla, simuloimalla, ...). [58]

Monessa yliopistoissa ja kouluissa on huomattu, ettd teknologian kéytosta on ollut apua.
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Teknologian kéaytté mahdollistaa:

Monipuolisen lahestymis- ja esittdmistavan ongelmaan ja sen ratkaisuun

Toimii tukena heikommille oppilaille

Kehittaa ja tehostaa ongelmanratkaisukykya

Auttaa ajan hallinnassa: aikaa voidaan kdyttad enemman ymmarrysta vaativiin
kohtiin

Mahdollistaa erilaisia opetusmenetelmia

Mahdollistaa uusien matematiikan osa-alueiden opettamista

Mahdollistaa tydelamé&a vastaavan matematiikan opetusta

Mahdollistaa hyvin vaikeiden ja monivaiheisten tehtévien analysoinnin
Vahentaa tarvetta opetella ulkoa erikoisia tapauksien laskenta menetelmia

Kursseja jérjestettdessa on mietittava

Onko opiskelijoilla mahdollisuus hyodyntéa teknologiaa

Kuuluko teknologian kaytto kurssin vaatimuksiin

Onko opiskelijoilla omat laitteet vai onko paasya opiskelijalaboratorioon

Miten hyvin opiskelijat osaavat kayttda teknologiaa ja miten heité voidaan tukea
siind kurssin aikana

Otetaanko arvioinnissa huomioon teknologian osaaminen? Eli kuuluuko se kurs-
sisuoritukseen?

Miten ja milloin kurssinvetdjét ja opiskelijat vuorovaikuttavat teknologian avul-
la. Esimerkiksi kdytetd&dnko teknologia vain laskentavédlineend vai kéytetdanko
sitd myos lisddmaan ymmarrysta

Onko kurssin opetussuunnitelmaa muutettu hyédyntdmaan teknologia?
Osaavatko kurssivastaavat hyddyntaa teknologiaa? Ovat he tietoisia sen mate-
maattisista ja pedagogisista hyodyista ja kayttdmahdollisuuksista? [58]

Liettuassa, Kaunasin teknillisella yliopistolla (KUT) péaatettiin kokeilla teknologian
hyodyntamistd. KUT:ssé hyddynnettiin mm. CAS-ohjelmia, virtuaalisia oppimisympa-
ristja ja teknologia hyddyntévia aktivoivia metodeja. Samalla tutkittiin miten teknolo-
gian hyddyntdminen vaikuttaa mm. opiskelijoiden tenttimenestykseen. Dataa kerattiin
viiden vuoden ajan (2002—2007). [73] Alla on pylvéasdiagrammi tuloksista.



81

il [ on time total

g 20 70\\‘ ”\§‘0 68\\,\0 88,0{56'672,0
N \ \450\\[50,0 \

20,0 §[39,8§I42-3§| \% § §

0,0~

2002 2003 2004 2005 2006 2007
Year

Kuva 23 Pylvasdiagrammi onnistuneesti matematiikan tentin ajallaan ensimmaisella
kerralla lapaisseiden vs uusinta tenttien jalkeen ja ajallaan lapaisseet yhteensa. [73]

Kuvassa 23 valkoiset pylvéat kuvaavat eri vuosilta opiskelijoiden mééaran (prosenteissa),
jotka ovat paaset lapi matematiikan tentista ajallaan ja ensimmaiselld yrityksella. Rai-
dalliset pylvaat kuvaavat kaikkien opiskelijoiden maaran, jotka ovat paasseet tentista
lapi joko ensimmaiselld tai monen yrityksen jalkeen. Kuten kuvasta néhdaén, teknologi-
an soveltaminen on selvasti kasvattanut niiden opiskelijoiden maaran, jotka péésevat
tentista l&pi ajallaan ja ensimmaisella yritykselld. Mikéli verrataan vuotta 2002 vuoteen
2007, huomataan 27,1 prosenttiyksikon kasvu ajallaan lapipaésseiden maérassa.

6.3.8 Vierailut ja nakemyksen antaminen

Suomessa on &skettéin kehitetty etavierailuverkosto, jossa asiantuntija esiintyy interne-
tin vélityksella koululuokalle esittden omaa ammattiaan. Taloudellinen tiedotustoimisto
(TAT) on tdmén hankkeen takana. Kaikille ilmaisen verkkopalvelun tarkoituksena on
yléaaste ja lukiolaisten tygeldméntietouden rikastaminen, oppimisympériston laajentami-
nen ja opiskelijoiden aktiivisen vuorovaikutuksen lisédminen ympariston kanssa. [38]

Esimerkiksi matematiikan opettaja voi sopia Neste Oil:n asiantuntijatyontekijan kanssa
ajan. Sovittuna aikana asiantuntija tulee luokkaan vierailulle etayhteydelld. Etayhteys
muodostetaan kayttden esim. Adobe Connect-verkkokokousjérjestelméé. Etévierailun
aikana asiantuntija kuvaa omaa tyotaan oppilaille ja kertoo miten tunnin aihe liittyy hé-
nen tyohonsa ja miten ylip4atddn matematiikka nékyy heidéan tydssaan. Lopuksi yleensa
asiantuntija vastaa opiskelijoiden kysymyksiin. Vierailu keséa usein 20-60 minuuttia.
Etévierailun avulla luodaan konkreettinen yhteys oppitunnin aiheen ja tyéelaman vélille.
[38]
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Asiantuntijoihin voi tutustua ja heidan kanssa voi sopia etdvierailuajasta seuraavasta
linkist&: http://www.opetin.fi/asiantuntijaverkosto/.

Vierailujen ja tydeldman nakokulmaa kouluille ja yliopistoille tuottaminen on niin tér-
ked, ettd siihen pitdd myos valtion reagoida. Kansallisten vastuuhenkil6iden pitaa nime-
t& henkildita jokaiseen kouluun ja yliopistoon, jotka varmistavat ettd opiskelijat saavat
riittdvasti neuvoa heidéan tulevista ammateista ja niiden vaatimuksista. Varsinkin tekno-
logian, luonnon- ja insinddritieteiden (Science, Technology, Engineering and Mathema-
tics (STEM)) alalla opiskelijoita tulisi pitéa ajan tasalla mahdollisista tydpaikoista. Toi-
sin sanoen, nimetyt henkildt kertovat opiskelijoille minkalaista koulutusta ja matema-
tilkkaa tarvitaan tietyissa ammateissa tai minkélaista hyotya on lisad matematiikan kurs-
sien opiskelusta heidén tulevalle uralle. Mainostamalla jatkuvasti ns. STEM-aineita saa-
daan enemman ja motivoituneita opiskelijoita néille aloille. [79] Aloille, jotka ovat elin-
tarkedsséa roolissa nyky-yhteiskunnamme infrastruktuurissa.

6.3.9 Laitosten valinen yhteistyd

Insindoritieteitd ja matematiikan opetusta tulisi integroida. Tama tapahtuu parhaiten
insindoritieteiden laitosten ja matematiikan laitoksen tiiviilla yhteistyolla. Matematiikan
kursseihin tulee lisatd projekteja, jotka sisaltdvat sovelluskohteita insindoritieteista.
[58]

Yhteistyon myota matematiikan kursseilla voidaan opettaa matemaattisia ja teknologisia
taitoja, joita tarvitaan insinddritieteissd. Vastaavasti insindoritieteissa voidaan mainostaa
tiettyd matematiikan kurssia, joka tukee kyseista alaa. Tahan liittyen, matematiikan lai-
toksen pitaisi:

o Paatellda minkalaisia laskennallisia menetelmid pitaa sisallyttaa kurssiin, jotta se
tukisi muita koulutusaineita

o Kehittd4 uusia kursseja tukemaan opiskelijoiden ymmarrysté viimeaikaisista ke-
hityksistd STEM-aineissa

o Paitella minkalaista teknologiaa tarvitaan muilla koulutusaloilla

o Kehittdd sovelluskohteita ja tutkimusprojekteja matematiikan kursseihin
edesauttamaan opiskelijoita siirtdmaan heidan matemaattiset taidot omaan kou-
lutusalaan

o Kehitté4 laaja-alaista osaamista, luomalla uusia tutkinto-ohjelmia, jotka rikkovat
koulutusalojen valisia rajoja [66]

Tieteiden valiset samalle asialle erilaiset matemaattiset notaatiot ja symbolit voivat olla
isona paanvaivana visuaalisille ihmisille, jotka eivat valttamatté ole matemaattisesti niin
lahjakkaita. [66] Tasté syysta olisi toivottua standardi notaatio-jarjestelmé kaikissa kou-
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lutusaloissa. Kaytannon syista tdma ei ole aina mahdollista. Kuitenkin laitosten valisella
yhteisty6ll& voidaan pyrkié kéyttdmaan samoja notaatioita aina kun mahdollista [58].

Laitosten toimintaa valvovien tahojen tulisi kannustaa ja palkita laitosten ponnisteluja
kehittda toimintaansa ja laitosten valisté yhteistyota. [67]

Liséksi lukion ja korkeakoulujen vélista yhteistyota tulee kehittdd. Nain véaltetdan aikai-
semmin mainittua kuilua lukio- ja yliopisto-opintojen valilla.

6.3.10 Opettajien ja oppilaiden haastattelu

Monesti tietyn vaiheen opettajilla ei ole kasitystd mitd seuraavassa koulutusvaiheessa
tarvintaan. Ongelmaa pahentaa se, ettd joskus he jopa luulevat tietdvéansa, vaikka heidén
tietoonsa perustuu omaan koulutusaikaan. Toisin sanoen omaavat vanhan kasityksen
mitd seuraavalla koulutusvaiheessa oikeasti tarvitaan.

Opetusten kehittdmiseksi tarvitaan laajamittaista opiskelijoiden ja opettajien haastatte-
lua. Tutkimukseen tulisi ottaa mukaan opiskelijoita ja opettajia ala-asteelta, ylaasteelta,
lukiosta ja korkeakouluista. Ainoastaan ndin voidaan varmista yhtendinen ja kaikkien
vaatimuksia tukevaa koulutusohjelma.
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7  MATEMAATTINEN MALLINNUS OPETUK-
SESSA JA SEN VAIKUTUS MATEMAATTISEEN
OSAAMISEEN

Tassa luvussa kerrotaan matemaattisen mallinnuksen mahdollisuudesta edesauttaa valt-
tdméan aikaisemmin mainittuja ongelmia matematiikan opetuksessa. My0s keskustel-
laan siitd, miten Study Group-tyGpajoista opittuja kaytantdja voidaan hyddyntdd mate-
matiikan opetuksessa. Lisaksi esitelladn Suomen matemaattisen mallinnuksen verkosto-
hanketta ja ehdotetaan joitain ajatuksia sen kurssisisaltdjen kehittdmiseen.

7.1 Matemaattisen mallinnuksen tarkeys opetuksessa

Globalisaation ja ongelmien monitieteisyyden vuoksi yh& enenevéassa maarin toimitaan
ryhmissa. Historian aikana on ollut paljon yksin puurtaja matemaatikoita, jotka matema-
titkan liséksi hallitsivat myos suurimman osan oman ajan tieteistd. Nykyé&an kukaan ei
pysty hallitsemaan yksin kaikkia tieteenaloja. Tarvitaan tydoryhmié. Kuten aikaisemmin
mainittua matematiikan opetuksessa tarvitaan poikkitieteellisyytta ja ryhmaty6tad. Muu-
toin koulumatematiikkaopetus jaa irralliseksi reaalimaailman tarpeista. Poikkitieteelli-
syyttéd ja ryhmétoitd luokassa voidaan tukea mm. seuraavassa osiossa esitetyn CIMS:n
luokkahuoneeseen tarkoitettujen projektien avulla.

Matematiikan kurssitarjonnassa tarvitaan kursseja, joissa oppijoiden analysointikyky ja
asioiden loogisten yhteyksien hahmottamiskyky kehittyvéat. Matemaattisen mallinnuk-
sen kurssit (Mathematical Modeling, eli MM), niin kouluihin kuin yliopistoon vastaavat
edelld mainittuihin tarpeisiin. Mallinnuskursseissa oppilaat voivat harjaannuttaa ongel-
manratkaisukykyéan ja luovuuttaan. Mallinnuskurssit myos auttavat oppilaita sovelta-
maan tietonsa kaytantdon, yhdistaméan eri tieteenaloja ja toimimaan ryhmdssé. Suo-
messa Yyliopistotasolla on vuodesta 2001 lahtien reagoitu tdhan tarpeeseen, josta puhu-
taan tarkemmin kappaleessa 6.4.2.

Simulaatio- ja mallinnustehtdvien integrointi oppimisprosessiin tayttaa teorian ja reaa-
limaailman valistd aukkoa. Taman sivuvaikutuksena saadaan myds entistd enemman
ihmisid, jotka haluavat lukea matematiikka pa&aineena, sill4 he ovat saaneet vahvan
todistuksen sen voimasta ratkaista reaalimaailman ongelmia [67]. Mallinnusprosessi
auttaa kehittdmaan loogista paattelykykya ja ongelman ratkaisukykyé. Sisallyttamalla
mallinnusta matematiikan kursseihin ja arviointiin, varmistetaan etta ei arvioida pelk&s-
t&an oppijoiden tietoa matematiikasta vaan sitd, ettd miten he kayttavat tietonsa. [73]
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Kappaleessa 2.1 mainittiin mallinnus prosessiin kuutta eri vaihetta. Tdmé auttavat meité
maadrittelemaén matemaattisen mallinnuksen kompetenssi, jolla tarkoitetaan itsendisté
matemaattisen mallinnuksen erivaiheiden l&pi viemista. [87]

7.1.1 Teollisuusmatematiikkaa opettajille

Teollisuusmatematiikan ja tilastotieteen keskus CIMS (Center for Industrial Mathema-
tics and Statistics) jarjestad Worcesterin korkeakoulussa (WIP, Worcester Polytechnic
Institute) tyopajan ylaaste ja lukio-opettajille. CIMS perustettiin vuonna 1997 mate-
maattisena resurssina teollisuudelle. CIMS jéarjestaa erilaisia Study Group-toimintaan
pohjautuvia tyépajoja. Kuitenkin osa CIMS:n jarjestamista tyopajoista keskittyy ylaaste
ja lukio-opettajien koulutukseen. Naiden ohjelmien tarkoituksena on kouluttaa opettajia
teollisuusmatematiikassa, jotta he voisivat puolestaan tuoda teollisuusmatematiikan
kiinnostavat ja jannittavat ongelmat luokkaymparistoon. Tarkoituksena on, etta opettajat
itse tutustuvat WIP:ssé teollisuuden ongelmiin ja tuovat samoja ongelmia omille oppi-
lailleen heidan ratkaistavaksi. [26]

Tydpaja on hyvin monipuolinen. Ohjelmaan sisaltyy mm. kutsuvieraiden puheenvuoro,
jossa esitetddn mihin suuntaan opetussuunnitelmat ovat menossa ja miten reaalimaail-
maan ongelmat heréttavét oppilaiden kiinnostusta. Puheenvuorojen aikana myés maini-
taan teollisuusmatematiikasta kiinnostuneiden tyollistymismahdollisuuksista. [26]

Ohjelman keskeisena asiana on tyopaja, jossa opettajat yhdessé lahjakkaiden korkea-
kouluopiskelijoiden kanssa kehittdvat miniprojekteja, joissa matematiikan ja statistiikan
kaytto teollisuudessa havainnollistetaan. Myéhemmin opettajat kayttavat sitten naita
projekteja omassa opetuksessaan. Liséksi CIMS yllé&pitaa sivustoa, johon kaikki kehite-
tyt miniprojektit paivitetddn. [26] Seuraavasta linkistd padsee tutustumaan téhan asti
kehitettyihin miniprojekteihin: http://www.wpi.edu/academics/math/CIMS/IMPHSS/.

Projektien aiheina ovat mm. talous, vakuutus, kasvatus, tuotanto ja lainvalvonta. Tarkoi-
tuksena on, ettd opettajat siséllyttaisivat naitd avoimia teollisuuden ongelmia omiin
kurssisuunnitelmiinsa. Opettajien tyotd on helpotettu siten, ettd web-sivulta ladattavat
projektit ovat sellaisenaan esityskelpoisia opiskelijoille. Projektit ovat suunniteltu yhdis-
tdmaan tavallisen luokkahuoneen reaalimaailman ongelmiin ja auttamaan oppilaita
muodostamaan kuvan siit4, miten he tulevat kayttdmé&an matematiikka tyGeldméssaéan
valmistumisensa jalkeen. Tdman tavoitteen saavuttamiseksi projekteissa fokuksena on
matemaattinen tapa ajatella ongelmia. Ohjelman ja projektien tarkoituksena on opettaa
opiskelijoita formalisoimaan ongelmat matematiikan kielelle ja ratkaisemaan niité. [26]

WIP:ssa opettajien tyota seurataan ja opettajien on tarkoitus palata muutaman kuukau-
den paéstd ensimmaisestd koulutuksesta WIP:iin keskustelemaan ohjelman toteutukses-
ta omassa luokassaan. [26]
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Edelld mainittu tapaa opettaa matematiikkaa, tuo luokkahuoneeseen sen mitd matemaa-
tikot oikeasti tekevat. N&ain kynnys lukion ja ty6elaman tai yliopiston vélilla madaltuu.

7.1.2 Matemaattisen mallinnuksen verkostohanke

Kuten edelld kuvattiin, matemaattisen mallinnuksen osaaminen ja tietokonesimulointi-
taidot ovat tarkeda tieteelle ja teknologialle. Nyky-yhteiskunnassa on kova tarve mate-
maattisen mallinnuksen taidoille, jotta saataisiin osaavia ja kilpailukykyisia ihmisia teol-
lisuuden ja tutkimuslaitosten tarpeisiin. Kuitenkin, MM-kurssien jarjestamisessa kohda-
taan muutamia kaytdnnon ongelmia. Matemaattinen mallinnus on laaja alue, josta johtu-
en kukaan yksittainen opettaja ei voi hallita kaikkia sen osa-alueita ja menetelmia. Li-
séksi MM:n jatkokurssit voivat alussa kiinnostaa vain pientd maaraa oppilaita tietylta
yliopistolta, miké tekee kurssista taloudellisesti epakannattavan. Tarvitaan siis ratkaisu,
jolla pystytdan vastaamaan toisaalta tieteen ja teknologian vaatimuksiin ja toisaalta kay-
tdnnoénongelmien haasteisiin. Ratkaisuna tahan ongelmaan on paatetty jarjestaa mate-
maattisen mallinnuksen verkostohanke. [28]

Matemaattisen mallinnuksen verkostohanke on Suomen virtuaaliyliopiston pilottihanke.
Se on eri yliopistojen ja tutkimuslaitosten yhteishanke, jonka tavoitteena on opettaa yli-
opistotasoista matemaattisen mallinnuksen perus- ja jatkokursseja. Opetusministerion
rahoittama hanke kaynnistyi 2002. Hankeen tavoitteena on tuottaa verkkoon mallinta-
misen kursseja, luoda mallinnuksen opintokokonaisuus (25 op) ja perustaa verkosto
mallinnuksen opetusta varten. Hakkeessa mukana olevat yliopistot ovat:

e Aalto-Yliopisto

e Itd&-Suomen yliopisto, Joensuu

e Itd-Suomen yliopisto, Kuopio

e Jyvéskylan yliopisto

e Lappeenrannan teknillinen yliopisto

e Oulun yliopisto

e Tampereen teknillinen yliopisto, matematiikka [28] & [29]

Kiitos erindisten osallistujatahojen tarjoaman panostuksen ja asiantuntemuksen mate-
maattisen mallinnuksen kansallinen kurssi on saatu aikaiseksi, joka olisi ollut lahes
mahdoton jarjestad yksittéisten yliopistojen taholta. Reilun 20 opettajan jarjestdmaan
kurssiin osallistuu vuosittain talla hetkell& noin 100 opiskelijaa seitsemaésta eri yliopis-
tosta [28].

Mallinnuksen verkkokursseja jarjestetddn osallistujapaikkakunnilla. Kursseilla kéyte-
tddn Moodle-oppimisymparistod, johon padsee oman yliopiston intranet-tunnuksilla.
[29]
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Kurssiopetuksen siséltyvét nauhoitetut videoluennot, joita voi seurata joko yhteisesti
luentosalilla sovittuna aikana tai omalla ajalla kotikoneelta. Kurssisuoritukseen kuuluu
ryhmissa tehtévat viikkoharjoitukset, muiden ryhmien ratkaisujen vertaisarviointi seké
kurssin lopussa tehtdavéa pieni mallinnusprojekti (harjoitusty®) ja sen esittdminen vi-
deoneuvotteluyhteydessa kurssin osallistujille. Mallinnuksen peruskurssin esitietosuosi-
tuksena ovat matematiikan perusopinnot ja jatkokurssien esitietosuosituksena on mal-
linnuksen peruskurssi. [29]

7.1.2.1 Matemaattisen mallinnuksen kurssisisaltod

Matemaattisen mallinnuksen verkostohankeen erdéné tarke&nd ominaisuutena on mah-
dollisuus suorittaa mallinnuksen opintokokonaisuus. Tall6in matemaattisen mallinnuk-
sen kurssit eivat jaa irralliseksi ja yksittaiseksi kurssiksi vaan ne muodostavat opintoko-
konaisuuden, jota voi suorittaa osana omaa tutkintoaan. Verkostohankeen kurssien mo-
nipuolisuuden ja laajuuden esille tuomiseksi alla on kuvattu matemaattisen mallinnuk-
sen kurssisiséltd. Kurssisisalloistd voi huomata, joitakin aikaisemmin mainittuja mallin-
tamismenetelmid ja mallinnustehtavissa monesti esille tulevia ongelmia, kuten esimer-
Kiksi syventaviin kursseihin kuuluva vapaan reunan ongelma.

e Peruskurssi

o Matemaattisen mallinnuksen peruskurssi, 5 op
Kurssi soveltuu matematiikan opintoihin suuntautuville ja k&ytannon
elamén laskennallisista tehtavista kiinnostuneille. Kurssi valottaa mate-
maattisten mallien vaihtelevia muotoja ja k&yttétarkoituksia, ja niiden
rakentamisessa tarvittavia matemaattisia menetelmid. Luennoidaan vuo-
sittain.

e Syventavat kurssit

o Osittaisdifferentiaaliyhtalot matemaattisessa mallinnuksessa, 4 op
Johdatus osittaisdifferentiaaliyhtaldihin, elementtimenetelmén perusteita,
multifysiikka mallinnuksessa, osittaisdifferentiaaliyhtéldihin perustuvia
mallinnusesimerkkeja: akustiikka, jahmettymisen mallintaminen sisélta-
en vapaan reunan ongelman, piikiteen kasvatus, parametrien estimointi
esimerkkinéd impedanssitomografia.

o Jatkuvat mallit, 4 op
Kurssilla tutustutaan jatkuvien (differentiaali- ja osittaisdifferentiaaliyh-
talopohjaisten) mallien kasittelytekniikoihin. Tekniikat voidaan jakaa
kahteen luokkaan, vaikeiden” mallien yksinkertaistamiseen tarkoitettui-
hin (erikoistilanteet, lineaarisointi, asymptoottinen analyysi, séannollista-
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minen) seka erilaisia kysymyksenasetteluja mahdollistaviin (mallipohjai-
nen optimointi ja séatd, mallien sovitus ja kaannetyt tehtavét).

Satunnaisuus mallintamisessa, 4 op

Kurssilla tutustutaan satunnaisilmidihin mallintamisen yhteydessa. Sa-
tunnaisuuden lahde vaihtelee: itse tutkittava ilmi6 voi olla stokastinen,
malli voi olla deterministinen mutta mittausdata kohinaista, tai pyrkimys
voi olla tilastollisesti kvantifioida mallintamisen epavarmuutta. Tilanteita
valotetaan esimerkein ja itse ohjelmoiden MATLAB-ymparistossa.

Datan analyysimenetelméat mallinnuksessa, 4 op

Uusilla diskreeteilld menetelmilld mallinnuksessa tarkoitetaan soveltavan
matematiikan piirissa viime vuosikymmenina syntyneita tekniikoita ja
ldhestymistapoja, joilla voidaan luontevasti kuvata sellaisia ilmidita, joi-
den mallintaminen differentiaaliyhtal6-, tilasto- tai yms. perinteisilla
mallinnusmenetelmilla on hankalaa. Menetelmét kulkevat myods nimik-
keen Soft Computing alla, ja niihin luetaan yleensa sumea logiikka, neu-
roverkot, geneettiset algoritmit, tiedonlouhinta ja kaaosteoria.

Mallinnus ja optimointi, 4 op

Kurssilla tutustutaan lineaarisen ja epélineaarisen optimoinnin teorian al-
keisiin, variaatiolaskentaan, epélineaariseen monitavoiteoptimointiin ja
kokonaislukuoptimointiin.

Tilastolliset mallit, 4 op

Kurssilla opiskellaan tilastomatematiikkaan perustuvaa mallinnusta.
Kurssi muodostuu case-tyyppisista esimerkeistd, joita alan asiantuntijat
luennoillaan esittelevat: MCMC, parametrien estimointi, hahmontunnis-
tus, regressio ja sekamalli.

Mathematics of Visual Motion, 4 op, (Englannin kielinen)

This short course will address the problem of reconstructing two and
three dimensional motion and shape from a video sequence. We start
with a brief survey of feature extraction for tracking purposes. Notions,
such as optical flow and visual velocity field are introduced. This is fol-
lowed by an analytical decomposition of the mapping properties of pro-
jected three dimensional rigid body motion onto a temporal image se-
quence. An equally brief survey of statistical calibration techniques to
produce a model of motion and shape rounds up this short course. [29]
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7.1.2.2 Opiskelijoiden palaute MM-kurssista

Jokaisen kurssin paatteeksi oppilaita on pyydetty vastamaan kyselylomakkeeseen, joka
toimii palautteena kurssista. Tassé tarkastellaan erityisesti 2004 vuonna keréttyja palaut-
teitta. VVastauslomakkeista on selvinnyt, ettd suurin osa opiskelijoista pitéda luentoja tar-
kednd. Suurin osa opiskelijoista oli katsonut luentoja omalla ajallaan ja vain minimaali-
nen osa oli katsonut luentoja yhteisesti ennalta maarattyyn aikaan. Viikkoharjoitukset ja
mallinnusprojekti olivat saaneet positiivisen palautteen. Suurin osa opiskelijoista kertoi
kayttdneensa kurssin suorittamiseen enemman aikaa, kuin kurssilta saatavien opintopis-
teiden perusteella oli arvioitu kaytettavéksi. Tasta voi tehdad paatelman, etta opiskelijat
olivat kiinnostuneita kurssista ja laittoivat siihen vaadittua enemman aikaa. Toisaalta
sen voi tulkita niin, ettd kurssi on kuviteltua tydldadmpi ja kurssista kuuluisi antaa
enemman opintopisteitd, jotta se vastaisi todellista tyomaaraa. [28]

Osa opiskelijoista arvosti sitd, ettd verkkokurssin seurauksena he paasivét tutustumaan
eri opettajiin ja asiantuntijoihin eri yliopistoilta. Yli puolet opiskelijoista piti verkko-
kurssista enemman kuin perinteisestd kurssitoteutuksesta. [28]

Opiskelijoiden palautteet eivéat olleet vain positiivisia. Joitakin asioita oli myds kritisoi-
tu. Kaikki verkkokurssissa mukana olleet opettajat eivét olleet aktiivisia keskusteluryh-
missa. Oppilaat toivoivat enemmén vuorovaikutusta opettajien ja heidan valilla. Osaa
opiskelijoista ei pitanyt kurssien fysiikkapainottuneisuudesta. Osalle opiskelijoista olisi
ollut helpompi laatia ratkaisut paperille, kun taas kurssilla oli ollut pakko kéyttaa tieto-
konetta. Jossain luennoissa oli oletettu myds liikaa etukateistietoa. [28]

7.1.2.3 Pedagogiset arvioinnit

Matemaattisen mallinnuksen verkkokursseja on analysoitu ja arvioitu myds pedagogi-
sesti asiantuntijoiden johdolla. Téssa osiossa mainitaan muutamia piirteitd, jotka nousi-
vat positiivisesti esille, kun MM-verkkokurssia tarkasteltiin pedagogisesti. [28]

Arvioinnissa verkkokurssi todettiin optimaaliseksi MM-opetukselle. Kurssien tarkeim-
pié piirteité olivat kdytdnnon ja reaalimaailman laheisyys. Kurssissa mallinnettiin sellai-
sia ongelmia, jotka liittyivat jokaiseen arkeen. N&in saatiin teoriaa vastamaan uuttaa
reaalimaailman tilannetta. Tasta johtuen kurssi kehitti my6s opiskelijoiden soveltamis-
kykyd, joka muuten yliopistoaikana j&a usein puutteelliseksi. Kurssi oli interaktiivinen,
eli ongelmien mallintamiseksi opiskelijoiden piti kdyda keskustelua ryhmaéssé ja tutkia
mallinnettavaa ongelmaa. [28]

Kurssin lopussa opiskelijat esittelivdt omaa projektiaan ja arvioivat muiden. Pedagogi-
sesti tdmé& on oiva oppimisymparistd, joissa suulliset ja interaktiiviset taidot kehittyvat.
[28]
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Joka vuosi verkostohanke lahettdd muutamia opiskelijoita ECMI:n jarjestamaan mallin-
nusviikkoon. Myos kurssien osallistujat ovat olleet mukana jarjestimassa, Suomessa
pidettyja Study Group-tyépajoja. [28] Mallinnusviikot ja Study Group-tydpajat auttavat
MM-Kurssin suorittaneita opiskelijoita syventaméaén tietojansa, soveltamaan oppimaan-
sa ja toimimaan huippututkijoiden kanssa. Monelle opiskelijoille tapahtumat ovat ainut-
laatuisia kokemuksia, jolloin he paasevat luomaan ystavyyssuhteita ja luomaan kontak-
teja opiskelijoiden tai asiantuntijoiden kanssa.

Opiskelija ja pedagogisten asiantuntijoiden palautteiden perusteella hanketta pidetédén
menestyksekk&ana ja tarkoituksena on jatkaa verkkokursseja. Talla hetkella hanke on
saatu kansallisella tasolla menestymaan, luonnollinen tulevaisuuden etappi olisi miettia
hankkeen kehittamista kansainvalisella tasolla. [28]

7.2  Study Group-ty6pajaoppimisten hyédyntadminen ope-
tuksessa

Tassa osiossa tarkoituksena on mainita Study Group-tyOpajojen tutkimisesta opittuja
asioita, joita voidaan hyddyntaa pedagogisesti matematiikan opetuksessa. Lisaksi tarkoi-
tuksena on selvittdd, Study Group-tydpajoista opitun perusteella, mitd kaikkea mate-
maattisen mallinnuksen kurssin tulisi pitaa sisallaan ja miten MM-kurssia tulisi raken-
taa. Vastataksemme edelld mainittuihin kysymyksiin, tarkastellaan erikseen koulu- ja
yliopistomatematiikkaa. Aluksi tarkastellaan mita tulisi sisdllyttdda koulumatematiik-
kaan, jotta se vastaisi yliopiston ja teollisuuden tarpeita. Taman jélkeen pohditaan, min-
kalaisia mallinnuskursseja yliopistolla pitéisi olla ja missa vaiheissa.

7.2.1 Kouluopetuksessa hydodynnettavat asiat

Erds asia, joka nousee esille tutkiessa Study Group-tydpajoissa késiteltyja ongelmia, on
niiden moninaisuus ja poikkitieteellisyys. Koska ongelmat ovat uusia ja erilaisia, aina
erityisosaaminenkaan ei riitd. Usein tarvitaan luovuutta ja ongelmanratkaisukykya. Tés-
ta johtuen, varhaisista vaiheista l&htien oppijoille on tarjottava ilmapiiri, jossa he péaase-
vat kehittdamédan ongelmanratkaisukykydan ja luovuuttaan. Ongelmanratkaisukyky ja
luovuus kehittyvat parhaiten avoimissa tehtévissd, jota matemaattisen mallinnuksen
opetus tarjoaa runsaasti.

Opetuksessa kaytettavat tehtdvat voidaan jakaa avoimiin ja suljettuihin tehtaviin. Sulje-
tussa tehtévassé on alku- ja lopputilanne yksikasitteisesti maaritelty, kun taas avoimessa
tehtavassa alku- ja lopputilanne eivét ole tarkasti méériteltyja [30]. Avoimen tehtévan
piirre on se, etté silla ei ole vain yhtd oikeata vastausta. Oppikirjojen tehtévista suurin
0sa on suljettuja tehtévia. Avoimen ja suljetun tehtévatyypin havainnollistamiseksi tar-
kastellaan seuraava tehtévénantoa:

Suorakulmion pinta-ala on 60 cm?.
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a) Laske suorakulmion piiri, kun sen pituus on 12 cm.

12 cm

b) Mita kaikkia arvoja sellaisen suorakulmion piiri voi saada, jonka ala on 60 cm?2.
[30]

Havainnollistamiseksi ratkaistaan a-kohta. Merkitddn suorakulmion leveytta x:114, tal-
16in

12cm 12-x =60 ||:12

6
> x—ﬁ—S(cm).

Tastd voidaan ratkaista kysytty suorakulmion piirin p. Piirin arvoksi saadaan
p =2(5+12) =34 (cm).

Kuten edellisesta ratkaisusta nahdaén, a-kohta on selvésti suljettu tehtdva. Kyseessa on
rutiini yhtalon ratkaisu tehtévd, jossa kaikki tarvittavat tiedot ongelman ratkaisemiseksi
ovat annetut tehtdvanannossa. [30]

Sen sijan esimerkin b-kohta on avoin. Siind on ensin mietittava alku-arvoja ja suunnitel-
tava etenemisprosessia, silla ratkaisuja on monia. [30] Taman havainnollistamiseksi
yritetddn vuorostaan ratkaista b-kohta. Merkitdan suorakulmion pituutta y:11a, leveytta
x:118 ja piirid p:114, tall6in

xy =60

Koska kyseessa on sivunpituus x:n ja y:n on oltava positiivisia. Liséksi niiden tulon on
oltava 60, mutta tdma ei sindnséd tuo mitaan lisdehtoa, siihen ettd mihin véliin x ja y
voivat kuulua. Joten x ja y kuuluvat avoimeen valiin (0, o). Ratkaisemalla y edellisesté
yhtélosta saadaan
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60
y=——
Suorakulmion piirille saadaan lauseke
_ 2( + 60)
b= x "
_ 2x*+120
p= X

Kuvassa 33 on piirretty suorakulmion piiri sen leveyden (x:n) funktiona. Kuvasta néh-
daan, ettd piirilla on minimi arvo (n. 31) kohdassa x ~ 7,7, mutta sill& ei ole maksimi
arvoa, eli likimain p € [31, o).

150 T T T T T T

X717
Y:30.98

0 r r r r r r

0 10 20 30 40 50 60 70

Kuva 24 suorakulmion piiri x:n funktiona.

Kuten aikaisemmin todettiin ja kuten kuvasta 24 nahddan, mahdollisia ratkaisuja on
monia tai tasmallisemmin aareton maara. Tietysti kouluopetuksessa ei oleteta oppilaiden
ratkaisevan yhtaload néin perusteellisesti. Edella olevan esityksen tarkoitus oli havainnol-
lista ratkaisujen laajuutta ja nayttaa erinaisia seikkoja, joita oppilaat joutuvat miettimaan
tallaisessa tehtavassa.

Yksinomaan tavanomaisten koulutehtdvien kdayttdminen usein rajaa oppilaiden kasityk-
sen matematiikasta hyvin kapea-alaiseksi, kun taas avoimien tehtdvien avulla tata kuvaa
voidaan pyrkia laajentamaan. Avoimet tehtévat tarjoavat oppilaille enemman harkinta-
vapautta ratkaisemisvaiheessa ja pakottavat heitd kayttdméan hallitsemaansa tietoa mo-
nipuolisemmin. [30]
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Avointen tehtévien lisédksi koulussa on tarkeéa linkittaa eri tieteenaloja opettamalla var-
haisista vaiheista lahtien poikkitieteellisyyttd. Esimerkiksi matematiikassa voidaan
opiskella suoran kulmakerrointa maarittaméalld jousen jousivakiota. Tallgin yhdistetaan
matematiikka ja fysiikka. Tama opettaa koululaisia, etta eri tieteenalat eivat ole toisis-
taan irrallisia.

Suoran kulmakerrointa voidaan vieda entistd lahemmaéksi arkielama&. Esimerkiksi voi-
daan laittaa jousi lapindkyvan muoviputken sisddn. Taman jalkeen, kun jousen jousiva-
kio on madritelty, voidaan eri jousen venymille tehda tussilla mitta-asteikko putken ul-
kopuolelle. Kiinnitetdan lopuksi jousen paahén koukku, ja meill& on valmis vaaka. Nain
rakennetulla vaa’alla avulla voidaan mm. punnita matkalaukkujen painoa ja varmistaa,
ettd emme joudu maksamaan matkalaukun ylipainosta lentokentalld. Talla tavalla ope-
tettuna oppilaat oppivat, ettd matematiikka ei ole irrallinen aine, jota on pakko opiskella,
vaan sitd voidaan kayttdd mallintamaan reaalimaailman ilmioté ja helpottamaan arki-
elamaa.

Yliopisto opetuksessa yleensa kéaytetddn yksinkertaistettuja oppikirjaesimerkkejd, joita
voidaan ratkaista eksplisiittisesti kynalla ja paperilla. Reaalimaailman ongelmia mallin-
nettaessa kuitenkin yleensa joudutaan kayttdmaan numeerisia ratkaisumenetelmid. Har-
va teollisuuden ongelma ratkeaa kynélla ja paperilla. Jopa akateemisessa mallinnus pro-
sesseissa, joudutaan simuloimaan ongelma tietokoneella. Tastd voidaan paatelld, etta
perustason ohjelmointitaidot ovat lahes valttaméattdmat nykymatemaatikolle ja varsinkin
matemaattisen mallinnuksen parissa tyoskentelevalle.

Jotta pystyttdisiin vastamaan nykyteknologian tarpeisiin, ohjelmointitaitoja tulisi harjoi-
tella jo kouluopetuksen aikana. Sisallyttdmalla ohjelmointitaitoja matematiikan opetuk-
seen varhaisista vaiheista lahtien voidaan tukea oppilaiden jatko-opintotarpeita ja kilpai-
lukykya tyoémarkkinoilla.

Osiossa 7.1.1 puhuttiin miten CIMS hyddyntaa Study Group-tydpajaideologiaa kouluta-
solla. CIMS:n mallia voidaan soveltaa myds téalla Suomessa. Tehtavan helpottamiseksi
CIMS:n sivuilta voi ladata valmiita mini-projekteja ja tuoda todellisia teollisuuden on-
gelmia kouluympéristoon. Tama syventéa oppilaiden ymmarrysta matematiikasta, kehit-
t4& heidan soveltamiskykya ja auttaa heitd kehittdmaa myohemmin tytelaméssa ja jat-
ko-opinnoissa tarvittavia taitoja.

7.2.2 Yliopisto-opetuksessa hyddynnettavéat asiat

Tutkiessa Study Group-ty6pajojen toimintaa huomaamme, ettd matemaattisen mallin-
nuksen verkostohankkeen seurauksena syntyneiden verkkokurssien sisalto ja rakenne on
hyvin perusteltua. Mallinnuskursseissa opitaan poikkitieteellisyyttd ja ryhméssa toimi-
mista. My06s opitaan kayttdmaan tietokonetta raporttien Kirjoittamisessa ja ongelmien
simuloinnissa. Simulointitaito on hyvin tarked osa mallinnusta. Tdméan takia yliopisto-
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opinnoissa ohjelmointitaitoja tulisi sisallyttdd matematiikan ja varsinkin matemaattisen
mallinnuksen opetukseen. Tampereen teknillisell& yliopistolla ollaan enenevasséd méarin
sisallyttaméssa ohjelmointitaitoja matematiikan opetukseen. Tdma on toteutettu siten,
ettd MATLAB-ohjelmaa kéytetddn peruskursseista lahtien osana matematiikan viikoit-
taisia harjoituksia.

Kuten Study Group-ty6pajoissa, my6ds muissa mallinnustehtdvissé joudutaan Kirjoitta-
maan loppuraportti mallinnuksesta tietokoneella. N&in ollen on térke&a opetella alusta
asti kirjoittamaan kaikki tietokoneella, vaikka tata seikkaa oli mallinnuskursseilla opis-
kelijoiden taholta osittain kritisoitu. Study Group-tyopajoissa tietokoneella tehty malli
ja raportti joudutaan esittdméaan muille. Tdman takia on olennaista, ettd opiskelijat esit-
tavat oman ratkaisunsa mallinnuskursseilla muiden edessa. Siind he padsevét kehitta-
maan esitystaitojaan ja oppivat selittdmaan asioita yleistajuisesti.

Osa opiskelijoista oli kritisoinut myds matemaattisen mallinnuksen verkkokursseja nii-
den fysiikkapainottuneisuudesta. Kuitenkin tarkastellessa Study Group-tydpajoissa mal-
linnettuja ongelmia (kuva 7) huomataan, ettd suurin osa ongelmista on liittynyt jollain
tavalla fysiikkaan. Tamén takia on ihan perusteltua, ettd matemaattisen mallinnuksen
verkkokurssit ovat fysiikkapainotteisia.

Study Group-tyopajojen toteutuksessa erds mieluisa asia osallistujille oli se, etta he sai-
vat vapaasti valita mink& ongelman parissa he haluavat tyoskennelld. Taman takia on
olennaista, ettd MM-kursseissa mallinnusprojektin voi valita monesta eri vaihtoehdosta.
Myos ryhmaéssa toimimistaito nousee vahvasti esille Study Group-tydpajoissa. Tasta
johtuen on suotavaa, ettd mallinnuskursseilla joudutaan tekeméaan harjoitukset ja mal-
linnusprojekti ryhmassa.

Matemaattisen mallinnuksen verkostohankkeen seurauksena on laadittu hyvid mallin-
nuskursseja. Valitettavasti kuitenkin kurssit jaavat vahalle suosiolle opiskelijoiden jou-
kossa. Téarkein syy siihen lienee opiskelijoiden vahéinen tieto matemaattisen mallinnuk-
sen tarkeydesta ja hyodyista. Toisena syynd voi olla pelko kurssin vaativuudesta. Rat-
kaisuna voisi olla yhden mallinnuskurssin lisdédminen matematiikan pakollisiin opintoi-
hin. Kurssi olisi luonteeltaan johdannonomainen, jonka tarkoituksena olisi madaltaa
opiskelijoiden kynnysté osallistua matemaattisen mallinnuksen perus- ja jatkokursseille.
Johdantokurssi voi olla yhden opintopisteen kurssi, johon kuuluu esimerkiksi osallistu-
minen seminaarin. Seminaariin voidaan kutsua asiantuntijavieraita kertomaan, miten
matematiikka nékyy heiddn omassa tydssédén ja miten he hyoddyntdvat matematiikka
mallintamaan eri ilmi6it4. Vieraat voivat olla hyvinkin erilaisista ammateista. Innosta-
vinta opiskelijoille olisi sellaiset ammatit, jotka ovat heille mielenkiintoisia, mutta joita
myos luullaan olevan matematiikasta riippumattomia. Vieraat voivat olla ammateista
kuten mm. verkkokaupan myyjd, mobiilisovelluksen tekija, pelivalmistaja, jalkapallon
valmistaja, sddennustaja, terdsvalmistaja, paperivalmistaja, lentoyhtid, 6ljy-yhtio ja yms.
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7.2.3 Ehdotuksia verkostohankkeen mallinnuskurssien kurssisisaltéon

Osiossa 7.1.2.1 on esitelty talla hetkella kaytetty kurssisisaltd. Tarkasteltaessa kurssisi-
séltéda huomaamme sen olevan hyvin kattava. Tassé osiossa ehdotetaan joitakin aiheita,
joita voisi harkita lisattavan kurssisisaltoihin.

Perinteiset digitaaliset tietokoneet ovat saavuttamassa maksimirajansa muutaman vuo-
den sisalla. Taméa johtuu lahinna siitd, ettd informaation kulkunopeudessa tulevat fysi-
kaaliset rajat vastaan ja perinteiset tietokoneet tekevét vain yhden laskutoimituksen ker-
ralla. Kvanttitietokoneet sen sijaan pystyvat tekemaan monia laskutoimituksia kerral-
laan. Néin teoriassa on mahdollista moninkertaistaa tietokoneiden nopeuksia. Tésté joh-
tuen téalla hetkella tutkitaan monessa paikassa mahdollisuutta kehittaa kvanttitietokonei-
ta. llman syvéllista tietdmysta kvanttiteoriasta ja kvanttialgebrasta kyseisia tietokoneita
ei voida kehittad. Tasta ndkokulmasta katsottuna on perusteltua sisallyttdd mallinnuksen
kursseihin hieman johdantoa kvanttiteoriasta ja kvanttialgebrasta.

Mallinnuskursseihin oli siséllytetty satunnaisuutta ja stokastisia prosesseja. Se oli vain
kuitenkin yhdessa kurssissa. Tietoja todennakdisyyksista ja satunnaisuudesta voidaan
hyodyntdd monessa alassa. Satunnaisuudella voidaan mallintaa esimerkiksi sairaalan
tulevien uusien potilaiden méérad, matkustajien saapumista ja lippujen myyntia tai ur-
heiluottelun lopputulosta. Myds edellisessa kappaleessa mainittu kvanttiteoria perustuu
osittain todennakoisyyksiin. Nain ollen jatkossa kurssisisaltéihin voitaisiin lisata entista
enemman satunnaisuutta ja stokastisia prosesseja kasittelevia osioita.

Globalisaation, verkostoitumisen, yritysten kasvun ja teknologian kehityksen myota
usein joudutaan tilanteisiin, joissa joudutaan késittelemaén suurta maaraa dataa. Asian-
tuntijat ovat kehittdneet ilmiélle nimen: Big data. Karkeasti maariteltynd Big data on
erittdin suuri datan maara, joka on kompleksinen ja jarjesteleméaton. Tastd johtuen perin-
teiset analysointimenetelmat eivat riitd tai pysty jarkevassa ajassa kerddmaén haluttuja
tietoja datasta. Joudutaan miettimdén uusia metodeja ja algoritmeja. Termi Big data
pitdd myos sisdllaén suuren datan kasittelyn liittyvat prosessit. [32]

Suuren dataan liittyen, monessa verkkokaupassa hyddynnetédén niin kutsuttua suositus-
jarjestelmad (Recommender system). Suositusjarjestelmd on ohjelma tai menetelma,
joka ehdottaa tuotteita kéyttajalle hanen ja muiden kéyttdjien aikaisemman kaytoksen
perusteella [33]. Esimerkiksi, mikali k&yttaja ostaa Amazon-verkkokaupasta tuotteen,
Amazonin suositusjérjestelma ilmoittaa kayttajélle muita vastaavia tuotteita. Toisena
esimerkkind voisi olla Netflixin suositusjarjestelmé, joka osaa mm. ehdottaa samanlaisia
elokuvia kuin kayttajan suosikkielokuvat. Sitd mukaan kuin yritykset sahkoistyvét ja
myynti tapahtuu internetin vélityksell& kysynta suositusjarjestelmista kasvaa. Suositus-
jarjestelmien takana on yleensd matemaattisia menetelmid, joita joudutaan aina kehitta-
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maan ja optimoimaan. Mallinnuskursseilla olisi hyvé kdyda perustietoja tilastotieteesta,
Big datasta, ja suositusalgoritmeista.

Erds matemaattisen mallinnuksen menetelma on peliteoriamalli. Peliteoria on jarkevien
paatosten tekijoiden valilla olevien konfliktien ja yhteistydn matemaattista mallintamis-
ta. Peliteoria tarjoaa yleisid matemaattisia tyokaluja, joilla voidaan (kahden tai useam-
man osapuolen valilld) tutkia toisten hyvinvointiin vaikuttavia paatoksia. Peliteoria tar-
joaa térkeité oivalluksia yhteiskuntatieteisiin ja paatoksentekoon. [34]

Matemaatikko John Nash kehitti teorian, jonka mukaan jokaisessa strategisessa pelissé,
joissa osapuolet toimivat jarkevasti ja tavoittelevat maksimivoittoa on olemassa ns.
Nashin tasapaino, jolloin pelaajien paatoksen vaihtaminen ei hyodyta heitd. Toisin sa-
noen, jos osapuolet ovat Nashin tasapainossa, tietden mité toisten vaihtoehdot ovat, osa-
puolet eivét halua vaihtaa omia paatoksiaan, koska paatdksen vaihtaminen vain tuottaisi
heille tappiota. Nain ollen Nashin tasapainon avulla voidaan selvittad optimaalisin rat-
kaisu, olettaen ettd muut osapuolet toimivat loogisesti ja tavoittelevat vain oman voiton
maksimointia. [34] Peliteoria ja Nashin tasapainon térkeys nousivat esille, kun niita
sovellettiin menestyksekkaasti taloustieteissa, josta johtuen John Nash sai teoriastaan
vuonna 1994 taloustieteiden Nobelin palkinnon [35]. Myds tand vuonna (2014) talous-
tieteiden Nobelin palkinto meni peliteoreetikolle Jean Tirolelle, joka oli samalla yhdes-
toista taloustieteiden Nobelin palkinnon voittanut peliteoreetikko [36].

Peliteoriaa voidaan periaatteessa soveltaa kaikkiin konflikti- ja paatoksen tekotilantei-
siin. Esimerkiksi, sen avulla voidaan analysoida sotatilanteita, teollisuuden hankintoja,
yritysten hinnoittelua tai yms. Peliteorian monipuolisen soveltamismahdollisuuksien
havainnollistamiksi mainittakoon, etté sita on sovellettu menestyksekkaasti myos biolo-
giaan. Esimerkiksi John Maynard Smith sai Crafoord-palkinnon peliteorian soveltami-
sesta biologiaan [37]. Peliteoriaa voidaan myds soveltaa urheiluun. Esimerkiksi sen
avulla voidaan selvittad mihin (alas, ylds, vasen, oikea) rangaistuspotku vetdjan kannat-
taisi ampua.

Edellisten perusteella on hyddyllista siséllyttaa peliteorian alkeita mallinnus kursseihin.
Matemaattisen mallinnuksen verkostohankkeen tavoitteena oli hankeen vieminen ulko-
maille ja sen kansainvalistdminen. Mikali ndin tapahtuu, on helppo pyytda ulkomaalai-
sia asiantuntijoita jarjestaméaén yhden mallinnuskurssin peliteoriasta.
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8 YHTEENVETO

Tdssa tyossa on esitetty Study Group-tydpajojen toimintaa ja niiden hyotya seké teolli-
suudelle ettd akateemiselle tutkimukselle. Study Group-tytpajoissa ovat mukana teolli-
suuden edustajat ja sovelletusta matematiikasta kiinnostuneet matemaatikot. Ty0pajois-
sa teollisuuden edustajat esittdvat ongelmia, joita matemaatikot yrittavéat ratkaista mal-
lintamalla niit4 matemaattisesti.

Study Group-tyOpajat parantavat teollisuuden ja akatemian valista suhdetta. Niistd on
ollut hyotya seka teollisuudelle, etta tutkimukselle. Teollisuus on saanut ongelmansa
ratkaistua lyhyessa ajassa minikustannuksin. Akateeminen tutkimus on padssyt puoles-
taan soveltamaan tietoonsa k&ytdnndssé ja jossain tapauksessa joutunut jopa kehitté-
maan uusia matematiikan haaroja. Teollisuusmatematiikan tydpajojen menestys on saa-
nut muutkin teollisuuden alat, kuten kokeellinen l&&ketiede, kiinnostumaan ja perusta-
maan omia tydpajoja.

Study Group-tyopajojen tulevaisuus nayttad valoisalta. Vaikuttaa silt, ettd teollisuutta
ja akateemista tutkimusta hyddynnettavat tyopajat tulevat levidmaan uusin maihin ja
muihin tiedealoihin. Tulevaisuudessa varsinkin kehitysmaissa Study Group-tyopajoilla
tule olemaan térkeé rooli. Erityisesti maat kuten Intia ja Kiina, joissa on paljon mate-
maattisesti lahjakkaita ihmisid, koska he péaasevat Study Group-tyopajojen vélitykselld
kehittdmadn maansa teollisuutta ja auttamaan sen taloutta. Se, ettd on olemassa tasok-
kaita ongelmanratkaisijoita, ei riitd. Tarvitaan myds ympdristo, joka tarjoaa tasokkaita
ongelmia. Study Group-tyopajat toimivat tallaisena ympdaristona — erityisesti kehitys-
maissa.

Modernin yhteiskunnan tarpeiden tukemiseksi, on térked& yrittdd soveltaa entistd
enemman Study Group-tapaista mallia koulu- ja yliopisto-opetukseen. Study Group-
tyopajoissa vierailevat professorit voivat auttaa kehittdmaan matematiikan opetusta yli-
opistoissaan. Vieraillessaan tydpajoissa he saavat ideoita siitd, ettd mita talla hetkella
teollisuudessa késitelldaan ja voivat muokata kurssiopetusta vastamaan todellisia teolli-
suuden tarpeita.

Tassa tyossa kasiteltiin myods matematiikan opetusta ja siind kohdattuja ongelmia. Suu-
rempia kohdattuja ongelmia on ollut varhaisissa koulutusvaiheissa syntynyt véaaranlai-
nen késitys matematiikasta ja sen suhteesta arkeen. Tama véaranlainen kasitys matema-
titkasta on usein aiheuttanut negatiivisen asenteen matematiikkaa kohtaa, joka puoles-
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taan on aiheuttanut opiskelijoiden pintasuuntautuneen lahestymiseen matematiikan
opiskeluun. T&ma on jossain maarin aiheuttanut myos kuilua lukion ja jatkokoulutuksen
valilla. Oppilaiden motivoimiseksi ja vaaranlaisten kasitysten valttdmiseksi, ehdotettiin
matemaattisen mallinnuksen ja sen mukana tulevien metodien ja teknologisten tydkalu-
jen soveltamista jo varhaisessa vaiheessa.

Tydssa mainittujen matematiikan opetuksen liittyvien ongelmien valttdmiseksi, ehdotet-
tiin opetusmenetelmid ja materiaaleja, jotka ottavat nyky-yhteiskunnan ja tulevaisuuden
tarpeet huomioon. Matematiikan opetukseen kaikkiin vaiheisiin ehdotettiin seuraavien
taitojen harjoittamista ja soveltamista: looginen paattelykyky, ryhmaétyot, poikkitieteel-
lisuus, laaja-alainen osaaminen, ilmaisutaito, luovuus, oppimaan oppiminen, tiedonhan-
kinta, media- ja tietoteknologiset taidot, ohjelmointitaito, englannin kielen hallinta, on-
gelmanratkaisukyky, vuorovaikutustaito ja osallistumis- ja vaikuttamishalua kestavén
tulevaisuuden rakentamiseen.

Tyossa késiteltiin ja analysoitiin myds Suomen matemaattisen mallinnuksen verkosto-
hanketta. Analysoinnin my6td huomattiin, ettd Suomessa kansallisella tasolla toimiva
verkostohanke valmentaa hyvin Study Group-tydpajoihin ja teollisuudessa tarvittaviin
matemaattisiin taitoihin. Verkkokurssien kurssisisallot todettiin hyvin monipuoliseksi ja
kattavaksi. Jatkoa varten kurssisiséltihin ehdotettiin, kvanttiteoria, kvanttialgebra, sa-
tunnaisuutta, Big data ja peliteoriaa.

Tulevaisuuden kannalta olisi hyva pohtia:

e Miten Study Group-tyépajaa voidaan mainostaa Suomessa toimiviin teollisuuk-
siin?

e Miten voidaan Study Group-tyopajojen toimintamallia esitella kaikille kouluille?

e Miten voidaan mahdollistaa laajamittainen opettajien ja opiskelijoiden haastatte-
lu?

e Minkalaisia tukimateriaaleja voidaan tuottaa koulujen kéytt6on?

e Miten teknologian kayttd voidaan varmistaa kouluissa? Minkalaisilla uusilla ta-
voilla voidaan nykyteknologia hyodyntdd matematiikan opetuksessa?

e Miten taidetta voidaan hyédyntdd matematiikan opetuksessa?
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