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Symplektinen monisto on siled monisto, jolle on valittu ei-singulaarinen suljet-
tu 2-differentiaalimuoto. Symplektinen muoto méirai kanonisen tavan kuvata
siledn funktion differentiaali vektorikentaksi. Téllaisen vektorikentdn maaraa-
méd dynaamista systeemié kutsutaan hamiltonilaiseksi systeemiksi ja sen syn-
nyttavad funktiota Hamiltonin funktioksi. Hamiltonin funktio on systeemin
liikevakio, eli sen arvo ei muutu systeemin virtauksessa. Lisaksi hamiltonilaisen
systeemin virtaus sdilyttda symplektisen rakenteen.

Mekaanisen systeemin faasiavaruudella eli systeemin konfiguraatioavaruu-
den kotangenttikimpulla on kanoninen symplektinen rakenne. Tdma mah-
dollistaa mekaanisen systeemin madrittelyn hamiltonilaisena systeemind, kun
Hamiltonin funktioksi valitaan systeemin kokonaisenergia.

Hamiltonilaisen systeemin symmetriaryhmi on ryhmai diffeomorfismeja,
jotka sdilyttavit sekd symplektisen rakenteen ettd Hamiltonin funktion. Sym-
metriaryhmai voidaan usein esittdd Lien ryhmén toimintana. Talloin ryhmén
Lien algebra kuvautuu symplektisen rakenteen siilyttdviksi vektorikentiksi. Jos
moniston symplektinen muoto on eksakti 2-muoto ja sen madraava 1-muoto
on invariantti Lien ryhmén toiminnan suhteen, tima symmetriaryhma maaraa
momenttikuvauksen avulla liikevakion. Esimerkiksi kolmiulotteisen euklidi-
sen avaruuden translaatio- ja rotaatiosymmetrioihin liittyvit liikevakiot ovat

liilkemadérd ja pyorimismaara.
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A symplectic manifold is a smooth manifold equipped with a nondegenerate
closed differential 2-form. The symplectic form defines a canonical way of
mapping the differential of a smooth function into a vector field. A dynamical
system defined by such a vector field is a Hamiltonian system and the function
that generates the vector field is called the Hamiltonian function for the system.
The Hamiltonian function is a first integral of the system: it’s value stays constant
along the flow of the system. Moreover, the flow of a Hamiltonian system
preserves the symplectic form.

The phase space of a mechanical system, i.e. the cotangent bundle of the
system’s configuration space, has a canonical symplectic structure. A mechanical
system is defined on the phase space by using the total energy of the system as
the Hamiltonian function.

A symmetry group for a Hamiltonian system is a group of smooth trans-
formations that preserve both the symplectic structure and the Hamiltonian
function. Often a symmetry group arises from a Lie group action. The Lie
algebra of the group can then be mapped into the space of symplectic structure-
preserving vector fields. Furthermore, if the symplectic form is an exact 2-form
and the associated 1-form is invariant under the Lie group action, the symmetry
group defines a first integral via a moment map. In particular, the actions of
the groups of translations and rotations of the Euclidean 3-space have moment

maps that correspond to the linear and angular momentum, respectively.






Alkusanat

Diplomityoni aiheena on symmetria Hamiltonin mekaniikassa. Siséllysluetteloa
vilkaisemalla huomaa kuitenkin nopeasti, ettd varsin suuri osa tydn sivumaéras-
td on kdytetty yleisen differentiaaligeometrian kasittelyyn. Tamai on tarkoituksel-
lista, silld yksi tavoitteistani tyon aihetta valitessa oli saada parempi ymmarrys
sileiden monistojen, differentiaalimuotojen ja Lien ryhmien teoriasta. Tahdn
tarkoitukseen Hamiltonin mekaniikka on aiheena ideaalinen, silld siind hyodyn-
netddn suurta osaa modernin differentiaaligeometrian perustyokaluista tavalla,
joka kuitenkin liittyy laheisesti fysikaalisen maailman ilmi6ihin.

Henri Poincaré on muinoin todennut, etti logiikalla todistetaan, mutta in-
tuitiolla keksitdan. Harmikseni joudun myontdméén, ettd geometrisesta aihees-
taan huolimatta diplomityoni painottuu enemmén aksiomaattis-deduktiiviseen
todistusty6hon kuin geometriseen intuitioon. Nykypdivdna hamiltonilaisten
systeemien teoria on varsin pitkélle kehittynyt ja hyvin tunnettu. Ei siis ole
erityisen yllattavaa, ettd tyoni ei sisalld uusia matemaattisia tuloksia. Toivon
kuitenkin, ettéd teorian esitystavassa on havaittavissa tiettyd omaleimaisuut-
ta. Tavoitteenani on ollut esittda ja todistaa mahdollisimman monet tulokset
koordinaateista riippumattomassa muodossa. Toisaalta olen kuitenkin yrittinyt
parhaani mukaan minimoida tarpeettomien abstraktien konseptien médréan. Lu-
kijan tehtavaksi jadkoon arvioida, kuinka hyvin ndissa tavoitteissa on onnistuttu.

Haluan esittda kiitokseni tyon ohjaajalle Heikki Orelmalle.

Tampereella 16.11.2014

Olli Tuohenmaa
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1 Johdanto

Analyyttinen mekaniikka on klassisen mekaniikan osa-alue, jossa mekaanisia
systeemejd tarkastellaan skalaariarvoisia energiasuureita, kuten liike-energiaa ja
potentiaalienergiaa, kdyttden. Analyyttisen mekaniikan teoria koostuu kahdesta
osasta, Lagrangen mekaniikasta ja Hamiltonin mekaniikasta. Ndiden teorioi-
den esittdmiseen matemaattisesti tdsméllisessd muodossa tarvitaan modernia
differentiaaligeometriaa. Motivaationa yleiselle hamiltonilaisten systeemien
teorialle tdssd johdannossa kisitelldan lyhyesti Lagrangen ja Hamiltonin me-
kaniikkaa klassisen analyysin menetelmid kdyttaen. Esitys perustuu ldhteisiin

(Arnold 1989, s. 55-70) ja (Mac Lane 1986, s. 278-284).

Mekaanisen systeemin kaikkien mahdollisten konfiguraatioiden joukkoa kut-
sutaan konfiguraatioavaruudeksi. Konfiguraatioavaruus muistuttaa lokaalisti
euklidista avaruutta, mutta sen globaali topologia voi olla monimutkaisempi.
Esimerkiksi tasossa liikkuvan heilurin paikka voidaan ilmaista yhden paramet-
rin, heilurin varren kulman, avulla, mutta konfiguraatioavaruus ei ole R vaan
S! eli ympyri.

Yleisessa tapauksessa konfiguraatioavaruudelle annetaan silein moniston
rakenne. Oletetaan kuitenkin toistaiseksi, ettd mekaanisen systeemin konfi-
guraatio voidaan esittdd pisteend g = (q',...,q") jollain avoimella joukolla

U c R". Systeemin aikakehitys esitetdén kiyrina
[t1, tz] - U
tec(t).

Kdyrén oletetaan olevan siled, jotta jokaiselle ajanhetkelle voidaan méaritelld

nopeusvektori

v(t):%(t).

Nopeusvektori v (¢) kuuluu pisteen ¢ (t) tangenttiavaruuteen, joka voidaan
tdssd tapauksessa samaistaa avaruuden R” kanssa.
Lagrangen mekaniikassa systeemiin kohdistuvien voimien ja liike-energian

vilinen vuorovaikutus ilmaistaan Lagrangen funktion L: U x R" — R avulla.



Tarkastellaan sileiden kéyrien avaruudessa maariteltyd funktionaalia

S(c)=]:2L(c(t),v(t))dt.

Lagrangen mekaniikan keskeinen luonnonlaki on Hamiltonin periaate, jonka
mukaan mekaanisen systeemin kehitys konfiguraatiosta q; = ¢ (#;) konfiguraa-
tioon g, = ¢ (t,) seuraa kiyrid, joka on funktionaalin S stationdirinen piste.

Kédyrd ¢ on stationddrinen piste, jos

th(c+hu)—S(c) _
h—0 h

0, heR

jokaisella reunaehdot u (1) = u (t;) = 0 toteuttavalla siledlld kayralld u. Olet-
taen, ettd Lagrangen funktio on siled, Hamiltonin periaatteen stationdérisyyseh-
to toteutuu, jos ja vain jos kiyri ¢ toteuttaa jokaisen koordinaatin g’ suhteen
Eulerin-Lagrangen yhtdilon

(o) o

dt \ovi/ oq
Hamiltonin periaate ja Eulerin-Lagrangen yhtalot sdilyttaviat muotonsa yleisis-
sd koordinaattimuunnoksissa, minki vuoksi Lagrangen mekaniikassa voidaan
kayttaaa erilaisia ei-karteesisia koordinaatteja. Erityisesti systeemin konfiguraa-
tioita rajoittavat sidosehdot voidaan usein esittda valitsemalla koordinaatisto,

jossa osa koordinaattifunktioista haviad sidosehtojen toteutuessa.

Mikali Lagrangen funktio on muuttujan v suhteen aidosti konveksi jokaisessa
pisteesséd g € U, voidaan Eulerin-Lagrangen yhtdl6t muuntaa yksinkertaisem-
paan muotoon, joka toimii pohjana Hamiltonin mekaniikalle. Konveksisuuseh-
to toteutuu, jos ja vain jos komponenteista
d’L
— (q,v
oviov/ ()

koostuva matriisi on positiivisesti definiitti jokaisella (g, v) € U x R". Pisteen
q tangenttivektorille v voidaan maéritelld konjugaattiliikemddrd p € R", jonka

komponentit ovat

oL
pi= 57 (g,v).
Kaikista pareista (g, p) koostuvaa joukkoa kutsutaan mekaanisen systeemin
faasiavaruudeksi. Konveksisuuden toteutuessa kuvaus (g, v) — (g, p) on bijek-

tio. Legendren muunnosta kéyttien faasiavaruudelle voidaan talloin méaaritella
Hamiltonin funktio H: U x R" — R kaavalla

H(q,p) =3 piv' ~L(g,v),



missd v madrdytyy ¢:n ja p:n funktiona. Hamiltonin funktion osittaisderivaatat
koordinaattien g ja p; suuntaan ovat

0 -, J L ~ OL ov/

gt Pj aq' 0q’ ovi oq'
ja

Y p vl < oL ovi

a pi Pigp: pi ovi dp;’

Summaustermit kumoutuvat molemmissa lausekkeissa, silld p; = dL/dv'. Li-

saksi Eulerin-Lagrangen yhtéloiden toteutuessa pitee
oL _d (oL dr
o dr\ovi) dr’
Niin saadaan Hamiltonin yhtdilot
dg oH . dp; OH
—_— a _— =
dr op; 1 dr T ag
Niiden yhtdloiden méddradmaa dynaamista systeemid kutsutaan hamiltonilai-
seksi systeemiksi. Hamiltonin yhtéloissé paikka- ja liikeméairakoordinaateilla on

keskenddn symmetrinen rooli, mika antaa vihjeen taustalla olevasta geometri-

sesta rakenteesta.

Sileén funktion f: U x R” — R derivaatta Hamiltonin yhtildiden integraalikdy-

ran suuntaan on

of dq’ ad,-

aq' dt | ap; dt
5 Of 9H 9f oH
dq' op;  dpidqi)

Miarittelemalla sileiden funktioiden Poissonin sulkeet
df dg df dg
{f-8}= Z(aq L op; 8pi g’

saadaan integraalikdyréin suuntaiselle derivaatalle muoto

ey

Poissonin sulkeiden koordinaattimuotoa tarkastelemalla havaitaan, etté jokai-
sella sileilld funktiolla f ja g pitee {f, g} = -{g, [}
Mekaanisen systeemin kokonaisenergia tilassa (g, p) on Hamiltonin funk-

tion arvo H (g, p). Poissonin sulkeiden antisymmetrisyydesté seuraa energian



sdilymislaki
dH
— ={H,H; =0.
5 - ULH}=0

Useimmilla mekaanisilla systeemeilld Lagrangen funktio on muotoa

M%W=%ZgA®VW—VML

missd kertoimet g;; (q) muodostavat jokaisessa pisteessd symmetrisen ja posi-

tiivisesti definiitin matriisin. Talloin Hamiltonin funktioksi saadaan

fﬂ%ﬂ=%2§“®mm+VWL

missi kertoimet g’/ (g) ovat Lagrangen funktiossa esiintyvin matriisin kdin-
teismatriisin komponentit. Funktion V' tulkitaan olevan systeemin potentiaalie-

nergia. Havaitaan, ettad

1 | g
3 > gij(q)v'v! = 3 Y. 8" (q) pipj»

kun p; = ¥ g;;v’. Tama neliomuoto on systeemin liike-energia. Lisaksi se maa-
raa konfiguraatioavaruudelle Riemannin metriikan. Metriikka mahdollistaa

konfiguraatioavaruuden geometrian tutkimisen.

Erds Hamiltonin mekaniikan klassisista tuloksista liittyy faasiavaruuden tila-
vuusalkion sédilymiseen. Ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtdlosysteemi
voidaan esittad vektorikenttdnd faasiavaruudessa. Esimerkiksi Hamiltonin yhta-
16ihin liittyva vektorikenttd on
_(9oH oH O0H oH
e e g )
Intuitiivisesti tdllainen vektorikenttd voidaan nahdé nopeuskenttina faasiava-
ruuden pisteiden virtaukselle, jolloin systeemin integraalikdyrat ovat kyseisen
virtauksen virtaviivoja. Tunnetusti virtaus on kokoonpuristumaton, jos sen
nopeuskentdn divergenssi havida. Havaitaan, ettd vektorikentdn w divergenssin
termit kumoutuvat pareittain, silld
, oW OWpyi 0’H 0’H
div(w) =)’ el EDY - - — = 0.
g opi dpidq’ 0q'dpi

Toisin sanoen, hamiltonilaisen systeemin virtaus sdilyttdd faasiavaruudesta

valitun alueen tilavuuden, vaikka alueen muoto voikin muuttua virtauksessa.
Téstd seuraa esimerkiksi, ettd systeemin integraalikdyrit eivat voi pakkautua

nollamittaiseen attraktorijoukkoon.



2 Monistot

2.1 Differentioituvat kuvaukset

Euklidisen avaruuden differentiaalilaskenta luo pohjan sileiden monistojen
teorialle. Alla kdsitelldan lyhyesti tarkeimpid tuloksia ja esitellddn kaytetty no-
taatio. Esitietona tarvittavia topologian ja algebran madritelmid, perustuloksia
ja notaatiota on kasitelty lyhyesti liitteissd A ja B.

Avaruuden R" koordinaattifunktiot r': R” — R médritellian kaavalla

r'(a) = a’,
missd a = (al, ..., a"). Kanonisia kantavektoreita merkitdan
er=(10,...,0), ..., en=(0,...,0,1).

Euklidisen avaruuden kanoninen sisétulo ja normi ovat

(w,v)y=> ulv' ja  |v]=\(v,v).
Olkoon U c R™ avoin joukko. Kuvaus f: U — R" on differentioituva pisteessi
a € U, jos on olemassa lineaarikuvaus T € Hom (R",R"), jolla

p @ = F@ =TIy o
e A1

Kuvaus T on kuvauksen f derivaatta pisteessi a. Vektoria T (v) € R” kutsutaan
suunnattuksi derivaataksi suuntaan v € R"™. On helppo nihda, etté jos f on
differentioituva pisteessd a, saadaan suunnatulle derivaatalle kaava

T(V) :limf(a+tv)_f(a)

t—0 t

Komponenttifunktioiden f? = r? o f osittaisderivaatat miiritellian kaavalla

—.(a)=limfi(a+tej)_fi(a),

or/ t—0 t

joten differentioituvan funktion derivaatan komponentit ovat

i of
Ti=r OT(ei):a_{j(a)'



Pelkka osittaisderivaattojen pisteittdinen olemassaolo ei kuitenkaan takaa dif-

ferentioituvuutta. Seuraava propositio antaa differentioituvuudelle riittavin
ehdon:

PROPOSITIO 2.1. Kuvaus f:U — R" on differentioituva pisteessii a € U, jos
komponenttifunktioiden f* osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteen a jossain

avoimessa ympdristossd.
Todistus. Katso (Pugh 2002, s. 273).

Kuvaus f on siled pisteessi a € U, jos sen jokaisen kertaluvun kaikki osittais-
derivaatat ovat olemassa kyseisessi pisteessi. Kuvaus on C! eli jatkuvasti dif-
ferentioituva, jos sen ensimmadisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia
jokaisessa U:n pisteessd, ja C™ eli siled, jos se on siled jokaisessa U:n pisteessi.

Avoimien joukkojen U ja V vilisté bijektiota f: U — V sanotaan diffeomor-
fismiksi, jos sekd f ettd f~! ovat sileitd. Koska differentioituvuudesta seuraa

jatkuvuus, diffeomorfismit ovat aina homeomorfismeja.

LAUSE 2.2 (kdédnteiskuvauslause). Olkoon U c R" avoin joukko, f:U — R”"
siled kuvaus ja T:R" — R" kuvauksen f derivaatta pisteessi a € U. Jos T on
isomorfismi, niin pisteelld a on avoin ympdristo V c U, jolla f|,,:V — f (V)

on diffeomorfismi.

Todistus. Katso (Pugh 2002, s. 289-290).

2.2 Siledt monistot

Siledt monistot ovat euklidiseen avaruuteen upotettujen sileiden kéyrien ja
pintojen yleistyksid. Monisto rakennetaan joukosta, jonka jokaisen pisteen
ymparisté voidaan muuntaa euklidisen avaruuden avoimeksi joukoksi kuvauk-
sella, jota kutsutaan kartaksi. Karttojen avulla monistolle saadaan lokaalisti
euklidinen topologia. Eri karttojen mairittelyjoukkojen paillekkiisyys maaraa,
millainen globaali topologia monistolla on. Monistojen maarittelyssa kaytetty

lahestymistapa perustuu lahteeseen (Lee 2009).

MAARITELMA 2.3. Olkoon M ei-tyhji joukko. Kartta joukolla M on bijektio

osajoukolta U ¢ M euklidisen avaruuden R” avoimelle joukolle.

Karttaan x: U — x (U) c R" viitataan usein parina (U, x), ja joukkoa U kutsu-
taan kartan koordinaattiympdristoksi. Olkoot (U, x) ja (V, y) kaksi joukon M
karttaa, joilla U n V # @. Kuvauksia

xoy iy(UnV)-=x(UnV) ja yoxil:x(Uﬂ V)->y(UnV)



kutsutaan transitiokuvauksiksi tai koordinaattimuunnoksiksi. Kartat ovat yhteen-
sopivia, jos joukot x (Un V) c R™ja y (Un V) c R” ovat avoimia ja transi-
tiokuvaukset x o y~! ja y o x~! ovat diffeomorfismeja. Erityistapauksena kartat,
joilla U N V = &, ovat automaattisesti yhteensopivia. Pareittain yhteensopivien
karttojen kokoelma A = {(U), x)) } ., on atlas, jos koordinaattiympiristot U,
muodostavat joukon M peitteen eli jos

Uy =M.
AeA

Kartta on yhteensopiva atlaan kanssa, jos se on yhteensopiva kyseisen atlaan
jokaisen kartan kanssa.

LEMMA 2.4. Olkoot (U, x) ja (V, y) atlaan A kanssa yhteensopivia karttoja,
joillaUNV #@.

1 Kartat (U, x) ja (V,y) ovat keskenddn yhteensopivia.

2 Kartat (Un 'V, x|yay) ja (Un 'V, y|y.y) ovat yhteensopivia atlaan kanssa.
3 Jos Ac x(U) onavoinja S = x71 (A), niin (S, x|g) on atlaan kanssa yhteen-

sopiva kartta.

Todistus. Todistetaan ensimmainen véite. Valitaan p € U n V. Koska A on atlas,
on olemassa kartta (W, z) € A4, jolla p € W. Koska sekd (U, x) ettd (V, y) ovat

yhteensopivia atlaan kanssa, kuvaukset
zox ix(UnW)=2z(UnW) ja yozliz(VAW)—y(VnW)

ovat diffeomorfismeja. Joukkojen x (UNV n W) jay (U n V n W) vilille saa-
daan diffeomorfismi

()/ © Zﬁl) ° (Z ° xil) =)o xil‘x(Umew) :

Niin ollen kuvaus y o x~! on siled jokaisessa pisteessd x (p) € x (Un V), eli
yox~!on C®. Vastaavasti nahdéin, ettd x o y~! on C*. Lemman muut viitteet

todistetaan samaan tapaan. a

Atlas on maksimaalinen, jos se ei sisdlly mihinkddn suurempaan atlaaseen. Edel-
lisen lemman ensimmaiinen kohta takaa, ettd jokainen atlas voidaan laajentaa

yksikdsitteisesti maksimaaliseksi atlaaksi.

PROPOSITIO 2.5. Olkoon A joukon M maksimaalinen atlas. Koordinaattiym-

pdristdjen kokoelma B = {U) },., on kanta erddlle joukon M topologialle.

Todistus (Tu 2011, s. 322). Olkoon 7T kaikista kokoelman 3 joukkojen mielivaltai-
sista unioneista koostuva joukkokokoelma. Koska A on atlas, Uy Uy = M, eli

M e T.Lisdksi @ € T, ja selvisti T on suljettu mielivaltaisten unionien suhteen.



Olkoon S =U, Uyja T = Up Ug kaksi 7:n jasentd. Télloin

SOTZ(UU(X)H UUﬁ :U(U(xnUﬁ);
* B ap
ja néin ollen jokaisella p € SN T on olemassa indeksit « ja 3, joilla p € Uy n Up.

Lemman 2.4 kohdan 3 perusteella nahdéin, etté jokaisella p € Uy N Ug on
Vp € B, jolla p € Vj, ja V), ¢ Uy N Ug. Niin ollen

S n T = U Vp,
peSnT
eli S n T e 7. Havaitaan siis, ettd 7 on joukon M topologia. O

Kaksi atlasta ovat ekvivalentit, jos niiden unioni on atlas. Ekvivalentit atlaat
kuuluvat samaan maksimaaliseen atlaaseen, ja atlaiden ekvivalenttius on ekviva-
lenssirelaatio. Siled rakenne joukolla M on sileiden atlaiden ekvivalenssiluokka.

Propositiossa 2.5 médritelty topologia on siledn rakenteen indusoima topologia.

MAARITELMA 2.6. Siledlli rakenteella varustettu joukko M on siled monisto, jos
siledin rakenteen indusoima topologia tekee joukosta M Hausdor(ffin avaruuden,
jolla on numeroituva kanta. Jos moniston kaikkien karttojen maalijoukkona on
R” jollain kiintedlli n € N, moniston dimensio on dim M = n.

Térkein siled monisto on euklidinen avaruus R”, jonka kanonisen siledn raken-
teen madrad atlas {(R",id)}, jossa id on identiteettikuvaus. Kaikki tissd tyossi
kasiteltdvat monistot oletetaan sileiksi, joten jatkossa adjektiivia siled ei erikseen
mainita. Samoin oletetaan, ettd monistoilla on hyvin mééiritelty dimensio.

Monistojen topologia on mairitelty siten, ettd maksimaalisen atlaan jokaisel-
la kartalla (U, x) kuvaus x: U - x (U) on homeomorfismi. Niin ollen monis-
ton M jokaisella pisteelld p € M on avoin ympiristé U, joka on homeomorfinen
R":n avoimen joukon kanssa. Toisin sanoen, M on lokaalisti euklidinen.

Monistojen M ja N kartat (U, x) ja (V, y) mairaavit karteesiselle tulolle
M x N kartan (U x V,x x y), jossa x x y on kuvaus

UxV - R"xR"
(pq) = (x(p),y(q))-

Téllaiset kartat peittavdt joukon M x N, ja ne ovat selvasti keskendin yhteen-
sopivia, joten ne muodostavat atlaan joukolle M x N. Télloin siledn rakenteen
indusoima topologia on sama kuin tulotopologia. Proposition A.10 perusteella

M x N on silea monisto.

MAARITELMA 2.7. Olkoot M ja N monistoja, ¢: M — N jatkuva kuvaus, p € M



sekd (U,x) ja (V,y) sellaiset M:n ja N:n kartat, joilla p € U ja ¢ (p) € V.
Kuvaus ¢ on siled pisteessi p, jos y o ¢ o x~ on siled pisteessi x (p). Kuvaus on

siled eli C*, jos se on siled jokaisessa pisteessd p € M.

Atlaan diffeomorfisuusehdosta seuraa, ettd kuvauksien sileys ei ole riippuvainen
karttojen (U, x) ja (V, y) valinnasta. Olkoot (U, ) ja (\7, #) toiset kartat, joilla
peUjag(p)e V. Talloin pisteen p jossain ympiristossi

j/ogbofc_l:j/o(y_loy)oqﬁo(x_lox)ofc_l

(Foy™)elyogoxo(xos™).

Selvisti § o ¢ o £7! on siled, jos y o ¢ o x~! on siled, silld y o y~1ja x o £71 ovat
y Josy yeoy )

madritelman mukaan diffeomorfismeja.
Moniston M mika tahansa avoin joukko S ¢ M on monisto, silld moniston

M atlaasta {(U)y, x) ) } ., saadaan monistolle S atlas

{(U)‘ ns, xAlUAﬁS)}AeA '

Talloin siledn rakenteen indusoima topologia on sama kuin aliavaruustopologia.
Proposition A.8 perusteella S on siled monisto. T4llaista monistoa S kutsutaan
avoimeksi alimonistoksi. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan siis puhua sileista

kuvauksista, joiden mairittelyjoukko on koko monisto M.

MAARITELMA 2.8. Diffeomorfismi monistolta M monistolle N on bijektiivinen
C*-kuvaus, jonka kddnteiskuvaus on myds C*. Diffeomorfismit monistolta itsel-
leen muodostavat ryhmdn Dift (M), kun laskutoimitukseksi valitaan kuvausten

kompositio.

Erityisesti kartat ovat aina diffeomorfismeja kuvalleen. Asian varmistamiseksi
kartalla (U, x) riittdd tutkia kuvausten x ja x 7! sileyttd, silli moniston topo-
logia on madritelty siten, ettd x on homeomorfismi. Sileys nahdédan helposti
kiiyttimalld joukolla x (U) Karttaa (x (U) ,id (1), silld

idx(U) oxoxl= idx(U) ja xo xto idx(U) = idx(U)-

Funktio f: M — R on siled pisteessi p € U ¢ M, jos fox~1:x (U) — R on silei.

Moniston M sileiden funktioiden joukkoa merkitdin § (M).

MAARITELMA 2.9. Assosiatiivinen R-algebra on reaalinen vektoriavaruus V,

jolle on lisiiksi mddritelty binddrioperaatio

VxV->sV

(u,v) = uv,



joka toteuttaa jokaisella a, b € R ja u,v,w € V sekd distributiivisuuslait
(u+v)w=uw+vw ja u(v+w)=uv+uw

ettd kertolaskujen yhteensopivuus- ja assosiatiivisuusehdot
(au) (bv) = (ab) (uv) ja (uv)w=u(vw).

Funktioiden f, g € § (M) ja skalaarikertoimien a, b € R avulla maéritelldan

funktiot af + bg ja f g sddnnoilla

(af +bg) (p)=af(p)+bg(p) ja (fg)(p)=rf(p)g(p).

Selvisti ndin madritellyt funktiot ovat myds sileitd. Joukolla § (M) on siis asso-
siatiivisen algebran rakenne. Toisaalta vakiofunktio 1 € § (M) on funktioiden
kertolaskun neutraalialkio, joten § (M) on samalla my6s kommutatiivinen
rengas.

Sileiden funktioiden kisittelyyn saadaan joustavuutta normeerattujen testi-

funktioiden avulla. Seuraava propositio takaa testifunktioiden olemassaolon:

PROPOSITIO 2.10. Olkoon U moniston M avoin osajoukko ja S c U sen suljettu
osajoukko. On olemassa normeerattu testifunktio p € § (M), joka toteuttaa

seuraavat ehdot:

1 supp(p) c U.
2 p(q) =1jokaisella q € S.

Todistus. Katso (Lee 2013, S. 44—45).

2.3 Tangenttiavaruus

Derivaatio pisteessd p € M on lineaarikuvaus v:§ (M) — R, joka toteuttaa

Leibnizin sddnnon

v(fe)=v(fgp)+f(p)v(g)

jokaisella f, g € § (M). Derivaatioiden joukolle méiritelldan yhteenlasku ja

skalaarilla kertominen kaavoilla

(wev) f=u(f)+v(f) ja (av)f=a(vf), acR

Helposti nahdaén, ettd myos u + v ja av ovat derivaatioita pisteessd p € M, joten

derivaatiot muodostavat vektoriavaruuden.

MAARITELMA 2.11. Moniston M tangenttiavaruus pisteessd p € M on kyseisen

pisteen derivaatioista koostuva vektoriavaruus, ja sitd merkitddn T, M. Tangent-
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tiavaruuden jdsenid kutsutaan tangenttivektoreiksi.

Siledin kuvauksen ¢: M — N derivaatta pisteessi p € M on lineaarikuvaus
Tp¢: TpM =~ Ty(p) N,

joka kuvaa tangenttivektorin v € T, M pisteen ¢ (p) € N tangenttivektoriksi, joka
saa funktiolla f € § (N) arvon

Tpp (V) (f) =v(fod).

Jalleen on helppoa varmistaa, ettd T, ¢ on lineaarinen ja ettd Ty¢ (v) todella on
tangenttivektori pisteessd ¢ (p) € N.

Seuraavaksi tarkastellaan joitain tangenttivektorien perusominaisuuksia.
Lineaarisuudesta ja Leibnizin sddnndsté seuraa vilittomasti, ettd jos ¢ € § (M)

on vakioarvoinen funktio, niin
v(c)=v(c)-1=v(c-)=c-v(l)=c-v(1)=c-v(1)=0
jokaisella v € T, M. Lisaksi jos f (p) = g (p) = 0, niin
V(f8)=v(f)0+0-v(g)=0

jokaisella v € T, M. Seuraavassa propositiossa osoitetaan, ettd tangenttivektorin
arvo riippuu ainoastaan funktion arvoista pisteen p mielivaltaisen pienessa

avoimessa ympdristossa.

PROPOSITIO 2.12. Olkoot f ja g sileitd funktioita, joilla f|, = g|, jollain
avoimella joukolla U. Jos p € U jav € T,M, niinv (f) = v (g).

Todistus (Lee 2013, s. 56). Funktio f — ¢ on nolla-arvoinen joukossa U. Olkoon
p € § (M) testifunktio, jolla

supp (p) c M ~ {p}

jap (q) =ljokaisella g € supp (f — g). Talloin (f — g) p = f—g koko monistolla.
Koska p (p) =0ja (f — g) (p) = 0, ndhdéin, ettd

v(f)-v(g)=v(f-g)=v((f-g)p)=0,
jandin ollenv (f) =v(g). 0

Edellisen proposition perusteella avoimen alimoniston U c M jokainen tangent-
tiavaruus voidaan samaistaa moniston M vastaavan pisteen tangenttiavaruuden
kanssa.

Seuraavaksi ndytetddn, ettd tangenttiavaruuksilla mééritelty derivaatta to-

teuttaa samat laskusdannot kuin euklidisen avaruuden kuvausten derivaatta.

11



PROPOSITIO 2.13. Siledn kuvauksen derivaatalla on seuraavat ominaisuudet:
1 Jos ¢: M — N ja y: N — P ovat sileitd kuvauksia, niin

Tp(yod)=TypyoTpd (ketjusddnto).

2 Identiteetti kuvautuu identiteetiksi, eli Ty (idpr) = idTP M-
3 Jos ¢: M — N on diffeomorfismi, niin Ty¢p: TpM — Ty, N on isomorfismi
jokaisella p € M.

Todistus (Tu 2011, s. 88-89)
1 Merkitddn q = ¢ (p). Suoraan madritelmén perusteella jokaisella v € T, M ja

f € F (P) patee

Tp(yod) (v)(f)=v(foyed)
=T (v) (foy)
= (TqW(TP‘/’ (V)))f
= (TyyoTpp (v)) f.

2 Identiteettikuvaukselle saadaan jokaisella v € T,M ja f € § (M)
Tp(idu) (v) (f) =v (f oida) = v (f) = (idr,m (v)) £

3 Olkoon ¢: M — N diffeomorfismi. Valitaan mielivaltainen p € M ja merki-
tadn taas q = ¢ (p). Diffeomorfisuusoletuksen mukaan on olemassa kuvaus
¢ N - M, jolla

¢ lop=idy ja ¢o¢l=idy.
Talloin ketjusddannon mukaan
Tq(¢_1) oTp¢ = Tp(‘p_1 © ¢) = Tp(idy) = idTpM>
ja vastaavasti Ty (¢™") o Tp¢ = idr,n. Nain ollen
-1 _
(Tp9) =Ta(¢7). -

Kartan (U, x) koordinaattiymparistossd funktiolle f € § (M) médritelldan

osittaisderivaatta koordinaatin x? suhteen kaavalla
0 0
! (fox).
x(p)

axt )= 5
Avaruuden R” osittaisderivaatat 0/dr?|, toteuttavat Leibnizin sianndn, joten

ne kuuluvat tangenttiavaruuteen T,R". Jokaisella f € § (M) saadaan

0 0 0
(B )0 2L - 2o

x(p)
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ja ndin ollen

9
ox'

3 3
=T -1 — , li —
«(p) (% )(arz x(p)) i 5,

Osittaisderivaattojen lineaarikombinaatiot

V—Z‘V ax’

ovat siis tangenttivektoreita pisteessd p € U.

€ TPM.

, vieR

PROPOSITIO 2.14. Olkoon (U, x) moniston M kartta ja p € U. Tangenttivekto-
rit d/ox!| » muodostavat tangenttiavaruuden Ty M kannan, ja ndiin ollen mikd

tahansa derivaatio v € T,M voidaan esittid muodossa

0

v:Zv(xi)Wp

Todistus (Tu 2011, s. 13, 89). Todistetaan ensin, ettd joukko

(3l )
orl a

. yeees W
muodostaa avaruuden T,R” kannan. Lihteessd (Tu 2011, s. 6) on osoitettu, etti

avoimella pallolla
B(a,r)={beR"||b-a|<r}
madritelty C*-funktio f voidaan esittdd muodossa

fb)=f(a)+ 3 (r' (b) -a') gi (b)
siten, etta sileille funktioille g; patee

gi(@)= 2 a).

Olkoon nyt v € T,R", jolloin edellistd muotoa kiyttien saadaan

v(f)=v(f(a)+ Y (r'-a')g)
=v(f(a)+v(X(r'-a') g)
=2 v((r'-a')g)
=Y v (r -a')gi(a)+ Y (' (a)-a')v(gi)
=2 (v (")— (a')) gi(a) + 3 (a"-a') v (g)
= v(r ) <a>
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Koska v (r') € R, ndhdidn, ettd

" 0
T,R" = span ({ 51

J)
Tarkastellaan sitten nolladerivaatiota v = 0. Tilloin

v(f)= Zvi% (a) =0 jokaisella f € F(R").

0

ye ooy
a or"

Sijoittamalla f = r/ saadaan

V() = LvIE5 (@) = L ool = vl =0,

ja ndin ollen joukko { 9/dr?|,} on lineaarisesti riippumaton.
Olkoon (U, x) kartta pisteen p € M ympiristossid. Koska x: U - x (U) on

diffeomorfismi, derivaatta
Tep) (*7) Te(R" > TpM

on isomorfismi. Koska isomorfismi kuvaa kannan kannaksi ja

0 0
-— =T -1 _— ,
dx'lp () )(arl x(p))
joukko {8 Joxi| p} on avaruuden T, M kanta. O

KOROLLAARI 2.15. Proposition 2.14 seurauksena ndhdddn, ettd
1 dim M = dim T, M jokaisella p € M ja
2 jos M ja N ovat diffeomorfisia, niin dim M = dim N.

Todistus

1 Kantavektoreita on sama lukumaéra kuin koordinaattifunktioita.

2 Proposition 2.13 mukaan kuvauksen ¢: M — N diffeomorfisuudesta seuraa
tangenttiavaruuksien isomorfisuus, ja isomorfisuudella on vélttimattomana
ehtona dim Ty M = dim Ty, N. O

Avaruuden R” jokainen vektori v € R"” miirai pisteeseen a € R” tangenttivek-
torin D, € T,R" kaavalla

o fla+tv)-f(a)
D, (f) =lim . .

t—0

Koska f on siled, on olemassa lineaarikuvaus T:R"” — R, jolla T (v) = D, (f),
ja ndin ollen kuvaus v = D, on my®0s lineaarinen. Koordinaateissa esitettyna

kyseinen kuvaus on selvasti

, . 0
Zv’ei > Zv’ =il - (2.1)
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Koordinaattimuodon perusteella on selvid, ettd kyseessd on isomorfismi.

Etsitdan seuraavaksi koordinaattiesitys kuvauksen ¢: M — N derivaatalle. Ol-
koon (U, x) pisteen p € M sisiltiva kartta ja (V, y) pisteen ¢ (p) € N sisaltava

kartta. Nyt joukot
{a_ } N {a_ }
ox’lp 9 op)

ovat vektoriavaruuksien T, M ja Ty(,)N kantoja, ja néin ollen on olemassa

kertoimet A;, joilla

3
p¢( ) Al._i .
e "9 ()

Operoimalla molemmilla puolilla koordinaattifunktioon y* saadaan

0
k_ 2
))y - ox/l,

ZA

k
(#4) =22 (p),

missd ¢k = yk o ¢, ja

el

Niahdian siis, etti

Ak ogk

jaxf()_arf (ykopox).

x(p)

2.4 Euklidisen avaruuden alimonistot

Joukko M c R" on m-ulotteinen alimonisto, jos jokaisella joukon M pisteelld
on avoin ympiristé U c R", avoin joukko V c R" ja diffeomorfismi x: U — V,

jolla
x(UnM)= {ae V|a'=0 jokaisella i > m}
Ehto voidaan kirjoitaa myds muodossa
x(UnM)=Vn(R"x{0}),

joten x (U n M) on avoin avaruudessa R"”. Alimonistolle saadaan silein mo-
niston rakenne, kun atlas muodostetaan kartoista (U n M, x!, ..., x™). Silein

rakenteen indusoima topologia on télloin sama kuin M:n aliavaruustopologia.
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Tyvypillisesti alimonisto saadaan alkukuvana

M=f1({0})={aeR"|f(a) =0},

missd f:R" - R on siled kuvaus jan > k. Esimerkiksi tasossa liikkuvan jayk-

kavartisen heilurin konfiguraatioavaruus voidaan samaistaa yksikkdympyran
Slz{(x,y)eR2|x2+y2—1:O}

kanssa. Seuraava lause antaa riittdvan ehdon sille, ettd téllaiselle konfiguraatio-

avaruudelle saadaan silein moniston rakenne:

LAUSE 2.16. Olkoon f:R" — R¥ siled kuvaus ja M = f~1({0}) # @. Jos ku-
vauksen f derivaatta on tdysiasteinen, eli tk Ty, f = k, jokaisessa pisteessi p € M,

niin M on n — k -ulotteinen alimonisto.

Todistus. Merkitdin m = n — k, ja esitetddn R":n pisteet pareina (a, b), joissa
aecR"jabe R¥. Olkoon p € M. Valitaan muuttujien jérjestystd vaihtava
kuvaus h € Aut (R") siten, ettd kuvauksen f o h derivaatta pisteessd h=! (p)
voidaan esittdd muodossa

T(a,b)=Ti(a)+ T, (b), missiT,e Aut (Rk).

Niin voidaan tehd4 aina, kun p € M, silld oletuksen mukaan talloin rk T = k.

Maéritellddn kuvaus g: R” — R” sddnnolld

g(a,b)=(a,foh(ab)).

Olkoon J € R™" kuvauksen g Jacobin matriisi pisteessd h~! (p). Merkitdin
lisiksi kuvauksien T} ja T, matriisiesityksia A ¢ R¥™ ja B ¢ RF* jolloin

saadaan
det (J) = det o det(B) #0
e =de =de .
A B

Kainteiskuvauslauseen perusteella pisteelle h~! (p) voidaan valita avoin ympé-
ristd V c R” siten, ettd g|,,: V - g (V) on diffeomorfismi. Talloin x = g o h™!
on diffeomorfismi pisteen p € M avoimessa ymparistossa U = h (V). Lisdksi

selvisti

x(q)=(h"(q).f(9) = (q".-...4",0,...,0)

jokaisella g € U n M, ja ndin ollen x: U — x (U) on alimoniston mairitelméssi

esitetyn ehdon tayttiava diffeomorfismi. O
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3 Vektorikentit ja virtaukset

3.1 Tangenttikimppu
Liittdmalld moniston M tangenttiavaruudet yhteen saadaan tangenttikimppu

TM = U TPM.
peM

Unioni on pistevieras, silld T,M uTyM = @, kun p # q.
Olkoon (U, x) on moniston kartta ja p € U. Avoimen alimoniston U tan-

genttikimppu on
TU: U TPU: U TPM,
peU peU
silla T,M =T, U, kun p € U. Tangenttikimpun TU jasenille

; 0
Vp:ZV a_xl

p

saadaan kartan (U, x) indusoima kartta ¥: TU — x (U) x R” kaavalla

%(vp) = (x"(p),....x" (p),v...,v") e R*.

Niin ollen jokainen moniston M kartta (U, x ) mdaraa tangenttikimpulle kartan
(TU, x). Paillekkdisten karttojen (TU, X) ja (TV, ) vilinen transitiokuvaus
7oz LR* - R* on

(0. Tv'e) = (7). TV e,

Koska funktiot dy/dx/ ovat sileitd, my6s transitiokuvaukset ovat sileitd. Nain
ollen moniston M atlas maéraa tangenttikimpulle kanonisen atlaan. Lahteessé
(Tu 2011, s. 131-133) on osoitettu, ettd timai atlas antaa tangenttikimpulle siledn
moniston rakenteen.

Tangenttikimpun kanoninen projektio 7: TM — M maiiritelldan kaavalla
ﬂ(Vp) =p, kunv,eT,M.

Projektio on selvisti siled kuvaus tangenttikimpun siledn rakenteen suhteen.
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Siledn kuvauksen ¢: M — N derivaatoista T,¢: TyM — Tg(,)N voidaan koota
tangenttikuvaus T¢: TM — TN. Tangenttikuvaus toteuttaa yhtalon

moT¢=¢om,

eli toisin sanoen kuvan 3.1 kaavio kommutoi.

T¢
T™M —— TN
Vsl h V%)
M N

Kuva 3.1. Tangenttikuvaus.

Koordinaattiesityksen
LY 0

9 .
ro(xv 5| )T 5

perusteella nihdiin, ettd T¢ on siled kuvaus, silld funktiot d¢//dx’ ovat sileita.

Tangenttikuvauksien avulla ilmaistuna ketjusdannolle saadaan elegantti muoto

T(yo¢)=TyoT§.

Ketjusdannon perusteella ndhdéén, ettd jos ¢: M — N on diffeomorfismi, niin
myés T¢: TM — TN on diffeomorfismi ja (T¢) ' = T(¢71).

3.2 Vektorikentdt

Vektorikenttd monistolla M on kuvaus v: M — TM, jolle m o v = id . Vektori-
kenttd v madrai siis jokaiselle p € M tangenttivektorin v, € T, M.
Vektorikenttien joukolle saadaan reaalisen vektoriavaruuden rakenne, kun

laskutoimitukset miaéritellddn pisteittdin kaavoilla
(u+v),=up+vy ja (av),=avp, acR.
Liséksi funktion f: M — R avulla voidaan madritelld vektorikentta fv kaavalla
(), = £ (p) 7.

Kartan (U, x) alueella vektorikenttd d/dx’ midritelldén asettamalla

9
p axip-
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Koordinaattiympdriston U sisélld jokainen vektorikenttd voidaan kirjoittaa

muodossa
; 0 e i
v=>v o missdv (P):VP(x)'

Vektorikentdn v avulla voidaan maééritelld siledn funktion Lien derivaatta L, f

asettamalla

(Lof) (p) =vp (f)-
Algebran § (M) derivaatio on R-lineaarikuvaus D:§ (M) — § (M), joka to-

teuttaa Leibnizin siinnon

D(fg)=D(f)g+fD(g)-
Jos L, f on siled funktio jokaisella f € § (M), niin selvisti £, on derivaatio.

PROPOSITIO 3.1. Seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalentteja:
1 Vektorikenttd v: M — TM on siled kuvaus.

2 On olemassa atlas, jonka jokaisella kartalla (U, x) vektorikentdin
e
_ iY
v=>v o
komponenttifunktiot vi ovat sileitd.
3 Funktio L, f on siled jokaisella f € § (M).

Todistus (Tu 2011, s.150-151). Todistetaan ensin, ettd (1) = (2). Jos v on siled,
se on siled jokaisella kartalla. T4lloin mielivaltaisella kartalla (U, x) méaritelty
kuvaus % o v o x1: x (U) - R*" on siled. Kuvaus & o v o x~! on komponenteissa

esitettyna

(' (). x™ (P)) = (' (p) 5 X" (p) sV (p) 5.V (P))

joten jokaisen funktion v’ tiytyy olla siled koordinaattiympéristossd U.
Implikaatio suuntaan (2) = (1) saadaan seuraavasti: Jos funktiot v’ ovat
sileitd, niin kuvaus X o v o x~1 on siled. Jos tima pitee jokaisella kartalla, niin
kuvaus v: M — TM on siled.
Todistetaan sitten, ettd (2) = (3). Olkoot komponenttifunktiot v sileitd
kartalla (U, x). Mielivaltaisella siledlld funktiolla f € § (M) saadaan

i 9f
L,f = Z v el
Funktio df/dx’ on sile, silli

Af i dfox)

dx! ori
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on siled joukossa x (U). Nin ollen £, f on siled joukossa U. Koska atlaan kartat
peittidvit koko moniston, ndhddan, ettd L, f € § (M).

Osoitetaan vield implikaatio (3) = (2). Oletetaan, ettd £, f on siled jokaisella
f € §(M). Valitaan avoin joukko V, jonka sulkeuma kuuluu joukkoon U.
Valitsemalla sopiva testifunktio p kartan (U, x) koordinaattifunktiot voidaan
laajentaa koko monistolla méiritellyiksi sileiksi funktioiksi X' = px' siten, etté

%1|y, = x'|,,. Nyt oletuksen mukaan £,% on siled, ja

(L,27) (p) =vp (2) =vp (x) =v'(p), kunpeV.

Niin ollen v on siled joukossa V, ja koska V voidaan valita vapaasti, nihdaén,
etta vi e F(U). m

Sileyskriteereistd ndhdédan helposti, etté sileiden vektorikenttien lineaarikombi-
naatiot ovat my®s sileitd vektorikenttid. Sileiden vektorikenttien vektoriavaruut-
ta merkitddn X (M). Lisdksi havaitaan, ettd fv on siled jokaisella f € § (M) ja
v € X (M), ja nidin ollen X (M) on § (M )-moduli.

Proposition 3.1 perusteella ndhdédn, ettd jos v on sileéd vektorikenttd, niin
L, on algebran § (M) derivaatio. Toisaalta jokainen derivaatio D maara4 siledn

vektorikentan kaavalla

vp () =(Df)(p)-

Vektorikenttd v € X (M) voidaan siis samaistaa derivaation £, kanssa. Notaa-

tion keventamiseksi kdytetdan merkintdad v (f) = £, f.

3.3 Virtaukset

Vektorikentdn voidaan tulkita kuvaavan moniston pisteiden infinitesimaalista
siirtymad. Kuvaus, joka siirtdd moniston pisteitd vektorikentin suuntaisesti,

tunnetaan virtauksena.

MAARITELMA 3.2. Virtaus monistolla M on C*-kuvaus ¢:R x M — M, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

1 ¢ (t1+t,p) = ¢ (11, ¢ (t2, p)) jokaisella ty, t, € R ja p € M.

2 ¢ (0, p) = p jokaisella p € M.

Valitsemalla kiinted ¢ € R virtaus ¢ maéraa silean kuvauksen ¢! (p) = ¢ (¢, p)
monistolta M itselleen. T4lldin virtauksen ensimmainen ominaisuus voidaan
kirjoittaa muodossa ¢’ o ¢’z = phiti2,

Kuvaus ¢! on bijektiivinen jokaisella ¢ € R, silla

¢7to¢t:¢to¢7t:¢0:idM’
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ja ndin ollen (gbt)*1 = ¢!, Lisaksi virtauksen méaritelman mukaan seka ¢? etta
¢! ovat C*™, ja ndin ollen ¢! on diffeomorfismi. Tdten virtaus voidaan tulkita

ryhméhomomorfismiksi

(R,+) — Diff (M)
t > @l

Toisin sanoen, virtaus kuvaa reaaliluvun ¢t moniston diffeomorfismiksi ¢! si-
ten, ettd arvojoukko muodostaa diffeomorfismiryhman aliryhman. Téllainen

aliryhma
{¢"| t e R} c Diff (M)
tunnetaan nimelld yksiparametrinen diffeomorfismiryhmd.

Siled kdyrd monistolla M on C*-kuvaus ¢: I - M, missd [ ¢ R on avoin vili.

Kéyrilld c on tangenttikuvaus Tc: TI — TM, jota kdyttden voidaan méiritellddn

b
to

missd ty € I ja t on R:n kanoninen koordinaattifunktio. Nopeusvektorin arvo
funktiolla f € F (M) on siis

1) (1) = 5

kayran nopeusvektori

¢’ (to) :Tc(%

(feo).

Olkoon (U, x) moniston M Kartta, jolla ¢ (¢y) € U. Nopeusvektorille saadaan

koordinaattiesitys

d di 2
"(tg) =T —‘ =3 T (1) —
¢ (o) t"c(dt to) 2 () 5

missi ¢! = x? o c.

c(tg)

Olkoon v siled vektorikenttd monistolla M. Siled kdyra c: I — M on vektoriken-

tdn v integraalikdyrd, jos
¢ (t) =ve(y) jokaisellatel.

Integraalikdyran sanotaan alkavan pisteestii p € M, jos ¢ (0) = p. Integraalikdyra
on maksimaalinen, jos sitd ei voida laajentaa suuremmalle maarittelyjoukolle.
Jotta c olisi vektorikentdn v integraalikdyrd, sen tulee toteuttaa lokaalisti kartalla
(U, x) differentiaaliyhtalé6ryhma

dci

=yl ¢, 1€il,...,n},
T o { }

21



missd ¢! = x' o cjavi = v (x').

Olkoon D c R x M avoin joukko, jolla reaalilukujen osajoukko
D,={teR|(t,p)e D}

on nollan sisdltdva avoin vili jokaisella p € M. Lokaali virtaus on siled kuvaus
¢: D — M, joka toteuttaa virtauksen madritelman ehdon 2 jokaisella p € M, ja
ehdon 1 jokaisella p € M, 11 € Dy(y, ) ja tz € Dy, joilla f; + t; € D). Toisin sa-
noen, lokaali virtaus on kuin virtaus, mutta sen maérittelyjoukkoa on rajoitettu.
Tamén korostamiseksi virtausta kutsutaan myos globaaliksi virtaukseksi. Jos
D =R x M, lokaali virtaus on luonnollisesti my6s globaali virtaus.

Lokaali virtaus ¢: D — M madrai jokaiselle pisteelle p € M siledn kdyran

:D, — M, kun asetetaan
p=p

¢p (1) = ¢(t,p).

Lokaalin virtauksen nopeuskenttd on vektorikenttd v, joka madritelldan pisteit-

tain kaavalla

Nopeuskentti on siled, sillé se saa sileilld funktiolla f € § (M) arvon
@ 7
v = — o =37 °
(f) dt /=0 (f ¢P) ot (0,p) f ¢)

ja fo¢:D — R onsiled.

PROPOSITIO 3.3. Lokaali virtaus ¢: D — M ja sen nopeuskenttdi v toteuttavat

yhtdilon

¢p (1) = vy, (1)
jokaisella p € M ja t € Dy, eli kdyrit ¢, ovat vektorikentin v integraalikdyrid.
Todistus (Lee 2013, s. 210). Olkoon p € M, tg € D, ja g = ¢, (to), jolloin

$q(t1) = 9" (q) = ¢1o 9" (p) = ¢ (p) = ¢, (11 + to)

jokaisella t; € D,4. Niin ollen havaitaan, ettd

Vo, (o) () =vq (f) = 65 (0) (f)
d d
P (f° ‘/’q) T

" dt
Differentiaaliyhtidl6iden olemassaolo-, yksikdsitteisyys- ja siled riippuvuus al-

(fodp)=¢,(t)(f). o

‘t:o ‘t:to

kuarvoista -lauseiden avulla saadaan seuraava tulos:
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LAUSE 3.4. Olkoon v € X (M). On olemassa yksikdsitteinen lokaali virtaus

¢: D — M, jolla on seuraavat ominaisuudet:

1 Vektorikenttd v on ¢:n nopeuskenttd.

2 Jokainen kdyrd ¢,: Dp — M on vektorikentdn v maksimaalinen pisteestd p
alkava integraalikdyrd.

3 Jos to € Dy, niin Dyy ) = {t —ty|te Dp}.

Todistus. Katso (Lee 2013, s. 212—-214).

Jokaisella sileélld vektorikentilld on siis lokaali virtaus muttei valttdmattd globaa-
lia virtausta. Vektorikentdn, joka on jonkin globaalin virtauksen nopeuskentta,

sanotaan olevan tdydellinen.

3.4 Lien algebra

Sileiden vektorikenttien u, v € X (M) kompositiona saadaan kuvaus
LuLy:F (M)~ F(M).

Operaattori £, L, ei kuitenkaan toteuta Leibnizin sddntod, silla

L,Ly(fg)=Lu(gLuf +fLVE)
=g(LuLyf) + f(LuLyg)
+(Luf) (Lvg) + (Lof) (Lug)

eli £, L, ei ole derivaatio. Sen sijaan kommutaattorin £, L, — £, L, tapauksessa

kaksi viimeisté termié katoavat, joten tuloksena saadaan derivaatio.

MAARITELMA 3.5. Lien algebra on reaalinen vektoriavaruus, jolle on mdiritelty

Lien sulkeiksi kutsuttu binddrioperaatio

VxV-=V

(u,v) ~ [u,v].

Lien sulkeilla tulee olla seuraavat ominaisuudet:

1 Bilineaarisuus: jokaisella u,v,w € V ja a, b € R toteutuu
[au+bv,w]=alu,w]+b[v,w] ja [u,av+bw]=alu,v]+blu,w].

2 Antikommutatiivisuus: [u,v] = - [v, u] jokaisella u,v € V.

3 Jacobin identiteetti: jokaisella u,v,w € V toteutuu
[[u,v],w] +[[v,w],u] +[[w,u],v] =0.

Lien sulkeiden antikommutatiivisuudesta nahdaén helposti, ettd [v,v] = 0
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jokaisellav e V.

PROPOSITIO 3.6. Sileiden vektorikenttien avaruus X (M) on Lien algebra, kun

sulkeet mdiritellddn siten, ettd vektorikentdin [u,v] mddrddmd derivaatio on
Ly =Luly - LyLy.
Todistus. Identifikaatiota v () = L, f kéyttden voidaan kirjoittaa
[u,v] = uv —vu.

Kommutaattori on selvasti antikommutatiivinen. My®6s lineaarisuus ensimmai-

sen argumentin suhteen toteutuu, silld £, f = L, f + L, f ja ndin ollen

[au+bv,w] = (au+bv)w—-w (au + bv)
= auw + bvw — awu — bwv
=a(uw-wu)+b(vw—-wv)

=alu,w]+b[v,w].

Lineaarisuus toisen argumentin suhteen seuraa antikommutatiivisuudesta.

Jacobin identiteetin ensimmaiselle termille saadaan

[[u,v],w] = [uv,w] - [vu, w]

=UvYw — wuv —vuw + wvu.

Vastaavasti muutkin termit koostuvat alkioiden u, v ja w permutaatioista etumer-
kin vaihdellessa. Laskemalla kaikki 12 termid yhteen permutaatiot kumoutuvat

pareittain, ja Jacobin identiteetti toteutuu. O

Diffeomorfismin ¢: M — N avulla méiritelldan vektorikentidn v € X (M) push-
forward ¢.v € X (N) kaavalla

(¢:v)g=T¢ (Vsb‘l(q)) :
Diffeomorfismi ¢ maarai siis R-lineaarikuvauksen ¢.: X (M) - X (N).

LEMMA 3.7. Olkoon ¢: M — N diffeomorfismi. Vektorikentti v € X (N) on
kentin v € X (M) pushforward, jos ja vain jos

(Lof)o¢=Ly(fo9) (3.1)
jokaisella f € §(N).

Todistus. Valitaan mielivaltainen p € M ja f € § (N), ja oletetaan, ettd ¥ = ¢,.v.
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Talloin saadaan

Ly(fed)(p)=vp(fo9)
=T¢ (Vp) (f)
= (¢*V)¢(p) (f)
= (Lgurf) o9 (p)
=(Lif) o ¢ (p).

Toisaalta jos (3.1) pétee jokaisella f € § (N), niin jokaisella g € N saadaan
b (f) = vsr0q) (F29) = T (vamig) ) (F) = ($v), f>
jandin ollen ¥ = ¢.v. O

Osoittautuu, ettd diffeomorfismit sdilyttavit vektorikenttien Lien algebran ra-
kenteen.

PROPOSITIO 3.8. Olkoon ¢: M — N diffeomorfismi ja u,v € X (M). Talloin

¢« [usv] = [$eu, $uv].
Todistus (Tu 2011, s. 160). Merkitddn 4 = ¢.u ja v = ¢.v. Kun yhtilod (3.1)
sovelletaan muutamia kertoja perdkkdin, saadaan
[, v](fo¢)=Luly (fod) - LvLu(f o)
=Lu((Lof)od) =Ly ((Laf) o)
= (LaLyf)od—(LyLaf)o¢
=(Lalof = Lalsf)o ¢ =([47] ) ¢.

Lemman 3.7 perusteella nahdéin, ettd ¢, [u,v] = [d.u, p.v]. O
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4 Differentiaalimuodot

4.1 Tensorit ja multikovektorit

Vektoriavaruuden V kopioista muodostavaa k-kertaista karteesista tuloa mer-
kitdan VK = V x .- x V. Kuvaus f: VK — R on multilineaarinen, jos se on
lineaarinen jokaisen argumenttinsa suhteen. Tallaisia multilineaarikuvauksia

kutsutaan k-tensoreiksi, ja niiden muodostamaa vektoriavaruutta merkitdan

V-V,
N—— —
k kpl

Olkoon f asteen k tensori ja g asteen [ tensori. Tensorien f ja g tensoritulo on
k + I-tensori f ® g, joka madritellddn sdadnnolla
f®g(V1,...,Vk+l) :f(Vb---)Vk)g(VkHw--)Vk+l)> vieV.

Esimerkiksi kovektorien w, 77 € V* tensoritulona saadaan 2-tensori eli bilineaa-
rimuoto w ® n: VxV - R.

Asetetaan adrellisulotteiselle avaruudelle V kanta {ey,...,e,}, ja merki-
tadn sen duaalikantaa {€!, ..., €"}. Mielivaltaisen k-tensorin arvo vektoreilla

V1s...,Vk € V saa muodon

f(vl,.. . ,Vk) = ZVIII"'V;kf(EiI, ces ’eik)
=3 fipeigy v
= Zfil'“ikeil ® - ®€ik (Vl, e ,Vk) >

missé v; = ¢! (vj) ja fiyip = f (eip cees e,-k). Tamén perusteella on selvdd, ettd

jokainen k-tensori voidaan esittdd muodossa

f=Y fii €@ @€k

Lisdksi f = 0, jos ja vain jos fj..;, = 0, ja niin ollen tensorit €l ® - ® e’k

muodostavat k-tensorien vektoriavaruuden kannan.

Permutaatio joukolla I = {ij,...,i,} on bijektio 0: I - I, joka voidaan tulkita
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jarjestetyn n-monikon (iy, ..., i, ) uudelleenjirjestykseksi

(ity e oyin) > (0 (i1) s 0 (in)) -

Permutaatioita on kisitelty tarkemmin esimerkiksi ldhteessd (Tu 2011, 5. 20-24),
josta on loydettdvissd myds alla esitettyjen tulosten todistukset.

Permutaatio, joka vaihtaa kaksi alkiota keskenién ja sdilyttdd muut, on 2-
sykli. Keskeistd on, ettd jokainen permutaatio voidaan esittad 2-syklien yhdistel-
ménd. Permutaation merkki sgn (o) on +1, jos 2-syklihajotelmassa on parillinen
madrd syklejd, ja —1, jos 2-syklejd on pariton maird. Helposti havaitaan, ettd jos

0 ja T ovat saman joukon permutaatioita, niin

sgn(o1) =sgn(o)sgn (7).

Olkoon Sy joukon {1,..., k} kaikista permutaatioista koostuva ryhma. Permu-

taation o € Sy toiminta k-tensorilla f méaritellaan kaavalla

0 (f) 15 vi) = £ (Vo(ys -+ > Va(k)) -
Nyt voidaan madritelld, ettd k-tensori f on symmetrinen, jos
o(f)=f jokaisellao €S,
ja antisymmetrinen, jos
o(f)=sgn(o)f jokaisellao €Sy.

Niin ollen tensori on symmetrinen, jos sen arvo ei muutu, kun kaksi sen ar-
gumenttia vaihdetaan keskendin, ja antisymmetrinen, jos se vaihtaa merkkia

kyseisessd toimenpiteessi. Lisaksi jos k-tensori f on antisymmetrinen, niin
f(..,v,..,v,...) =0 jokaisellaveV.

Mielivaltainen k-tensori f voidaan pakottaa antisymmetriseksi operaattorilla

Al(f) = 3 sen (@) ().

. O‘ESk

Antisymmetrisid k-tensoreita kutsutaan k-kovektoreiksi tai yleisemmin mul-
tikovektoreiksi, ja niiden joukkoa merkitian A¥ (V*). Skalaarit maritellian
0-kovektoreiksi. Joukko A (V*) on suljettu skalaarikertolaskun ja tensorien
yhteenlaskun suhteen, joten k-kovektorit muodostavat k-tensorien aliavaruu-
den.

PROPOSITIO 4.1. Olkoon w € AKX (V*). Jos joukko {v1,...,vi} on lineaarisesti

riippuva, niin w (v1,...,vx) = 0.
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Todistus. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan olettaa, ettd vektori v; voidaan esittda

muodossa
k . .
v = Z alv;, a'elRR.
i=2
Télloin lineaarisuuden perusteella

k k
w(vl,...,vk)=w(2a’vi,...,vk) =Y a'w (Vi k).
i=2 i=2

Nyt antisymmetrisyydestd seuraa, ettd summan jokaisella termilld patee
a'w(Viy. .y Vis..s V) =0,
jandin ollen w (vy,...,vg) =0. O

Edellisen proposition perusteella havaitaan, ettd n-ulotteisella vektoriavaruu-
della jokainen asteen k > n multikovektori on nolla-arvoinen, silld dimension
madritelman mukaan jokainen vektorijoukko {vi, ..., v} on tdlloin lineaari-

sesti riippuva.

Multikovektorien w € A% (V*) ja n € Al (V*) ulkotulo mairitelliin kaavalla

k+1)!
a)/\n:%Alt(w@q).

Esimerkiksi kahden kovektorin w, # € V* ulkotulo on
AN (V) = @ () 7 (v) = @ (v) 7 (u),
jakoska w ® 17 (v,u) = n® w (u,v), saadaan
WAN=wO®N—1® w.

Skalaarin eli 0-kovektorin a € R tapauksella miaritellddn a A w = aw.
Eri asteisten multikovektorien avaruuksien suorana summana saadaan ul-

koalgebra
AV =A"(V)e®-a A" (V).

Seuraava propositio kisittelee ulkotulon algebrallisia ominaisuuksia. Viitteiden
todistukset ovat luonteeltaan teknisid ja koostuvat pddosin permutaatioiden

manipuloinnista, joten ne sivuutetaan.

PROPOSITIO 4.2. Ulkoalgeralla A (V*) on seuraavat ominaisuudet:

1 Ulkotulolla varustettuna A (V*) on assosiatiivinen algebra. Erityisesti

(wam)rnp=wn(nap)
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jokaisella w,n, u € A (V™).
2 Ulkotulo on antikommutatiivinen, eli se noudattaa laskusddntod

w/\n=(—1)kli1/\w,
kun w € Ak (V*) jane AL (V*).
3 Olkoon w' € Aki (V)), missdie{l,...,p}. Tdlloin

1

W' A AP = Alt(a)1®---®wp).

kil

Todistus. Katso (Tu 2011, s. 27-30).

Proposition 4.2 perusteella kovektorien w’ € V* tapauksessa saadaan

W' A A 0P (vl,...,vp)

=A1t(w1®-~-®wp) (vl,...,vp)

= EZS: sgn (o) w' ® - ® w? (va(l),...,v(,(p)) (4.1)
o€Sp

= > sgn(o) @ (va(l)) P (vg(p)) = det (K),
0€Sp

missa

ol (v)) w'(vy) - wl(vp)

K- wzgvl) wzgvz) wz(vp)

WP (1) wP(v2) - wP(vp)

Lihteessd (Tu 2011, s. 31) on osoitettu, ettd jos {e;} on avaruuden V kanta ja

{ej} sen duaalikanta, niin k-kovektorit
€A nek, 1<ij<-<ip<k

muodostavat vektoriavaruuden A¥ (V*) kannan. Multikovektorin w kompo-

nentit tissa kannassa saadaan kaavalla
a),-l...,-k =w (e,-l, ey e,-k) .

Aidosti kasvava multi-indeksi (i, . . . , i ) voidaan valita indeksijoukosta {1, ..., n}

kaikkiaan (Z) tavalla. Taman perusteella ndhdéén, ettd

n!

dim Ak (V*) = (Z) T

missd n = dim V. Erityisesti saadaan

dim A" 1 (V*)=dimV* ja dimA"(V*)=1.

30



PROPOSITIO 4.3. Olkoon {ey,...,e,} avaruuden V kanta ja w € A" (V*).

Talloin w (ey, . .., ey) = 0, jos ja vain jos w = 0.

Todistus. Korkeimman asteen multikovektorien avaruus on yksiulotteinen, joten
n-kovektorilla w on yksikasitteinen koordinaattiesitys w = a €' A --- A €”, missd

a=w(er...,e,). Ndin ollen a = 0, jos ja vain jos w = 0. O

4.2 Determinantti ja orientaatio

Multikovektorin w € A (V') pullback lineaarikuvauksella A € Hom (U, V) on

multikovektori A*w € Ak (U), jonka arvo vektoreilla u; € U on
A*w (up, ... ug) = w(Auy, ..., Auy).

Pullbackin maaritelmasti saadaan selvisti lineaarikuvaus A*: A% (V) — Ak (U).
Jos A€ Hom (U, V) ja B € Hom (V, W), niin pullback-kuvaukselle

(BA)": A% (W) » A¥(U)

saadaan kaava (BA)" = A*B*. Tapauksessa k = 1 kuvausta A* € Hom (V*, U*)

sanotaan duaalikuvaukseksi.

Koska dim A" (V') =1, jokaisella V:n endomorfismilla eli lineaarikuvauksella

A:V — V on olemassa yksikisitteinen determinantti det (A) € R, jolla patee
A*w=det(A) w
jokaisella w € A” (V). Identiteetistd (BA)" = A*B* seuraa, ettd
det (AB) = det (A) det (B).
Lisiksi on selvi, ettd det (idy ) = 1.

PROPOSITIO 4.4. Endomorfismi A € End (V') on isomorfismi, jos ja vain jos
det(A) # 0.

Todistus. Todistetaan vdite p <> q osoittamalla, ettd p = g jaettd -p = —q.

Oletetaan, ettd A on isomorfismi. Tallin
1=det(idy) = det (A_IA) = det (A_l) det(A),

ja ndin ollen det (A) # 0.
Valitaan w # 0 ja oletaan, ettd A ei ole isomorfismi. T4llin kanta {e;}

kuvautuu lineaarisesti riippuvaksi joukoksi { Ae; }. Proposition 4.1 perusteella

A*w (e, ...,en) = w(Aey,...,Ae,) = 0.
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Proposition 4.3 perusteella taas w (ey, . . ., e,) # 0, joten yhtdlosta
0=A"w(ep...,ey) =det(A)w(ep...,ey)

nihdiin, ettd det (A) = 0. O

Kun kuvauksen A komponentteja merkitdadn A; =€l (A (e j) ), saadaan

det(A)w(ep,....,en) = w(Aey,...,Aey,)
=w (ZA?e,-l, s ZAffe,-,,)
= ZA?---A’;fw (eil, e ein) .
Antisymmetrisyyttd kdyttden determinantille saadaan kaava
det(A) =) sgn (o) Af(l)---Af,(n).

Niin ollen kuvauksen A € End (V') determinantti on sama kuin sen matriisiesi-
tyksen (A’]) determinantti.

Vektoriavaruudelle voidaan asettaa orientaatio valitsemalla avaruudelle jarjestet-
ty kanta (e, ..., e, ). Olkoon A € End (V') isomorfismi, joka kuvaa jirjestetyn

kannan (e, ..., e, ) jirjestetyksi kannaksi

(fis--s fu) = (Aey, ..., Aey) .

Kannat (e;) ja ( f]) kuuluvat samaan orientaation, jos det (A) > 0. Determi-
nantin avulla vektoriavaruuden endomorfismit voidaan siis jakaa kolmeen
luokkaan. Méiritelldén, ettd kuvaus A € End (V) on

- orientaation sdilyttdvd, jos det (A) > 0,

- orientaation vaihtava, jos det (A) < 0, ja

- singulaarinen, jos det (A) = 0.
Samaan orientaatioon kuuluminen on ekvivalenssirelaatio jarjestettyjen kan-
tojen joukossa, ja itse orientaatio vastaa ekvivalenssiluokan valintaa kahdesta
vaihtoehdosta. Orientaatio voidaan esittdd valitsemalla n-kovektori y # 0. Tdl-

16in (ey, ..., e,) on valitun orientaation mukainen jirjestetty kanta, jos

p(er,....,en) >0.

Determinantin madritelman perusteella saadaan

p(fir-oosfu) =u(Ae,..., Aey)
=A%u(ep,....,ey) =det(A) u(en....en),

joten n-kovektoriesitys on yhteensopiva orientaation maaritelman kanssa.
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4.3 Differentiaalimuodot

Differentiaalimuodot ovat objekteja, joilla fysikaaliset suureet kuten voimakent-
td tai virtauksen vuon tiheys voidaan mallintaa koordinaatistosta riippumatto-
malla tavalla. Matemaattisesti differentiaalimuodot esitetadn kuvauksina, jotka
madrdavit moniston jokaiselle pisteelle multikovektorin, joka operoi tangentti-
vektoreihin.

Mairitellddn k-ulkokimppu

k (o _ k (m*
AR(T*M) = (J AR (TpM), k>,
peM
misséd Ty M = Hom (TyM, ]R) on kotangenttiavaruus. Erityistapauksena k =1
saadaan kotangenttikimppu
"M = |J T)M.
peM

Lisiiksi mairitelldan, ettd A® (T*M) on viivakimppu M x R.

Siledn funktion f € § (M) differentiaali pisteessii p € M on kotangenttivek-
tori df, € T; M, joka médritellddn kaavalla

dfp (vp) =v, (f), missiv,eT,M.

Derivaatan T, f € Hom (TpM , Tf(P)R) ja differentiaalin df, € Hom (TPM , R)
vilille saadaan yhteys

0

=df,(vp) =—

PN AT

Jos (U, x) on kartta pisteen p € M ympiristossd, niin

i a
dxp(w

eli differentiaalit dx;, ¢ T; M muodostavat duaalikannan tangenttiavaruuden

Tpf (vp) = vp (f) %‘ ’f(p)-

ox’ ;
p) = 5 (p) = &%

koordinaattikannalle. Niin ollen k-kovektorit

dx;}/\-u/\dx;,k, 1<ij<-—<ig<n

muodostavat avaruuden Ak (T;M ) kannan. Kartta (U, x) indusoi siis seki
kartan ettd topologian ulkokimpulle A¥ (T*U). Tangenttikimpun tapauksen
kaltaisella konstruktiolla my®s ulkokimpusta A¥ (T*M) saadaan silei monisto.
Jos ¢: M — N on diffeomorfismi, saadaan yksittdisten derivaattojen T,¢
pullback-kuvauksista koottua kotangenttikuvaus T* ¢: T*N — T*M kaavalla

T*¢ (wq) = <T¢_1(q)¢)* (wq), missd wg € THN.
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Kun merkitéin p = ¢! (q), kuvaukset T¢ ja T* ¢ toteuttavat yhtdlon

T () (v5) = g (T (1)) (42

jokaisella wq € TyN jav, € T,M. Kotangenttikuvaus on méaritelty siten, ettd

kuvan 4.1 kaavio kommutoi.

T*¢
T*M «—— T*N
Vsl V%)
M p= N

Kuva 4.1. Kotangenttikuvaus.

Merkitédin taas p = ¢! (¢). Kotangenttikuvaukselle saadaan monistojen M ja

N Kkartoilla (U, x) ja (V, y) koordinaattiesitys
LZ)

Tamin perusteella havaitaan, ettd T* ¢ on siled kuvaus. Lisdksi pullback-kuvausten

0

a9/ o
T* — —_ . l’ . L= ‘
¢ (wg) =2 oxi (p) wjdx,, missd w; wq(_ayf

ominaisuuksien perusteella saadaan kontravariantti ketjusaanto
T (goy)=TyoT"¢,

josta ndhdain, ettd (T*(/))_1 = T*(¢7!). Ndin ollen kotangenttikuvaus on siis

diffeomorfismi.

MAARITELMA 4.5. Asteen k > 1 differentiaalimuoto, eli k-muoto, on kuvaus
w:M — Ak (T*M), jolla m o w = idy. Asteen k = 0 differentiaalimuoto on
funktio f:M — R.

Differentiaalimuoto on siis kuvaus w: M — Ak (T*M), joka mairaa jokaiselle
pisteelle p € M antisymmetrisen k-tensorin w, € A* (T;M ) Differentiaali-
muotojen yhteenlasku sekd skalaareilla ja funktioilla kertominen méaritellddn
tuttuun tapaan pisteittdin. Esimerkiksi funktiolla f € § (M) kertominen maéri-
tellddn (fw), = f (p) wp.

Multikovektorit operoivat vektoreihin tuottaen skalaarin, ja vastaavasti dif-

ferentiaalimuoto w operoi vektorikenttiin vy, . .., v € X (M) tuottaen funktion

oWV, )M >R,
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joka madritellddn sadnnolla

© (1) (p) = 0p (1) -5 (7)) -

Multikovektorien multilineaarisuudesta seuraa, etti differentiaalimuodot ovat

§ (M)-lineaarisia jokaisen argumentin suhteen, eli

(.o, fu+rgv,..)=fo(...;u,...)+gw(...,v,...),

kun f, g € §(M). Multikovektorien algebralliset operaatiot, kuten ulkotulo,
laajennetaan differentiaalimuodoille pisteittdin. Esimerkiksi differentiaalimuo-

tojen w ja ¥ ulkotulo méaraytyy siis sadnnolla
(WAY),=wp AYp.
Siledn funktion differentiaali d f on 1-muoto, joka mairitelldan
M—->T'M
p=dfy.
Otetaan kiytt6on multi-indeksinotaatio, jossa I = (iy, ..., i) ja
wrdf! = wil.‘.ikdfil A ndfik.
Mairitellddn lisdksi aidosti kasvavien multi-indeksien joukko
T =i i) [1< i1 < <ip <m}.
Kartan (U, x) alueella jokainen k-muoto voidaan kirjoittaa muodossa

W= Z wrdx?,
Iejk”

missda komponenttifunktiot w; saadaan kaavalla

~ 0 0
w,-l...ik =w %,,ﬁ .
Funktion differentiaalin komponenttifunktiot ovat
0 of
d - |- -
f ( ox! ) ox!
Niin saadaan klassisen analyysin kokonaisdifferentiaalia muistuttava tulos
of ,
df = Z ﬁdx’.
Differentiaalimuotojen sileydelle saadaan seuraavat kriteerit:

PROPOSITIO 4.6. Seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalentteja:

1 Differentiaalimuoto w: M — A (T*M) on siled kuvaus.
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2 Funktio w (vy,...,vk): M — R on siled jokaisella v; € X (M).
3 On olemassa atlas, jonka jokaisella kartalla (U, x) differentiaalimuodon

w = Z wrdx!.
IEJI?

komponenttifunktiot wy;: M — R ovat sileitd.

Todistus. Katso (Tu 2011, s. 194-195).

Sileiden k-muotojen vektoriavaruutta merkitian Q (M). Erityistapauksessa
k = 0 miiritelldin Q° (M) = §(M). Koska differentiaalimuodon kertomi-
nen funktiolla siilyttia sileyden, joukko QF (M) on myds § (M )-moduli. Vek-
toriavaruuksien Q% (M) suorana summana saadaan differentiaalimuotojen

ulkoalgebra
QM)=Q°(M)e-aQ" (M),

jolla on ulkotulolla varustettuna assosiatiivisen algebran rakenne.

4.4 Ulkoderivaatta ja Lien derivaatta

Differentiaalimuodoilla on luonnollinen differentiaalioperaattori, ulkoderivaat-
ta, joka on vektorianalyysin gradientin, roottorin ja divergenssin yleistys. Lisak-
si differentiaalimuotoja voidaan derivoida vektorikentén virtauksen suhteen.
Tama operaatio tunnetaan Lien derivaattana.

Kuvaus A: Q (M) — Q (M) on antiderivaatio, jos se on R-lineaarinen ja
Alwnn)=A(0) A+ (1) wrA(n)

jokaisella w € QK (M) jan € Q! (M). Antiderivaatio A on astetta p, jos se kuvaa

k-muodot k + p -muodoiksi.

PROPOSITIO 4.7. Jokaisella siledllid monistolla M on olemassa yksikdsitteinen
kuvaus d: Q (M) - Q (M), jolla on seuraavat ominaisuudet:

1 d on asteen +1 antiderivaatio.

2 d2=0,elid(dw) = 0 jokaisella w € Qk (M).

3 Jos f € QY (M), niindf (v) = v (f) jokaisellav € X (M).

Todistus. Katso (Tu 2011, s. 212-214).

Edellisessd propositiossa esiteltyd kuvausta d: Q (M) — Q (M) kutsutaan ulko-

derivaataksi. Ominaisuuksien 1-3 perusteella k-muodon w = ¥ w;dx! ulkode-
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rivaatalle saadaan koordinaattiesitys
0
dw = Z (da)l Adx! + wld(dxl)) Z Z wldxl A dxl.
Iegy! Iegy
Esimerkiksi 3-ulotteisella monistolla mairitellyn 2-muodon

w=fdyrndz+gdzAadx + hdx Ady

ulkoderivaatta on

dw = (% g—‘§+%)dx/\dy/\dz.

Differentiaalimuoto w € QX (M) on suljettu, jos dw = 0, ja eksakti, jos on ole-
massa £ € QK1 (M), jolla w = d¢. Eksaktit muodot muodostavat siis ulkoderi-
vaatan kuva-avaruuden, suljetut muodot taas nolla-avaruuden. Ulkoderivaatan
ominaisuudesta d> = 0 seuraa, ettd jokainen eksakti muoto on suljettu. Sen
sijaan suljetut muodot eivit vilttimaitté ole eksakteja.

Algebrallisessa topologiassa suljettujen ja eksaktien muotojen aliavaruuk-
sien kokoeroa mitataan de Rhamin kohomologiaryhmilli. Olkoon d asteen k

differentiaalimuodoille rajoitettu ulkoderivointioperaattori, jolloin
m (dg_;) c ker (dg).

De Rhamin kohomologiaryhmat madritelldan tekijavektoriavaruuksiksi

ker(dk)

Han (M) = ey

Erityisesti tilannetta, jossa ker (d;) = im (dy_;), merkitdin HﬁR (M) = {0}.
Vektoriavaruudet H(];R (M) sisdltavit informaatiota moniston topologiasta. Ai-

hetta on kisitelty syvillisemmin muun muassa lahteessd (Tu 2011, s. 273-316).

Differentiaalimuodon w € Qk (M) kontraktio vektorikentilld u € X (M) on

kuvaus 1,: Q% (M) - Q-1 (M), joka midritellddn siannolla

@ (Vi, ..., Vio1) = @ (4, vy, .., v_q)  jokaisella v; € X (M).
Erityistapauksena méaritellaén, ettd v, f = 0 jokaisella f € § (M).
PROPOSITIO 4.8. Kontraktio on asteen —1 antiderivaatio.
Todistus. Katso (Tu 2011, s. 227-228).

Olkoon ¢: M — N siled kuvaus. Differentiaalimuodon w € QF (N) pullback
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¢* w madritelladn pisteittdin kaavalla

(¢70), = (Tp$) " (wg(p))- (43)
Funktion f € § (N) pullback méiritellddn kaavalla ¢* f = f o ¢.

PROPOSITIO 4.9. Olkoon ¢: M — N siled kuvaus. Kaava (4.3) mddrdd R-
lineaarikuvauksen ¢*: Q% (N) — QK (M), joka on distributiivinen ulkotulon
suhteen ja kommutoi ulkoderivaatan kanssa. Toisin sanoen, kuvaus ¢* toteuttaa
laskusddannot

¢*(wnn)=(¢"w) A (¢*n) ja ¢ (do)=d(¢"w)
jokaisella w, 1 € Q (N).
Todistus (Tu 2011, s. 196, 214-216). Kuvaus ¢* on selvisti lineaarinen, mutta

k-muodon ¢*w sileyden osoittamiseksi tarvitaan proposition muita viitteita.
Olkoon A € Hom (U, V). Avaruuden V tensorille f saadaan

A (ALL(F)) (s s ) :A*(% > sgn(a)a(f))(vl,...,vk)

UESk

L Tl

OESk

1 *
:E sgn(G)A f(vg(l),...,vg(k))
* OESk

= Alt (A ) (V1s. . > vE)

jandin ollen A* (Alt(f)) = Alt (A*f). Vastaavasti ndhdédn, ettd

AT (feg)=(A"f)®(A"g).

Koska ulkotulo on maéiritelty tensoritulon antisymmetrisaationa, pullback-
kuvaus (Tp(/))* on distributiivinen myos ulkotulon suhteen jokaisella p € M.
Niin ollen myds ¢* on distributiivinen ulkotulon suhteen.

Tarkastellaan sitten kommutointia ulkoderivaatan kanssa. Mielivaltaisen
funktion f € § (M) ja tangenttivektorin v, tapauksessa saadaan

(¢* (d£)), (vp) = dfyp) (T (v5))
=Ty (vp) (f)
= (Vp) (fod)
= (Vp) (¢"f)
= d(ﬁb*f)p (Vp) :
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Niin ollen ¢* (df) = d(¢* f) jokaisella f € F (M). Nyt kartan (U, x) alueella
saadaan

¢ w = ¢*( > wIde)

Iejk"

= 2 (¢7w) 9" (dx')

Iej];1

= > (¢*wr)d¢’,

Iejk”
missi ¢! = ¢*x ja d¢! = dp’t A -+ A dp'k. Niin ollen

d(¢*w) = Y d((¢*wr)d¢’)

Iejk”

= . d(¢*wp) Adg!

IEJI?

= > ¢* (dwy) A ¢* (dx') = ¢* (dw).
Iej]f
Lopulta differentiaalimuodon ¢* w sileys osoitetaan laskemalla sen koordinaat-
tiesitys. Olkoon (V, y) moniston N kartta, jolla w = ¥ w;dy’, ja olkoon (U, x)
alkukuvan ¢! (V) kattava kartta monistolla M. Tillgin edelld todistettuja omi-

naisuuksia ja kaavaa (4.1) kdyttden saadaan

¢ w= 3 (¢ wr)¢" (dy')

Iejk"
= > (¢*wy)dg’
Iejk”
I
= > (wro¢)det (8_(;5]) dx/,
Ljeg! ox
missi ¢ = ¢*y' ja
a¢h a¢ﬁ
(a¢1) oxJ1 oxJk
Ervl el 3
ox ik ik
oxJ1 axjk

Funktio det (a¢f [ox’ ) on osittaisderivaatoista koostuva polynomifunktio ja
ndin ollen siled. Koordinaattiesityksen perusteella ¢*w on siled mielivaltaisesti

valitun joukon alkukuvassa ¢~ (V), joten se on siled koko monistolla M. O

Olkoon v € X (M) vektorikentt, jolla on lokaali virtaus ¢. Differentiaalimuo-
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don w € Qk (M) Lien derivaatta suuntaan v pisteessi p € M on

(¢t*w)P.

Pullbackin koordinaattiesitystd kdyttden Lien derivaatalle saadaan kaava
(Lyw),= > 9 w | dx?
o dtlop )7

I ejk”
missé siledt funktiot (¢, p) = w! (p) maariytyvit kaavalla

0
0r= 2. (w1°¢t)det(af—,ﬁ1) )

Jeg)!

. (Sbt*w)p_wp d
e

t=0

Funktioiden eli 0-muotojen tapauksessa madritelméa on yhteensopiva aiemmin

madritellyn operaattorin £, kanssa, silld jokaisella f € § (M) saadaan

()= 5| @)
d
= ar t:0f°¢p:Vp(f)-

Esitetddn seuraavaksi muutamia Lien derivaattaan ja ulkoderivaattaan liittyvia

tuloksia.

LEMMA 4.10. Olkoon w! differentiaalimuoto, jolla on koordinaattiesitys
w'= > widx,
Iejk”

missd komponenttifunktiot riippuvat siledsti parametristd t. Derivointi paramet-

rin suhteen kommutoi ulkoderivoinnin kanssa, eli

Todistus. Katso (Tu 2011, s. 222-223).

Olkoon w! ja %' kuten edellisessd lemmassa. Koordinaattiesityksen perusteella
on helppo nihdi, ettéd derivointi parametrin ¢ suhteen toteuttaa myos Leibnizin
saannon

d (v (d t) t, ot (d t)
—(o'Ag )=l =" A + ' A —=1"].
ar () = (g de'!

PROPOSITIO 4.11. Lien derivaatta on derivaatio, eli se toteuttaa sddnnon

Ly(wnn)=(Lyw)An+wn(Lyy).
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Lisdksi Lien derivaatta kommutoi ulkoderivaatan kanssa, eli
d(Lyw) = L, (dw).

Todistus (Tu 2011, s. 229-230). Jokaisella p € M saadaan

(Ly (wnAn)), = %‘ (6" (wnm),

=0
d t* t*
- Gl @), A (),

d . d
:(E t:0(¢t w)p)/\ﬂp+w1’/\(a

= (Lyw), Aip + wp A(Ly1),,.

(¢t*}1)p)

t=0

Lemman 4.10 perusteella ndhdédn, ettd

(£, (da)), = -

d
dtli=o

d
‘d(a

(¢ (dw)),
d(gbt*w)p

¢t*w)P ~d(L0), .

t=0

t=0

Seuraavaksi ndytetddn, ettd Lien derivaatta voidaan ilmaista ulkoderivaatan ja
kontraktion avulla. Tulos osoittautuu ddrimmdisen hyodylliseksi hamiltonilais-
ten systeemien tarkastelussa.

PROPOSITIO 4.12. Lien derivaatta voidaan laskea Cartanin kaavalla
Lyw=1,(dw) +d(y,w).
Todistus (Tu 2011, s. 230). Olkoon w € QK (M) ja 1 € Q! (M). Tillvin saadaan

wd(wArn)=ydoAry+wAaydy
+ (—l)k+1 dw A yn+ (—l)k ww Ady,

ja vastaavasti operaattorille di, saadaan

dy(wan)=dywrn+wadyy
+ (—1)k71 wwAdny+ (—l)k dw A L.

Laskemalla edelliset yhteen saadaan
(wd+dy)(wrn)=((wd+dy)w)Anp+wA((Ld+dy) 7).
Operaattori D = 1,d + di, on siis derivaatio. Lisaksi

D (dn) = ,(d(dn)) +d(w(dn)) = d(1,(dn))
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= d(w(dn)) +d(d(wn)) = d(D (1)),
eli D kommutoi ulkoderivaatan kanssa. Jos operaattorille D pitee
Ly,w=D(w) ja Lyy=D(n),
niin sille piatee myos
Ly(wan)=D(wnn) ja Ly(dq)=D(dny).

Niin ollen Cartanin kaavan todistamiseksi riittd osoittaa, ettd £, f = D (f)
jokaisella f € & (M). Haluttu tulos saadaan laskemalla

D(f) = w(df) +d(uf) = w(df) =df (v) =v(f) = Lo f. O

LEMMA 4.13. Vektorikentdn v € X (M) lokaali virtaus ¢: D — M toteuttaa
jokaisella (to, p) € D yhtdilon

d £x to*
il (#70), = (67 (L),

Todistus (Lee 2013, s. 324). Valitsemalla uusi parametrisointi s = f — #( jokaisessa
pisteessd p € M pitee

d
(¢t*w)p _

dt

(Tp') (“’qﬁf(p))
&l (Tp¢s+t°) ( ¢S“0(p))
d
=5 N O(T to(p)¢ OTP¢ ) ( (¢tO(P)))

= (Tp 0) (T o ?) (@p(s0))
= (Tp") ( “’)¢f0(p) = (90" (Ly “’)) =

Differentiaalimuoto w € Q% (M) on invariantti kuvauksen ¢ € Diff (M) suhteen,

t=ty t=ty

|CL Q..|Q-
~

*

jos ¢*w = w. Seuraavaksi osoitetaan, ettd invarianssi virtauksen suhteen on

sama asia kuin Lien derivaatan hividminen virtauksen nopeuskentin suuntaan.

PROPOSITIO 4.14. Olkoon ¢:R x M — M virtaus jav € X (M) sen nopeus-

kenttd. Lien derivaatta L,w hdvidd, jos ja vain jos $** w = w jokaisella t € R.

Todistus. Jos L,w = 0, niin edellisen lemman mukaan

d
dt =

t* —
((p w)p =0,
0
eli ¢* w ei riipu parametrista ¢. Ndin ollen jokaisella t € R pitee

0" w=¢"w = w.
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Kédnteisesti jos ¢'*w = w jokaisella ¢, niin £,w = 0 suoraan Lien derivaatan

mairitelman mukaan. |

4.5 Integrointi ketjuilla

Késitelladn seuraavaksi lyhyesti differentiaalimuotojen integrointia. Tavoitteena

on maddritelld k-muodon integraali parametrisoimalla integrointialue joukon
k k
[0,1]F = {(al,...,ak) eR¥|0<a g1}

avulla ja kdyttdmalla tavallista Riemannin integraalia.

Singulaarinen k-solu on siled kuvaus o: [0, l]k — M. Suljetulla joukolla S
kuvauksen sileys méaritellddn vaatimalla, ettd on olemassa avoin joukko U 2 §
ja siled kuvaus 6: U - M, jolla 6 (p) = o (p) jokaisella p € S. Singulaarisista

k-soluista muodostetut formaalit lineaarikombinaatiot

c=aloy+ a0, + -+ afo,, a'eR

ovat singulaarisia k-ketjuja.
Olkoon U c R¥ avoin alimonisto. Jokainen k-muoto w € Qk (U) voidaan
esittdd R¥:n koordinaattifunktioista muodostetun k-muodon dr! A --- A drk ja

siledn funktion f € § (U) avulla muodossa
w=fdr' A ndrk,
Mairitellddn, ettd k-muodon w integraali joukon A c U yli on

fA = fA Fdrtdr, (4.4)

missd oikea puoli merkitsee funktion f Riemannin integraalia joukon A yli.
Olkoon nyt w € Qk (M) ja 00, l]k — M singulaarinen k-solu. Tillin w:n

pullback o*w on [0, l]k:lla madritelty k-muoto. Integraali k-solun ¢ yli médari-

fgw:[mka o,

missd oikean puolen integraali lasketaan kaavalla (4.4). Tadma laajennetaan

telladn kaavalla

lineaarisesti k-ketjuille siten, ettd integraali ketjun ¢ = " a’o; yli on

fcwzz:a"/aiw:Zai/[O’l]koi*w.

Osoitetaan, ettd differentiaalimuodon integraali ei riipu integrointialueen para-
metrisoinnin valinnasta, jos parametrisointien valilld on orientaation sdilyttava

kuvaus. Koska integraali singulaarisen k-ketjun yli riippuu lineaarisesti inte-

43



graaleista ketjun solujen yli, riittas, ettd tulos osoitetaan yhden singulaarisen
k-solun tapauksessa.

PROPOSITIO 4.15. Olkoon ¢: [O,I]k - [0, l]k siled bijektio, jolla det (T,¢) > 0

[0 /()0
¢

jokaisella singulaarisella k-solulla o0, l]k — M ja k-muodolla w € QF (M).
Todistus (Spivak 2005, s. 247). Merkitdan
o*w=fdr' A adrk,
ja madritelldan funktio det (T¢): [0, l]k — R siten, ettd
det (T¢) (a) = det (T,¢) jokaisella a € [0,1].
Lahteessd (Pugh 2002, s. 306) on osoitettu, ettd Riemannin integraalille pétee

“= ° odrk
jﬁ;([o»l]k)fdrlmdr _f[o,l]k (f o ¢)|det (Tg)[dr'---dr".

Koska det (T¢) = |det (T¢)|, titd muuttujienvaihtokaavaa ja pullbackin koordi-

naattiesitystd kdyttden saadaan

I X ][0,1],{ (60¢) w= [[O’l]kw(o*w)

) /[0,1]k ¢ (fdr1 A A drk)
) f[O,l]k (f ° (/5) det (T(P) drl A s A drk
) f[o,l]k (fo¢)|det (Te)] drl.--drk

='/(p([o’l]k)fdrlmdrk=/{0,l]k 0*w=_/;w. O

Tilavuusmuoto n-ulotteisella monistolla M on kaikkialla nollasta eroava n-

muoto y € Q" (M). Singulaarisen n-solun ¢:[0,1]" - M tilavuus on

Vol(a):fay.

Tilavuusmuoto maarai jokaiselle tangenttiavaruudelle T, M orientaation u,,
joten u:n valinta asettaa orientaation koko monistolle. Jos tilavuusmuoto on
olemassa, monisto on orientoituva. Yhtendiselld orientoituvalla monistolla on

tasan kaksi mahdollista orientaatiota, y ja —u.
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5 Symplektinen geometria

5.1 Symplektiset vektoriavaruudet

Olkoon V iirellisulotteinen reaalinen vektoriavaruus. Jokainen bilineaarimuoto

a € V* ® V* miirii lineaarikuvauksen a’: V — V*, kun vaaditaan, etti
a’ (u) (v) = a(u,v) jokaisellau,ve V.

Komponenttimuodosta a (4, v) = 3 a;ju'v/ ndhdéén, ettd kuvauksen a” kom-

ponenttiesitys on

Z uiei i Z aijuiej,

missé {e;} on avaruuden V kanta ja {ef } sitd vastaava duaalikanta. Bilineaari-

b

muoto a on ei-singulaarinen, jos a’ on isomorfismi. Talloin kdanteiskuvausta

merkitdan al = (a*) .

PROPOSITIO 5.1. Bilineaarimuoto a € V* ® V* on ei-singulaarinen, jos ja vain

jos jokaisella u # 0 on olemassa v € V, jolla a (u,v) # 0.

Todistus. Oletetaan, etté a on ei-singulaarinen ja u # 0, jolloin a” on isomorfismi

ja a’ (u) # 0. Nyt nihdéin, ettd on olemassa v, jolla
a(u,v)=a"(u) (v) %0,

silla muutoin a’ (u) = 0.
Oletetaan sitten, ettd jokaisella u # 0 on v € V, jolla a (u,v) # 0. Télloin
a’ (u) = 0 ainoastaan, jos u = 0, joten ker (a’) = {0}. Koska dim V = dim V*,

kuvaus a’ on isomorfismi. O

MAARITELMA 5.2. Vektoriavaruuden V symplektinen tensori on ei-singulaarinen
2-kovektori w € A* (V*). Symplektiselli tensorilla varustettu vektoriavaruus on

symplektinen vektoriavaruus.

Symplektisilld vektoriavaruuksilla on joitain samoja ominaisuuksia kuin sisitu-
loavaruuksilla. Esimerkiksi ortogonaalikomplementin symplektiselle vastineelle

saadaan seuraava tulos:
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PROPOSITIO 5.3. Olkoon (V, w) symplektinen vektoriavaruus ja S c V aliava-

ruus. Talloin aliavaruudelle
St={ueV|w(u,v)=0jokaisellaveS}.
pdtee kaava dim V = dim § + dim S+.

Todistus (Halmos 1987, s. 26). Aliavaruuden S c V annihilaattori on V:n du-
aaliavaruuden aliavaruus S° c V*, joka koostuu niistd kovektoreista 7, jotka
toteuttavat yhtalon # (v) = 0 jokaisella v € S. Tarkastellaan kuvausta ¢ = w’|1,

jolle saadaan

¢(u)(v)=w(u,v)=0

jokaisella u € St jav € S. Ndin ollen im (¢) c S°. Toisaalta koska w’: V. — V*
on isomorfismi, jokaisella 7 € S° on olemassa u € V, jolla ¢ (u) = #. Ndin ollen
¢71(n) € St jokaisella 5 € S9, joten havaitaan, ettd ¢: S* — S° on isomorfismi.

Proposition todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd diim §% = dim V - dim S. Ol-

koon {ey, ..., e, } avaruuden V kanta, jonka m ensimmadistd vektoria ey, .. ., e,
muodostavat aliavaruuden S kannan. Olkoon lisiksi {€!,...,e"} c V* edellisen
duaalikanta. Nyt jokaisellav € Sjaie {m+1,...,n} saadaan

e (v) =Y vl () = Zvj(?; =0.
j=1 j=1

Niin ollen n — m -ulotteinen aliavaruus W = span ({e™*1,...,€"}) on annihi-
laattorin S° osajoukko. Olkoon nyt # € S°. Tilloin silld on koordinaattiesitys
n = Y ni€', missd n; = n(e;). Toisaalta koska ey, ..., e, € S, nihdéddn, ettd
7; = 0 jokaisella i < m. Niin ollen 77 € W, joten W = SO. Tistd nihdéan, ettd

dim$* =dimS® =n - m =dim V - dim S. O

Olkoon 2n-ulotteisella vektoriavaruudella V kanta {ay, ..., a,, by,..., b, } ja
avaruudella V* duaalikanta {a!,...,a", B1,..., f"}. Miiritellddn 2-kovektori
w= Z(xiA/)’i. (5.1)

Kantavektoreilla saadaan

j
ok 0
g ) gt
k 0 5? Y

Vastaavasti saadaan w (ai, aj) =w (bi, bj) = 0.Olkoon u = Y uba; + ¥ uébj
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vektori, jolla w (u,v) = 0 jokaisella v € V. Télloin erityisesti
w(u,b;)=ul=0 ja w(u,aj) =—u£ =0,

ja nidin ollen u = 0. Proposition 5.1 perusteella w on symplektinen tensori.
Kantaa, jossa symplektiselld muodolla on kaavan (5.1) mukainen esitys,
kutsutaan Darboux’n kannaksi. Multikovektorien algebrallisia ominaisuuksia

kayttden 2n-kovektorille w” = w A --- A w saadaan Darboux’n kannassa esitys
"= QA BIA A A BT
1
=nl(a' AB A A A" AB).

Talloin vektoriavaruudella on siis kanoninen orientaatio, jonka madraa multi-
kovektori w™ # 0.

PROPOSITIO 5.4. Symplektiselli vektoriavaruudella on Darboux’n kanta.

Todistus (Berndt 2001, s. 10-11). Olkoon (V, w) symplektinen vektoriavaruus.

Selviasti dim V' > 2. Koska symplektinen tensori on ei-singulaarinen, on ole-

massa vektorit u,v € V, joilla w (u, v) # 0. Valitsemalla sopiva skaalauskerroin

¢ € R, saadaan vektorit a; = u ja by = cv, joilla w (a1, by) = L
Antisymmetrisyyttd kiyttden nihdéin, ettd aliavaruuteen E; = span ({ay, b1 })

rajoitettuna tensorilla w|y on matriisiesitys

(50

Merkitadn aliavaruuden E; symplektistd komplementtid V, = Ej-. Helposti
nahdddn, ettd E; n V, = {0}. Lisdksi jokainen v € V voidaan esittid muodossa

V = V] + vy, Missd
v=wv,b)a-wv,a)b ja va=v-w.

Selvisti v; € Ej, ja on helppo todeta, ettd v, € V5.
Koska w on ei-singulaarinen ja niin ollen w|y, # 0, edelld esitettyd menetel-
mad voidaan soveltaa myos aliavaruuden V, tapauksessa. Niin saadaan vektorit

dy, by € V3, joilla w (az, by) = 1. Induktiolla saadaan koko avaruuden V kanta

{a1,...,a,,b1,...,b,}, jossa symplektiselld tensorilla on matriisiesitys
0 I
-1 0}’
missd I on n x n -identiteettimatriisi. |
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5.2 Symplektiset monistot

MAARITELMA 5.5. Symplektinen muoto monistolla M on ei-singulaarinen sul-
jettu 2-muoto. Toisin sanoen, w € Q2 (M) on symplektinen muoto, jos ja vain jos
dw=0jaw,eA? (TI*,M ) on ei-singulaarinen jokaisella p € M. Symplektiselli

muodolla varustettu monisto on symplektinen monisto.

Symplektisen moniston (M, w) jokainen tangenttiavaruus on siis symplektinen

vektoriavaruus (TyM, w),). Téstd seuraa, ettd dim M = 2 jollain n € N. Lisaksi
wp #0  jokaisella p € M,

jolloin w” € Q2" (M) on moniston M tilavuusmuoto. Niin ollen symplektisen
moniston tdytyy olla orientoituva.
Yksinkertaisin esimerkki symplektisesti monistosta on R*”, jonka kanoni-

nen symplektinen muoto on
Vl . .
w=> dr' ads’,
i=1
kun kartan (R”,id) jilkimmadiset koordinaattifunktiot s’ méaritellidn
si=r" ie{l,...,n}.

Olkoot (M, wyr) ja (N, wy ) symplektisia monistoja. Diffeomorfismi ¢: M - N

on symplektomorfismi, jos
(p* WN = WpHp.

Tarkein yleisid symplektisiad monistoja koskeva tulos on Darboux’n lause, jonka
seurauksena nahdain, ettd kaikki samanulotteiset symplektiset monistot ovat

lokaalisti symplektomorfisia keskendan.

LAUSE 5.6 (Darboux). Olkoon (M, w) symplektinen monisto ja dim M = 2n.
Talloin jokaiselle pisteelle p € M voidaan 6ytid kartta

(UxL . x™yh "),
jolla p e Ujaw =7y dx' ndy'.
Todistus. Katso (Lee 2013, s. 571-574).

Darboux’n lauseen mukaisia koordinaatteja kutsutaan Darbouxn koordinaa-
teiksi. Mekaanisten systeemien faasiavaruuksille saadaan kanoniset Darboux’n

koordinaatit, joten tdll6in itse Darboux’n lauseelle ei ole kayttoa.

Symplektinen muoto w méarai joukon isomorfismeja w;’,: TpyM — T, M. Niistd
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kuvauksista voidaan koota kimppuisomorfismi w’: TM — T*M, joka kuvaa

tangenttivektorit saman pisteen kotangenttivektoreiksi.
PROPOSITIO 5.7. Kuvaus w’: TM — T*M on diffeomorfismi.

Todistus. Kartalla (U, x) saadaan

ia i..J
w"(Zv @p)zz:wij(p)v dx;,.

Koska funktiot w;; € § (U) ovat sileit, myds kuvaus w* on koordinaattimuodon

b
p

on bijektiivinen. Sen kéinteiskuvaus w! koostuu selvisti kuvauksista (w}’,) .

perusteella siled. Koska w’ on isomorfismi jokaisella p € M, my6s kuvaus w’

Niin ollen w! on yksittisille kotangenttiavaruuksille rajoitettuna lineaarinen.

On siis olemassa funktiot w'/: U — R, joilla
. N 9
o (X midxp) =2 @ (p) i 5=
dox/ P
Talloin yhtélon wE, o wlb, = idTP M perusteella

> w* (p) wjk (p) = 6;. jokaisella p € U,

eli komponenteista @'/ (p) muodostuva matriisi on symplektisen muodon mat-
riisiesityksen kadnteismatriisi. Koska matriisin kddntavéd operaatio A —~ A™! on
siled kuvaus (Tu 2011, s. 66), my6s funktiot w/ ovat sileitd. Nyt koordinaattimuo-
don perusteella nahdaan, ettd w! = (w?) " on C*, eli niin ollen w': TM — T*M

on diffeomorfismi. |

5.3 Hamiltonilaiset vektorikentdt

Olkoon (M, w) symplektinen monisto. Tangentti- ja kotangenttikimppujen vi-
liset diffeomorfismit w’ ja w! maaraavit vastaavat vektorikenttien ja 1-muotojen

viliset § (M)-lineaarikuvaukset kaavoilla
W (V)=w'ov ja wh(n)=wloy.
Niistd ensimmadinen voidaan kirjoittaa kontraktion avulla muodossa
W’ (v) = Lo.

Siledn funktion differentiaali ja § (M)-lineaarikuvaus w!: Q1 (M) — X (M)
yhdistimalld saadaan R-lineaarikuvaus w! o d: § (M) - X (M). Titi kiyttien

madritellddn, ettd funktion f € § (M) hamiltonilainen vektorikenttd on

V= wh (df).
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Vektorikenttd v € X (M) on hamiltonilainen, jos ja vain jos se toteuttaa yhtalon
yw=df
jollain f e § (M), silld ,,w = (wﬂ)fl (v). Jokaisella u € X (M) saadaan siis

w(vf,u) = lvfw(u) =df (u) =u(f).

MAARITELMA 5.8. Hamiltonilainen systeemi on symplektiselld monistolla mdd-
ritelty dynaaminen systeemi, jonka aikakehityksen mddrdd tdydellisen hamilto-
nilaisen vektorikentdn vy = w! (dH) virtaus. Funktiota H kutsutaan systeemin

Hamiltonin funktioksi.

Mairitelmassa esitetty vaatimus hamiltonilaisen vektorikentdn taydellisyydesta

rajoittaa salittujen Hamiltonin funktioiden joukkoa.

Tarkastellaan hamiltonilaisten vektorikenttien koordinaattiesitystd. Hamiltoni-

lainen vektorikentti v 7 voidaan ilmaista Darboux’n koordinaateissa muodossa

i 9 i 9 i
vf:Z(a$+b a_yl)’ a,b'eF(M).

Talloin saadaan

ly @ = > (dxi (vf) dy’ - dy (Vf) dxi) => (aidyi - bidxi) :
Nyt yhtdlon t, F0= df perusteella ndhdédn, ettd

a = — a = .
J ox!
Niin ollen funktiota f € § (M) vastaava hamiltonilainen vektorikenttd on

Darboux’n koordinaateissa ilmaistuna

Klassisessa differentiaaliyhtiloiden esitystavassa koordinaattifunktiot (x/, y*) ja
vektorikentin integraalikiyrin komponentit (x’ o ¢, y? o ¢) samaistetaan keske-
néddn. Tétd merkintdtapaa kéyttden vektorikentén v integraalikéyrille saadaan
Hamiltonin yhtdlot

et _of . &' of

dr oyl At T oxt
Vektorikenttd v € X (M) on symplektinen, jos L,w = 0. Proposition 4.14 perus-

teella taydellinen vektorikenttd on symplektinen, jos ja vain jos

“w=w jokaisellateR.
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Tdydellinen symplektinen vektorikenttd maaraa siis yksiparametrisen ryhmin

symplektomorfismeja ¢!. Cartanin kaavalla saadaan
Lyw=1,(dw) +d(yw) =d(yw),
silld w on suljettu. Vektorikentdn symplektisyydelle saadaan siis ehto
d(yw) =0.

Hamiltonilaisen vektorikentén v tapauksessa pitee 1, f0= df, joten jokainen
hamiltonilainen vektorikenttd on symplektinen. Yhteenvetona voidaan todeta,
ettd vektorikenttd v € X (M) on

- symplektinen, jos ja vain jos 1, w on suljettu, ja

- hamiltonilainen, jos ja vain jos t,w on eksakti.

PROPOSITIO 5.9. Jokainen symplektinen vektorikenttd monistolla M on hamil-

tonilainen, jos ja vain jos Hy, (M) = {0}.

Todistus (Lee 2013, 5. 576). Ehto Hy, (M) = {0} tarkoittaa, etté jokainen suljettu
I-muoto on eksakti. Koska symplektisen vektorikentdn v médradma 1-muoto
lyw on suljettu, on olemassa funktio f € F (M), jolla 1, w = df. Néin ollen v on
hamiltonilainen.

Oletetaan seuraavaksi, ettd jokainen symplektinen vektorikentta on hamilto-
nilainen. Olkoon # suljettu 1-muoto ja v = w! (7). Vektorikentti v on symplek-

tinen, silld

d(yw) = d(wb (v)) = d(a)l7 (a)rt (11))) =dn=0.

Nyt oletuksen mukaan v on hamiltonilainen, eli on olemassa funktio f € § (M),
jolla v = w! (df). Niin ollen

ot (n)=v=wl(df), eli #=df. O

Johdannossa mainittu klassinen tulos hamiltonilaisen virtauksen kokoonpuris-

tumattomuudesta saa symplektisilld monistoilla seuraavan muodon:

LAUSE 5.10 (Liouville). Faasiavaruuden tilavuus ei muutu tdydellisen symplek-

tisen vektorikentdn virtauksessa, kun tilavuusmuodoksi valitaan w™.

Todistus. Olkoon o: [0, 1]2” — M singulaarinen 2n-solu, v tiydellinen symplek-
tinen vektorikenttd ja ¢ sen virtaus. Solun o liike virtauksessa ¢ esitetddn maa-
rittelemilld parametrisoitu solu f = ¢ o 0. Differentiaalimuodon # € Q" (M)

integraalille saadaan téll6in kaava

e [ ool e [ (6m0) o
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Koska vektorikenttd v on symplektinen, kuvaukset ¢ ovat symplektomorfisme-

ja, eli ¢ w = w. Solun ¢ tilavuudeksi hetkelld ¢ € R saadaan

vol (¢') = ‘/;t w" =];gbt* (™)

:fa(‘l’t*‘”)A"'A(‘Pt*w)

:[w/\---/\wsznzvol(a). O
o (4

5.4 Poissonin algebra

Symplektisen moniston funktioille maaritelldan Poissonin sulkeet kaavalla

{f’g}”"("f"’g)’

missd v ja vg ovat funktioiden f ja ¢ madrddmit hamiltonilaiset vektoriken-
tat. Hamiltonilaisille vektorikentille patee w (v iz vg) = V4 (f), joten Poissonin

sulkeille saadaan kaava

{f8}=-ve (&) =vg (f).

Osoitetaan, ettd Poissonin sulkeilla varustettuna siledt funktiot muodostavat
Lien algebran. Antikommutatiivisuus ja bilineaarisuus ndhdédan suoraan Pois-
sonin sulkeiden ja hamiltonilaisten vektorikenttien maaritelmista. Sen sijaan

Jacobin identiteetin todistaminen on hieman tyolaampaa.
LEMMA 5.11. Jokaisella n € QK (M) ja u,v € X (M) piitee
Uu]M = £ulv’7 - lv£u7’]- (5.2)

Todistus (Cannas da Silva 2001, s. 108). Olkoon 1 € Qk (M) ja T € QF (M).

Talloin saadaan

Lo(AT)=Lyun AT+, AL,T
+ (—1)k LunAGLT+ (—l)k nALy,T
ja
Wy (M AT) =Ly AT+ (—l)k L,y AT
+unALyT+ (—l)k nAWL,T.
Viahentdmalld jalkimmainen yhtdlo ensimmaisestd saadaan

(Luty —wLy) (nAT)
=Ly AT+ (—l)k NALGT— WLy AT — (—l)k nAWL,T
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=((Lyw-wLy)n) AT+ (—l)k nA((Lyy —wLy)T).

Koska sekd (L1, — 1,L,) ettd l[u,v] OVat asteen —1 antiderivaatioita, lemman
todistamiseksi riittdd osoittaa, ettd yhtdlo (5.2) patee kaikilla sileilld funktioilla ja
eksakteilla 1-muodoilla. Funktioiden tapaus on triviaali, silld , f = 0 jokaisella
veX(M)jafeF(M).]Jokaisella eksaktilla muodolla d f puolestaan pitee

un]df = df ([u,v]) = [u,v] (f),
ja
Lot(df) = 4Ly (df) = LuLyf - 1,d(Luf)
= Euﬁvf - Evﬁuf = [”)V] (f) . O

LEMMA 5.12. Jos u ja v ovat symplektisid vektorikenttid, niin [u,v] on hamilto-

nilainen vektorikenttd ja [u,v] = 0! (d(w (v, u))).

Todistus (Cannas da Silva 2001, s. 108). Haluttu tulos saadaan nayttamalla, ettd

tuy)@ = d(w(v, u)). Edellistd lemmaa ja Cartanin kaavaa kiyttden saadaan

l[u,v]w = £ulvw - lvﬁuw

= diyw + dyw - yi,de - Ldyo.
Koska w on suljettu ja u ja v symplektisid, saadaan
dyw=0, ydw=0 ja 1,dy,w=0.
Niin ollen jéljelle jaa
up@ = diytyw = d(w (v, u)). O

KOROLLAARI 5.13. Hamiltonilaiset vektorikentdit muodostavat Lien algebran,

jonka laskutoimitukset periytyvit Lien algebralta X (M).

Todistus. Kuvaus w! o d: §F (M) — X (M) on R-lineaarinen, joten hamiltoni-
laisten vektorikenttien joukko im (w! o d) on sileiden vektorikenttien vektoria-
varuuden aliavaruus. Lemman 5.12 perusteella ndhdéan lisdksi, ettd kyseinen

aliavaruus on suljettu Lien sulkeiden suhteen, silld

v ve) = Vg = Viasr -
PROPOSITIO 5.14. Poissonin sulkeet toteuttavat Jacobin identiteetin

{f.eh-hy+Hgh). f1+{{h.f}.8} =0
jokaisella f, g, h € §(M).
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Todistus. Edellista korollaaria kdyttden Jacobin identiteetin ensimmaiselle ter-

mille saadaan kaava

{fghoh} ==vipgy (h) = [vpv] (h).
Kahdelle jalkimmadiselle termille puolestaan patee
et f1+{{hf}. 8} =vi{g b} +vg{h, f}
= —EvaVgh + Evgﬁvfh = - [Vf,vg] (h).

Naiin ollen

{f.8h-hy=-{gh f1-{{hf}.8} B

Identiteettid { f, g} = —v (g) kdyttien Poissonin sulkeille saadaan Darboux'n
koordinaateissa kaava

_ df dg df dg
{f’g}_Z(Wa_yi_a_in)'

Koska § (M) on my®s assosiatiivinen algebra, on mielekasti tarkastella funk-

tioiden kertolaskun ja Poissonin sulkeiden valistd yhteyttd. Jalleen tuloksena

saadaan erdinlainen Leibnizin sainto

{f.gh}t={f.gth+g{f h},

silla

{f.gh} =—{gh, f} = - (vgn,vy)
= vy (gh) = - (vsg) h - g (vsh)
=—{gfth-g{h fi={fgth+g{f h}.

Lien algebraa, jolla on lisdksi edellisen ominaisuuden toteuttava assosiatiivinen

kertolasku, kutsutaan Poissonin algebraksi.

Funktiot f, g € § (M) Poisson-kommutoivat keskeniin, jos { f, g} = 0. Koska

(f18) = Lugf = ~Loyg

Poisson-kommutoivat funktiot ovat vakioita toistensa hamiltonilaisten virtaus-
ten integraalikayrilld. Funktiota, joka kommutoi hamiltonilaisen systeemin
Hamiltonin funktion H kanssa, kutsutaan litkevakioksi. Jokaisella hamiltoni-
laisella systeemilld on vahintaén yksi liikevakio, Hamiltonin funktio itse, silld
Poissonin sulkeiden antikommutatiivisuudesta seuraa {H, H} = 0.

Diffeomorfismi ¢: M — M on hamiltonilaisen systeemin symmetria, jos se
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sdilyttdd sekd Hamiltonin funktion ettd symplektisen muodon eli jos
H=¢"'H ja w=¢"w.

Vektorikenttd v € X (M) on systeemin infinitesimaalinen symmetria, jos
L,H=0 ja L,0=0.

Toisin sanoen, symplektinen vektorikenttéd on infinitesimaalinen symmetria,
jos Hamiltonin funktion arvo on vakio sen integraalikayrilld. Systeemin jo-
kaisen liikevakion f hamiltonilainen vektorikenttd v; on infinitesimaalinen
symmetria, silld hamiltonilaiset vektorikentét ovat aina symplektisid ja Poisson-
kommutoinnin perusteella nihdéin, ettd £, oH = {H, f}=0.

LAUSE 5.15 (Noether). Olkoon v € X (M) funktion H mddrddmdn hamiltoni-
laisen systeemin infinitesimaalinen symmetria. Jos HéR (M) = {0}, on olemassa
siled funktio, joka on systeemin liikevakio. Jos monisto M on yhtendinen, kyseinen

funktio on vakiota vaille yksikdsitteinen.

Todistus (Lee 2013, s. 580). Koska v on infinitesimaalinen symmetria, sen tiy-
tyy olla symplektinen. Proposition 5.9 mukaan v on hamiltonilainen, silld
H}; (M) = {0}. Niin ollen on olemassa funktio f € § (M), jollav = ! (df).

Havaitaan, etta
{H,f}=w(vyg,v)=L,H=0,

eli f on systeemin liikevakio.

Oletetaan, ettd on olemassa toinen funktio g € § (M), jolla v = w! (dg).
Tallsin df = dg, elid(f — g) = 0. Ndin ollen ¢ = f — g on vakio jokaisen pisteen
ympaéristossd. Yhtendisyydestd seuraa, ettd funktion c téytyy olla globaalisti

vakioarvoinen. O

Hamiltonilaisella systeemilld voi olla useita toisistaan riippumattomia liike-
vakioita. Poissonin sulkeiden bilineaarisuuden vuoksi liikevakioiden f ja g
lineaarikombinaatiot ovat myos liikevakioita. Lisaksi nahddén, ettd my6s { f, g}

on liikevakio, silld Jacobin identiteetin perusteella saadaan

.81, Hy ={f.{g H}} +{&:{H, f}} = {,0} +{g,0} = 0.

Vastaavasti Poissonin sulkeiden Leibnizin sddnto takaa, ettd f ¢ on liikevakio,
jos f ja g ovat liikevakioita. Ndin ollen tietyn systeemin liikevakiot muodostavat

Poissonin algebran.
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6 Mekaniikkaa Riemannin monistoilla

6.1 Riemannin monistot

Aérellisulotteisella vektoriavaruudella V miiritelty symmetrinen bilineaari-

muoto g € V* ® V* on positiivisesti definiitti, jos
g(v,v) >0 jokaisellav # 0.

Positiivisesti definiitti bilineaarimuoto tekee vektoriavaruudesta sisdtuloavaruu-
den. Proposition 5.1 perusteella nihdéan, ettéd positiivisesti definiitti bilineaari-
muoto on ei-singulaarinen. Nin ollen kuvaus g’: V' — V* miirai kanonisen

isomorfismin u ~ g" (u) siten, ettd
g (u)(v) = g(u,v) jokaisellave V.
Kuvauksen g’ kiinteiskuvausta merkitdan gf: V* — V.
Moniston M kotangenttiavaruuksista T, M voidaan muodostaa 2-tensorikimppu

T"MeT'M=J T,M&T,M.
peM
Tensorit dxf, ® dx‘{, muodostavat avaruuden T; M ® T; M kannan kartan (U, x)
jokaisessa pisteessd, joten tensorikimpulle T*U ® T*U saadaan niiden avulla
kartta. Tallaisia karttoja kiyttien joukolle T*M ® T*M saadaan siledn n + n?
-moniston rakenne samalla tavalla kuin k-ulkokimpuille.

Siled 2-tensorikenttd monistolla M on siled kuvaus g: M - T*M ® T*M,
joka méirad jokaisen pisteen p € M tangenttiavaruudelle bilineaarimuodon
gp € T;M ® T; M. Tensorikenttien sileydelle saadaan tismélleen samat kriteerit
kuin differentiaalimuotojen tapauksessa, ja jokainen siled 2-tensori voidaan

kirjoittaa kartan (U, x) alueella muodossa
g= Zg,-jdxi ® dx/,

missd dx’ ® dx/ on tensorikenttd p — dx}, ® dx;, ja gij € § (U). Tensorikentts
g on symmetrinen ja positiivisesti definiitti, jos bilineaarimuoto g, on symmet-

rinen ja positiivisesti definiitti jokaisella p € M.
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MAARITELMA 6.1. Riemannin monisto koostuu siledistd monistosta M ja siledsti
2-tensorikentdstd g, joka on symmetrinen ja positiivisesti definiitti. Tensorikenttid

g kutsutaan Riemannin metriikaksi.

Tensorin g: N — T*N ® T*N pullback siledlla kuvauksella ¢: M — N maéritel-
ladn samalla tavalla kuin differentiaalimuotojenkin tapauksessa. Toisin sanoen,
tensori ¢* g: M — T*M ® T*M médraytyy pisteittdin kaavalla

(9°8) (1pvp) = 8o(p) (T (1), T$ (vp)) -

Olkoot (U, x) ja (V, y) monistojen M ja N kartat, joilla p € Uja ¢ (p) € V.
Pullbackin madritelmastd ndhdéian, ettd koordinaattiesitys on

¢ 3]
(6°8)p = 817 (6 (2)) 250 (0) 221 () ik @
missa
0 0
gij:g(a—ypa—yj) ja ¢ =ykog.

Tarkastellaan erityistapauksena euklidisen avaruuden alimonistoa M c R".
Olkoon i: M — R” inkluusiokuvaus, jolla i (p) = p jokaisella p € M. Avaruu-
den R” kanoninen metriikka g = 3" dr/ ® dr/ mairda monistolle M pullback-
metriikan i* g. Tensorikenttd i* ¢ on positiivisesti definiitti, silla inkluusiokuvaus

on injektio. Ndin alimonistosta saadaan Riemannin monisto (M, i*g).

Riemannin monistolla jokainen tangenttiavaruus on isomorfinen saman pisteen

kotangenttiavaruuden kanssa kanonisella isomorfismilla
g}’,: TyM -~ T, M.

Aivan kuten symplektisten muotojen tapauksessa, ndma tangenttiavaruuksien
kuvaukset indusoivat tangentti- ja kotangenttikimppujen vilisen diffeomorfis-

min g TM — T*M. Kartalla (U, x) kuvaus g’ voidaan esittdd muodossa

0

2V 5

Vastaavasti on olemassa funktiot g’/ € § (U), joilla

. D
f dx?) = i, ——
g (X midx') =3 8" =

Niin saadaan silea funktio

= Zgijv"dxzj;.

p

p

T*"MxT*M - R
(ﬂp’fp) = &p (gﬂ (’7p) .8 (Tp))’

58



joka on selvisti sisitulo kotangenttiavaruuksilla T; M. Koordinaateissa timé

funktio saa muodon ¥, g’/ (p) #;7;.

6.2 Kotangenttikimpun symplektinen rakenne

Tarkastellaan n-ulotteisen moniston M kotangenttikimppua T*M, jonka pis-
teet ovat kotangenttivektoreita. Jokainen moniston M kartta (U, x) maédrai

kotangenttikimpulle kartan, joka kuvaa pisteen p; = > p,-dxé pisteeksi
%(pq) = (x'(@)>--»x" (@) p1s- - )
- (ql,...,q",pl,...,pn).
Mairitelldan koordinaattifunktiot
x'=rlok ja yi=r"ogz,
kun i € {1,...,n}. Niin saadaan n koordinaattifunktioparia (x7, y;), joilla
' (pg)=a" ja yi(pg)=pi
Nidmé koordinaattifunktiot ovat kotangenttikimpun kanoniset koordinaatit.

Kanonisen projektion 7: T*M — M derivaatta pisteessd p, on lineaariku-

vaus
Tp,71: Tpy (T*M) — Ty M.

Tangenttivektori v,, € T, (T*M) voidaan siis kuvata moniston M tangentti-
vektoriksi projektion derivaatalla. Liouvillen 1-muoto A midritelldan siten, ettd

pisteessd p, € T*M se saa tangenttivektorilla v,, arvon

Apg (VPq) = Pq (quﬂ (VPq)) :

Toisin sanoen, kotangenttikimpun pisteessd p, médritelty tangenttivektori pro-
jisoidaan monistolle M, jolloin se kelpaa argumentiksi kotangenttivektorille p,.

Pullbackin avulla ilmaistuna Liouvillen 1-muodolle saadaan kaava

*
Apg = (qun) Pq-
PROPOSITIO 6.2. Liouvillen 1-muoto on siled, ja sen avulla kotangenttikimpulle

T*M saadaan symplektinen muoto w = —dA.

Todistus. Olkoon (U, x) kartta pisteen g € M ympéristossd. Moniston T*M
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koordinaattivektorikentilld patee kaavat

0 0 0
Tl —| |==—| ja Ton|l—| |=
””(ax’ pq) oxily Pq”(ayipq) ’

Jokainen 1-muoto monistolla T*M voidaan esittdda muodossa
Apg =2 (“idxziq +b! (dyi)pq), aib' €R.

Liouvillen 1-muodon A:n mééritelmén perusteella kertoimet a; ovat

w5l ) o5l
= pq\ 5il. )T oxil| | TP
T\ ox'lp, 1\ oxil,

Kertoimille b’ puolestaan saadaan
bi=2 (a ) P, (0)=0
~tra| 5, ~Pq -
% Pq

Ndin ollen Liouvillen 1-muodon koordinaattiesitys pisteessd p, on

Apg = 2 pidxp, = 21 yi(pg) dxpy,

ja koko kartalla saadaan

A=Y yidx'.

Koska Liouvillen 1-muodolla on jokaisella kartalla timé koordinaattimuoto,
voidaan todeta, ettd se on silea.
Muoto w = —dA on eksaktiutensa perusteella suljettu, eli dw = 0. Koordi-

naateissa esitettynd saadaan
w=-dA = dei Ady;.

Tensorilla wp, on siis jokaisessa pisteessd sama koordinaattiesitys kuin R*":n

kanonisella symplektiselld tensorilla, ja ndin ollen w on ei-singulaarinen. O

Jokaisen silein moniston kotangenttikimpulla on siis Liouvillen 1-muodosta
saatava kanoninen symplektinen rakenne. Koska Liouvillen 1-muodon méari-
telmd on moniston M kartan valinnasta riippumaton, sen koordinaattiesitys
A =Y y;dx’ pitee minki tahansa kartan (U, x) indusoimalla kotangenttikim-
pun kartalla. Jos siis (U, x) ja (0,)%) ovat kaksi moniston M Kkarttaa, joilla
UnU # @, niin

Zyidxi = Z)A/idfci
joukossa U n U. Niiden karttojen vilinen transitiokuvaus on symplektomorfis-

mi, silli se sailyttaa R*":n kanonisen symplektisen rakenteen, ja niin ollen myds
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Hamiltonin yhtil6t ovat samanmuotoisia molemmissa lokaalikoordinaateissa
ilmaistuna. Téllaisia koordinaattimuunnoksia kutsutaan klassisesti kanonisiksi
muunnoksiksi.

Koordinaattimuunnokset tunnetaan fysiikassa passiivisina muunnoksina,
silld ne eivit siirrd moniston pisteitd. Diffeomorfismeja monistolta itselleen
kutsutaan puolestaan aktiivisiksi muunnoksiksi. Seuraavassa propositiossa 0soi-
tetaan, ettd jokainen moniston M aktiivinen muunnos mairad symplektiselle
monistolle T*M symplektomorfismin. Myos niitd kuvauksia kutsutaan kanoni-

siksi muunnoksiksi.

PROPOSITIO 6.3. Jos ¢: M — M on diffeomorfismi, niin T* ¢ € Diff (T*M) on
symplektomorfismi.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd (T*¢)" A = A. Koska pullback kommutoi ulko-

derivoinnin kanssa, saadaan
(T*¢)" w = (T"¢)" (-dA)
~d((T*¢)" 1) = —-dA = w.
Proposition todistamiseksi riittdd siis osoittaa, etta
((T*¢)" )L)pq =Ap, jokaisella p; € T*M.

Merkitddn & = T*¢ ( pq). Pullbackin, Liouvillen 1-muodon ja kotangenttiku-
vauksen mairitelmid kéyttden ja sieventden saadaan

((T7¢)*2),,, = (Tog(T7¢))" (A¢)
(Tpy (T°9))" ((Tem) " €)
(Temo Ty, (T79))" €
(Tem o Ty, (T*¢))" ((T —l(q)¢>*Pq)
( -1(q )¢°T57TOTPq(T ‘/5)) Pq
= (Tpy(pomoT'¢)) py

Koska 77 0 T*¢ = ¢! o 71, nahdain, etti

(Tpg(pomoT9))" = (Typy(90¢7 o))" = (Tpym)

Lopulta havaitaan siis, ettd

((T°9)* 1), = (Tpgm) pg=Apy- K
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6.3 Mekaaniset systeemit

Mekaaninen systeemi koostuu konfiguraatioavaruudesta, joka on yhtendinen
Riemannin monisto (M, g), ja potentiaalienergiasta V € § (M ). Tangenttivek-
torit u, € TM ovat systeemin yleistettyjd nopeuksia. Kanonisen isomorfismin
g":TM — T*M avulla jokaiselle tangenttivektorille saadaan konjugaattiliike-

mddarad

Pq :gb(”q)-

Mekaanisen systeemin faasiavaruus on konfiguraatioavaruuden kotangentti-
kimppu T*M, ja sille annetaan Liouvillen 1-muodon mairdama symplektinen
rakenne. Systeemin liikeyhtéloiden muodostamiseen tarvitaan sekd konfigu-
raatioavaruuden Riemannin metriikkaa g ettd faasiavaruuden symplektista
muotoa w = —dA. Systeemin kineettinen energia eli liike-energia on funktio
K € § (T*M), jonka arvo pisteessd p, on

2
>

1
K(pg) =24

missa

HPqHZ =&q (gﬂ (Pq) g (Pq))
= 2pa(8 () = 53 287 (@) pipy

Potentiaalienergia V € § (M) voidaan nostaa projektion 7: T*M — M avulla
faasiavaruuden funktioksi 7*V € § (T*M). Selkeyden vuoksi myos titd funk-
tiota merkitdaan symbolilla V, jolloin V ( pq) = V (q). Mekaanisen systeemin
Hamiltonin funktio H € § (T*M) on

H=K+V.

Systeemin aikakehityksen médraa faasiavaruudessa madritelty hamiltonilainen
vektorikenttd vy = w!(dH).

Huomionarvoista on, ettd Riemannin metriikkaan liittyvét diffeomorfismit
g’ ja gt ovat kimppuisomorfismeja konfiguraatioavaruuden tangenttikimpun
TM ja faasiavaruuden T*M vililla, kun taas symplektiseen muotoon liittyvit
diffeomorfismit w’ ja w! ovat kimppuisomorfismeja faasiavaruuden tangentti-
kimpun T(T*M) ja kotangenttikimpun T*(T*M) valilla.

Hamiltonin funktion arvon maidritellddn olevan systeemin kokonaisenergia,

ja téstd seuraa energian sdilymislaki

Ly, (H)={H,H} =0.
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Jakamalla H liike-energiaan ja potentiaalienergiaan saadaan
{K,H} +{V,H} =0 eli L,,(K)=-Ly,(V).

Etsitdadn koordinaattiesitys hamiltonilaiselle vektorikentille vg. Kanonisissa

koordinaateissa laskettuna saadaan

oH 9 (1 ' agik oV
3 = 9 ( 2.8 Mk) P Z FRPO e
Lisdksi havaitaan, ettd jokaisella i, j, k € {1,...,n} pitee
; - oghk oV
Jk = k], L = 0 a —_— 0.
8§ =8 3y; ) dy;

Nyt koordinaattien y; suuntaan saadaan

: e |+ 25
2% ! dyi

oH 0
ayl ayi

Niin ollen mekaanisen systeemin hamiltonilainen vektorikenttd on
0 og/k oV \ o
E: > & yim - —§: — . 6.
VH = ( & Vizg ( ot ikt 8x’)8y-) (6.1)

Tatéd vektorikenttdd vastaavat klassiset liikeyhtdlot ovat

=2.8"p; ja % - “Z ag]k PiPk - %'
i q
On syytd huomata, etté fysikaalisesti metriikka g ei voi olla pelkka etdisyysmitta.
Isomorfismi g’ on kuvaus nopeuksilta liilkeméirille, ja niin ollen sen tiytyy
sisdltdd informaatiota systeemin inertiaalimassasta. Metriikan komponentit g;;
muodostavat systeemin massamatriisin. Esimerkiksi euklidisessa avaruudessa
lilkkuvan pisteméisen kappaleen massamatriisi on skalaarilla m > 0 kerrottu
identiteettimatriisi. T4ll6in kineettiselle energialle saadaan fysiikasta tuttu kaava
”
2m

K(p)— <p p)=

Liséksi liikeyhtdlot saavat talloin yksmkertalsen muodon

g’ _dp oV
Ty TR g T g
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Havaitaan, ettd ndistd ensimmadinen on liikeméddran maéritelmd massan ja no-

peuden tulona ja toinen on Newtonin toinen laki

d
F= —p, missd F = —grad (V).
dt
Palataan takaisin yleisten Riemannin monistojen pariin. Jos potentiaalienergia

V on kaikkialla vakio, saadaan geodeesiyhtdlot

L dp; og/k
=2.8"pj ja p =——Z 3 27 PPk
J

Kaikkialla vakioarvoinen potentiaalienergia voidaan korvata nollapotentiaalilla

V = 0 ilman, ettd hamiltonilainen vektorikentti muuttuu. Miiritelldin siis, etti

geodeesisysteemi on hamiltonilainen systeemi, jonka Hamiltonin funktio on

1 2
H (pg) =5 lpal’

Geodeesisysteemien tdydellisyyttd eli virtausten olemassaoloa on kisitelty esi-
merkiksi lihteessd (Abraham & Marsden 1978).
Euklidisen avaruuden tapaukseen vertaamalla voidaan tulkita, ettd geodee-

siyhtaloissd liikemadrdn muutosnopeuden madraava termi

hE

vastaa voimia, jotka konfiguraatioavaruutta rajoittavat sidosehdot kohdistavat

ang

systeemiin. Energian sdilymislaista seuraa, ettd geodeesisysteemin liike-energia
ei riipu ajasta. Fysikaalisesti tdma tarkoittaa, ettd sidosehdoista aiheutuvat voi-
mat eivit tee tyotd systeemiin. Kyseessa on erityistapaus dAlembertin periaat-

teesta (Arnold 1989, s. 92).

Jokaisen siledn kdyrdn c:I — M nopeusvektori méddrda tangenttikimppulle
siledin kdyrin ¢’: I - TM. Toisaalta gf: T*M — TM kuvaa mekaanisen systee-
min integraalikdyran tangenttikimpun kayraksi. Jotta tallainen integraalikdyra
olisi fysikaalisesti mielekds, lilkemédraa vastaavan nopeusvektorin tulee olla
sama kuin konfiguraatioavaruudelle projisoidun kdyran nopeusvektori. Tama

osoitetaan seuraavassa propositiossa:

PROPOSITIO 6.4. Olkoon vy mekaanisen systeemin hamiltonilainen vektori-
kenttd, c:I — T*M sen integraalikdyrd ja m: T*M — M kanoninen projektio

faasiavaruudelta konfiguraatioavaruudelle. Tilloin gt o c = (o c)'.

Todistus. Kiinnitetddn mielivaltainen t; € I, jolla

c (to) = Zp,dx,’i
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Tangentti- ja kotangenttikimppujen kanonisen isomorfismin avulla saadaan
. . 0
ghoc(t)=¢' (ZPidxé) =87 (q) pi il
q
Toisaalta projisoidun kéyrdan nopeusvektoriksi saadaan kaavan (6.1) perusteella
(o) (1) = T(o ) S
o = o -_—
‘ dtly,
=Tn (' (t))

=1 ((m)y,) = 67 @1 5] e

Yleisen Hamiltonin funktion H € § (T*M) tapauksessa hamiltonilaisen systee-
min konjugaattiliikemaira ei kuitenkaan viélttimittd vastaa Riemannin metrii-

kan madraamaa fysikaalista lilkemaaraa.
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7 Symmetria ja liikevakiot

7.1 Lien ryhmiit

MAARITELMA 7.1. Lien ryhmd on joukko G, jolla on sekd ryhmidin ettd siledn
moniston rakenne siten, ettd ryhmdoperaatio (g, h) — gh ja kddnteisalkiokuvaus

g~ g7 ovat sileitd kuvauksia.
Motivaationa Lien ryhmin késitteelle toimivat klassiset matriisiryhmiét
GL(n)={AeR"™"|det(A)+0},
SL(n) = {AeR™"|det(A) =1},
(n)={AeR"™"|ATA=1} ja
(n)=SL(n)nO(n).
Léhteessé (Lee 2013, s. 151-167) on osoitettu, ettd ndma kaikki ovat Lien ryhmié.
Liséksi avaruus R” on Lien ryhmad, kun laskutoimitukseksi valitaan vektorien
yhteenlasku.
Ryhmarakenteen vuoksi Lien ryhmien teoria on huomattavasti yleisten silei-

den monistojen teoriaa rikkaampi. Lien ryhmalle maéritelladn vasen translaatio
£¢: G — G kaavalla

Ly (h)=gh, g heG.
Translaatiolle saadaan kaavat
ty(e)=g ja €. =idg,

misséd e on ryhmén G identiteettialkio. Liséksi ndhdéén, ettd £g 0 £, = €. Lien
ryhmidn méaritelman perusteella vasen translaatio on siled kuvaus jokaisella
g € G. Lisaksi

(€g)_1 = egfl’

eli ndin ollen £¢ on diffeomorfismi jokaisella g € G.
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Vasemman translaation derivaattana identiteetissi saadaan isomorfismi
Tely: TG — T,G,

joka mahdollistaa tangenttivektorien siirtdmisen eri pisteiden tangenttiavaruuk-
sien vililld. Vektorikenttd v € X (G) on vasemmalta invariantti, jos €g.v = v

jokaisella g € G, eli jos
Ty (vy) = vy, jokaisella g, h e G.

Pushforwardin lineaarisuudesta seuraa, ettd vasemmalta invarianttien vektori-
kenttien lineaarikombinaatiot ovat my6s vasemmalta invariantteja. Vasemmalta

invarianttien vektorikenttien vektoriavaruutta merkitiin £ (G).

PROPOSITIO 7.2. Vektoriavaruudella £ (G) on seuraavat ominaisuudet:
1 Avaruudet T,G ja £ (G) ovat luonnollisesti isomorfiset.

2 Vasemmalta invariantit vektorikentdt ovat sileitd, eli £ (G) c X (G).

3 Jokainen vasemmalta invariantti vektorikenttd on tdiydellinen.

4 Josu,ve £(G), niin[u,v] € £(G).

Todistus (Tu 2011, s. 180-182; Lee 2013, s. 216)
1 Mika tahansa tangenttivektori & € T, G voidaan laajentaa vasemmalta inva-

riantiksi vektorikentiksi v koko G:lle siannolla

vg =Teg (&), (7.1)

jolloin v, = & Kuvaus & — v on selvisti lineaarinen, ja kenttd v on vasemmalta

invariantti, silld ketjusdantoa kéyttden jokaisella g, h € G saadaan

Ty (vy) = Ty 0 T8, (&) = Ty (&) = vgn.

Mika tahansa vasemmalta invariantti vektorikenttd v saadaan muodostettua
kaavalla (7.1) asettamalla & = v,, joten kuvaus & — v on surjektiivinen. Liséksi
kuvaus T, £, on isomorfismi jokaisella g € G, joten v = 0 ainoastaan, jos £ = 0.
Niin ollen & — v on bijektio ja T,G ~ £ (G).

2 Katso (Tu 2011, s. 181).

3 Olkoon ¢: D — G lokaali virtaus, jonka nopeuskenttd on v € £ (G). Télloin
on olemassa € > 0, jolla vili (—¢, €) kuuluu identiteetistd alkavan maksimaa-
lisen integraalikdyrin ¢, médrittelyjoukkoon. Valitaan mielivaltainen g € G,
ja médritellddn uusi siled kdyrd ¢ = €4 o ¢.. Vasemmalta invarianttiuden

perusteella jokaisella t € (—¢, €) patee

¢ () = (g0 ¢e) (£)
= Tey (¢} (1))
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= Teq (V4o (1))
= Vege(t) = Ve(t)-

Havaitaan siis, ettd c on kentdn v integraalikéyrd, joka alkaa pisteestd g. Ndin
ollen on olemassa € > 0, jolla jokaiselle g € G saadaan integraalikayr4, joka
alkaa g:std ja joka on madritelty vahintddn vililld (¢, €). Valitaan mielivaltai-
nen g € G, ja oletetaan, ettd tastd pisteestd alkavien integraalikdyrien maérit-
telyjoukoilla on ddrellinen pienin ylaraja b. Talloin vili (—¢, b) kuuluu mak-
simaalisen integraalikdyrin ¢, madrittelyjoukkoon. Valitaan ¢y € (b €, b),
ja merkitdan h = ¢4 (to). Madritellddn kayrd c: (—¢, to + €) - G kaavalla

(1) = ¢g (t), kun —e<t<b,

dp(t—to), kunty—e<t<ty+e.

Kéyra on hyvin médritelty, silld madrittelyjoukkojen pééllekkiisessd osassa

¢ (t—to) = ¢'~"0 (h)
=900 ¢ (g) = ¢ (g) = ¢ (1)

Lisdksi se on selvasti vektorikentdn v integraalikdyrd. Koska tp + € > b,
pisteestd g alkavien integraalikdyrien mairittelyjoukoilla ei voi olla darellista
yldrajaa. Samalla tekniikalla voidaan osoittaa, ettd méarittelyjoukko ei voi
olla mydskain alhaalta rajoitettu.

4 Proposition 3.8 perusteella ndhdian, ettid jokaisella u, v € £(G)
[t,v] = [Lgatt, €guv] = Lgu [u,v]. O

MAARITELMA 7.3. Lien ryhmdn G Lien algebra on vektoriavaruus g = T.G,

jonka Lien sulkeet ovat

[fb fz] = [Vlavz]e, &, & € 9>
missd vektorikentdt vy, v, € £ (G) maddritellddn kaavalla (7.1).

Lien ryhmén yksiparametrinen aliryhmd on ryhmahomomorfismi (R, +) — G.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokainen vasemmalta invariantin vektorikentdn
maksimaalinen identiteetistd alkava integraalikdyra on yksiparametrinen ali-
ryhma. Tarkastellaan vasemmalta invariantin vektorikentdn v € £ (G) integraa-
likdyrda ¢.:R — G. Valitsemalla g = ¢, (to) saadaan integraalikayrd ¢, (t),
jolla

bq () = g0 e (t) = gde (t) = ¢e (to) ¢e (1)
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Toisaalta my6s t = ¢, (to + t) médrdd saman integraalikdyridn ¢,. Néin ollen

e (t1+12) = Pe (11) e (£2)  jokaisella ty, ¢, € R.

Kuvaus t — ¢, (t) on siis yksiparametrinen aliryhma.
Jokainen & € g mddraa vasemmalta invariantin vektorikentin v € £(G)

siten, ettd & = v,. Olkoon ¢ kentén v € £ (G) virtaus, jolloin

g (0)=e ja ¢.(0)=¢.
Nyt voidaan madritelld kuvaus exp: g — G siten, ettd

exp (£) = e (1).
Jokainen vektori & € g synnyttdd yksiparametrisen aliryhmén
(R,+)—>G
t— exp (t§).

Tama on esitetty tasmallisesti seuraavassa propositiossa:

PROPOSITIO 7.4. Eksponentiaalikuvauksella on seuraavat ominaisuudet:
1 Kuvaus exp:g — G on siled.
2 Jokaisella € € g ja t1,t; € R pdtee

exp (1 + £2) §) = exp (£1€) exp (£28) -
3 Jokaisella & € g pitee (exp (£)) " = exp (<¢).

Todistus. Katso (Lee 2013, s. 519-520).

7.2 Momenttikuvaus

Virtauksen kisite voidaan yleistad Abelin ryhmalta (IR, +) korkeampiulotteisille

Lien ryhmille méarittelemalld ryhman toiminta:

MAARITELMA 7.5. Lien ryhmdn G toiminta monistolla M on siled kuvaus
v:G x M — M, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1 v(gh,p)=vw(g w(h,p)) jokaisella g,h € G ja p e M.
2 v (e, p) = pjokaisella p € M.

Lien ryhmin toimintaa kutsutaan myo6s lyhyesti G-toiminnaksi. Valitsemalla

kiinted g € G ja asettamalla

v8(p)=v(gp)
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saadaan siled kuvaus y8: M — M. Toiminnan ominaisuuksien perusteella nah-

déédn, ettd jokaisella g, h € G pitee
- -1
yEoyh =y, yl=idy ja (y8) " =yf

Lisdksi toiminnan sileydesti seuraa, ettd y& on diffeomorfismi. Toiminta madraa

siis ryhmahomomorfismin
G — Diftf (M)
gyl

Symplektiselld monistolla médritelty toiminta on symplektinen, jos kuvaukset
y€ ovat symplektomorfismeja.
Olkoon y Lien ryhmén G toiminta monistolla M. Valitsemalla kiinted & € g

ja yhdistdmalld toiminta eksponentiaalikuvaukseen saadaan virtaus

RxM->M
(t.p) = yP) (p).

Jokainen ¢ € g madrad vektorikentdn v; € X (M), kun vaaditaan, ettd v; on ti-

min virtauksen nopeuskenttd. Toisin sanoen, vektorikenttd v; toteuttaa yhtdlon

(), (D= S| £ )
jokaisella f € § (M) ja p € M. Symplektisen toiminnan mairaama vektorikentti
on selvisti symplektinen vektorikentt.
Valitsemalla kiinted p € M toiminnasta y saadaan siled kuvaus y,: G - M

madrittelemalld, ettd

vy (g)=v(gp).

Taman kuvauksen derivaattana identiteetissi e saadaan kuvaus Tey,: g - T, M,
joka toteuttaa jokaisella f € §F (M) ja & € g yhtdlon

Tey, (§) (f) = f(fo V/p)

S row e )

S| poymenp)- (ve), ().

Néin ollen vektorikenttd v; voidaan madritelld my6s kaavalla

dt
(ve), = Teyp (§). (72)

Yksiparametristen symmetriaryhmien tapauksessa hamiltonilaisen systeemin

t=0
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liikevakiot voidaan esittdd reaaliarvoisina funktioina. Kun symmetriaryhméana
on yleinen Lien ryhmd, liikevakioiden esittdimiseen kdytetddn momenttikuvaus-

ta, joka saa arvoja symmetriaryhmén Lien algebran duaaliavaruudessa.

MAARITELMA 7.6. Olkoon (M, w) symplektiselld G-toiminnalla varustettu
symplektinen monisto ja y: M — g* siled kuvaus, jonka arvoa pisteessi p € M

merkitddn u, € g*. Asetetaan

He (p) = 4p (§),

jolloin saadaan siled funktio Hg € § (M ). Kuvaus y on G-toiminnan momentti-
kuvaus, jos symplektiset vektorikentiit v ovat hamiltonilaisia ja v = w! (dH f)

jokaisella £ € g.
Toisin sanoen, kuvaus y: M — g* on momenttikuvaus, jos se toteuttaa ehdon
dH; = Ly @ jokaisella & € g. (7.3)

Jos symplektisella G-toiminnalla on momenttikuvaus, toiminnan sanotaan
olevan hamiltonilainen. Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd jos hamiltonilai-
nen G-toiminta on hamiltonilaisen systeemin symmetria, niin siihen liittyy

momenttikuvauksen méddraama g*-arvoinen liikevakio.

LAUSE 7.7. Olkoon y monistolla M maddritelty hamiltonilainen G-toiminta, jon-

ka momenttikuvaus on y: M — g*. Olkoon lisdksi
vi = wh(df)
tiydellinen hamiltonilainen vektorikenttd ja ¢ kentdn vy virtaus. Jos
f=rovs
jokaisella jokaisella g € G, niin
p=pog
jokaisella t € R.

Todistus (Berndt 2001, s. 95). Oletuksen mukaan jokaisella e g, pe MjateR

patee

f(p) =1 (v (p)).

Niin ollen jokaisella p € M saadaan

@QPU)=%;‘ f (y=9 (p)) =0
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Koska toiminta y on hamiltonilainen, jokaisella £ € g on olemassa funktio H &
jolla vg = w! (dHf) ja up (&) = He (p) jokaisella p € M. Niin ollen

Ly Hg= {He f} = ~vg(f) =0 jokaisella § € g.
Proposition 4.14 perusteella edellisestd ndhdéan, ettd
He=Hgo¢' jokaisellaéegijateR,
josta seuraa, ettd yp = piyt () jokaisella p e M ja t € R. O
Seuraava tulos antaa riittdvin ehdon momenttikuvauksen olemassaololle:

PROPOSITIO 7.8. Olkoon M eksaktilla symplektiselld muodolla w = —dA varus-
tettu monisto ja y sen symplektinen G-toiminta. Jos A € Q! (M) on G-invariantti,

eli jos y&* A = A jokaisella g € G, niin kaava

#P(g):/\P<(Vf)p)> PEM) ng
mddrdd momenttikuvauksen G-toiminnalle .

Todistus (Berndt 2001, s. 98-99). Koska A on G-invariantti, EVE)L = 0 jokaisella

¢ € g. Nyt Cartanin kaavan avulla nihdaén, etta
0=LyA= d(l%a) + 1y (d))
jokaisella & € g. Koska w = —dA, edellisesti seuraa, ettd
d(lvf/\) = Ly W jokaisella & € g.

Funktio Hy = 1, E)L =1 (Vf) toteuttaa yhtalon (7.3) jokaisella & € g, joten kaavan

up (&) = Hg (p) madraama kuvaus y: M — g* on momenttikuvaus. O

Edellista tulosta voidaan soveltaa suoraan faasiavaruuteen. Propositiossa 6.3 on
osoitettu, ettd konfiguraatioavaruudella M mairitelty diffeomorfismi ¢ maaraa
faasiavaruudelle T*M symplektomorfismin T*¢. Lisdksi kyseisen proposition
todistuksessa on osoitettu, ettd myos Liouvillen 1-muoto A on tdméan symplek-
tomorfismin suhteen invariantti. T4td tulosta kdyttden jokaisesta konfiguraatio-
avaruuden G-toiminnasta y saadaan muodostettua symplektinen G-toiminta

¥ faasiavaruudelle kaavalla
V}g =T* (wg_l).
Koska Liouvillen 1-muoto on kyseisen toiminnan suhteen G-invariantti, toimin-

ta ¢ on hamiltonilainen. Lisdksi koska kuvauksen ¢ mairitelméssa kiytetdan

kdanteisalkiota g71, kuvan 4.1 kommutatiivisen kaavion perusteella kuvaukset
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v€ € Diff (M) ja §8 € Diff (T*M) toteuttavat yhtdlon
y8om=moy8 jokaisella g €G. (7.4)

Seuraavaksi ndytetddn, ettd faasiavaruuden momenttikuvaukselle saadaan hyvin

yksinkertainen esitysmuoto.

LAUSE 7.9. Monistolla M maddritellyn G-toiminnan y mddrddmdn hamiltonilai-

sen G-toiminnan { momenttikuvaus voidaan esittid pisteessi p, kaavalla

oy (8) = pa (), ),

missi vg € X (M) on vektorin & € g mddrddmd vektorikenttd.

Todistus. Proposition 7.8 perusteella hamiltonilaisen G-toiminnan { momentti-

kuvaus voidaan esittii kaavalla

1 (9= 13, ((52),,)

missd 7; se vektorikenttd, jonka & € g médirdd monistolle T*M. Kun tihin

sovelletaan Liouvillen 1-muodon miéritelmda, saadaan
up (&) = b (T ((3),, ).
Proposition todistamiseksi riittdd siis osoittaa, etta
Ty ( (), ) = (v,

jokaisella p,; € T*M. Suoraan vektorikentin ¥; méidritelmia ja yhtaloa (7.4)
kdyttien jokaisella f € § (M) saadaan

qu”((ﬁf)pq) (f) = (%), (form)
Fen(5=0 ()
f (y= 9 or(pg))

t=0

F e () = (ve)

t=0 4

—

t

oo g™ gl

(f)- N

7.3 Liikemddrd ja pyOrimismddrd

Riemannin moniston (M, g) symmetrioita eli kuvauksia ¢ € Diff (M), joilla
¢*g = g, kutsutaan isometrioiksi. Seuraavassa propositiossa osoitetaan, ettd
isometrian ¢ madraama symplektomorfismi T* ¢ ovat geodeesisysteemin sym-

metria:
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PROPOSITIO 7.10. Jos ¢ € Diff (M) on isometria, niin monistolla T*M maddri-

telty Hamiltonin funktio
1 2
H(pg) = 5 | Pl
on invariantti symplektomorfismin T* ¢ suhteen. Toisin sanoen, H o T*¢ = H.
Todistus. Kiinnitetddn g € M, ja kdytetddn Hamiltonin funktiolle esitysmuotoa
1
H(p) = 204 (& (p).
Yhtilod (4.2) kdyttden saadaan
* 1 * *
HoT'¢(pg) = 3T7¢ (pq) (&' (T°¢ (4)))
1 *
Ly (oo gt T8 (p,).
Proposition todistamiseksi riittad siis osoittaa, ettd
TopoghoT ¢ =gl

Pullback-tensorin ¢* ¢ madritelmaa kayttden nahdédn, ettd kaikilla pisteen g

tangenttivektoreilla u, ja v, pitee

(678)y (495 va) = 8o(q) (T (49)  T¢ (v))
=g °T‘/5(”q) (Tﬁb (Vq))
=T ¢og 0T (ug) (vq)-

Toisaalta vektoreilla u, ja v4 pitee my6s
8q (1g:vq) = & (ug) (vq).
Koska ¢* ¢ = g, edellisten yhtéloiden perusteella saadaan
T¢og" 0T (ug) (vq) = 8 (ug) (vq)-

Tdmén yhtédlon pitdd toteutua mielivaltaisen pisteen mielivaltaisilla tangentti-

vektoreilla, ja ndin ollen
T*¢og oTe = g.
Yhdistdmilld téhin yhtéloon vasemmalta puolelta kuvaus T¢ o gt saadaan
ToogloT*pog’ o T¢=Té.
Kun tihin yhdistetdin vield oikealta kuvaus T¢ ! o gf, jiljelle jad

TgogloT ¢ =gl O
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Isometrian ¢ € Diff (M) madrdama geodeesisysteemin symmetria on luon-
nollisesti myds potentiaalilla V € § (M) varustetun mekaanisen systeemin

symmetria, jos ¢*V = V.

Lien ryhma G ja sen toiminta y: G x M - M muodostavat Riemannin mo-
niston (M, g) isometriaryhmdn, jos moniston M jokainen isometria voidaan
esittdd kuvauksena y€ € Diff (M) jollain g € G. Myersin-Steenrodin lauseen
(Kobayashi 1995, s. 39) mukaan Riemannin moniston isometriat muodostavat
aina direllisulotteisen Lien ryhman.

Aivan kuten muidenkin toimintojen tapauksessa, isometriaryhman Lien al-
gebran alkio & € g voidaan kuvata vektorikentiksi v € X (M), jonka virtaus on
symmetriaryhméan yksiparametrinen aliryhma. Isometriaryhmien tapauksessa
tallaisia vektorikenttid kutsutaan Killingin vektorikentiksi.

Avaruuden R” isometriaryhma on euklidinen ryhmd E (n), joka on monis-
tona diffeomorfinen moniston O (n) x R"” kanssa (Lee 2013, s. 168). Euklidinen
ryhmad voidaan jakaa sekd peilaukset ettd rotaatiot sisdltdvaan matriisiryhmaan
O (n) ja translaatiot siséltivddn Abelin ryhméan T (n) = (R", +). Tarkastel-
laan seuraavaksi erikseen niitd kahta ryhmaii ja niiden momenttikuvauksia.
Ryhmin O (n) tapauksessa rajoitutaan identiteetin sisiltdvdan yhtendiseen
komponenttiin SO (), silld ainoastaan sithen kuuluvat kuvaukset voivat syntya
vektorikenttien virtauksina.

Translaatioiden Lien ryhmalla T (n) on vektoriavaruuden rakenne, joten
se voidaan samaistaa Lien algebran ¥ (1) = To(R") kanssa vektoriavaruuksien
isomorfismilla (2.1). Tall6in myds siledn kuvauksen derivaatta samaistetaan
sen komponenttimatriisiin ja avaruuteen (R")" kuuluvat kovektorit esitetiin
sisatulon (u,v) = ¥ u'v’ avulla vektoreina.

Translaatioryhmin toiminta avaruudessa R” on
T(n)xR" > R"
(u,q) — g +u.
Valitsemalla kiinted g € R” saadaan kuvaus

T(n) > R"

uwq+u,

jonka derivaatta identiteetissd 0 € T (n) on identiteettimatriisi. Néin ollen Lien
algebran alkio & € T (n) maaria Killingin vektorikentin v; € X (R"), jonka

arvo pisteessid g € R” on kaavan (7.2) perusteella

(ve), = &
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Tarkastellaan tilannetta, jossa translaatioryhma on mekaanisen systeemin sym-
metriaryhmi. Faasiavaruus T*(R") voidaan samaistaa avaruuden R*” kanssa,

jolloin systeemin tila voidaan ilmaista vektorina

(a.0)=(d"--»q" prs-- s Pn)-

Ryhmin T (n) toiminta monistolla R"” mairad symplektisen toiminnan monis-
tolle T*(R"), jolla on eksakti symplektinen muoto
n . .
w=Y dr' Adr™t
i=1
Lauseen 7.9 perusteella toiminta on hamiltonilainen ja sen momenttikuvaus
saa pisteessi (g, p) € T*(R") alkiolla £ € T (n) arvon

IGE T (Ve)q> =(p,&) =Y. pif'.

Havaitaan siis, ettd jos mekaaninen systeemi on symmetrinen translaatioiden

suhteen, niin litkkeméaravektori p = (py,. .., pn) on systeemin liikevakio.

Tarkastellaan seuraavaksi matriisiryhmai SO (7). Monisto R"*" ja sen tangent-
tiavaruudet samaistetaan keskenddn isomorfismilla

(49) > 3 49 %

PROPOSITIO 7.11. Matriisiryvhmd SO (n) on Lien ryhmd, ja sen Lien algebra

, A,BeR™",
B

50 (n) on kanonisesti isomorfinen antisymmetristen n x n -matriisien vektoria-

varuuden kanssa.

Todistus (Tu 2011, s. 166-167, 179). Osoitetaan aluksi, ettd O (n) ja SO (n) ovat
avaruuden R™" alimonistoja. Olkoon § ¢ R"*" symmetrisistd matriiseista

koostuva aliavaruus. Maéritellddn kuvaus f:R"*" — § kaavalla
f(A)=ATA.

Kanonisia isomorfismeja TA\R"" ~ R™" ja T¢(4)S = S kdyttden kuvauksen f
derivaatta voidaan esittdd kuvauksena Ty f: R""" — .
Maéiritellddn kdyrd C: R — R""" kaavalla

C(t)=A+tV, A VeR"™",

Tilloin C (0) = Aja C’' (0) = V. Nyt saadaan

d
dt
d

dt

Taf (V)=

foc

=0
cTc
t=0
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= C'(0)" C(0)+C(0)" C'(0)

=ViA+A"Y.
Mairitelldan joukko O (n) ¢ R™*" alkukuvajoukkona O (n) = f~1 ({I}), missé
I on identiteettimatriisi. Talléin siis Q € O (1), jos ja vain jos QTQ = I. Jotta
O (n) olisi alimonisto, tidytyy derivaatan T f olla surjektiivinen jokaisessa

pisteessi Q € O (n). Vaaditaan siis, ettd jokaisella B € S ja Q € O(n) on
olemassa V € R"™", jolla

B=Tof(V)=VIQ+Q'v.
Koska B = BT ja (VTQ)" = QTV, edellinen yhtils saadaan muotoon
T 1 . 1 T -1 1
Q'V =B, eli V:E(Q ) B=-QB.

Niin ollen tkTof = dim S jokaisella Q € O (n). Symmetristen matriisien
aliavaruuden dimensio on
n’+n
2

dimS=1+2+--+n=

Lauseen 2.16 perusteella O (1) on R"*":n alimonisto, ja sen dimensio on
n?-n

T
Ehdon QTQ = I perusteella nihdiin, ettd det (Q) = +1 jokaisella Q € O (n).

Koska determinantti on jatkuva funktio, positiivisella determinantilla varustet-

dimO (n) = n* —dim S =

tujen matriisien joukko U = det™ (R, ) on avoin. Alimonisto SO () saadaan
leikkauksena SO (n) = O (n)n U.

Monisto SO (n) muodostaa ryhman, silld se on selvisti suljettu matriisiker-
tolaskun ja matriisin kddntdmisen suhteen. Ryhméaoperaatiot ovat lisiksi sileitd
avoimella alimonistolla GL (n) c R""". Lihteessi (Lee 2013, s. 113) on osoitet-
tu, ettd edellisen perusteella ryhméoperaatiot ovat sileitd myds alimonistolla
SO (n). Nin ollen SO (7) on Lien ryhma.

Tutkitaan seuraavaksi Lien algebran so (n) = T;SO (n) rakennetta. Olkoon
C:1 — SO (n) identiteetisté alkava siled kayra. Merkitdan lisidksi C’ (0) = V.
Koska C (t) € SO (n) jokaisella t € R, toteuttaa se ehdon

c)'c@) =1
Derivoimalla edellinen yhtélo saadaan

ccy+c)tc ) =o.
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Sijoittamalla f = 0 saadaan
VII+IV=0, eli V==V

Havaitaan siis, ettd algebraan so (#) kuuluvat matriisit ovat antisymmetrisia.
Toisaalta antisymmetristen matriisien aliavaruudelle K ¢ R"*" saadaan

2

n-—n

dmK=142+:-4+n-1=

=dim SO (n).
Ndin ollen so (n) ~ K. O

Ryhmin SO () toiminta avaruuden R” origon suhteen on
SO (n) xR" > R"
(Qq) ~ Qq.

Valitsemalla kiinted g € R” saadaan kuvaus
SO (n) - R"
Q= Qq.
Kyseisen kuvauksen derivaatta identiteetissda on g. Kaavaa (7.2) kdyttden an-

tisymmetrisen matriisin A € so (n) médardamalle Killingin vektorikentille

v4 € X (R") saadaan pisteessi g € R" kaava

(va)g = Aq.
Tapauksessa n = 3 havaitaan, ettd

0 -& &)\ (d &9’ - &4°
Ag=| & 0 -&|lg*|=]|&a -&a |=¢xq
& & 0 )\¢’) \&g*-&4'
missd & = (&, &, &) ja & x g on vektorien & ja g ristitulo. Ndin ollen Lien
algebran so (3) alkiot voidaan samaistaa RR*:n vektorien kanssa, jolloin vektorin

¢ € 50 (3) madrdama vektorikenttd saadaan kaavalla

(ve), = &xa

Seuraavaksi titd tulosta sovelletaan pisteméisen kappaleen liikkeeseen kolmiu-
lotteisessa euklidisessa avaruudessa. Kuten aiemmin, faasiavaruus T*(R3) sa-

maistetaan avaruuden R® kanssa, jolloin sen pisteet ovat vektoreita

(a:p) = (4 4% 4’ pr, P2, p3) -

Ryhmain SO (3) toiminta monistolla R* miirii faasiavaruudelle T*(R3) ha-

miltonilaisen toiminnan. Lauseen 7.9 perusteella momenttikuvaus saa pisteessa
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(g, p) € T*(R3) alkiolla & € 50 (3) arvon

Ham (6 = (P (ve),) = (. Exa).

Skalaarikolmitulon termien jérjestysta vaihtamalla momenttikuvaukselle saa-

daan kaava

Higp) (&) =(&qxp).
Niin saatu vektori
L=gxp

tunnetaan fysiikassa nimelld pyorimismdcdrd. Kolmiulotteisen mekaanisen sys-
teemin symmetrisyys ryhman SO (3) suhteen johtaa siis pyérimisméaran saily-

miseen.
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8 Yhteenveto

Tasséd diplomityossa Hamiltonin mekaniikkaa tarkasteltiin modernin differen-
tiaaligeometrian tyokaluja kayttden. Kerrataan lyhyesti teorian geometrinen
sisdlto. Hamiltonilaisen systeemin mairittelysséd kaytetty geometrinen raken-
ne on symplektinen muoto eli 2-differentiaalimuoto, jonka vaaditaan olevan
ei-singulaarinen ja suljettu. Symplektisen muodon ei-singulaarisuus takaa, et-
td jokaista siledn funktion differentiaalia vastaa yksikadsitteinen hamiltonilai-
nen vektorikenttd. Symplektisen muodon antisymmetrisyyden vuoksi téllai-
sen vektorikentdn integraalikdyrat asettuvat kentdn synnyttdvan funktion tasa-
arvopinnoille, mikd johtaa mekaanisten systeemien tapauksessa kokonaisener-
gian sdilymiseen. Lisaksi koska symplektinen muoto on suljettu, hamiltonilai-
sen vektorikentén virtaus sdilyttdd symplektisen rakenteen. Téstd seuraa muun
muassa Liouvillen lause faasiavaruuden tilavuuden muuttumattomuudesta.

Modernien menetelmien tehokkuudesta viestii se, ettd esimerkiksi historial-
lisesti merkittdvien Liouvillen ja Noetherin lauseiden todistukset ovat triviaaleja
symplektisessa kontekstissa. Kun fysiikkaan liittyvit matemaattiset rakenteet
maédritelladn huolellisesti koordinaatistosta riippumattomalla tavalla, saadaan
usein helposti tuloksia, joiden ndkeminen klassisilla menetelmilld on huomat-
tavasti suuremman tyon takana.

Monien fysiikan ongelmien ratkaisut perustuvat sdilymislakien ja liikeva-
kioiden tunnistamiseen. Tamén tyon padamadrdna oli tarkastella, milloin ha-
miltonilaisen systeemin symmetriaryhma maaraa liikevakion. Yleisten hamil-
tonilaisten systeemien tapauksessa osoitettiin, ettd symmetriaryhmaén liittyy
liikevakio, jos sen infinitesimaaliset symmetriat ovat hamiltonilaisia vektorikent-
tid. Téalloin symmetrian médraaviaa G-toimintaa kutsutaan hamiltonilaiseksi
toiminnaksi. Tulos on Noetherin lauseen yleistys yksiparametrisilta symmetria-
ryhmilti yleisille Lien ryhmille.

Faasiavaruudessa madriteltyjen systeemien tapauksessa ndytettiin, etté jo-
kainen konfiguraatioavaruuden G-toiminta méaraa faasiavaruudelle hamilto-
nilaisen G-toiminnan. Esimerkiksi Riemannin moniston isometriaryhmiin
liittyy aina geodeesisysteemin liikevakio. Euklidisen ryhmén tapauksessa liike-

vakioiksi saatiin lilkemdard ja pyorimismaara.
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A Topologia

MAARITELMA A.1. Topologinen avaruus koostuu joukosta X ja osajoukkojen
U, c X kokoelmasta T, jolla on seuraavat ominaisuudet:

1 Tyhjd joukko & ja koko avaruus X kuuluvat kokoelmaan T .

2 Jos Uy € T jokaisella A € A, niin Uy Uy € T.

3 JosUy, UgeT, niinUynUgeT.

Kokoelmaa 7 kutsutaan joukon X topologiaksi ja joukkoja U) avoimiksi jou-
koiksi. Joukko on suljettu, jos sen komplementti on avoin. Avoin joukko, joka

sisdltdd pisteen x € X, on kyseisen pisteen avoin ympdristo.

PROPOSITIO A.2. Joukko S c X on avoin, jos ja vain jos jokaisella pisteelli x € S

on avoin ympdristo U c S.

Todistus. Oletetaan, ettd jokaisella pisteelld x € S on avoin ympdristé U, c S.
Talloin

UUccS=U{x}clJUx eli S={ Uy,

xe§ xeS xeS xeS
ja ndin ollen S on avoin.
Todistus kadnteiseen suuntaan on selvi, silla avoin joukko S on jokaisen

pisteensd avoin ympdristo ja S c S. 0

MAARITELMA A.3. Topologinen avaruus (X, T ) on Hausdorffin avaruus, jos
jokaisella eri pisteelld x ja y on olemassa avoimet ympdristot Uy ja U,, joilla
UrnUy=2.

MAARITELMA A.4. Topologinen avaruus X on yhtendinen, jos ainoat osajoukot,

jotka ovat sekd avoimia ettd suljettuja, ovat X ja @.

MAARITELMA A.5. Kuvaus f: X — Y on jatkuva pisteessdi x € X, jos jokaisella
pisteen f (x) € Y avoimella ympiristolld V c Y on olemassa pisteen x avoin
ympiristo U c X, jolla f (U) c V. Kuvaus on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa

pisteessd.

Seuraava propositio antaa jatkuvuudelle edellistd elegantimman kriteerin:
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PROPOSITIO A.6. Kuvaus f: X — Y on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen
joukon V c Y alkukuvajoukko f=1 (V') c X on avoin.

Todistus (Tu 2011, s. 328). Oletetaan, ettd f on jatkuvaja V c Y on avoin. Jos
f1(V) = @, se on avoin. Oletataan siis, ettd [~1(V) # @jax € f1(V),
jolloin f (x) € V. Koska f on jatkuva, pisteelld x on avoin ymparisté U, jolla
f(U) c V. Niin ollen mielivaltaisellla pisteelld x € =1 (V') on olemassa avoin
ympiristé U c f~1(V), joten f~1 (V') on avoin joukko.

Oletetaan seuraavaksi, ettd f~! (V') on avoin, jos V c Y on avoin. Olkoon V
pisteen f (x) avoin ympiristd, jolloin U = f~1 (V') on pisteen x avoin ympéristo.
Nyt f(U) = f(f~1(V)) c V, joten f on jatkuva pisteessi x. O

Bijektiivinen kuvaus f: X — Y on homeomorfismi, jos sekd f ettd f~1 ovat
jatkuvia. Topologisten avaruuksien X ja Y sanotaan olevan keskendidn homeo-
morfisia, jos niiden vililld on homeomorfismi. Vaatimus kidnteiskuvauksen

jatkuvuudesta on valttimaton, silld se ei seuraa kuvauksen jatkuvuudesta.

Jos avaruuden topologia 7 voidaan esittdd pienemman joukkokokoelman B c T
jdsenten unioneina, niin kokoelmaa B kutsutaan avaruuden kannaksi. Esimer-

kiksi avaruudessa R" avoimet pallot
B(x,r)={yeR"||y-x| <r}

muodostavat topologian kannan. Topologisella avaruudella on numeroituva kan-
ta, jos silld on kanta, joka koostuu numeroituvasta méaarastd avoimia joukkoja.
Esimerkiksi R":lle voidaan muodostaa numeroituva kanta rationaalilukukes-

keisistd ja -sdteisistd avoimista palloista.

MAARITELMA A.7. Olkoon (X, T) topologinen avaruus ja S c X. Osajoukos-

ta S saadaan topologinen avaruus (S, Tg) mddrddmdlld aliavaruustopologia
Ts={UnS|UeT}.

Joukko on siis avoin aliavaruustopologiassa 7g, jos se voidaan esittdd jonkin to-
pologiaan 7 kuuluvan avoimen joukon ja joukon § leikkauksena. Tarkastellaan
esimerkin vuoksi joukkoa V = (-1,1) x {0} c R?. Timi joukko ei ole avoin
RR?:n tavallisen topologian suhteen, mutta se on avoin x-akselin eli osajoukon
S =R x {0} aliavaruustopologiassa, silli V.= SnB((0,0),1).

PROPOSITIO A.8. Aliavaruustopologille saadaan seuraavat tulokset:
1 Jos X on Hausdorffin avaruus ja S c X, niin topologinen aliavaruus S on
Hausdorffin avaruus.

2 Jos topologisella avaruudella X on numeroituva kanta ja S c X, niin topologi-
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sella aliavaruudella S on numeroituva kanta.
Todistus. Katso (Tu 2011, s. 324, 326).

MAARITELMA A.9. Jos (X, Tx) ja (Y, Ty) ovat topologisia avaruuksia, niin
joukosta X x Y saadaan topologinen avaruus mddrittelemdlld tulotopologia,

jonka kanta on
B={UxV|UeTxjaVeTy}.

Tulotopologian méiritelmén mukainen kanta avaruudelle R? koostuu siis avoi-
mista suorakulmioista (a,b) x (¢c,d) c R% On helppoa osoittaa, etti seki
tulotopologian maariima kanta etti R*:n avoimista palloista koostuva kanta

indusoivat saman topologian.

PROPOSITIO A.10. Tulotopologialle saadaan seuraavat tulokset:

1 Jos X ja Y ovat Hausdorffin avaruuksia, niin topologinen avaruus X x Y on
Hausdorffin avaruus.

2 Jos topologisilla avaruuksilla X ja Y on numeroituva kanta, niin topologisella

avaruudella X x Y on numeroituva kanta.

Todistus. Katso (Tu 2011, 8. 326-327).
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B Algebra

MAARITELMA B.1. Joukko G ja binddrilaskutoimitus

GxG->G
(g:h) > goh

muodostavat ryhmdn, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
1 On olemassa neutraalialkio e € G, jolla e o g = go e = g jokaisella g € G.
2 Jokaisella g € G on olemassa kidnteisalkio g™' € G, jolla g log=gogl=e.

3 Laskutoimitus on assosiatiivinen, eli
(fog)oh=fo(goh) jokaisellaf,g, heG.
Jos ryhmaén laskutoimitus on kommutatiivinen eli jos
goh=hog jokaisella g,h € G,

ryhmad kutsutaan Abelin ryhmuiksi. Talloin identiteettialkiota merkitdan yleensa

0:lla, alkion a kdinteisalkiota —a:lla ja ryhmioperaatiota +:1la.
MAARITELMA B.2. Abelin ryhmd (R, +) ja silld mddritelty binddrioperaatio

RxR—-R
(a,b) — ab

muodostavat renkaan, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
1 On olemassa neutraalialkio 1 € R, jolla la = al = a jokaisella a € R.

2 Jokaisella a, b, c € R toteutuu
(abyc=a(bc), a(b+c)=(ab)+(ac) ja (a+b)c=(ac)+ (bc).

MAARITELMA B.3. Renkaan R yli mddritelty moduli eli R-moduli koostuu

Abelin ryhmiistd (M, +) ja binddrioperaatiosta

RxM->M

(a,u) ~ au,
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jotka toteuttavat jokaisella a, b € R ja u,v € M sekd distributiivisuuslait
a(u+v)=au+av ja (a+b)u=au+bu
ettd yhteensopivuusehdot
(ab)u=a(bu) ja lu=u.

Rengas F on kunta, jos kertolasku on kommutatiivinen ja jokaisella nollasta
poikkeavalla a € F on kéanteisalkio kertolaskun suhteen. Kun modulin maéri-
telmin rengas korvataan kunnalla F, modulista saadaan F-vektoriavaruus.
Kuvauksia, jotka sdilyttavit tarkasteltavan algebrallisen rakenteen, kutsu-
taan homomorfismeiksi. Esimerkiksi vektoriavaruuksien U ja V vilinen homo-

morfismi eli lineaarikuvaus on kuvaus A: U — V, jolla
A(au+bv)=aA(u)+bA(v)
jokaisella a, b € F ja u,v € U. Bijektiivinen homomorfismi on isomorfismi.

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti R-vektoriavaruuksien keskeisid ominaisuuk-
sia. Tarkemmin aihetta on kisitelty esimerkiksi kirjassa (Halmos 1987).
Vektorijoukko S c V on lineaarisesti riippumaton, jos sen kaikilla darellisilla

osajoukoilla {vy, ..., v} c S yhtdlon
Zaivi =0, a'eR

ainoa ratkaisu on a!

= a% = --- = ak = 0. Vektoriavaruuden osajoukko on aliava-
ruus, jos se on suljettu vektorien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun suhteen.
Pieninti joukon S c V sisiltivai aliavaruutta merkitddn span (S). Joukko E
on avaruuden V kanta, jos V = span (E) ja E on lineaarisesti riippumaton.
Kannan alkioiden lukumaéraa kutsutaan vektoriavaruuden dimensioksi dim V.

Lineaarikuvaus A: U — V mairda kanoniset aliavaruudet
im(A)=A(U) ja ker(A)=A"1({0}).

Kuva-avaruuden im (A) c V dimensiota kutsutaan kuvauksen asteeksi ja mer-
kitadn rk A. Nolla-avaruuden ker (A) c U dimensiota merkitdin nl A. Dimen-

siolauseen (Halmos 1987, s. 90) mukaan
dimU =rk A + nl A.

Koska nl A > 0, saadaan rk A < dim U. Lisdksi rk A < dim V, silld im (A) c V.

Lineaarikuvauksen A: U — V asteelle saadaan siis epayhtilo

rk A < min (dim U,dim V).
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Jos rk A saa maksimiarvonsa, kuvausta A sanotaan tdysiasteiseksi.
Vilttamaton ehto lineaarikuvauksen A: U — V injektiivisyydelle on, et-

td dim U < dim V. Vastaavasti valttimaton ehto surjektiivisuudelle on, ettd

dim U > dim V. Riittdva ehto molemmissa tapauksissa on kuvauksen tdysiastei-

suus. Lineaarikuvaus A: U — V on siis isomorfismi, jos ja vain jos
rkA=dimU =dim V.

Olkoon S joukko ja V vektoriavaruus. Kuvauksilla f: S — V on vektoriavaruu-

den rakenne, kun vektorien f ja g laskutoimitukset maéritellddn sadnnoéilla
(f+0) () =f(5)+g(s) ja (af)()=a(f(s)), aeR.
Nyt voidaan maéritelld lineaarikuvausten vektoriavaruus
Hom (U, V) ={A| A:U - V on lineaarinen} .

Kun lineaarikuvausten kertolaskuksi valitaan kuvausten kompositio, saadaan

endomorfismien rengas End (V) = Hom (V, V) ja automorfismien ryhmi
Aut(V)={A€End (V) | Aon isomorfismi} .

Vektoriavaruuden V duaaliavaruus on V* = Hom (V,R). Duaaliavaruuden
alkioita kutsutaan kovektoreiksi. Olkoon {ej, ..., e, } avaruuden V kanta. Mai-

ritellddn kovektorit €’ € V* siten, ettd
¢ (e;) =05, ije{l....n},
missd
. . 1, josi=/j,
8= 8= 0 = J J
0, josi#j.

Jokainen kovektori w voidaan kirjoittaa muodossa

w = Zwiei, missd w; = w (e;),
silld jokaisella v = " vie; saadaan

w(v)=>vw(e) =) wi (v).

Havaitaan, ettd span ({€!,...,€"}) = V*. Joukon {€l,...,€e"} lineaarinen riip-

pumattomuus nahdéin asettamalla v = ¢}, jolloin

0= Z w;e€! (ej) = Z w,@} = ;.
Niin ollen dim V* = dim V. Kantaa {€!, ..., ¢"} kutsutaan kannan {e;, ..., e, }

duaalikannaksi.
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