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Kielentaminen eli matemaattisen ajattelun ilmaiseminen kielen avulla paasaan-
toisesti suullisesti tai kirjallisesti (Joutsenlahti, 2010) on tytkalu matematiikan
opetukseen ja oppimiseen. Tassa diplomitydssa on tutkittu kielentamisen teo-
riapohjaa, Jorma Joutsenlahden kehittamid kielentamismalleja, kehitetty uusia
kielentamistehtavatyyppeja seka tutkittu kielentamiskokeilun avulla opiskelijoi-
den suhtautumista kielentamistehtéaviin. Tutkimus toteutettiin Tampereen teknil-
lisessé yliopistossa ja Turun yliopistossa sekd pienemmassa mittakaavassa
Tampereen yliopiston normaalikoulussa. Tutkimukseen osallistui yhteensa 163
yliopisto-opiskelijaa seka 21 lukion lyhyen matematiikan oppilasta. Tampereella
tutkimusta tehtiin yhdella insin66rimatematiikan kurssilla ja Turussa analyysin
kurssilla. Opiskelijoille annettiin viikoittain kielentdmistehtavia ja kurssin loppu-
puolella opiskelijoille jaettiin kysely, jossa he saivat kertoa omia nakemyksidan
matematiikasta, kielentdmisesta ja kielentamistehtavista. Tutkimuksessa halut-
tiin vastata seuraaviin kysymyksiin: Millaisia kielentdmistehtavamalleja voidaan
kehittad? Millaiset kielentamistehtavat ovat toimivia? Mitd mielta opiskelijat ovat
kielentamisesta ja kielentdmistehtavista? Miten kielentamista voi hyédyntad ma-
tematiikan opetuksessa ja oppimisessa? Tutkimusta varten kehitetyt uudet teh-
tavamallit osoittautuivat toimiviksi. Kokonaisuudessaan tulokset olivat positiivi-
sia ja kannustivat jatkamaan kielentamisen kayttamistd matematiikan opetuk-
sessa.
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Languaging which means expressing one’s mathematical thoughts through
speech and writing (Joutsenlahti, 2010) is a tool in teaching and learning math-
ematics. In this master’s thesis the focus is on the theory of languaging and the
languaging models by Jorma Joutsenlahti, developing of new languaging exer-
cises and surveying the student’s opinions on languaging. The study was orga-
nized at Tampere University of Technology and the University of Turku and on a
smaller scale at a high school in Tampere (Tampereen yliopiston normaalikou-
lu). 163 university students and 21 high school students took part in the study.
In the Tampere University of Technology the study was organized in an engi-
neering course and in The University of Turku in an analysis course. The stu-
dents were given a languaging exercise each week an in the end of the course
they were given a questionnaire about mathematics, languaging and languaging
exercises. The following questions were answered in this master’s thesis: What
kind of languaging exercises can be developed? What kind of languaging exer-
cises work? What do the students think about languaging and languaging exer-
cises? How can languaging be useful in teaching and learning mathematics?
The results were positive and they encourage us to keep on using languaging in
teaching mathematics.
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JOHDANTO

Tunnetusti Suomi on matemaattisen opetuksen huippumaita — ainakin, jos uskotaan Pi-
sa-tutkimuksia (Lavonen, 2008). Viimeaikoina on kuitenkin huomattu, ettd suomalais-
ten koululaisten matematiikan taitojen taso on laskenut. Syyksi tahan on spekuloitu
useita asioita; esimerkiksi matematiikan opetuksen luonteen muuttuminen soveltavam-
maksi. Mekaanista laskutaitoa ei enda vaadita opiskelijoilta perinteisella tasolla; ylioppi-
laskokeissa saa olla esimerkiksi symbolinen laskin ja kokeiden tehtévid on kehitetty
soveltavampaan suuntaan. Tietotekniikan aikakautena tyémaailma asettaa opetukselle
uusia vaatimuksia. Né&ihin uusiin vaatimuksiin on vastattu muun muassa kehittdmalla
opetusta ongelmapainotteisemmaksi. Kuitenkin edelleen matematiikka mielletaan oppi-
aineeksi, jossa opetellaan matematiikan saantdja ja kaavoja ulkoa ja harjoitellaan niiden
kayttdmista harjoitustehtavien avulla.

Tekniikan osaajille on nykyaikana kysyntad. Teknillisissé yliopistoissa on huo-
mattu, ettéd sielld aloittavilla opiskelijoilla on vaikeuksia pakollisten matematiikan kurs-
sien suorittamisessa (Pohjolainen et al, 2007). Yliopistossa opiskeltavan matematiikan
vaikeutta voidaan selittdd esimerkiksi matematiikkakuilun avulla. Joillakin opiskelijoilla
matematiikan kurssit jadvat suorittamatta roikkumaan ja voivat jopa olla esteena valmis-
tumiselle. Siksi on térkeda tutkia ja kehittdd matematiikan opetusta siten, ettd otetaan
huomioon myds ndma opiskelijat.

Matematiikan voidaan ajatella olevan oma kielensd, joka koostuu matematiikan
symbolikielestd, kuviokielesta ja luonnollisesta kielestd. Nain ollen matematiikkaa ope-
teltaessa opetellaan tavallaan uutta kielta. Toisille matematiikan kieli voi tulla luonnos-
taan. Henkildiden, joille matematiikan kieli on helppoa ja luonnollista, ajatellaan olevan
matemaattisesti lahjakkaita, eika heille ole vélttdmatta hyotya harjoitella matematiikan
kielta samalla tavalla kuin muiden. Toisille matematiikka puolestaan on kokoelma késit-
tdmattomia symboleita ja merkkeja. He joutuvat ponnistelemaan matematiikan ymmar-
tdmisessd enemman kuin edelliset.

Tassa diplomitydsséd on tutkittu Kielentdmistehtavien toimivuutta Tampereen
teknillisessa yliopistossa, Turun yliopistossa ja Tampereen normaalikoulussa. Tassé on
haluttu kehittada kielentdmistehtdvamalleja ja testata niiden toimivuutta. Myo6s opiskeli-
joiden nédkemyksia Kielentdmistehtévista on kartoitettu kyselylomakkeen avulla. Tutki-
muskysymyksinéni olivat:

Millaisia kielentdamistehtdvédmalleja voidaan kehittaa?

Millaiset kielentdmistehtdvat ovat toimivia?

Mitd mieltéd opiskelijat ovat Kielentdmisestd ja kielentamistehtavista?

Miten kielentdmistd voi hyddyntdd matematiikan opetuksessa ja oppimises-
sa?

il O



1 MATEMATIIKAN OPISKELU

Yliopistomatematiikan on huomattu olevan vaikeaa teknillisissé yliopistoissa (Pohjolai-
nen et al, 2007). Oppiminen voidaan maaritelld esimerkiksi interaktiiviseksi prosessiksi,
jossa oppija muuttaa kokemuksiaan siten, ettd hanen tiedoissaan ja taidoissaan tapahtuu
pysyvida muutoksia. Oppiminen siséltdd oppimisprosessin ja sen tulokset; muutoksen
oppijan tiedoissa, taidoissa ja asenteissa sekéd vuorovaikutusta. (Verkkotutor)

Yliopistokoulutuksen tavoite on antaa tarvittavat tiedot ja taidot tieteellisen tut-
kimuksen tekoon ja tuottaa asiantuntijoita yhteiskunnan tarpeeseen. Yliopistotutkinnon
suorittaneen henkilon ei ainoastaan oleteta kdyttavén tietoa tutkimukseen, vaan hanen
tulisi myos pystya kayttdméan ja soveltamaan saamaansa koulutusta muutoksissa ja
uusissa tilanteissa. Halutaan siis kouluttaa henkil6itd, jotka oppivat kouluttamaan itse
itseddn. Tiedon omaksumisen lisdksi opiskelijoille tulisi siis opettaa keinoja omaksua
uusia asioita. (Jokinen, 2002.)

Hyvélla opetuksella halutaan saavuttaa hyvaa oppimista. Tamé sisaltdd hyvin ra-
kentuneen tietdmyskannan, tarkoituksenmukaisia motivoivia asiayhteyksié, oppijan ak-
tiivisuuden ja interaktiivisuuden muiden kanssa seka itsetarkkailun. Ensimmaiset kaksi
kohtaa ovat sekd hyvéan oppimisen edellytyksia ettd saavutuksia. Halu tietdd enemman
syntyy jo valmiiksi laajasta tietdimyksestd. Mit4 paremmin on oppinut jonkun asian, sit4
paremmin siitd oppii liséa. (Biggs, 1999.)

Oppimiseen vaikuttavia tekijoitd on paljon. Yliopiston nakokulmasta tarkeita
seikkoja ovat muun muassa tilat, tyovélineet, opetuksen laatu ja opiskelijamassa. Opis-
kelijan kannalta tarkein seikka on motivaatio opiskeluun. Jossain méadrin siihen voidaan
vaikuttaa seka positiivisella ettd negatiivisella tavalla. Motivaatioon negatiivisella taval-
la vaikuttaminen tarkoittaa negatiivisten oppimiskokemusten tarjoamista ja positiivinen
vaikuttaminen vastaavasti positiivisten oppimiskokemusten tarjoamista opiskelijalle.
Motivaatiosta kerrotaan lisdé tdméan luvun viimeisessé kappaleessa.

Tassa luvussa tutustutaan oppimiseen kasitteend Bloomin taksonomian avulla.
Liséksi pohditaan, miksi matematiikka on vaikeaa opiskelijoille. Yhtend alaotsikkona
on opetussuunnitelma; mitd vaatimuksia matematiikalle on lukion pitkan ja lyhyen ma-
tematiikan opetussuunnitelmissa? Vaikka teknillisille aloille hakeutuvia pidetdan ylei-
sesti matemaattisesti lahjakkaina, ovat nykyaan monet teknillisten yliopistojen opiskeli-
jat lukiotasoltaan lyhyen matematiikan oppilaita. Siksi tassa kappaleessa on tutustuttu
molempiin opetussuunnitelmiin. Etenkin keskitytddn matematiikan kielen painotukseen
opetussuunnitelmassa.



1.1 Mit& tarkoittaa oppiminen — Bloomin taksonomia

Kun puhutaan opettamisesta ja oppimisesta seka niiden kehittdmisestd, on hyva mietti,
mit& oppiminen yleensakin on. Sivistyssanakirja maarittelee oppimisen kolmella tavalla:
1) tiedonhankinnan tai taidonhankinnan toiminta, prosessi tai kokemus
2) opiskelun tai opetuksen kautta saatu tieto tai taito
3) kokemuksen tai ehdollistumisen kautta tapahtunut kéyttdytymisen muutos
(The Free Dictionary)

Benjamin Bloom kehitti 1950-luvulla taksonomian maarittdmaén osaamisen tason. Ta-
mé alkuperdinen Bloomin taksonomia jaottelee osaamisen kuuteen tasoon: tietdminen,
ymmartaminen, soveltaminen, analysoiminen, syntetisoiminen ja arvioiminen (evaluoi-
minen). Bloom liséksi jakoi oppimisen kognitiiviseen, taidolliseen ja tunneperdiseen
alueeseen. 1990-luvulla Bloomin erds oppilas, Lorin Anderson, kehitti taksonomiaa
seuraavanlaiseksi:

1) Muistaminen: termien ja tiedon muistaminen ja tunnistaminen

2) Ymmartaminen: suullisen, Kirjallisen ja kuvallisen ymmarryksen kehittdminen

3) Soveltaminen: opitun asian kéyttdminen

4) Analysoiminen: asian rikkominen ainesosikseen ja osien toiminnan ymmartami-

nen

5) Arvioiminen (evaluoiminen): kriittinen ajattelu ja johtopaatdsten tekeminen

6) Luominen: opittujen asioiden yhdistaminen uudeksi kokonaisuudeksi
(Forehand, 2012)

Lavonen ja Meisalo kuvaavat oppimista prosessiksi, jossa oppilas konstruoi kasitteita ja
periaatteita. Nama rakentuvat aikaisempien tietojen ja tietorakenteiden varaan. Oppimi-
nen on siis konstruktiivista ja kumulatiivista. Se on lisdksi késitteiden liittamista oppi-
laan omaan tietorakenteeseen ja kieleen. Opiskelu puolestaan on tavoitteista toimintaa,
johon oppilaalla itselladn on suuri vaikutus. Mitka asiat sitten vaikuttavat oppimiseen?
Ensinndkin voidaan miettid, millaista oppimista tavoitellaan. Halutaanko, etta opiskelija
lapaisee kurssin opettelemalla asioita paljon ulkoa, vai pyritdanko siihen, ettd opiskelija
sisdistad asioita ja muistaa ne vield myohemminkin? Naistd ensimmadista kutsutaan pin-
taoppimiseksi ja jalkimmaista syvalliseksi oppimiseksi. Syvallinen oppiminen on te-
hokkaampaa ja pitkakestoisempaa, ja siihen toivotaan opiskelijoidenkin pyrkivén eten-
kin yliopistotasolla. Se, mita opitaan, on tarkedmpaa kuin opittujen asioiden maara. Pin-
taoppijat eivét yleensa ole yhtd motivoituneita opiskeltavasta alasta, eivatkd néin ollen
ole kiinnostuneita muuta kuin l&pdisemaan kurssin. Tahan riittdd viimeisen illan pént-
t&dminen. Syvaoppiminen on merkityspohjaista oppimista; uudet asiat rakentuvat van-
hojen péaalle. Syvéllinen oppija on kiinnostunut opiskeltavasta aiheesta. Han on halukas
oppimaan siitd lisaa ja han ndkee vaivaa sen eteen. Hanen ei tarvitse hakea ulkoisia mo-
tivaationl&hteitd, kuten arvosanoja tai opettajan tunnustusta, opiskeluunsa. Kun asia on
sisdistetty, sitd on helppo soveltaa muissa yhteyksissa. (Lavonen, Meisalo et al)



Matematiikan oppimisen ja opettamisen kannalta edella esitetyt kuusi oppimisen
tasoa voidaan ajatella seuraavalla tavalla: tasot yksi ja kaksi eli muistaminen ja ymmar-
tdminen voidaan saavuttaa tavallisten ’perusmatematiikan tehtdvien” avulla, joissa op-
pija mekaanisesti laskee tehtdvia esimerkin mukaan. Sanalliset tehtévat ja ongelmanrat-
kaisuharjoitukset voivat auttaa pdédsemaén seuraaville tasoille kolme, nelja ja viisi. Kie-
lentdmistehtavat puolestaan tukevat tasoja kaksi, kolme, nelja ja viisi, silla ne pyrkivét
lisadmaan ymmarrystd, tukevat soveltamistaitoja, vaativat oppijalta analysoimista ja
saattavat pohjautua oppijan arviointitaitoihin. Tasolle kuusi paaseminen on pitkallisen
opiskelun tulos, johon monet eivat paase.

1.2 Miksi matematiikka on vaikeaa?

Siirtymista lukiomatematiikasta yliopistomatematiikkaan voidaan kuvata siirtymisena
empiirisestd matematiikasta abstraktiin matematiikkaan — epamuodollisesta muodolli-
seen. Voidaan ajatella, ettd opiskelijoiden on opittava taysin uusi tapa ajatella ja toimia
matematiikassa. Monet opiskelijat saattavat ajatella yliopistomatematiikan olevan vain
lukiomatematiikan syventdmistd, jolloin he eivét odota sitd tarkkuuden ja vaikeuden
tasoa, jolla yliopistomatematiikka on. Aiemmin opetetut asiat eivat endd kohtaakaan
niitd, joita nyt opiskellaan. (Hoyles, Newman, Noss, 2001.)

Matemaattisen ajattelutaidon puute, heikot laskentotaidot ja huono asenne ma-
tematiikassa voidaan mainita suurina ongelmakohtina opiskelijoilla, jotka aloittavat
yliopistomatematiikan (Hoyles et al 2001). Monilla opiskelijoilla on heikot matematii-
kan perustaidot jo yliopistoon tullessaan.. Heilla voi olla huonoja kokemuksia matema-
tilkkan opiskelusta, negatiivisia tunteita matematiikkaa kohtaan, huono asenne ja usko-
mukset seka koepelkoa ja matematiikkapelkoa. Oppimiseen vaikuttavat myds huono
itsetunto ja tehottomuus. (Véaisénen, Rautopuro, Ylénen, 2004.)

Ymmarryksen puute matematiikan oppitunnilla voi aiheuttaa opiskelijalle heti
alussa motivaation romahduksen. Kun han ei kysymyksistddn huolimatta saa apua opet-
tajilta, voi opiskelija tuntea pettymysta itseensd, opettajaansa ja lopulta opetettavaan
aineeseen. Useat epaonnistumisen tunteet ja negatiivinen kasitys omasta matematiikan
osaamisesta voivat johtaa opiskelijan turhautumiseen ja kiinnostuksen menettamiseen
sekd pahimmassa tapauksessa kurssin keskeyttdmiseen. (Véisanen, Ylonen, 2004.)

Epdonnistumisen tunnetta lisaa se, kun opiskelija kokee olevansa ainoa epaon-
nistuja luokassa. Suuret ryhmékoot ja tasoryhmien puuttuminen voivat johtaa siihen
tunteeseen, ettei heikompi opiskelija voi parjatd matematiikan opinnoissa. Heikommin
menestyvé opiskelija ei valttdmatta uskalla esittad kaikkia kysymyksidan luokan edessa,
jos hén tuntee olevansa ainoa, kuka koskaan esittdd kysymyksia. Etenkin lukion lyhyen
matematiikan oppimaaran opiskelleet voivat helposti tuntea yliopiston matematiikan
kurssit lilan vaikeiksi. (Hoyles et al 2001.)

Asenne matematiikkaa kohtaan on my0s tarked oppimismenestyksessa. Sellaiset
opiskelijat, joilla on myonteinen asenne matematiikkaa kohtaan ja positiivinen kuva



10

itsestddn matematiikan osaajana, menestyvat keskimaarin paremmin kuin sellaiset, joilla
on negatiivinen kuva taidoistaan ja opetettavasta aineesta (Vaisanen, Ylénen, 2004).
Ajatukset matematiikan hyodyllisyydesta tai merkityksesté vaikuttavat myds opiskelijan
menestymiseen. Opiskelija, joka uskoo matematiikasta olevan hydtya muissa opinnois-
sa, on selvasti motivoituneempi ndkemaan vaivaa sen eteen.

Erds mielenkiintoinen ndkékulma téhan aihepiiriin liittyen on, ettd matematiikan
opettajat ovat yksinomaan sellaisia, jotka ovat opiskelleet ja mahdollisesti myos tutki-
neet matematiikkaa omana tieteenalanaan. Suurin osa opiskelijoista ei kuitenkaan ole
kiinnostunut matematiikasta tieteend vaan l&dhinnd tyokaluna muissa tieteissd. Tama
kiinnostusten ja nakdkulmien ero voi olla osana opiskelijoiden turhautumista. Opettaja
ei 0saa katsoa opetettavaa ainettaan opiskelijaa kiinnostavalta nakdkannalta. (Hoyles et
al 2005.)

Tavoitteena on kannustaa opiskelijoita itsenaiseen ja tehokkaaseen opiskeluun.
Oppimiseen vaikuttavia asioita on paljon. Hyvat tilat, kiinnostava kurssitarjonta, ver-
taisopiskelijat seka opetus ilmoitetaan usein listan karjessa, kun kysytaan oppilaitoksen
vaikutusmahdollisuuksia (Kember, Leung, 2004). On haastavaa jarjestaa opetus siten,
ettd se on mahdollisimman tehokasta, silla opiskelijoiden menestys on tarkeda paitsi
opiskelijoille itselleen, myds oppilaitoksille. (Kuh, 2005.)

Kun opiskelija siirtyy lukiosta yliopistoon opiskelemaan matematiikkaa, voi
muutos tuntua hyvinkin suurelta. Opetustavat ja —tavoitteet voivat tuntua erilaisilta kuin
ne, joihin lukiossa totuttiin. Yliopistossa opiskelijan pitdd oppia muun muassa todista-
maan matematiikan lauseita ja johtamaan itse kaavoja. Mekaaninen laskeminen, johon
matematiikka usein rinnastetaan, jatetaankin laskentaohjelmistojen harteille. Ei riitd,
ettd oppii helposti algoritmeja tehtévien ratkaisemiseksi, vaan on ymmarrettdva mate-
matiikan perimmaéinen luonne ja saatava kiinni matematiikan abstraktimmasta puolesta.

Lukiomatematiikan ja yliopistomatematiikan valista eroa voidaan kutsua mate-
matiikkakuiluksi. Tdmén kuilun ylittdmiseksi on muun muassa kehitetty lukuisia silta-
kursseja, joihin aloittava opiskelija voi osallistua. Tampereen teknillisessa yliopistossa
on esimerkiksi perustaitotesti ja siihen liittyvd matematiikkajumppa, jotka mittaavat ja
kertaavat tarvittavia lukio-oppeja. Lisédksi monet yliopistot tarjoavat valinnaisia mate-
matiikan johdantokursseja uusille opiskelijoille. Myos lukiolaisille on tarjolla matema-
titkan opintoihin suuntaavia valmennuskursseja.

1.3 Opetussuunnitelma

Tassé kappaleessa esitelladn matematiikan opetussuunnitelma yléasteen ja lukion osalta.
Yl&asteen matematiikan oppimistavoitteista sanottiin seuraavaa:

“Matematiikan opetuksen tehtavana on tarjota mahdollisuuksia matemaattisen ajatte-
lun kehittdmiseen ja matemaattisten kasitteiden sek& yleisimmin kaytettyjen ratkaisume-
netelmien oppimiseen. Opetuksen tulee kehittdd oppilaan luovaa ja tasmallista ajatte-
lua, ja sen tulee ohjata oppilasta I6ytamaan ja muokkaamaan ongelmia seké etsimaan
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ratkaisuja niihin. Matematiikan merkitys on ndhtdivd laajasti — se vaikuttaa oppilaan
henkiseen kasvamiseen sekd edistdd oppilaan tavoitteellista toimintaa ja sosiaalista
vuorovaikutusta.

Matematiikan opetuksen on edettava systemaattisesti, ja sen tulee luoda kestava poh-
ja matematiikan kasitteiden ja rakenteiden omaksumiselle. Konkreettisuus toimii tar-
kednd apuvalineend yhdistettdessa oppilaan kokemuksia ja ajattelujarjestelmia mate-
matiikan abstraktiin jarjestelmaan. Arkipaivan tilanteissa eteen tulevia ongelmia, joita
on mahdollista ratkoa matemaattisen ajattelun tai toiminnan avulla, tulee hyddyntaa
tehokkaasti. Tieto- ja viestintatekniikkaa tulee kayttaa oppilaan oppimisprosessin tuke-
misessa. ”

(Opetushallitus, 2013)

Lukion opetussuunnitelmassa oli pitkén ja lyhyen matematiikan opetustavoitteet erikseen. Ope-
tuksen tehtdvit lyhyelle ja pitkélle matematiikalle olivat seuraavat:
”Matematiikan lyhyen oppimaaran opetuksen tehtdvana on tarjota val-
miuksia hankkia, kasitelld ja ymmartad matemaattista tietoa ja kayttaa
matematiikkaa elaman eri tilanteissa ja jatko-opinnoissa. ”

“Matematiikan pitkdn oppimaaran opetuksen tehtdvana on antaa opiskeli-
jalle matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatillisissa opinnoissa ja
korkeakouluopinnoissa. Pitkan matematiikan opinnoissa opiskelijalla on
tilaisuus omaksua matemaattisia kasitteitd ja menetelmia sek& oppia ym-
martamaan matemaattisen tiedon luonnetta. Opetus pyrkii myos antamaan
opiskelijalle selkedn kasityksen matematiikan merkityksesta yhteiskunnan
kehityksessa seka sen soveltamismahdollisuuksista arkielamassa, tieteessa
ja tekniikassa. ”

Lyhyelle matematiikalle annettiin seuraavat opetuksen tavoitteet:

“Matematiikan lyhyen oppimé&aran opetuksen tavoitteena on, etta opiskeli-

ja

e 0saa kayttad matematiikkaa jokapaivaisen elaméan ja yhteiskunnallisen
toiminnan apuvalineena

e saa myonteisia oppimiskokemuksia matematiikan parissa tyéskennel-
lessédn ja oppii luottamaan omiin kykyihinsa, taitoihinsa ja ajatte-
luunsa, rohkaistuu kokeilevaan, tutkivaan ja keksivaan oppimiseen

e hankkii sellaisia matemaattisia tietoja, taitoja ja valmiuksia, jotka an-
tavat riittavan pohjan jatko-opinnoille

e sisdistdd matematiikan merkityksen valineend, jolla ilmi6itd voidaan
kuvata, selittdd ja mallintaa ja jota voidaan kayttaa johtopaatosten te-
kemisessa
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saa kasityksen matemaattisen tiedon luonteesta ja sen loogisesta ra-
kenteesta

harjaantuu vastaanottamaan ja analysoimaan viestimien matemaatti-
sessa muodossa tarjoamaa informaatioita ja arvioimaan sen luotetta-
vuutta

tutustuu matematiikan merkitykseen kulttuurin kehityksessa

oppii kayttdmaan kuvioita, kaavioita ja malleja ajattelun apuna.”

Pitkdn matematiikan oppimistavoitteet ovat tamén diplomityén kannalta kiinnostavim-

mat:

”Matematiikan pitkan oppimaaran opetuksen tavoitteena on, etta opiskeli-

ja

tottuu pitkajanteiseen tydskentelyyn ja oppii sitd kautta luottamaan
omiin matemaattisiin kykyihinsa, taitoihinsa ja ajatteluunsa

rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimi-
seen seka niiden kriittiseen arviointiin

ymmartaa ja osaa kayttdéd matematiikan kieltd, kuten seuraamaan
matemaattisen tiedon esittdmistd, lukemaan matemaattista tekstig,
keskustelemaan matematiikasta, ja oppii arvostamaan esityksen tas-
mallisyytta ja perustelujen selkeytta

oppii nakemaan matemaattisen tiedon loogisena rakenteena

kehittdd lausekkeiden kasittely-, paattely- ja ongelmanratkaisutaito-
jaan

harjaantuu kasittelemaan tietoa matematiikalle ominaisella tavalla,
tottuu tekem&an otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laati-
maan perusteluja seka arvioimaan perustelujen patevyytta ja tulosten
yleistettavyytta.

harjaantuu mallintamaan kaytannon ongelmatilanteita ja hyodynta-
maan erilaisia ratkaisustrategioita

osaa kayttaa tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmia, teknisia
apuvalineitd ja tietoldhteitd.”

(Opetushallitus, 2013)

Opetussuunnitelmassa siis ensinnakin halutaan, etti oppilas oppii ja ymmartdd matema-
titkkan luonteen ja sen kayttotarkoitukset. Ei haluta, ettd oppilaat vain opettelevat ulkoa
laskus&antojé ja kertotauluja, vaan halutaan, ettd oppilas oppii kdyttdmaan ja sovelta-
maan oppimaansa. Tatd varten on haluttu kehittdd matematiikan opetusta soveltavam-
paan ja muun muassa ongelmaperustaisempaan suuntaan. Talla tavalla on haluttu vasta-
ta kasvaviin tydelamaél&htoisiin tarpeisiin koulutuksen osalta.
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Toiseksi voidaan huomata, ettd opetussuunnitelmassa matematiikkaa luonnehdi-
taan kieleksi, jota oppilaan pitdd oppia lukemaan ja kirjoittamaan. Matematiikan kielia-
spektiin palataan kappaleessa 4.

1.4 Motivaation vaikutus oppimiseen

Motivaatio on madritelty sisdiseksi tilaksi, joka saa aikaan, ohjaa ja pitaa ylla toimintaa.
Motivaatiota voidaan luonnehtia eri tavoin. Se voidaan jakaa l&hestymis- ja valttamis-
motiiveihin, persoonallisuuden piirteeksi ja tilaksi, siséiseksi ja ulkoiseksi motivaatiok-
si. Kun puhutaan motivaatiosta, voidaan miettid yksilon tavoitteita, uskomista omiin
mahdollisuuksiin tehdd jotakin ja tuntemusten virittdmistd. Motivaatiolla on ennen vas-
tattu siihen, miksi jotkut ihmiset kiinnostuvat joistakin aiheista. Sittemmin on haluttu
vastaus siihen, miksi ihmiset kéayttavat eri oppimis- ja suoritustilanteissa eri tapoja toi-
mia ja miten he sdatelevat ponnistelujaan suoritusten ajan. (Lehtinen, Kuusinen, Vauras,
2007.)

Motivaatioon vaikuttavat ymparisto, Kiinnostukset seka itsetunto. Ymparistolla
on etenkin nuorempiin opiskelijoihin suuri vaikutus. Vanhempien ja ystdvien asenne
saattaa lannistaa tai innostaa riippumatta omista intresseista. Eniten huonoa motivaatiota
selittdvat kuitenkin toiminta ja tulkintatavat. (Lunti, 2009.)

Siséiselle motivaatiolle on ominaista se, ettd opiskelija on sitoutunut johonkin
tehtdvaan siksi, etté siitd on hanelle jotakin hyotya. Se on oppimisen halua, joka johtaa
syvalliseen oppimiseen. Sisdisesti motivoituneelle opiskelijalle on palkitsevaa sitoutua
annettuun tehtdvaan, ja hén tekee sen nimenomaan asian itsensé vuoksi. Sisaisen moti-
vaation syntyyn vaikuttavat opettaja, tehtavien vaikeustaso ja haasteellisuus, niiden mie-
lenkiintoisuus seka ulkoinen palkitseminen. (Rask, 2010.)

Ulkoisen motivaation tunnusmerkkeja ovat palkitseminen tai rankaiseminen.
Esimerkiksi kehut opettajalta voivat olla ulkoisen motivaation ldhteena. Ulkoiseen mo-
tivaatioon siis vaikuttaa opiskelijan ympaéristo eika niink&an hanen halunsa tehdéa asioita
niiden oman hyddyn takia. Jokin asia tehdaan, jotta saavutetaan jotakin muuta. Arvosa-
nat ovat selked ulkoisen motivaation lahde suurelle osalle opiskelijoista. (Rask, 2010.)

Opettajan merkitys opiskelijan motivaation kohottajana tai heikentdjana on mer-
kittdva. Etenkin sellaiselle opiskelijalle, joka on ulkoisesti motivoitunut, opettajan kan-
nustus ja opetuskeinot ovat tarkeitd. Hyva palaute voi kannustaa ndkemé&an enemman
vaivaa, mutta negatiivinen palaute saattaa lannistaa taysin. Sisaisesti motivoituneelle
opettajan palaute ei ole niin térke&d, silla motivaattorina toimii halu oppia. Siis niille
opiskelijoille, joilla on suuremmat edellytykset oppia, opettajan opetuskeinoilla ei niin-
k&an ole suurta merkitysta. Opettajan on siis huomioitava erityisesti ne oppilaat, joilla ei
ole kiinnostusta aiheeseen ja jotka saattavat luonnostaan olla heikompia oppimaan ope-
tettua asiaa. (Rask, 2010.)

Millainen motivaatio on opiskelunsa hyvin suorittavilla opiskelijoilla? Tata voi-
daan kuvata syy ja seuraus ketjuna. Ensinnékin sellaisilla opiskelijoilla, jotka saavutta-
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vat hyvia oppimistuloksia ja joilla on hyva akateeminen tausta, on itsendinen (siséinen)
motivaatio. Heidan paattavaisyytensa opiskelujensuhteen lisdavat tatd motivaatiota. Mo-
tivaatio johtaa puolestaan parempiin opiskelutuloksiin. Itsendiset (siséisesti motivoitu-

neet) opiskelijat lopettavat opiskelunsa kesken pienemmalla todennakdisyydelld kuin
muut. (Fortier, Vallerand, Guay, 1995.)
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2 ERILAISET OPPIJAT

Maailmassa lienee enemmaén kuin kuusi miljardia erilaista tyylid oppia. On térkedd ottaa
huomioon, ettd keino, jolla "keskiverto” opiskelija oppii ja ymmartad, ei toimikaan jol-
lekin muulle henkil6lle. Erilaisia oppijoita on luokiteltu monella tavalla ja oppimistyy-
listddn kiinnostunut voi tehda testejd, joilla han saa selville oman oppimistyylinsa. Opet-
tajan on tarke&a tiedostaa, ettd on erilaisia oppijoita ja oppija itse hyotyy tiedosta, miten
han parhaiten oppii. Tassé luvussa esitell&an joitakin luokitteluja erilaisista oppijoista.

2.1 Visuaalinen, auditiivinen ja kinesteettinen oppija

Oppijat voidaan luokitella sen mukaan ovatko he visuaalisia, auditiivisia vai kinesteetti-
si& oppijoita. Visuaaliselle oppijalle on tarkead pystya hyddyntdmaan nakoaistiaan, au-
ditiivisen oppijan oppiminen perustuu kuuloaistiin ja kinesteettinen oppiminen perustuu
tuntohavaintoihin, liikkeeseen ja kokemuksen kautta oppimiseen. Ndiden liséksi usein
erotetaan viela taktiilinen oppiminen, joka perustuu tuntoaistiin. Taktiilista oppimista ei
usein eroteta kinesteettisestd oppimisesta. (Vainionpaa, 2006)

Opetustilanteessa visuaalinen oppija arvostaa hyvié kalvoja, dioja ja monisteita.
H&n muistaa helposti ndkemansa kuviot ja kayttaakin kuvioita oppimisensa tukena. Han
pystyy keskittym&an hyvin ja hénelld on vilkas mielikuvitus. Hanelle vérit, muodot ja
esteettisyys ovat tarkeitd. Hanen kannaltaan opetuksessa on tirkeéé, ettd voi ndhdé ope-
tuksen, tehdd omia muistiinpanoja ja kuvioita seké kayttéa kuvioita ja vareja.

Auditiivinen oppija oppii sanallisten ohjeiden avulla ja hén usein toistaa tai pu-
huu asiat mielessaan. Han hyotyy asioiden selittdmisestd ja keskustelusta. Hanen oppi-
mistaan saattaa héiritd muistiinpanojen tekeminen, silla keskittymalld kuuntelemaan ja
kyselemé&an han oppii parhaiten. (Vainionpéa, 2006)

Kinesteettinen oppija muistaa oppimaansa erilaisten tuntemusten ja kokemusten
kautta. Han hahmottaa ihmisten tarkoitukset eleiden, liikkeiden ja ilmeiden kautta. Ha-
nen oppimistaan auttaa muistiinpanojen tekeminen ja esineiden kasittely. Han tykké&a
tekemisesté ja kokeilusta sek& soveltamisesta. H&nen oppimistaan voi tukea erilaisilla
peleilld, simulaatioilla ja vaikkapa draamalla. (Vainionpég, 2006)

2.2 Oppimisprofiilit

Erityyppiset oppijat voidaan luokitella esimerkiksi seuraavaan neljaan luokkaan: kiin-

nostuneet oppijat haluavat opiskella ja ymmartaa aihetta sen itsensd vuoksi. Suorittaja-
oppijat haluavat hyvia tuloksia. He ottavat opettelevat vaaditut asiat hyvin suunniteltu-
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jen opiskelumetodien avulla hyvien arvosanojen takia. Jéljittelevat oppijat puolestaan
pelkéévat epdonnistumista ja opettelevat asiat pinnallisesti. Epdakateemiset oppijat eivat
ole kiinnostuneita opetettavasta aiheesta tai opiskelusta, ja heidan opiskelutapansa on
epéjarjestelméllinen. (Baeten, Kyndt, Struyven, Dochy, 2010.)

Tampereen teknillisessa yliopistossa tehdyn tutkimuksen mukaan opiskelijat
voidaan jakaa viiteen oppijaprofiilimalliin: tukea tarvitseviin, osaajiin, pintasuuntautu-
neisiin, vertaisoppijoihin ja omin péin opiskeleviin. TTY:n opiskelijoiden oppimispro-
fiillit madritetddn opiskelujen alussa tehtdvéssa matematiikan perustaitojen testissa.
Opiskelijoilta esitetaan alla oleva kysymys, jonka perusteella heidét jaetaan edella esi-
tettyihin profiileihin.

Mika alla olevista kuvauksista kuvaa parhaiten matematiikan oppimistasi? Lue ensin
kaikki kuvaukset rauhassa ja valitse oppimisprofiili, joka on lahimpana sinun oppimis-
tasi.

1. profiili. Kiinnostukseeni matematiikkaa kohtaan vaikuttaa enemmaén koulutusohjelma
kuin oma mielenkiinto. Lasken tehtéavan usein samalla tavalla kuin se on esitetty kirjas-
sa tai tunnilla, enka yleensa mieti omaa menetelmaa tehtavan ratkaisemiseksi. Kykenen
oppimaan matematiikkaa kopioimalla esimerkkiratkaisuja kunhan pidéan ajatuksen mu-
kana.

2. profiili. Opiskelen mielellani matematiikkaa yhdessa muiden opiskelijoiden kanssa ja
laskiessani toivon, ettd saan neuvoa, jos en kykene itsendisesti tehtdvaa ratkaisemaan.
Kiinnitan huomiota esimerkkeihin ja koen, ettd matematiikan oppiminen on tarpeellista.
Tehtavia laskettaessa on mielestani tarkedd saada oikea vastaus, vaikka joissakin koh-
dissa ratkaisua olisi virheita. Pidan siita, etta yrittdmisesta palkitaan.

3. profiili. Opiskellessani matematiikkaa haluan, ettd minua opastetaan henkildkohtai-
sesti vaikeissa kohdissa. Opettajan antamat esimerkit ja opetustapa vaikuttavat paljon
siithen, miten omaksun asian. En mielelléni sovella malliratkaisuja uusiin tehtaviin. Ja-
tdn vaikeat tehtdvit tekemdittd tai kesken. Matematiikan “kieli” vaikuttaa minusta vai-
kealta.

4. profiili. Pystyn oppimaan matematiikkaa, jos koen tarvitsevani sité. En laske tehtavia
mielelléni kavereiden kanssa, vaan opin parhaiten itsekseni pohtimalla. En myo6sk&an
tarvitse opettajan tukea oppimisessani. Laskutehtavien kopioiminen ei edisté oppimista-
ni.

5.profiili. Haluan oppia matematiikkaa syvallisesti, enk& halua opetella asioita ulkoa.
Laskiessani vaikeaa tehtdvaa en luovuta helpolla, vaan yritdn ratkaista sen. Parjaéan
mielestani hyvin matematiikassa.
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Pintasuuntautunut mallista oppija on opiskelija, jonka kiinnostukseen matematiikkaa
kohtaan vaikuttaa enemmaén koulutusohjelma kuin mielenkiinto matematiikkaa kohtaan.
Héan laskee tehtdvat usein samalla tavalla kuin se on esimerkeissd, eikd mieti vaihtoeh-
toisia menetelmid. Han oppii matematiikkaa kopioimalla esimerkkejé ja malliratkaisuja
ja opettelemalla ne ulkoa. Vertaisoppija opiskelee mielelladn muiden kanssa. Han ha-
luaa mieluusti neuvoja, jos tormaa laskiessaan ongelmiin. Han kokee, ettd matematiikan
oppiminen on tarpeellista. Laskiessaan hanestd on tarkedd saada oikea vastaus, vaikka
ratkaisussa olisikin virhe. Tukea tarvitseva opiskelija haluaa henkil6kohtaista apua
opiskellessaan matematiikkaa. Opettajan antamilla esimerkeilld ja opetustavoilla on
suuri merkitys hanen oppimiseensa. Han ei oikein hallitse matematiikan soveltamista ja
jattaa usein vaikeat asiat kesken. Matematiikan Kieli on hénelle vaikeaa. Omin péin
opiskeleva pystyy oppimaan matematiikkaa, jos hénelld on riittdva syy siihen. Hén ei
mielelldan laske muiden opiskelijoiden kanssa — han oppii parhaiten itse pohtimalla.
Héan ei myodskéan kaipaa opettajan apua. Laskutehtévien kopioimisesta ei hénelle ole
paljonkaan hyotya. Osaaja haluaa oppia matematiikkaa syvéllisesti vain matematiikan
itsensé takia. Han ei halua opetella asioita ulkoa, vaan hanelle on tarkedd ymmartaa ne.
Hén ei luovuta helposti laskiessaan vaikeaa tehtdvaa. Hanelld on matematiikan oppijana
hyva itsetunto. 2007 tehdyssa tutkimuksessa 860 opiskelijaa jakautuivat oppimisprofii-
leihin seuraavalla tavalla: tukea tarvitsevat 12,5 %, osaajat 26,1 %, pintasuuntautuneet
14.7 %, vertaisoppijat 24,0 % ja omin pdin opiskelevat 22,7 %. (Pohjolainen, Silius,
Huikkola, Raassina, 2007.) Téssa tyossa on kaytetty naita viittd oppimisprofiilia.
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3 MATEMATIIKKA JA KIELI

“Matematiikka on tiede, joka kisittelee rakenteiden mallintamista, muutosta ja ava-
ruuksia. Matemaattisen formalismin mukaan matematiikka on aksiomaattisesti maari-
teltyjen abstraktien rakenteiden tutkimista symbolisen logiikan ja matemaattisen mer-
kintgjarjestelman keinoin. Muitakin nakemyksi& on. Matematiikkaa voi ajatella fysikaa-
listen ja kasitteellisten suhteiden ilmaisemisen kielend, jonka kielioppi ja kasitteisto on
madritelty aarimmaisen tarkkaan. Tama mahdollistaa asioiden ilmaisemisen tarkaszi. ”
(Wikibooks)

On useita perusteita esittdd matematiikka omana kielendén. Matematiikassa on oma
erityinen sanasto, johon kuuluu suuri joukko nimenomaan matematiikalle vakiintuneita
sanoja, ilmaisuja ja kielellisia rakenteita. Pelké&stddn matematiikan kasitteisiin viittaavia
sanoja ovat esimerkiksi kertolasku, summa, derivoituvuus ja monet muut. Matematii-
kassa on my6s monia sellaisia sanoja, jotka tarkoittavat matematiikan kielella jotain
taysin muuta kuin ei-matematiikan kielella kuten esimerkiksi diskreetti, siled ja jatkuva.
Myo6s monet sanayhdistelmat ovat saaneet matematiikassa oman merkityksensa. Téllai-
nen on esimerkiksi jos ja vain jos”, joka on sanamuoto, miti ei kdytettd tavallisessa
kielessd. Matematiikan kielelle ominaista on myds siind kaytetyt erilaiset symbolit ja
merkit, jota ovat esimerkiksi logiikassa kaytetyt kvanttorit. Opiskeltaessa matematiikkaa
on opeteltava suuri maaré tallaisia symboleita, jotta pystyy lukemaan ja ymmartaméaan
matemaattista tekstid. Matematiikan kieli kehittyy my0ds kokoajan. Tradition kautta ote-
taan uusia merkintojé ja sanoja kéyttoon ja samalla asialla tai kasitteelld voi olla monia
eri nimia tai merkintatapoja. Esimerkiksi funktion ¥ = f(x) derivaatta voidaan esittaa

merkinnailla f'(x), Df(x) ja :—i Tallainen kehitys on tyypillista kielille. (Tossavainen,

2007.)

Hersh kayttad matematiikan kielestd kuitenkin kielta (language) lievempaa sanaa
’lingo”, silld matematiikan kielelld ei voida esittdd mitd tahansa. Ei voida esimerkiksi
sanoa matemaattisesti, ettd “minulla on painsérky” tai ’sind kyllastytdt minua”. (Hersh,
1997.) Jamison esittdd kolme seikkaa, jotka erottavat matematiikan kielen esimerkiksi
suomesta. Matematiikan kielessa ei olla kiinnostuneita ajasta — ei ole nykyisyyttd, men-
neisyytta tai tulevaisuutta - vaan matematiikassa kaikki vain ”on”. Toinen seikka on se,
ettd matematiikan kielella esitetyt lauseet eivét sisélla mink&énlaista tunnelatausta.
Kolmas seikka on se, ettd matematiikan kieli on hyvin tdsmallistd. Tdm4 on se asia, joka
tuottaa eniten vaikeuksia opiskelijoille. (Jamison, 2000.)

Jos ajatellaan matematiikkaa kielend, niin sen voidaan ajatella sisaltyvan kult-
tuurista riippuvaan puhuttuun kieleen. Tall6in on jarkevaa tehdd kuvan 1 mukainen ja-
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ko: matematiikan kieleen, luonnolliseen kieleen (ei-matemaattinen kieli) ja kuviokie-
leen. (Joutsenlahti, 2009.)

Matematiikan
kieli

MKK ST MLk

Luonnollinen

Kuviokieli Kieli

Kuva 1: Matematiikan kielen jakaminen. Lyhenteet: MSK= matematiikan symbolikieli,
MKK= matematiikan kuviokieli ja MLK= matematiikan luonnollinen Kieli. (Joutsenlah-
ti, 2010.)

Tyypillisesti opiskelija kayttda kaikkia edella mainittuja kKielen osa-alueita ilmaisemaan
ajatuksiaan. On myos tarkedd pystya tarjoamaan opiskelijalle mahdollisuuksia oppia
kaikkien naiden avulla. Keskitytdan tasta eteenpdin yksinkertaisuuden vuoksi lahinna
matematiikan kieleen ja luonnolliseen kieleen, vaikka kuviokielen avulla voitaisiinkin
saada hyvin mielenkiintoisia ja tehokkaita tehtdva- ja ratkaisumalleja kielentdmisen
nakokulmasta. (Joutsenlahti, 2010.)

Matematiikan Kielen eri osien huomioiminen opetuksessa on tarkeaa eri oppijoil-
le. Esimerkiksi visuaalisille oppijoille matematiikan kuviokielesta on paljon apua, kun
taas auditiivinen oppija hyotyy matematiikan k&dantamisestd luonnolliselle Kielelle seka
keskustelusta. Opettajan on tarkeéa tarjota riittdvasti apua oppimiseen. Siksi ei riitd, ettd
lasketaan vain perinteisia matematiikan tehtavia esimerkkien avulla, vaan on haastettava
opiskelijat ajattelemaan omalla tavallaan. Talloin péaastaan syvalliseen oppimiseen pin-
nallisen ulkoa opettelun sijaan.

Erds syy aikaisemmin mainitun matematiikkakuilun syntymiseen voi olla se,
ettei matematiikan eri kielid kaytet& opetuksessa tehokkaasti. Matematiikan opetuksessa
tavallisin kieli on varmasti matematiikan symbolikieli, mutta monet oppijat hyotyisivat
kuviokielen ja luonnollisen kielen lisddmisestd oppimateriaaleihin (kirjoihin, muistiin-
panoihin sek& esimerkkitehtéviin).
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4 KIELENTAMINEN

Ymmartdédkseen matematiikkaa ja oppiakseen esittdméan ajatuksiaan matemaattisesti
tasmallisesti opiskelija tarvitsee ymmarryksen matematiikan kielestd. Tallgin han pys-
tyy kommunikoimaan suullisesti ja kirjallisesti matematiikasta ilman vaarinymmarryk-
sid. Kielentamisella tarkoitetaan tdssd matemaattisen ajattelun ilmaisemista kielen (kts.
kuva 1) avulla paasaantoisesti suullisesti tai kirjallisesti (Joutsenlahti, 2009). T&han tar-
vitaan matematiikan kielen sujuvaa osaamista. On ymmarrettava, etteivéat luonnollisen
kielen lauseet k&danny suoraan matematiikan kielelle.

Kielentdmistd ja matematiikan eri kielid on tutkittu monella koulutustasolla. Kir-
jallista kielentdmista on kokeiltu yliopiston ja lukion lisaksi my6s peruskoulutasolla ja
suullista kielentamistd on kokeiltu esiopetuksessa (Joutsenlahti, Rattyd, 2011). T&ssa
tutkimuksessa on keskitytty suurimmaksi osaksi yliopistotason opetukseen.

Eras kielentdmisen apukeino (ehkdpa yksinkertaisin ja huomaamatta kaytetyin)
on sanalliset tehtdvat. Niissd opiskelijan on osattava kaantad matematiikan kielelle teh-
tdvanannossa luonnollisella kielell& kysytyt asiat. T&ssd ei kuitenkaan ole rajattu miten-
kaan opiskelijan ratkaisua. Se voi olla tdysin matemaattinen tai siséltaa luonnollista kiel-
t4. Rajataan kielentdmistehtdvé tasta eteenpdin tarkoittamaan sellaisia tehtévid, joissa
opiskelija kayttdd kielentdmisen keinoja ratkaisussaan. Esitelldén téllaisia ratkaisuja
myG6hemmin.

Keskustelulla on suuri vaikutus opetuksessa. Kun opiskelijat keskustelevat ja
vaihtavat ajatuksiaan matematiikan asioista, joutuvat he k&antdmaan matematiikan kiel-
t& luonnolliselle kielelle. Matemaatikko R. L. Moore kehitti td4h&n perustuvan opetusme-
todin. Mooren metodina tunnetussa opetustavassa opettaja lahinnd esittelee opetettavan
asian lahtokohdan ja joukon hypoteeseja sekd ohjaa keskustelemalla opiskelijoita 10y-
tdmé&an itse asiaan liittyvat oleelliset matematiikan ilmidt ja perustelemaan ne todeksi.
Talla tavalla opettaja pystyy ohjaamaan opiskelijoita kehittdmé&an matemaattista ilmai-
suaan oikeaksi. Tdm& menetelm& vaatii opettajalta muun muassa karsivallisyytta ja tai-
tavaa matemaattista ilmaisua. Opiskelijoilta vaaditaan aktiivisuutta ja osallistumista,
eikd ryhmakoko saa olla kovin suuri. (Tossavainen, 2007.)

Erityisesti nyt kannattaa keskustella kielentdmisesta matematiikan opetuksen
ohessa lukioissa ja yliopistoissa, koska kevéalld 2012 astui voimaan uusi maarays ma-
tematiikan ylioppilaskirjoituksiin. CAS laskimen k&yttdminen on sallittua ylioppilasko-
keessa. Tdméan vuoksi mekaanisen laskemisen painoarvo saattaa vahentya tulevaisuu-
dessa (ellei ole jo vahentynyt). Vélivaiheiden selittdminen ja perustelu taas saa enem-
méan painoarvoa, silld ymmartdminen ja ymmarryksen ilmaiseminen on tarkedmpéa tie-
totekniikan hyddyntamisen rinnalla.
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4.1 Kielentamisstrategiat

Kun puhutaan kielentdmistehtévien ratkaisemisesta, on jarkevéa erotella toisistaan kie-
lentdmistehtavat ja kielentdmalld tehdyt tehtdvan ratkaisut. Esitelldén tassa kappaleessa
ratkaisumalleja, joita opiskelija voi hyddyntaa ratkaistessaan matematiikan harjoituksia.
Esitellaén viisi ratkaisumallia: standardimalli, kertomusmalli, tiekarttamalli, komment-
timalli ja pdivakirjamalli (Joutsenlahti, 2010).

Standardimallissa tehtdva ratkaistaan puhtaasti matemaattisin merkinngin. Tama on
yleinen malli esimerkiksi peruskoulumatematiikassa, kun harjoitellaan mekaanista las-
kemista. Standardimallissa laskija ei kommentoi, otsikoi tai selitd laskuvaiheitaan mi-
tenkaan sanallisesti vaan vain matematiikan symboleilla. Alla olevassa kuvassa on esi-
telty standardimalli siten, ettd vasemmalla puolella on tehtdvan ratkaisu ja oikealla oleva
laatikko kuvaa tehtévan ratkaisua graafisesti. (Joutsenlahti, 2010.)

5. Sanallisia tehtivii WUl
SECE— R

Luokan kassassa on 400

Issass euroa. Opettaj
?sfao 27 jundlippua. Yksi lippu mcﬁ(saa'(
| 12 euroa. Kuinka palion rahaa jgae

400€-27.12¢

L 2/ 200

| 4§§X—324

/’ +77 /6
31214

LTulos:76€

Kuva 2: Standardimalli (Joutsenlahti, 2010.)
Kertomusmallissa tehtdvan ratkaisu on Kirjoitettu ik&&n kuin tarinaksi lisdédmalla ja tay-

dentdmalld matemaattisten lausekkeiden valiin luonnollista kieltd. Ratkaisu on t&lldin
helposti luettavissa, kun lukija tietdd kokoajan mitd laskija on tarkoittanut tehdessaan
jonkin matemaattisen operaation. Kertomusmalli kuvassa 3. (Joutsenlahti, 2010.)
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Todistetaan, etta kahden parillisen kokonaisluvun
tulo on parillinen.

Olkoot m ja n parillisia kokonaislukuja, eli ne voi-
daan kirjoittaa muodossa

m= 2k, n= 2g,

missa k ja s ovat kokonaislukuja.

Ndiden merkintojen ja reaalilukujen kertolasku-
saantojen avulla alkuperaisten lukujen tulo voidaan
kirjoittaa

m-n = (2k) - (2s) = 2 (2ks),

Missa
2ks=p

on kokonaisluku, silla kokonaislukujen tulon arvo
on aina kokonaisluku.

Kuva 3: Kertomusmalli (Joutsenlahti, Sarikka, 2012)

Tiekarttamallissa laskija selittdd ensin luonnollisella kielelld ratkaisun vaiheet ja suorit-
taa vasta sitten matemaattiset toimenpiteet. Tamén mallin heikkous voi olla siina, etta
laskijan tulee tietdd heti ratkaisun alussa, etta miten ratkaisun tulee edetd. Heikommille
laskijoille tdma voi olla haastavaa. Tiekarttamalli kuvassa 4. (Joutsenlahti, 2010.)
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Kahdesta luvusta tiedetddin, ettd ne ovat positiivisia ja niiden

summa on 50. Mddritd luvut siten, ettd niiden tulo on mahdolli-
simman suuri.

1. keksitddin luvuille muuttujat

2. muodostetaan muuttujista yhtdlé ja esitetddn toinen muuttuja
toisen avulla

3. kirjoitetaan yhden muuttujan funktio lukujen tulolle

Luonnollinen kieli 4. varmistetaan, ettd funktio on jatkuva ja derivoituva

5. ratkaistaan funktion ddriarvokohdat, joita voivat olla derivaa-
tan nollakohdat ja mddrittelyalueen pddt

6. tutkitaan missé ddriarvokohdassa funktio saa suurimman ar-
vonsa, jolloin tiedetddn toinen luku

7. ratkaistaan vield toinen muuttuja ja annetaan ndmdé kaksi lu-
kua vastaukseksi

1. Olkoot luvutx = 0 jay = 0

22x+y=50 &£yv=50—x

3flx) =x(50—x),x =0

4. Polynomifunktio on kaikkialla mddrittelyalueellaan jatkuva ja
derivoituva.

5 f"(x) =50 — 2x = 0 & x = 25 (mddrittelyalueen pddtepiste
0 ei kuulu alueeseen, sitd ei siis oteta huomioon mahdollisena
ddriarvokohtana)

6. f(25) = 25% = 775 on funktion suurin arvo, silld esimerkiksi

f(5) =5-45 = 225 on pienempi.

7. Koska x = 25, niin . Vastaus on siis 25 ja 25.

Kuva 4: Tiekarttamalli (Joutsenlahti, Sarikka, 2012)

Kommenttimallissa laskija kirjoittaa luonnollisella kielelld kommentteja laskujensa vie-
reen. Ndin han voi kertoa joka kohdassa ik&&n kuin marginaalissa, mitd han milloinkin
on tekemassa. Tamé malli on kuvassa 5. (Joutsenlahti, 2010.)
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Etsi seuraavasta todistuksesta virhe. Perustele vilivaiheet.

Todistetaan, ettd 4 = 2. Olkoon & = b = 2, jolloin

a==h

& a’=ab Yhtald on kerrottu puclittain a:lla
=al—bi=qab—b? Puolittain vahennetty termi b?
=({a—b){a+b)=5bla—>5b) Tekijdihinjako
=at+hbh=5b Molemmat puolet on jaettu (@ — b):ll3
=2+2=12 Lukuarvot sijoitettu

=4=72

Virhe on punaisella merkityssa kohdassa, silla kyseinen jako on
nollalla jakamista.

Kuva 5: Kommenttimalli (Joutsenlahti, Sarikka, 2012)

Paivakirjamalli on samankaltainen kuin kertomusmalli, mutta ehképa hieman helpom-
min lahestyttdva. Siind laskija Kirjoittaa lyhyesti luonnollisella kielella otsakkeita ja
kommentteja laskuvaiheiden valiin. Tama on ehka luonnollisin tapa aloittaa kielentami-
nen, silld tahan kannustetaan normaalisti jo esimerkiksi lukioissa. Taméan mallin esi-
merkki on kuvassa 6. (Joutsenlahti, 2010.)
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Lasketaan funktion f(x) = x* — 2x nollakohdat

ja dariarvot.
Nollakohdat:

flx)=0

sxt-2x=x(x—2)=0
Luonnollinen kieli
S x=0taix=2

Aéariarvokohta on derivaatan nollakohta:
fllx)=2x—2=0

=sx=1

Adriarvo on funktion arvo dariarvokohdassa:
fll)=1*-2-1=-1

Luonnollinen kieli

Kuva 6: Paivékirjamalli (Joutsenlahti, Sarikka, 2012)

4.2 Kielentamistehtavatyypit

Edellisessé kappaleessa tutustuttiin erilaisiin keinoihin ratkaista matematiikan tehtava
kielentdmisen kannalta. Siind annettiin siis kielentamisen keinoja opiskelijalle. Tassa
kappaleessa esitellaan erilaisia kielentdmistehtdvamalleja, jotka puolestaan ovat kiinnos-
tavia opettajan ndkokulmasta. Samalla haetaan vastausta tutkimuskysymykseen: Millai-
sia Kielentdmistehtdvamalleja voidaan kehittdd? Esitelldan seitseman erilaista tehtava-
mallia, jotka nimetdén taulukon 1 mukaisesti.
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Taulukko 1: Kuusi kielentamistehtavamallia

A | koodaus matematiikan kielten eri osa-alueiden valillda tapahtuvaa ns.
kdaantamista

B | taydennys tdydennetdan annettuun ratkaisuun puuttuvia ratkaisun kan-
nalta olennaisia osia

C | virheen etsinta etsitdadn valmiiksi annetusta ratkaisusta virhe(ita)

ratkaisusta tehtava paatelladan annetusta ratkaisusta kysytty asia eli tehtavananto,
johon ratkaisu sopii

E | ratkaisun argumentointi | perustellaan valmista tai itse tehtya ratkaisua matematiikan eri
kielien avulla

F | tiedonseulonta etsitdan tehtdvdanannosta ratkaisun kannalta olennaiset asiat

g | omin sanoin selvitys selvitetdan kirjallisesti tai suullisesti jokin asia ilman matematii-

kan symbolikielta

Jokaista tehtavdmallia voi periaatteessa lahted ratkaisemaan minkéa tahansa edelld esite-
tyn ratkaisumallin avulla.

Koodaustehtdva tarkoittaa matematiikan esittamista luonnollisen kielen avulla
tai toisin sanottuna kielen kaantamista luonnollisesta kielestd matematiikan kieleen tai
painvastoin. Tehtdvanannossa voidaan pyytaa kdantamaan matematiikan kielta luonnol-
liseksi kieleksi, kommentoimaan luonnollisella kielelld ratkaisua tai muuta vastaavaa.
Koodaus on siis matematiikan kielen kaantamista luonnolliselle kielelle tai toisinpain.
Tasta esimerkki 1:

Esimerkki 1. Kirjoita matemaattisin merkinngin:
a) ei-negatiiviset kokonaisluvut
b) Jos sataa, niin paistaa.
C) x kuuluu parillisten kokonaislukujen joukkoon...

Taydennystehtavéssa annetaan puutteellinen ratkaisu, johon pyydetééan lisédmaan puut-
tuvia valivaiheita, perusteluja tai selityksid. Taydennystehtdva voi olla esimerkin 2

tyyppinen:

Esimerkki 2. Kirjoita seuraavaan todistukseen puuttuvat vélivaiheet ja perustelut.
Osoitetaan, etta kaikille reaaliluvuille x ja v patee

=< |x+ vl

|l = Il

Todistus:
lx| = [(x — ) + ¥| < lx— | + ¥l

vl = < |x — v| + |x]
jolloin
lx| — |yl < |x — ¥l

—lx =yl < x| — |vl
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Virheen etsinndssé annetaan myos valmis ratkaisu, johon on tehty virhe. Tehtdvana on
perustella oikeat valivaiheet ja 16ytaa ja korjata véaarat. Tassa laskijan on ymmarrettava
ja osattava perustella kdytetyt matemaattiset toimenpiteet. Virheen etsinnasta esimerk-
kin& on kuvan 4 esimerkki sek& esimerkki 3:

Esimerkki 3. Miten todistus menee pieleen? Korjaa todistus.

Todistetaan, ettd jos @ > b > 0, niin yab < 22,
Vab < 2=
2
+ by’
= ab < (a )
2
a® + 2ab + b*
= ab <

4
= 4ab < a* L+ 2ab + b?

= 0 < a®—2ab+b?
= 0< (a—b)?
joka on totta, koska a = b,

Tassa todistus on lahdetty vditteestd, eika oletuksesta. Oikea todistus olisi
a=h

=20<a—>b
= 0 < (a—b)?
= 0 < a®—2ab+ b*
= 4ab < a® + 2ab + b?
a’ + 2ab + b?
4
a4+ by?
=)

— a+b
Vab < ——
2

= ab =

= rxb:‘:(

Eras kielennystehtavananto voi olla pelkastaan jokin taydellinen ratkaisu, johon pitéa
keksia tehtdvananto. Téllaisen tehtdvanannon avulla voidaan ndhdéd miten opiskelija on
ymmartanyt kyseessd olevan asian ja osaako hén soveltaa sité.

Ratkaisun argumentoinnilla tarkoitetaan tassa sellaista tehtavanantoa, jossa pyy-
detddn perustelemaan sanallisesti tehtdvan kannalta kiinnostavia asioita. Voitaisiin esi-
merkiksi kysya derivointitehtdvan yhteydessd mita tarkoittaa derivoituvuus ja miksi
derivaatasta ollaan yleensa kiinnostuneita. Talloin opiskelija joutuu tutustumaan deri-
vaatan sovelluksiin ja teoriaan osatakseen vastata hyvin esitettyihin kysymyksiin. Té&l-
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laisen sanallisen tehtdvan hyvéa puoli on siing, ettd nyt opiskelija joutuu perustelemaan
laskutoimenpiteitd, jotka on opittu lukiossa tekemaan rutiininomaisesti. Erdan opiskeli-
jan neuvo toiselle opiskelijalle matematiikan lisdopetuksessa olikin: ”Kannattaa aina
ensin derivoida ja laskea derivaatan nollakohdat. Ei se vaarinkaan ole ja todennakoista
on, ettd niit4 tarvitaan”.

Tiedonseulontatehtdvassé on tehtdvanannossa liikaa lahtotietoja, joista opiskeli-
jan on osattava valita tehtavéanratkaisun kannalta oleelliset. Tallainen tehtdvamalli on
esimerkiksi

Esimerkki 4. 40:st& metrista piikkilankaa halutaan tehd&a suorakulmion muotoinen ai-
taus siten, ettd aidassa on kaksi kierrosta piikkilankaa, joista toinen on 60 cm:n korkeu-
della ja toinen 50 cm edellistd korkeammalla. 10 m piikkilankaa maksaa 10 euroa.
Kuinka pitkat pitaisi aitauksen sivujen olla, jotta pinta-ala on mahdollisimman suuri?
Ratkaisu:

Olkoon kaksi vastakkaista sivua pituudeltaan x, jolloin jaljelle ja&neiden sivujen pituus

on oltava y = 10 — x, silla sivujen yhteispituus 2x + 2y = 20. Nyt pinta-alalle saa-
daan funktio f(x) = x(10 — x), missa x € [0,10], jota halutaan maksimoida. Ratkais-
taan derivaatan nollakohta: f'(x) = 10 —2x = 0 < x = 5x € ]0,10[. Koska funkti-

osta tiedetaan, etta se on alaspain aukeava paraabeli, on tdman derivaatan nollakoh-
dan oltava funktion maksimikohta. Sivujen pituudet ovat siis 5 ja 5.
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5 TUTKIMUSONGELMAT

Tahan diplomityohon liittyvad tutkimusta tehtiin kolmessa kohteessa: Tampereen teknil-
lisessd yliopistossa, Turun yliopistossa ja Tampereen normaalikoulussa. Osa tutkimuk-
sesta on kvantitatiivista ja osa kvalitatiivista. Tutkimuksessa haluttiin vastata johdanto-
kappaleessa esiteltyihin tutkimuskysymyksiin:

Millaisia kielentdmistehtdvamalleja voidaan kehitta4?

Millaiset kielentdmistehtdvat ovat toimivia?

Mité mieltd opiskelijat ovat kielentdmisesta ja kielentdmistehtavista?

Miten kielentamistd voi hyddyntdd matematiikan opetuksessa ja oppimises-
sa?

o=

Ensimmaéiseen kysymykseen kielentdmistehtdvamalleista on vastattu edellisessa kappa-
leessa. Koodaustehtavat, ratkaisun argumentointi, virheen etsintd, tiedon seulonta seka
ratkaisusta tehtdvananto ovat kaikki sellaisia tehtévatyyppejd, joita kdytimme tutkimuk-
sessa. Suurin osa tehdyista kielentdmistehtévista yhdisteli eri kielentdmistehtavatyyppe-
ja ja tutkimuksessa oli muutama esitettyjen tehtdvatyyppien ulkopuolelle jaényt tehta-
vamalli, jotka yhdistelivat matematiikkaa ja luonnollista kielt4 esimerkiksi miellekartto-
jen avulla. Kaikki tutkimuksessa kéytetyt mallitehtdvat on esitetty tdmén diplomityon
liitteissa.

Toiseen kysymykseen kielentdmistehtdvien toimivuudesta on haettu vastausta
opiskelijoiden mielipiteistd, siitd, miten innokkaasti jonkinlaista tehtédvéa on tehty, seka
opettajan huomioiden perusteella. Loytyi sellaisia tehtdvamalleja, joita opiskelijat piti-
vat hyodyllisin, ja toisaalta kokeiltiin tehtévi, joita opiskelijat pitivat vaikeina ja suuri-
toisina.

Opiskelijoiden mielipiteita mitattiin kyselylld, joka I0ytyy kokonaisuudessaan
liitteistd. Asenteita mitattiin sekd matematiikkaa kohtaan ettd kielentdmistékin kohtaan.
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6 TUTKIMUSTULOKSIA

Tassa luvussa esitelladn kielentdmistehtdvamalleihin liittyvié tuloksia. Luvun kappalei-
siin on koottu tutkimusten eri kohteissa kéytettyjé tehtavia seka joitakin esimerkkirat-
kaisuja ndihin tehtaviin.

6.1 Tampereen teknillinen yliopisto

Syyslukukaudella 2012 tutkittiin Tampereen teknillisessa yliopistossa matematiikan
kielentdmista yhdelld Insindorimatematiikan kurssilla. Jokaisen TTY:n opiskelijan on
suoritettava tietty méara matematiikkaa osana perusopintoja. Tutkimukseen osallistunut
kurssi oli Insind6rimatematiikka 1 C eli ensimmainen pakollinen matematiikan kurssi
ensimmaisen vuoden opiskelijoille. Ryhmé&an kuului enimmékseen kone- ja rakennus-
tekniikan opiskelijoita.

Kurssin suoritukseen kuuluvien viikkoharjoitusten liséksi opiskelijoille annettiin
yksi erikseen merkitty kielentdmistehtéva, joka oli kurssin kotisivulla omana linkkin&an.
Kuten kaikki muutkin tehtavat myos kielentamistehtévé oli vapaaehtoinen opiskelijoille,
mutta siitd oli mahdollista saada tavalliseen harjoitustehtdvaian nédhden kaksinkertaiset
bonuspisteet. Bonuspisteiden perusteella laskettiin tehtyjen harjoitusten maarg; 40 % oli
tehtévé lapdistakseen kurssin ja suuremmasta madrésta sai hyvitystd arvosanaan. Kielen-
tdmistehtévat palautettiin harjoitusten pitgjille ja tehtavien malliratkaisut laitettiin kurs-
sin kotisivuille opiskelijoiden ndhtavaksi. Kielennystehtavét ja malliratkaisut laativat
Hanna Sarikka ja Jussi Kangas.

Kurssin viimeisell& harjoitusviikolla opiskelijoille esitettiin kysely, johon vastat-
tiin sahkoisesti kurssin kotisivulla. Kysely kartoitti opiskelijoiden mielipiteitd kielenta-
misestd. Tutkimuksessa otettiin lisaksi huomioon kurssin lopputentin arvosanat.

6.1.1 Tehtavia ja esimerkkiratkaisuja

Tassa kappaleessa esitellddn Tampereen teknillisessa yliopistossa Insindérimatematiik-
ka 1 C — kurssin (207 opiskelijaa) tehtyja kielentamistehtavid ja ratkaisuja niihin. Esi-
merkkiratkaisuiden tdsmaéllisyyteen ja oikeellisuuteen ei ole otettu kantaa, vaan tarkoitus
on esitelld kielentamistd k&ytdnnossa. TTY:11& kielentdmistehtavat saivat hyvéan vas-
taanoton opiskelijoilta ja tehtdvia tehtiin melko paljon, vaikka niisté sanottiinkin, etta ne
olivat suuritoisi ja aikaa vievid. Taulukosta 1 voidaan pdatelld, mitkd tehtévét olivat
opiskelijoille vaikeita tai epamieluisia ja mitka puolestaan helppoja.
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Taulukko 2: Tampereen teknillisessa yliopistossa tehtyjen kielentamistehtavien palau-
tuslukumaarét (N=207)

Harjoitustehtava Palautuksia (kpl)
1 77
2 67
3 33
4 59
5 55

Taulukon 1 palautusmadrien perusteella voidaan arvella, ettd kolmannen viikon tehtava
oli opiskelijoille vaikea, kun taas ensimmaéiset kaksi tehtavéa olivat helpompia. On
kuitenkin huomioitava, ettd tdmé on opiskelijoiden ensimmaisen vuoden ensimmainen
matematiikan kurssi. Oman kokemukseni perusteella ei ensimmadisen viikon
palautusmaaralla ole kovin suurta yhteyttd tehtavan helppouteen tai mielekkyyteen,
koska opiskelun alussa opiskelijat eivat viela ole tottuneet yliopisto-opiskeluun ja
sithen, ettei kaikkia tehtdvid tarvitse palauttaa. Neljdnnen viikon tekijdmaéran
tuplaantuminen edellisviikkoon verrattuna kertoo siitd, ettd opiskelijat tekivat tata
tehtavaa mielella&dn. Myo6s mielipidekyselyiden perusteella viimeiset kaksi tehtavaa
olivat opiskelijoiden mielestd hyvia tehtavia.

Liitteissd 1-5 on kaikki Tampereen teknillisen yliopiston tutkimuksessa kéaytetyt
tehtdvat ja esimerkkiratkaisut niihin. Naistd tehtavistd on tdssa kappaleessa esitelty
liitteiden 2, 3 ja 4 tehtavat. Liitteen 5 tehtdvd on hyvin samanlainen kuin liitteen 4.
Liitteessd yksi on hyvin perinteinen koodaus tyyppinen tehtdva ja sen liséksi
virheenetsinté ja argumentointi tehtava.
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k [ « £
. . . . d ‘\:
Kielentdmistehtava 2
1. Selvitd omin sanoin, mika on funktio. Keksi sitten jokin funktio, joka on bijektio
(perustele), ja piirré se.
neX\o 1
1
5 At
1
‘\r‘»v‘ \? ‘\7 { ' (€ / / = \
N ™
kooleq Bunlonon arvejevlco ©n  \celea Moalyouleke
Ligdleey albunn X saa Vain atvoja OSta ylcspaiv se saq
‘f"“‘U‘« v dryonNsa vValy ¢ exYay)
2. Lisdd puuttuvat vilivaiheet ja perustelut.
Todistetaan, etta kaikilla luonnollisilla luvuilla 3™ > 2n.
Cautetan U’. ;-.'v“]" ey o 6 } ¢ ’
Oletetaan, ettd kunn = k, niin]3" > 2k) € \NOVeTIo-oLeTus
:30“, un ralc Cy ;‘ Wtd IC:ie My
Kunn=k+1,
5 P |
< 2 1
k+1 % | _6X \
3t = > 3 (k=" =2k + 4k > 2k +4> 2k +2 = 21y )
v ‘
‘ o
Alead 5 7 y | %
2" =257 = 35 Y3k 2(kV) =2~ 2
(e et e, = ZL_ §L1’< /

Kuva 7: Kurssin toista kielentamistehtavaa ratkaistiin toiseksi eniten; 67 opiskelijaa
palautti tehtavan.

Kuvan 7 tehtavatyyppi (katso liite 2) voidaan luokitella koodaukseksi, tdydennystehta-
vaksi, argumentoinniksi ja omin sanoin selvittdmiseksi eli taulukon 1 merkint6ja kaytta-
en tama tehtavé on tyyppi A, B, E ja G. Tehtéva tukee kaikkien kuvan 1 matematiikan
kielien osa-alueita, silla tehtdvassd pyydetédén selittdméén, laskemaan ja piirtdmaan.
Tehtavan tekijan vastaus on kielentamisstrategioista lahinnéd paivékirjamallia. Tdman
tyyppinen tehtéva vaatii hyvia analysoimistaitoja.
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Kielentdmistehtédva 3

Esitd cos(x) lausekkeen cos(2x) avulla. Eli esita cos(x) :lle lauseke, jossa esiintyy “muuttujana” vain
cos(2x). (Vinkki: summakaava). Ratkaise taman avulla tarkka arvo cos(%) :lle. Kommentoi ratkaisuasi

siten, ettd tyhmdkin ymmartaa mitd tapahtuu... ©
Tl ! b, Yy
Cob (27_'} Cos(x) /ta ) -6 ',q(x), Sv‘nw 4/ 1655a  Ka u tetagn Surmmgkaoy
1
7

: 2

“ 053 .,) ///,nm korwiaan J[q (;Uf,(x))
) Sel wl'wr-.\fm’n

FO?(;X // M ’*/.[1‘ s W O it I¢

v

Cos(2)= Cos'(x) ~(§~- i
1

Cos(2) = €05 (x) il
s )-3+3 Pfoltettu Selkeai

-Cl*w’.'}'x)*lfw‘/’)* =C050) /] vaindettin Sivie <1 ia

7 3 t 70507

% W wsad
) ‘.‘,—lCo;(IX) t=

Jk't‘.l‘o] uulr [Porgtahseen nelio'n Coskin khdds

Ko
‘,‘“".'V‘ru 'j\--!"“.'1 vikyag Lo arvy ovr fosbiviy
A, 7 | 4 XIWw
= — EA° -(U( vanhn PN N |
y L
(()(j»(\_) } - (05 |1’V -I’L— L ‘
~ Lasic antama of VO
Cosf)= 0,9%5926
u-(",
)

Kuva 8: Kolmas kielentamistehtdva oli opiskelijoille ilmeisesti haastavin. 33

opiskelijaa palautti tehtdvan. Tama oli selvasti pienin maard palautuksia verrattuna
muihin kielentdmistehtaviin.

Kuvan 8 tehtavatyyppi on A ja E (katso liite 3). Tehtavén ratkaisija on kéyttanyt ratkai-
sustrategianaan kommentointimallia. Tehtdvd tukee matematiikan symbolikielen ja

luonnollisen kielen oppimista. T&ma opiskelija on kayttdnyt apunaan myods kuviokielta,
vaikka tehtévan anto ei sité vaadi.



34

Kielentamistehtava
Kerro omin sanoin, miten

a) funktion derivaatta kuvaa funktion kulkua ja miksi derivaatan nolla-
kohdat ovat ns, kriittisid pisteitd

b) ja miten funktion toinen derivaatta liittyy néihin kriittisiin pisteisiin.

Ratkaise lisiksi funktion f(z) = «* — 12z + 1 kriittiset pisteet ja tutki nii-
den laatu seki kulkukaavion etti toisen derivaatan avulla perustellen kaikki
villivaiheet omin sanoin.

o. funktion derivaafto kectoo, onko c‘}” \ tun k1
L“(“i'” L TA \f 0 hene . NN C"l’l{‘ﬂ W) 3(?,1‘)\‘-“ i :‘"I\}P £h (Y4
YO0, | l(.Ur\l(,L’lUf\ dﬂll"' o0 ey AN N o 4y 'kUV"% k 1o

bulkee vookosuorman  funktion kulkiess

U0 (0o oA onta wwulrow, Y\\% 105 fun cho

On enfin  Kosvavo Jm Saovwtion  Sitter Lirivaod o
nollokghd o ol "K.(\(,\k"-,lﬂ.w veakasuoraksi, nan Sev-
OB B (v)/‘tl’() olkoa  vahentya
Y\ol‘“'Oﬁ)rx! voivet B ko v o
tm\ \. \

L, ¢ i X : ; : : : .
0. Suaktion Tolum denvoatfoc korfoo ko valilla (“‘:"\' aleve
\ W ( 741 , # i POOER (A pars) (il & \
(‘M(hw\ eNSIMM i Sen ."h"!'/o‘,n'm“ nolok ot on  Jobaat,
V\,\(\k<l(\1l V(‘l YMA 4 Al e

———————

(W) VN ukoovio: (1) Tovnon dan'voatto
- x> =1L+ 1 (e =+ - } )by
{s) 4 \/ \\ /7 {(”f"\,\ 0 P\."La.ﬁ xe-7

X\" 3)( -1 L

Vb«\m,\r itfofsa bo"'

(7') 0\\)‘-&; $\L_{Z;O (()) (0?‘(’/\ §:-Z on ‘OA,OQ.lw ¢ ON \gleonela
0)\"‘:[7. ]“A(}_‘(Q\M|P_0L’\ﬁ'ol '}-’,‘ I"\.;‘AL wol RS
(3) yer] an lokeasdt minipwikohta ('!/‘&\ﬂ) l\.ws:-um -7
uMpanstessa, Y0fes
( v J‘ ) (
Devivattu (5):\1»'\ n(,‘ kyleee 3y ,( B
' ' Lo - QX ;r A T g <%
(2)Loskety dodyoakon vl oyt
ahdat (C) ‘7..)5»/' yé , . .
(3) Oa"u\/“ o)) . 1 \//""‘.I.‘“,l'. ¢ 1\.“" 2
{(\T‘e% fatto denvoator ;.vﬂ 3 Ut |
L,U'\/(l\‘f X< ?—. -1_’ W "J S L ;

Kuva 9: Neljatta kielentdmistehtavad palautettiin 59 kappaletta. Sanallisen palautteen.
perusteella opiskelijat pitivat tat4 tehtdvad hyvin hyddyllisend ja opettavaisena.



35

Kuvan 9 tehtdvananto on tyyppié E ja G ja ratkaisustrategia on ollut Iahinnd tiekartta-
mallia (katso liite 4). Tehtdvananto tukee kaikkien kuvan 1 matematiikan kielen osa-
alueita. Lisaksi se vaatii opiskelijalta syvallista perehtymisté opetettavaan asiaan, minka
takia monet opiskelijat pitivat tata tehtavaa hyodyllisend. Toiset opiskelijat tosin pitivat
tata tehtavaa liian suuritdisena.

6.2 Turun yliopisto

Turun yliopistossa tehtiin vastaavanlainen kielentdmiskokeilu kuin Tampereen teknilli-
sessd yliopistossa ensimmaisen vuoden opiskelijoille analyysin kurssilla. Kokeilun vas-
taavana tutkijana toimi yliopistonlehtori Petteri Harjulehto. Vastaavasti kuin Tampereel-
lakin Turussa opiskelijoille annettiin viikoittain harjoitustehtavien ohessa yksi erikseen
merkitty kielentamistehtavé, joka palautettiin kirjallisesti harjoituksissa. Turussa opiske-
lijoille esitettiin sama kysely kuin Tampereella, mutta ajoitus sille osui noin puoleen
valiin kurssia. Tdma johtui siitd, ettd Turun yliopiston analyysin kurssi kesti kahden
opintojakson ajan kun taas Tampereen insiné0rimatematiikan kurssi oli vain yhden
opintojakson mittainen. Kysely haluttiin tehdd kummassakin yliopistossa yhta aikaa.
Turussa kysely esitettiin Kirjallisesti.

6.2.1 Tehtavat ja esimerkkiratkaisut

Tassa kappaleessa esitelladn kaikki Turun yliopiston Analyysi 1 (syksyn 2012 toteutus-
kerta) kielentdmistehtavat esimerkkiratkaisuineen. Kielentdmistehtéavét laati yliopiston-
lehtori Petteri Harjulehto. Alla olevassa taulukossa 3 on tehtdvéakohtaiset palautusmaa-
rat.

Taulukko 3: Turun yliopistossa tehtyjen kielentdmistehtavien palautuslukumaéarét

Harjoitustehtava Palautuksia (kpl)

16

37

29

43

16

21

30

34

Ol N[O V| B W NP

37

[EEN
o

24

[uny
[y

33

[ERN
N

35

[EEN
w

17
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Tehtavié palautettiin vaihtelevasti. Taulukosta voidaan pééatelld, etta tehtdvat numero 1,
5 ja 13 olivat opiskelijoille vaikeita, kun taas tehtavat 2, 4, 9 ja 12 olivat helpompia.
Tassa oletetaan, ettd palautusten lukumaéara indikoi tehtdvan vaikeustasoa. Seuraavissa
kuvissa on muutama néistd vaikeista ja helpoista tehtdvistd. Kaikki Turun yliopiston
tutkimuksessa kaytetyt kielentamistehtavét I0ytyvat liitteista 6-18 kronologisessa jarjes-
tyksessa. Kielentdmistehtdva oli aina tehtdvanumeroltaan viikkoharjoitusten kuudes ja
viimeinen tehtdva.
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Teht#ivi 6. (Timi tehtivi palantetaan kirjallisena. Vastauksia kiiytetiin
matematilkan opetuksen tutkimukseen.)

Tiydenni seuraava ratkaisu; lisidl tarvittavat viilivaiheet, perustelut ja lop-
puun yhteenveto. Keksi ratkaisulle tehtavinanto,

Raftleaisu:

lz| = [{z—u) +y| < |z -yl + |y

lyl < |z =yl + |z|
Tallsin

x| - |y] < |z -~y ja ~|z—y| < |z - |yl

K‘_\J n_'j,\»ﬁ H”‘MC'P?\?\'\*‘:‘\"Q !Y}—"jl = }X#\(—\v\ & \\)(]4‘ ‘M’I\

Nocuia o ?Po’\ Ny & \o
P J
i \ | (ol | T | \
PR TN = T I’,H‘ e [1 SR on o)
A0 A Y- I bl
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Kuva 10: Turun 1. kielentamistehtava



38

Kuvan 10 tehtavatyyppi on koodaus A, tdydennys B ja ratkaisusta tehtdva D (katso liite
6). Jollain lailla samantyyppisié tehtavia loytyy liitteista 8, 10, 11, ja 13. Opiskelijan
vastausstrategiana on ollut paivékirjamallin ja kommenttimallin yhdistelma. Téssa
tehtdvassé tarvitaan matematiikan symbolikielté ja luonnollista kielta.

Tehtéivd 6. (Taméi tehtiivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetiin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Olkoon (zy,) suppeneva lukujono, Kerro omin sancin suomenkielelld miten
médritelmin nojalla osoitetaan, ettd lukujono suppenee.

@ Koska lukujono (Xn) suppenae, 0N olamaseor jokin
reonililuku | otkoon se 0, jotar (Xn) lahastvy “eli
10te kohh e suppenee. Luku a on folldin Ukujonon
rajo-arvo, ol merkitdan  lim ¥a =0.

N~
Ko. Tilanteessa on olmassa Myds sdlloainen eIAISYYS
€, Jokaon posifivinen raaliluki, luwwusta o jonka
jalkeen haikki (Xn) josenat ouolt korkeintoan €in
PAGissS  luvusta o Jokaistor etdiisyytta € kohti on
olemasia sellainen indeksin n arvo ng , joka kuuluu
lwonnollisiin - lukuihin, jonka jolkeen Kaikki (Xa)
josenet ovat  Korkeintadn E:in phdssa luvusta a.
Em. on voimagsa Vain kun n>ne.

Todistooksemme, ot lukujono (Xn) suppence kahhy
lukua 0\, on ofcifovg selloinan luku Ng , effoh
(Xn) josenten ja luvun 0 efoigyyden itseisarvo on
W picnempi kuin efoisyys €. Merkitdan

‘Xn“O\|<E . Run n>ne.

Mikali ne o ole oemassa fai todistuksessa syntyy
muu rishritta, o Iuktgono suppene kohti lukua o
Jog luku ng [oytwy upFer\u lukujono kohti' [ukua
n kaikilla ng “sudeemmila n:n arvoilla. m.o.T.

Kuva 11: Turun 2. kielentdmistehtava
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Kuvan 11 tehtdvananto on tyyppid G eli omin sanoin selvitys (katso liite 7). Myds
liitteen 12 tehtdva on tdman tyyppinen. Opiskelijan vastaus siséltdd melkein pelkastaan
luonnollista kieltd, jolloin vastaus on lahempand &idinkielen essee vastausta kuin
perinteistd matematiikan ratkaisua. Téassa tehtdvassé keskitytadn luonnolliseen kieleen ja
matematiikan kielen ymmarrykseen ja kaantdmiseen luonnolliselle kielelle. Tehtava
vaatii opiskelijalta syvéllista perehtymista aiheeseen.
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Tehtiivii 6. (Tami# tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetdin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Téydennd todistuksen puuttuvat kohdat,

Lause Olkoot f : A — ® ja g : A = R funkticita, joilla on raja-arvet a
gja b0 p:’atee&siz‘. xg. Osoita, ettd funkticlla -';- ANz g(x) =0} =2 R on
raja-arve § pisteessd xq.

Tudlstus. Todistetaan aluksi, ettd jos lim, .., f(z) = 1, niin

Olkoon £ > 0. Koska , on olemassa § > 0 siten, ettﬁ flz) = E ,]a,
|1 — f(2)] < 3= kaikilla 0 < |z — 2| < 4. Tallsin sammme
flz) -1
= ———— =_ 5& " 2 =&
| =@ <
kaikilla 0 < |2 — xp| < 4. Tﬁmﬁn jilkeen saadaan yleisesti
. 1 a
- a o S () 2102 2 =3
(111 / i 1) ’ |
‘//K()Of }*'/: — [k a0 e ( fHoi te
j'Ol", o o VOf e Q‘%VO‘) G 1o 0
Plgk‘ce A ’:)5 X (} (‘O( ’;— (.,,\‘ e ,{JO\ ‘flj)/'- l( {.‘.‘.4 ‘,’:\

r y’ _
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) \ J. N | Ve A~ | )
llx(‘f\ ]((X ) = | o ARV lff// V1 < 22 Ollcoon £ >0
-5 Xa PR | i 7. ; > : :
IKOS l{ & I l ( % =i | < /{;f’/ yia ) 2 Iy ™mE S 1,-_) S ,:) a4 ey
eMa X)) * 7t JC/- [ 1 - rf.'/:f Y < 728 kai leille
() g {‘ ¢ ¥o \ < |_"_\ . | i 3
\ /
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\V 1 o~ 3 {! P | j
4 OA 'j < B ol < (
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Kuva 12: Turun 5. kielentdamistehtava
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Kuvan 12 tehtavatyyppi on B. Opiskeijan ratkaisustrategia on suoraan tehtavanannon
mukaisesti kertomusmallinen. Tdma tehtdvananto tukee matematiikan symbolikielen ja
luonnollisen kielen kayttdmista. Tassa tehtdvanannossa on jatetty tehtdvapaperiin hyvin
vahan tilaa opiskelijan vastaukselle, jolloin jarkevan ratkaisun tekemiseksi opiskelijan
on pitanyt Kirjoittaa koko todistus itse.

Tehtdvi 6. (Tdméa tehtdvi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiiytetiiin
matematiikan opetuksen tutkimukseen. )

Miten laskutoimitus 3-1 midritellitin? Kiy kiv kaikki kohdat lipi oi-
keassa jirjestyksessi (ilman todistuksia) alkaen vaiheesta 2! = =,

Kuva 13: Turun 9. kielentdmistehtava

Kuvan 13 tehtdvananto on tyyppid A, E, F (tiedonseulonta) ja G. Opiskelijan vastaus on
paivékirjamallinen. Tehtdva vaatii matematiikan symbolikielen ja luonnollisen kielen
kayttamista.
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Tehtiivii 6. (Tami tehtivd palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetidin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)
Mit# tietoja tarvitaan Viliarvolauseen todistamiseen? Piirré kisitekartta.

O\ {¢n

Kuva 14: Turun 11. kielentdmistehtava

Kuvan 14 tehtdvatyyppi on l&dhinna tyyppeja F ja G eli tiedonseulonta ja omin sanoin
selvitys. Tehtdvéan ratkaisu on matematiikalle epatyypillinen kasitekartta, jota voisi
kayttadd ratkaisun tiekarttana, jos tehtdva jatkuisi. Tdma tehtdva on hyvé visuaalisille
oppijoille. Tehtdva vaatii syvéllista kysyttyyn asiaan perehtymista ja tiedonjésentelya.
Liitteessé 18 on toinen kasitekarttatehtava. Liitteessa 17 on olevassa tehtdvéssa, joka on
kuvan 14 tyylinen tehtdvd, puolestaan pitdd jarjestdd annetut lauseet jarkevaan
jarjestykseen, jotta lopputulos on matematiikan todistus.
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6.3 Tampereen Normaalikoulu

Kielentdmistd kokeiltiin myods Tampereen normaalikoulun lukiossa kevatlukukaudella
2013. Kokeiluryhména oli lyhyen matematiikan toinen kurssi, jonka aiheena oli geomet-
ria. Kurssin aikana kielentdmiseen tutustuttiin opettajajohtoisesti siten, ettd opettaja oli
tehnyt joitakin tehtdavia valmiiksi, jotka sitten kéytiin lapi oppilaiden kanssa tarkoituk-
sena saada oppilaat selittdmaan omin sanoin, mité ratkaisussa tapahtuu. Kurssin loppu-
paassé oppilaille jaettiin kotiin tehtévéksi oheinen kielentdmistehtéva. Tehtavan tekoon
motivoitiin siten, ettd siitd saatavat pisteen laskettiin kurssikokeen kokonaispisteisiin.
Tehtava kerattiin ja arvosteltiin. Taméan lisaksi oppilaille pidettiin oheinen pistokoe,
jonka tarkoituksena oli mitata oppimista. Pistokokeessa oli myos toinen kielentdmisteh-
tava ja mielipidekysely kielentamisesta.
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Tehtavat ja esimerkkiratkaisut

MAB2: Geometria

Tamé tehtdvé tehdaan kotona ja palautetaan tiistaina 26.3.2013, Tehtéva arvostellaan yhtena
koetehtévana ja siitd saatavat pisteet vaikuttavat koearvosanaan. Tehtivé ratkaistaan tille paperille.

Tehtévd 1a) Katso seuraavaa matematiikan tehtavén ratkaisua. Selitid/perustele sanallisesti mitd
ratkaisun eri vaiheissa tapahtuu ja tdydenni tarvittaessa kuvaa. Ratkaisussa on ainakin yksi virhe; etsi
ja korjaa se (tai ne). Kirjoita ratkaisulle sopiva tehtivinanto.

Tehtévinanto: Rodlause segmemin P‘m*o\ ~ala,

Ensin \aetaon celtor)  lkahiia

')o\ lasketoon puok\\& ooy Skt orin

Veslensevulvao (.

¢
Sviven ot koastaon b1 / b
PO UWlhaown eltonn
sinf = pirto-aker Aq. (Miki on §7)
B = sin™? (2) =4859...° / Sitten  rod\oustounin
SWU X,
Ay= b 82 =27,1379865 .. (Mika ala on 4,7)
< . 0
X2 462 =82 Stten on  laskett (Mikionx?) /77>
o S S keslipisteen 'jo\ fﬂ"\* een - "
" pPist eiden voliin  rvawwod o stuneen
x4 =64-
i —  fo.sale LA\\('\:,@*-\ olmwuon P\v‘«:\ a~alo AL ‘
X =
x=1v28 Sitten  tolee  wichekoWwro ., On yrite lashea
seamesdtin ala A loskemala A, - A , o
” % oust pudwut  laskea

Ay =3+12°28 = 31,7490157 ... Az LA, -A, (Miké ala on 4,7)
A=Ay~ A, = 27,1379865 — 31,7490157 = —4,6110292 .. (Mika ala on A7)
Vastaus: A =-46110292.. (ilea vostouss on 27 , 5269573

Tehtdvi 1b) Keksi kdytannon trigonometrian tehtédva ja ratkaise se paperin kdantopuolelle.
< ng €I\/T\'. n
?i nta-ala

Kuva 15: Tampereen normaalikoulun 1. kielentdmistehtava.
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1. Mitd alla olevassa ratkaisussa on tehty? Kirjoita tehtdvananto, seliti vilivaiheet,
tdydennd kuvaa ja korjaa mahdolliset virheet.

Tehtiivinanto: Loske DL,\FW\C/{JV\ "i"'.l\-cKF-JULl? '\,G\ pqﬂ'\l\t.‘p\ -
netion oino oo’ - I

AN
/: :.{I". .\\
S \ N Ensin  \oskesoan
4K \ | ola o pohie-
;H , '\\l L ‘5 R '\" )
Y \ neMon  leslupigreen
! _." M 'Il '\.\ ) . .
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Kuva 16: Tampereen normaalikoulun 2. kielentdmistehtéava.

Kuvien 15 ja 16 tehtavatyypit ovat A, B, C, D ja E. Tehtévét tukevat kaikkien matema-
tilkan kielen osa-alueiden kayttdmistd. Tehtévat on suunniteltu sellaiseksi, ettd oppilas
oppii selittdimddn matematiikan tehtdvin ratkaisua itselleen ja esittdmiéin “oikeita” ky-
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symyksid, kun han lukee ratkaisua. Verrattuna niihin kielentamistehtaviin, joita kokeil-
tiin yliopisto-opiskelijoilla, tima tehtdva on ohjeistavampi ja helpommin lahestyttava
lukion oppilaan nakdkulmasta. Liséksi opettajan nakdkulmasta tdman tehtévén pisteyt-
tdmista on ajateltu. Tehtéva oli oppilaille uudenlainen, vaikka heidan kanssaan on var-
masti kédyty lapi erilaisia matematiikan tehtdvien ratkaisuja.
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7 KYSELYN TULOKSIA

Tassa kappaleessa on kasitelty tutkimuksessa saatuja tuloksia. Opiskelijoiden esittdmilla
mielipiteilld on suuri rooli kyselyn analysoinnissa. Tampereen teknillinen yliopisto,
Turun yliopisto ja Tampereen normaalikoulu on kaikki ké&sitelty omina kokonaisuuksi-
naan. Kyselylomake loytyy liitteesta 19.

7.1 Tampereen teknillinen yliopisto

Tampereen teknillisessa yliopistossa tutkittiin opiskelijoiden ndkemyksia seka oppimis-
tuloksia. Nakemyksia kartoitettiin kyselyn avulla ja oppimista mitattiin tenttituloksilla
seké perustaitotestin tuloksilla. Suurin painoarvo on tutkimuksessa annettu opiskelijoi-
den omille mielipiteille, sill& parhaiten omasta oppimisestaan osaa kertoa opiskelija itse.
Tampereen kysely jarjestettiin verkossa kurssin Moodle oppimisalustassa, johon opiske-
lijat kirjautuivat omilla tunnuksillaan.

7.1.1 Kysely

Kuudennella viikolla opiskelijoille annettiin kurssin kotisivuille s&éhkoinen kysely kie-
lentdmistehtavistd. Kyselyssa oli 16 kysymystd, joihin vastattiin nelja portaisella Likert-
asteikolla, ja kaksi avointa kysymysta. Kysely oli opiskelijoille vapaaehtoinen ja siita
tarjottiin kielentdmistehtévien tavoin kaksinkertaiset bonuspisteet, mika tietenkin hou-
kutteli suuren maaran opiskelijoita vastaamaan kyselyyn — pari vastaajaa oli jopa sellai-
sia, jotka eivat olleet tehneet ainuttakaan kielentdmistehtdvad. Tampereen kyselyyn vas-
tanneiden maara oli 115.

Tassa kappaleessa on esitelty kyselyn tuloksia. Kyselyssé opiskelijoille esitettiin
alla olevassa taulukossa esitellyt kysymykset, joihin vastattiin numeroilla 0-3 oman né-
kemyksen mukaan.
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Taulukko 4: TTY:n opiskelijoiden vastauksia. (O=taysin eri mieltd, 1=jokseenkin eri
mieltd, 2=jokseenkin samaa mieltd, 3=tdysin samaa mieltd)

0 1 2 3 moo | medi-
Kysymys di aani
1. Olen hyva matematiikassa 0,86% 25,00% | 65,52% | 8,62% 2 2
2. Koen onnistuvani laskiessani ma- | 0,00% 14,66% | 68,97% | 16,38% | 2 2
tematiikan harjoitustehtavia.
3. Osaan ratkaista vaikeitakin matema- | 3,45% 32,76% | 59,48% | 4,31% 2 2
tiikkan tehtavia
4. Matematiikka on minulle vaikeam- | 18,97% | 57,76% | 20,69% | 2,59% 1 1
paa kuin muille.
5. Pidan sanallisista tehtavista 7,76% 37,07% | 47,41% | 7,76% 2 2
6. Sanalliset tehtavat ovat mielestani | 0,00% 11,21% | 50,86% | 37,93% |2 2
hyddyllisia.
7. Selitan mielellani muille matematii- | 8,62% 18,10% | 50,86% | 22,41% |2 2
kan tehtavan ratkaisuani.
8. Oma kirjallinen kommentointi ja | 3,45% 15,52% | 51,72% | 29,31% | 2 2
valiotsikointi helpottavat matematiikan
tehtavan ratkaisua.
9. Perustelujen kirjoittaminen sanalli- | 3,45% 44,83% | 43,97% | 7,76% 1 2
sesti on mielesténi helppoa.
10. Kirjoittaminen sanallisesti auttaa | 3,45% 1293% | 51,72% | 31,90% |2 2
minua ymmartamaan tehtavaa parem-
min.
11. Matematiikassa vaikeinta on Kirjoit- | 6,03% 46,55% | 36,21% | 11,21% |1 1
taa ajatukset matemaattisessa muo-
dossa.
12. Kun ratkaisen matematiikan tehta- | 12,07% | 43,97% | 32,76% | 11,21% |1 1

Vaa, teen ajatustybn paassani enka
kirjoita paperille kuin valttamattoman.

13. Perustelen ratkaisuni valivaiheita | 3,45% 35,34% | 42,24% | 18,97% |2 2
mielellani kayttdmalla matematiikan
kaavoja tai muuta matematiikan sym-
bolikielta.

14. Sellaista matematiikan tehtavaa, | 0,86% 10,34% | 38,79% | 50,00% |3 25
jossa on selitetty vaiheita luonnollisel-
la kielella, on helpompi ymmartaa kuin
sellaista, jossa on vain matematiikan
symbolikielta.

15. Olen valmis kayttamaan pitkankin | 3,45% 18,97% | 51,72% | 25,86% | 2 2
aikaa matematiikan tehtavan ratkai-

suun.

16. Opettajan on helpompi arvioida | 1,72% 13,79% | 53,45% | 31,03% |2 2

sellaista tehtavaa, jossa on kaytetty
luonnollista kieltd ja kommentointia.
Tallaisesta ratkaisusta nékee, onko
laskija ymmartanyt aiheen.
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Opiskelijoiden vastauksista voitiin piirtad seuraava kuvio:

100,00%

90,00%
80,00%

70,00%

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Kuvio 1: Opiskelijoiden vastaukset kysymyksiin 1-16. Vaaka-akselilla on kysymysnu-
mero ja pystyakselilla samaa mieltd olevien opiskelijoiden vastausten prosenttiosuus
kaikista vastaajista

Kuviosta voidaan nahda, ettd opiskelijat pitivat yleisesti sanallisia tehtavid hyodyllisina,
vaikkeivat valttdmatta olleetkaan yhtd innoissaan niiden tekemisestda. He olivat selvésti
sitd mielta, ettd luonnollisen kielen k&yttdminen matematiikan tehtévien ratkaisuissa
helpotti oppimista ja tehtévien lukemista. He olivat myos sitd mielté, ett4 opettajan on
helpompi lukea opiskelijan tehtdvan ratkaisua, kun sitd on perusteltu kayttden luonnol-
lista kieltd. Opiskelijat olivat valmiita k&yttdm&&n aikaa matematiikan ratkaisujen teke-
miseen ja he myos kirjoittivat ajatuksiaan paperille. Kuitenkin sanallisten perustelujen
kirjoittaminen oli puolelle opiskelijoista heidan mielestéan vaikeaa.

Namé 16 kysymysté voidaan jakaa sisallon perusteella viiteen ryhmaan. Namé
ryhmat on esitelty taulukossa 5:

Taulukko 5: Kysymysten jako siséllon perusteella

Ryhman kuvaus Ryhmaan liittyvien kysymysten numerot
Matematiikan taidot ja motivaatio 1,2,3,4,15

Sanalliset tehtavat 5,6

Luonnollisen kielen kdyttaminen 7,8,9,10

Matemaattisen symbolikielen kayttaminen 11,12,13

Kielentamisen hyodyllisyys 14,15

Taulukon 5 ryhmien sisélla oli odotusten mukaista korrelaatiota. Opiskelijoiden vasta-
uksista Matlabilla laskettu korrelaatiokerroinmatriisi seké p-arvomatriisi kysymysten 1-
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16 valille 16ytyy liitteestd 22. Ensimmaisessa rynhmaéssa kysymysten vastauksista voitiin
paatelld, ettd opiskelijat pitivat matematiikan taitojaan suhteellisen hyvind. He kokivat
osaavansa ratkaista vaikeitakin tehtdvia ja olivat valmiita kdyttaméan paljon aikaa ma-
tematiikan tehtdvan ratkaisuun. Toisen ryhman kysymysten vélill4 ei ollut kovin vahvaa
korrelaatiota (r = 0,43, p = 0,5663). Opiskelijat pitivat sanallisia tehtavia hyodyllisina,
mutta eivét silti pitdneet niin paljoa niiden ratkaisemisesta. Kolmannessa ryhmassé ky-
symykset 8 ja 10 korreloivat vahvasti (r = 1,00, p = 0,0045), kuten odottaa saattoi.
Luonnollinen kieli ilmeisesti on opiskelijoiden mielesta hyddyllistd, mutta ei niin help-
poa kayttad. Kysymysten 9 ja 11 valilla oli myds vahva korrelaatio (r = 0,98, p = 0,0210
). Luonnollinen kieli ja sen kéyttdminen voi olla haastavaa matemaattiseen kieleen
orientoituneelle ja péinvastoin tai toisaalta sellaiselle, jolle matemaattisen muodon esit-
tdminen tuntuu helpolta, myds luonnollisella kielelld kommentointi onnistuu. Viidennen
ryhmaén kysymysten perusteella voitiin sanoa, etta opiskelijat olivat valtaosin sitd mielta,
ettd luonnollisella kielella kommentoitua ratkaisua on helpompi ymmartaa seka opetta-
jan ettd oppilaan nakdkulmasta.

Edella olevien kysymysten lisdksi opiskelijoille esitettiin seuraavat kaksi avointa
Kysymysta:

17. Kerro vapaasti miten suhtaudut epamuodollisen luonnollisen kielen kayttoon
matematiikan tehtavien ratkaisuissa? Miten voisit itse hyodyntaa sité omissa rat-
kaisuissasi?

18. Kerro vapaasti mita sait irti kurssin aikana ratkaisemistasi Kielentamistehta-
vista?

Taulukossa 6 on joitakin opiskelijoiden vastauksia edella oleviin kysymyksiin. Vastauk-
sia ei ole eritelty kysymysten mukaan, koska vastaukset olivat hyvin samankaltaisia
molempiin kysymyksiin.

Taulukko 6: TTY:n opiskelijoiden vastauksia avoimiin kysymyksiin. (ensimmaisessa
sarakkeessa on tutkimuksen avuksi opiskelijoille jaetut tunnistusluvut)

1TTY3 | ”Minusta se on hyvd asia, kunhan se vain pysyy maltillisena. Koska jos tehtévéssd on
hirmuisesti tekstid, itse lasku saattaa jéiddd epdselviksi. Piddn selkeistd esitystavoista
ja siihen kuuluu myds tekstid.”

1TTY1 | ”“Pidempien laskujen ratkaisemisessa menetelmdstd on varmasti hyétyd, kun pysyy
kokoajan tietoisena siitd, mitd on tekemdssd. Omalta kohdaltani voin sanoa ettd
pidin kielentd@mistehtdvistd ja tulen kdyttdmddn tekniikkaa myéhemminkin.”

1TTY7 | ”Se selkeyttdd jdsentdmddn vastausta niin, ettd siitd on minulle jotain iloa jélkikéteen
esimerkiksi tenttiin kertaamisessa. Itse tehtdvin ratkaisemisessa siitd on ainakin
sellainen apu, ettd selkedisti ndkee mitd on jo tehty ja mité mahdollisesti pitéid seu-
raavaksi tehdd.”

1TTY13 | “Mielestdni se on erinomainen tapa, silld matematiikassa ei ole mielestdni oleellisinta
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saada tietyt merkinndt prikulleen oikein, vaan asian ymmdrtdminen. Voisin koittaa
enemmdn miettid asioita myds luonnollisen kielen kautta.”

1TTY24

“Mielestdni sitd on PALJION helpompi lukea kuin matemaattisia merkintéjé. Mate-
maattiset merkinndét on tietysti hyvéd osata, mutta ainakin minun on helpompi ym-
mdirtdd itse asia helpommin, jos minun ei tarvitse miettid yksi kerrallaan mitd mikd-
kin merkki tarkoittaa.”

1TTY30

“Kyseisté asiaa rajoitettiin mielesténi melko paljon lukiossa ylioppilaskirjoituksiin
valmistautuessa, joten on ollut melko kiva tehdd kielentdmistehtdvid. Tehtdvdt ym-
mdrtdd helpommin kun on kirjoittanut vdlivaiheiden selityksid. Tehtdviin on myés
helpompi palata myéhemmin, vaikka ei muistaisi aihealuetta niinkddn selkedisti.”

2TTY50

“Yhteenvetona sanoisin: lisdd kielentdmistehtdvid! Erityisesti sellaisia, joissa pitdd
selittdd mitd jokin tarkoittaa (esim. funktio) ja laskea aiheeseen liittyvd tehtdvd (ei
sieltd vaikeimmasta pddstd) selittden samalla. Kielentdmistehtdvdt voisivat olla ns.
ymmdrrd asia paremmin tehtdvid. (Harjoitustehtdvisséhdn vain lasketaan IGhinnd.)”

2TTY48

“Kielentémistehtdvdt laittoivat esittdmddn matemaattisia asioita omien sanojen
mukaisesti, jolloin vdkisinkin joutui kdédntdmddn matemaattisen asian uudestaan
omien sanojensa muotoon. Tdmd auttoi ymmdrtdmddn asioita paremmin.”

2TTY19

“Monta kertaa kurssilla oli sellainen tilanne, ettd harjoitustehtdvdstd ei tajunnut
mitddn, eiké harkkojen tarkistuksesta tajunnut mitdén. Vasta "kielentémistehtdvd-
madisistd" malliratkaisuista ymmdrtdd, mité tehtdvéssé oikeasti tehtiin ja miksi. Kan-
natan!”

2TTY25

“En oikeastaan pitdnyt kielentdmistehtdvistd: en useinkaan jaksanut kirjoitella kaik-
kia ajatuksiani paperille (laiska mikd laiska). Olisin ehkd pitéinyt enemmdn tavallises-
ta, hieman haastavammasta tai laajemmasta laskutehtdvdstd.”

2TTY9

”Oli "pakko" perehtyd asioihin paremmin, kun kielentémistehtévissd pitdd kuitenkin
yleensd ymmdrtdd asia paremmin, kuin mitd pelkén laskun ratkaiseminen vaatii.
Itselleni kielentdmistehtdvdt selvensivét paria sellaista asiaa, jotka olivat jédineet
luennolla vdhdn hémdrdn peittoon, kun piti itse etsié tietoa ja sitten kirjoittaa asia
omin sanoin. Eli mielestdni kielentdmistehtdvdt olivat hyédyllisid ja toivottavasti niitd
on jatkossakin.”

2TTY1

“Kielentémistehtdvid oli helppo katsoa jélkikdteen kavereiden kanssa, kun pystyi seu-
raamaan mitd itse oli kussakin vdélivaiheessa ajatellut.”

Yleisesti opiskelijoilla oli erittdin myonteiset kasitykset kielentdmisesta ja monet aikoi-
vat kayttaa sita tulevaisuudessakin. Kielentdmistehtévat koettiin hieman suurempitdisina
kuin tavalliset tehtdvat mutta kuitenkin ehdottomasti hyddyllisina.

Huomioitavaa on, ettd molemmissa yliopistoissa kielentamiskokeilu tehtiin en-

simmadisen vuoden peruskurssilla. Kokeiluun osallistuneet opiskelijat olivat siis juuri
aloittaneet opiskelun yliopistossa (ainakin suurin osa opiskelijoista) eivéatkd he olleet
vield tottuneet yliopistotason matematiikkaan. Monet tulivat suoraan lukiosta ja niin
kutsutun matematiikkakuilun ylittdminen lukiomatematiikasta yliopistomatematiikkaan
oli haastavaa. Siksi osallistuminen opetuskokeiluun ja uuden” opetus-/oppimismetodin
kokeileminen saattoi olla hoAmmentavaa.
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Mielenkiintoista avointen kysymysten vastauksista oli huomata se, etta kielen-
tdminen oli valtaosalle opiskelijoista tdysin vieras késite. Tietenkin osaltaan tahan vai-
kuttaa sanan “’kielentiminen” kdyttiminen, mutta muutenkin opiskelijoiden vastauksista
kavi ilmi se, ettd luonnollisen ja matematiikan kielen sekoittaminen matematiikan tehta-
vien ratkaisuissa oli vierasta. Jotkut opiskelijat jopa ilmoittivat, ettei lukiossa saanut
kayttadd luonnollista Kieltd matematiikan tehtdvien ratkaisuissa lainkaan. Tdma tosin oli
hyvin harvinaista. Monet tunsivat luonnollisen kielen kdyttdmisen olevan haastavaa
vaikkakin hyodyllista.

Luonnollisen kielen kayttdminen néhtiin erdénlaisena primitiivisend alkuaske-
leena matematiikan tehtdvan ratkaisussa. Luonnollisen kielen kayttamisella nahtiinkin
olevan l&hinna valinearvo syvemman ymmartamisen saavuttamiseen ja pelkan matema-
tilkkan symbolikielen sujuvaan kayttdmiseen; mitd vahemmaén tarvitsee selitella valivai-
heita luonnollisella kielelld sitd paremmin osaa matematiikkaa. Matematiikka nédhdaan
siis taysin omana kielendén, eika sitd voi osata kunnolla, jos ei osaa ilmaista itsedan
puhtaasti matematiikan symbolikielen avulla. Luonnollista kieltd ei nahda matematiikan
kielen osana. Jos luonnollinen Kieli olisi esitelty opiskelijoille matematiikan Kielen
erddnd osa-alueena kuvio- ja symbolikielen rinnalla, olisivat mielipiteet voineet olla
erilaisia. Nyt Kielentdmistehtévat oli eroteltu muista tehtdvistda hyvin selkeasti, mika
osaltaan erotti sen “tavallisesta” matematiikan tehtdvéstd. Muun muassa tistd johtuen
sellaisille opiskelijoille, joille matematiikan symbolikieli on helppoa, kielentdmisesta ei
ollut iloa. Heille Kielentdmistehtévét tuntuivat varmasti turhaa ty6ta aiheuttavilta ja lii-
kaa aikaa vievilta.

Edellda mainitun nékoékulman vastapainona oli se, ettd useiden opiskelijoiden
mielesta luonnollisella kielella selittdminen mittasi asian todellista ymmartamista. Taméa
nahtiin hyvéna asiana; ei riitd, ettd opettelee ulkoa matemaattiset kaavat ja algoritmit,
panttdd malliratkaisuja ja opettelee esimerkkitehtdvien avulla, vaan on tajuttava asia
syvallisesti.

Monet opiskelijat kayttivat sanaa “pakko”, kun he kuvailivat kielentimistehta-
vista saatuja hyotyja. Oli ”pakko” opetella, ”pakko” ymmartaa ja ’pakko” kayttaa aikaa.
Kielentdmistehtavat pakottivat opiskelijat avaamaan ajatuksiaan ja kertomaan, mitd rat-
kaisussa tapahtuu. Heidan oli pakko asettua lukijan ja opettajan asemaa. Heidan oli pak-
ko ajatella opittavaa asiaa toisesta nakokulmasta. Tama pakottaminen oli opiskelijoiden
mielestd hyvéd asia ja auttoi oppimaan. “Pakko” on siis tdssd kirjoituksessa positiivinen
sana seka opettaja ettd opiskelijan nakokulmasta.

Opiskelijoiden vastauksissa toistui se, etta tehtavén selittdminen ja kommentoin-
ti luonnollisella kielelld auttoi ymmartdmaén asiaa syvéllisemmin. Hyvin kommentoitua
tehtévénratkaisua on helpompi lukea mydhemminkin ja ratkaisumallin kérryille on hel-
pompi paastd. Taman takia monet opiskelijat aikoivat hyddyntaa kielentamista tulevai-
suudessakin — esimerkiksi tenttiin kerrattaessa.

Kielentdmistehtivét olivat opiskelijoiden mielestd vaikeampia kuin tavalliset”
laskuharjoitustehtavat. Tédhan vaikutti osaltaan se, ettd tehtavéatyypit eivat olleet tyypilli-
sié ja aikaisemmissa matematiikan opinnoissa tuskin on painotettu selittdmisen ja luon-
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nollisen kielen térkeyttd. Matematiikka nahd&éan usein siten, ettd tehtdvéd on ratkaistu,
kun oikea numeroarvo saadaan paperille. Vastaus on tarkedmpi kuin ratkaisu. Kielenta-
mistehtdvissa saatettiin kaantaa asiat taysin paalaelleen; ratkaisu annettiin ja kysyttiin
kysymyksen asettelua, tai annettiin ratkaisu, josta piti hakea virhe tai perustella valivai-
heet jne. Ndma mittasivat asian ymmartamista ja sisdistamista ja vaativat opiskelijalta
enemman ajatteluty6td. Ajatteluntyon lisdédntyminen puolestaan vaatii enemman aikaa ja
kokonaistyotd, joten monet opiskelijat myonsivat, ettd suuremman tyémaaran vuoksi
kielentamistehtavat eivét olleet mieluisia.

Kokonaisuudessaan opiskelijoiden palaute oli hyvin positiivista. Kielentdmisteh-
tavat olivat heidan mielestaan hyodyllisia, joskin vaivaloisia. Negatiivista palautetta tuli
ldhinna siitd, ettd ei ymmarretty tehtdvanantoa tai tehtdva oli liian vaikea. Joidenkin
opiskelijoiden mielesta kielentdminen oli ajanhukkaa mutta valtaosa néki metodissa
ideaa. Tosin motivaation riittdminen kaiken sen vaivan eteen, mita syvallinen oppimi-
nen tarvitsisi, on asia erikseen.

Kenelle kielentamistehtavistd on hyétya? Monien opiskelijoiden mielesta kielen-
tdmistehtavat mittasivat asian todellista ymmartamista ja auttoivat sisdistaméaan opitta-
vaa asiaa paremmin, kun oli ”pakko” selvittdd itselleen mistd oikeasti on kyse. Kielen-
tamistehtévat siis kannustavat syvalliseen oppimiseen — asian todelliseen sisédistamiseen.
Pintamotivoituneelle opiskelijalle kielentdmistehtdva voi puolestaan olla enemmankin
oppimista haittaava, koska ei riité, ettd opettelee tietyn ratkaisumallin ulkoa. Kielenta-
misen vaatiminen tallaiselta opiskelijalta voi sekoittaa ja hamment&é. Oppimisprofiileita
ajatellen kielentdamistehtavisté voi olla hyotyé jokaiselle oppimisprofiilityypille. Osaajat
tuskin hyotyvat kielentamistehtavista samalla tavalla kuin muut.

Kielentdmistehtavat sopivat hyvin etenkin auditiivisille seké Kinesteettisille op-
pijoille. Tehtdvissa pitaa selittad ja avata ajatuksia itse, mika tarkoittaa oman ajatteluta-
van etsimista ja kehittdmista. Lisaksi ajatusten kirjoittaminen omin sanoin tukee auditii-
visuutta. Jos tehtdvassd painotetaan kuviokieltd, sopii se visuaalisille oppijoille. Néin
ollen kielentamistehtévilla voidaan tukea kaikkia oppimistyyleja.

7.1.2 Tulokset perustaitotestista ja tentista seka profiilijakaumat

Tassa kappaleessa eritelldén vield Tampereen teknillisen yliopiston Insinddrimatema-
tilkka 1C —kurssin opiskelijoiden tenttien arvosanoja, perustaitotestien arvosanoja ja
profiilijakaumia verrattuna siihen, kuinka paljon opiskelija teki kielentdmistehtavia.
Seuraavaan taulukkoon 7 on listattu kaikki nama tiedot.
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Taulukko 7: Numerodataa Insinddrimatematiikka 1 C —kurssilta. Profiilijakauman
avain: 1=pintasuuntautunut, 2=vertaisoppija, 3=tukea tarvitseva, 4=omin pain opiskele-
va, 5=0saaja. Viimeisella rivilla on kaikki ne opiskelijat, jotka palauttivat kielentamis-
tehtdvia — myos ne, joilla oli joitakin puutteita tiedoissa.

Palautettuja kielen- | Opiskelijoiden Ryhman kes- | Profiilijakauman Perustaitotestin

tamistehtavia lukumaara kiarvo tentis- | moodi keskiarvo (max
sé (max 5) 16)

1 29 2,03 2 8,38

2 22 2,41 5 8,41

3 19 2,26 2 8,37

4 12 2,58 2 8,00

5 17 2,82 2 9,47

Kaikki kielentamis- | 111 2,32 2 8,47

tehtdvia palautta-

neet

Taulukosta 7 voidaan nahda, ettd yhden tehtdvén palauttaneiden ja viiden tehtévén pa-
lauttaneiden valilla on eroa arvosanoissa ja perustaitotestin tuloksissa. Voidaan sanoa,
ettd jalkimmadiset ovat jo lahtotasoltaan parempia kuin edelliset ja myds arvosanat nou-
dattavat tatd. Kuitenkin neljan tehtavan palauttaneiden rivi on mielenkiintoinen. Heidén
lahtdtasonsa oli perustaitotestin perusteella selvasti huonoin, mutta tenttituloksissa tama
ryhma oli toiseksi paras. Arvosanojen valilla ei ole kovin suurta eroa; nelja ja viisi teh-
tavaa palauttaneet opiskelijat saivat hieman keskivertoa parempia arvosanoja. Profiilija-
kaumaltaan suurin osa kielentamistehtavien tekijoistd on selvésti vertaisoppijoita. Kah-
den tehtdvan palauttaneiden joukossa nayttéisi olevan paljon osaajia.

Millaiset opiskelijat eivat pitaneet kielentamistehtavista? Taulukkoon 8 on keréat-
ty yksityiskohtaisempia tietoja opiskelijoista, jotka kyselyn mukaan pitivat kielentamis-
ta hyoddyllisena tai tehtdvaa helpottavana. Taté varten taulukossa 8 on analysoitu seuraa-
via kyselyn véittamia:

8. Oma kirjallinen kommentointi ja valiotsikointi helpottavat matematiikan tehté-
van ratkaisua.
10. Kirjoittaminen sanallisesti auttaa minua ymmartadmaan tehtavaa paremmin.

N&ama edelld olevat kaksi vaittdmaa kuvaavat parhaiten vastaajan mielipidetta kielenta-
misen mielekkyydesta ja hyodyllisyydesta.
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Taulukko 8: Kysymyksen 8 ja 10 taulukoituja arvoja. Profiilijakauman avain:
1=pintasuuntautunut, 2=vertaisoppija, 3=tukea tarvitseva, 4=omin péin opiskeleva,
5=0saaja.

Opiskelijoiden | Keskiarvo ten- | Profiilijakauman | Perustaitotestin
lukuméaara tista (max 5) moodi keskiarvo (max 16)

vaittaman 8 kans- | 85 2,24 2 8,29

sa samaa mieltd

vaittaman 8 kans- | 22 2,27 1 7,91

sa eri mielta

vaittdman 10 | 89 2,29 2 8,45

kanssa samaa

mielta

vaittdman 10 | 18 2,00 1 7,06

kanssa eri mielta

muut  opiskelijat | 74 2,47 2 8,77

(eivat vastanneet

kyselyyn)

Oli mielenkiintoista, ettd sellaiset opiskelijat, jotka vastasivat véittdmain 8 olevansa
taysin samaa mielt4, saattoivat samalla vastata vaittdm&an 10 olevansa taysin eri mielta.
Taman kaltaisia vastausyhdistelmid oli muutamia, joten véittdmat on kasitelty omina
kokonaisuuksinaan. Taulukosta voidaan ndhda, ettd véittdman 8 kanssa samaa mielt4
olevat olivat lahtotasoltaan hieman eri mieltd oleviin verrattuna parempia, mutta tentti-
tulokseltaan heikompia. Vaittdman 10 kanssa samaa mielta olevien l&ht6taso ja tenttitu-
los olivat eri mieltd oleviin verrattuna hieman parempia. Erimielta olevien opiskelijoi-
den moodi oli kummassakin vaittdméssa 1 eli pintasuuntautunut. Vaittdmien kanssa
samaa mielta olevien opiskelijoiden joukon moodi oli 2 kuten myds kyselyyn osallistu-
mattomien moodi. Niiden opiskelijoiden, jotka eivét vastanneet kyselyyn, lahtétaso ja
tenttitulos olivat hieman parempia.

7.2 Turun Yliopisto

Tassa kappaleessa eritelldédn Turun yliopistossa tehdyn kyselyn tuloksia. Kysely mittaa
opiskelijoiden omaa ndkemysta taidoistaan matematiikassa sekd mielipiteita kielenta-
mistehtdvista ja niiden hyddyllisyydesta.
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Taulukko 9: Opiskelijoiden vastauksia. (O=tdysin eri mieltd, 1=jokseenkin eri mielt,
2=jokseenkin samaa mieltd, 3=tdysin samaa mieltd)

Moodi | Medi-
Kysymys 0 1 2 3 aani
1. Olen hyva matematiikassa 4,17% 27,08% | 60,42% | 8,33% 2 2
2. Koen onnistuvani laskiessani | 2,08% 35,42% | 54,17% | 8,33% 2 2
matematiikan harjoitustehtavia.
3. Osaan ratkaista vaikeitakin ma- | 12,50% | 50,00% | 35,42% | 2,08% 1 1
tematiikan tehtavia
4. Matematiikka on minulle vaike- | 20,83% | 64,58% | 14,58% | 0,00% 1 1
ampaa kuin muille.
5. Pidan sanallisista tehtavista 8,33% 35,42% | 52,08% | 4,17% 2 2
6. Sanalliset tehtavat ovat mielesta- | 2,08% 8,33% 72,92% | 16,67% |2 2
ni hyddyllisia.
7. Selitdn mielellani muille matema- | 4,17% 22,92% | 45,83% | 27,08% | 2 2
tiikkan tehtavan ratkaisuani.
8. Oma Kkirjallinen kommentointi ja | 2,08% 18,75% | 35,42% | 43,75% | 3 2
valiotsikointi helpottavat matema-
tiikkan tehtavan ratkaisua.
9. Perustelujen kirjoittaminen sanal- | 10,42% | 39,58% | 47,92% | 2,08% 2 15
lisesti on mielestani helppoa.
10. Kirjoittaminen sanallisesti aut- | 2,08% 18,75% | 43,75% | 35,42% | 2 2
taa minua ymmartdmaan tehtavaa
paremmin.
11. Matematiikassa vaikeinta on | 2,08% 25,00% | 39,58% | 33,33% |2 2
kirjoittaa ajatukset matemaattisessa
muodossa.
12. Kun ratkaisen matematiikan | 29,17% | 43,75% | 16,67% | 10,42% |1 1
tehtavaa, teen ajatustydn paassani
enka Kkirjoita paperille kuin valtta-
mattdman.
13. Perustelen ratkaisuni valivaihei- | 6,25% 45,83% | 41,67% | 6,25% 1 1
ta mielellani kayttamalla matematii-
kan kaavoja tai muuta matematiikan
symbolikielta.
14. Sellaista matematiikan tehtavaa, | 0,00% 14,58% | 41,67% | 43,75% |3 2
jossa on selitetty vaiheita luonnolli-
sella kielelld, on helpompi ymmar-
tda kuin sellaista, jossa on vain
matematiikan symbolikielta.
15. Olen valmis kayttamaan pitkan- | 4,17% 20,83% | 54,17% | 20,83% | 2 2
kin aikaa matematiikan tehtavan
ratkaisuun.
16. Opettajan on helpompi arvioida | 0,00% 12,5% 50,00% | 37,50% |2 2

sellaista tehtavaa, jossa on kaytetty
luonnollista kieltd ja kommentoin-
tia. Téallaisesta ratkaisusta nékee,
onko laskija ymmartényt aiheen.
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Taulukosta 9 voitiin piirtdd seuraava kuvio. Kuvion pylvaat esittavét niiden opiskelijoi-
den prosentuaalista osuutta, jotka vastasivat olevansa jokseenkin samaa mielta tai samaa
mielta.

100,00%

90,00%

80,00%

70,00%

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Kuvio 2: Turun opiskelijoiden vastaukset kysymyksiin 1-16 (N=48) Vaaka-akselilla on
kysymysnumero ja pystyakselilla samaa mieltd olevien opiskelijoiden vastausten pro-
senttiosuus kaikista vastaajista

Kuvio vastaa hyvin paljon Tampereen teknillisen yliopiston vastaavaa kuviota. Vain
kolmessa kysymyksessé voidaan huomata eroa. Kysymyksessé 3, jossa viite on “osaan
ratkaista vaikeitakin matematiikan tehtivid”, Turun opiskelijat eivit olleet samaa mielta.
Heidan itsetuntonsa matematiikan osaajina ei siis ollut yhta hyva kuin Tampereen opis-
kelijoilla. Tdma on sinansd mielenkiintoista, silld Turussa opiskelijat olivat matematii-
kan péaaineopiskelijoita, kun taas Tampereella padaineena ei kellaan ollut matematiik-
ka. Ero vastausten vélilla selittyneekin matematiikan kurssien vaikeustasoilla. Tampe-
reella ensimmainen insinddrimatematiikan kurssi kertaa ja syventdd lukiomatematiik-
kaa. Turussa kurssin aihe oli analyysi, joka on oletettavasti juuri yliopistossa aloittaneel-
le matematiikan opiskelijalle suhteellisen vaikeaa, silla se eroaa lukiossa opitusta hyvin
paljon. Voi olla, ettd tdman takia Turun opiskelijoiden itsetunto matematiikan osaajina
laski kurssin aikana.

Myo6s kysymyksessd 11 oli eridvyyttd Tampereen vastausten kanssa. Turussa
opiskelijoiden mielestd ajatusten kirjoittaminen matemaattisessa muodossa on vaikeaa.
Suurin osa opiskelijoista my6s ilmoittaa tekevansé ajatustyota paperilla. Tampereella
pienempi osa opiskelijoista vastasi samoin. Namakin eroavaisuudet selittynevat edell&
mainituilla syilla.
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Taulukossa 10 on Turun yliopiston opiskelijoiden joitakin kommentteja kielen-

tdmistehtévista. Niitd on kerétty kahden avoimen kysymyksen vastauksista.

Taulukko 10: Turun yliopiston opiskelijoiden vastauksia avoimiin kysymyksiin. (en-
simmaéisessa sarakkeessa on tutkimuksen avuksi opiskelijoille jaetut tunnistusluvut)

1TY2

“No siis. Omalla tavallaan se on melko hankalaakin, mutta tehtdvdstd tulee kylld pal-
jon helppolukuisempi silloin. Joskus se myds helpottaa tehtévin ratkaisua.”

1TY8

“Suhtaudun luonnolliseen kieleen hyvin. Pyrin kdyttdmddn sitd itsekin mahd. paljon
ratkaisuissani. Erityisesti on hyvd kun esimerkeissé ja muistiinpanoissa kdytetédn
luonnollista kieltd. Usein lisddn omia huomautuksia ymmdrtéékseni paremmin.”

1TY16

“Jos ei ymmdrrd matemaattista kieltd hyvin, siitd voi olla hyétyd ymmdrtédmisessd,
mutta jos osaa kéyttdd matemaattista kieltd, niin se on toisaalta turhaa. Omissa rat-
kaisuissa voisi hyddyntdd niin, etté kéyttdd sitd jotta huomaisi tajuaako oikeasti asian,
vai onko vain opetellut matemaattisen “kaavan” ulkoa.”

1TY21

“lhan mielenkiintoinen ja uusi ndkékulma matematiikan tehtdvien ratkaisemiseksi.
Itselleni siitd ainakin on ollut apua selventdmddn joitakin todistuksia. Omissa ratkai-
suissani ajatusten kirjoittamine paperille on ainakin myéhemmin lukiessani selventd-
nyt ajatuksia.”

1TY26

“Itse pyrin tekemddn asiat ns. oikein eli matemaattisesti JA selittéimddn vieressd suo-
menkielelld. Tdstd toivon seuraavan, etté pian en tarvitse kielellistd selitystd vierelle,
kun olen oppinut matematiikan kielen.”

1TY42

“Luulen ettd ndin alkuun sitd tarvitaan sillé matemaattisen symbolikielen opettelu ja
hahmottaminen vievdt aikaa. Itse olen jo huomannut vajaan parin lukukauden aikana
miten vdhitellen alkaa ymmdrtdd matematiikan erilaista (lukioon verrattuna) “teke-
mis”- ja ymmdrtémistapaa.”

2TY13

”Kielentdmistehtdvié oli kurssin aikana monenlaisia. Osa tehtdvistd oli muita harjoi-
tuksia helpompia, osaa oli vaikea hahmottaa. Esimerkiksi tehtdvdtyyppi, jossa piti
tdydentdd todistuksessa olleita aukkoja, oli huomattavasti muita vaikeampi hahmot-
taa. Aluksi oli vaikea saada kiinni kielentdmistehtdvien ideasta. Kielentdmistehtdvissd
sai kuitenkin soveltaa opittua monipuolisesti.”

2TY15

”Olen oppinut ymmdrtémddn miten paljon helpompaa on ymmédrtdd ratkaisua, jossa
on selostettu vdlivaiheet. Tehtdvdt ovat myés olleet erilaisia kuin matematiikantehtd-
vdt yleensd, joten niité on joutunut ratkaisemaan eritavalla kuin tehtdvid yleensd.”

2TY29

“En paljoa, koska en ole osannut ratkaista niitd kovinkaan montaa. Mutta olen varma,
ettd jos olisin perehtynyt niihin syvillisesti, olisin saanut niisté paljon hyétyd. Aijon
kylld kdyttdd kielentdmisté omatoimisesti vdlikokeisiin lukiessani, koska ei ratkaisuja
voi vain matemaattisesti lukea, eli ratkaisut téytyy kielentdd, jotta ne voisi ymmdr-

7

tad.

2TY34

“Yleisesti tehtdvdt olivat hankalimmasta pddstd. Mutta niité tehdessd tuli useasti tar-
kasteltua asioita uudesta ndkdkulmasta.”

Yleisesti ottaen opiskelijat olivat Turussakin sitd mieltd, ettd kielentdmisesta voisi olla
suurta hyotyé vaikeiden matematiikan asioiden opiskelussa ja ymmartamisessa. Monet
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ilmoittivat kayttavéansa sita luentoesimerkkien selventdmisessé ja laskuharjoitustehtavi-
en selittdmisessad. Opiskelijat pitivat kielentamistehtdvia vaikeina, silla niissa piti poike-
ta tutusta ratkaisutavasta ja niissa joutui ajattelemaan asiaa uudelta kannalta. Tamén
takia kielentdmistehtévat tuntuivat suuritoisiltd, eiké kaikilla riittdnyt kiinnostus kayttaa
tarvittavaa aikaa tehtavien tekemiseen, vaikka siité olisikin voinut olla hy6tya.

7.3 Tampereen yliopiston normaalikoulu

Kyseiseen kokeiluun Tampereen yliopiston normaalikoulussa osallistui 21 oppilasta,
joista 18 teki kotiin annetun tehtévén ja 21 osallistui pistokokeeseen. Kotiin annetun
tehtdvan keskiarvo oli 4,04/6. Kuitenkin oppimista mitanneen pistokokeen keskiarvo jai
melko alhaiseksi (4,06/12). Tah&n suurimpana syyné lienee se, ettd oppilaiden motivaa-
tio pistokokeessa oli huono, mika nakyi selkedsti muun muassa mielipidekyselyssa.
Mielipidekyselyssa ei otettu juurikaan kantaa kielentamiseen, vaan siihen, etta pistoko-
keen pitdminen oli heidédn mielestdan typeraa.

Oli kuitenkin mielenkiintoista, ettd kun pistokoetta kéytiin yhdessa lapi heti pis-
tokokeen jélkeen, osasi eras opiskelija, joka oli parjannyt pistemaaréltdan heikosti, ker-
toa suullisesti kaikki ne asiat, joita pistokokeessa kysyttiin. Jos koe olisi ollut suullinen,
olisi hén saanut taydet pisteet. Ajatusten Kirjoittaminen paperille ei ilmeisesti onnistu-
nut, mutta asia oli selvasti ymmarretty.
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8 POHDINTAA

Kenelle kielentamistehtévista on hyotya? Taulukon 8 mukaan ainakaan pintasuuntautu-
neet opiskelijat eivat hyody kielentdmistehtévista. Tama perustuu opiskelijoiden omiin
nakemyksiin kielentdmisestd. Kappaleen alussa olevaa kysymystd voidaan l&hestya
kolmesta eri nédkokulmasta: opiskelijan omasta nakékulmasta, vertaisryhman nakokul-
masta seké opettajan nakokulmasta. (Joutsenlahti et al, 2012)

Omien matemaattisten
taitojen kehittyminen

Matematiikan kielen kehittyminen tietojen jasentely

erilaisten oppijoiden huomiciminen ymmarryksen lisadntyminen

uudet nikdkulmat
ajatusten selkeytyminen

KIELENTAMISEN
KOLME
ULOTTUVUUTTA

uudet ajattelumallit ajatusten jakaminen

ymmarryksen testaaminen tiedon sujuva jakaminen

Opettajan Vertaisryhmin
nikokulma nikékulma

Kuva 17: Kielentamisen kolme ulottuvuutta

Opiskelijoiden itsensd nékokulmasta kielentdminen auttaa ymmartdmaan opiskeltavan
asian, koska kielentdessaan han selittd vaikeita asioita itselleen tutulla ja selkeélla kie-
lella. Mielipidekyselyssékin opiskelijat kertoivat turvautuvansa kielentdmiseen tulevissa
opinnoissaan, koska se auttaa ymmartdmaan opettajan esimerkkejé paremmin ja tenttiin
lukiessa harjoitustehtédvéan ratkaisuun on helpompi palata. Kielentdminen auttaa jasen-
tdmaén ajatuksia ja tietoja.

Vertaisryhmdn nékokulmasta kielentdminen auttaa ymmartamaan toisten laski-
joiden ratkaisuja ja saamaan kiinni heidan ajatusten juoksustaan. Harjoitustehtévisté on
helpompi keskustella, kun “kaikki puhuvat samaa kieltd” ja ymmartavit toisiaan. Ma-
tematiikka ei ole vain laskujen laskemista ja ratkaisujen I0ytamistd, vaan ratkaisuihin
paaseminen ja siihen kuljettu matka ovat jopa tarkeampid. On térkedd, ettd opiskelija
oppii perustelemaan ajatuksiaan ja ratkaisujaan ja jakamaan tietojaan muille, silla mita
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hy6tyd on matemaatikosta, joka ei osaa perustella ty6tddn... Varsinkin tuleville mate-
matiikan opettajille tdmé& on téarkea taito.

Opettajan nédkokulmasta kielentdminen on hyvin hyddyllinen tyokalu — joskin
hieman tyolas. Kielentamistehtavasta opettaja pystyy arvioimaan sitd, onko opiskelija
ymmartanyt opetetun asian oikein ja missa asioissa on ollut mahdollisia vaarinkasityk-
sid. Parhaimmillaan kielentdmistehtévé auttaa ndkemaan opetettavan asian uudesta né-
kdkulmasta, innostaa opiskelijaa jasentamaan asian itse itselleen, helpottaa asioiden
ymmartamista seké on keskustelua opiskelijan ja opettajan vélilla. Kielentamistehtavien
avulla olisi mielenkiintoista tutkia matematiikan eri solmukohtia ja ndin ymmartéa pa-
remmin sitd, miksi opiskelijoilla on vaikeuksia joidenkin tiettyjen matematiikan osa-
alueiden kanssa.

Nykyddn matematiikan opetus on valtavan kehityksen alla, kun laskimet ja las-
kuohjelmistot kehittyvat muun tietotekniikan kehityksen mukana. Laskimet ovat nyky-
aan pienia tietokoneita, joita oikein kayttdmalla saa tehtya kaikki mekaaniset laskutoi-
menpiteet ilman omien aivojen rasittamista. Ylioppilaskokeissa saa kayttda CAS-
laskimia, jotka laskevat muutaman ensimmaisen perustason mekaanisen ylioppilas-
koetehtdvan automaattisesti. Taman kehityksen takia on tarkedaa miettid, miten matema-
tilkan opetusta tulisi kehittaa siten, etta siitd on hyotya nykyajan nuorille tulevaisuuden
ammattilaisille.
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9 JOHTOPAATOKSET

Palataan vield johdantokappaleessa esiteltyihin tutkimuskysymyksiin:

Millaisia kielentdmistehtdvamalleja voidaan kehitta4?

Millaiset kielentdmistehtdvat ovat toimivia?

Mité mieltd opiskelijat ovat kielentamisesta ja kielentdmistehtavista?

Miten kielentamistd voi hyddyntdd matematiikan opetuksessa ja oppimises-
sa?

Moo=

Kielentamistehtévid on helppo keksid monenlaisia ja niiden avulla voidaan parhaim-
massa tapauksessa auttaa opiskelijaa ajattelemaan opetettavaa asiaa itsendisesti uudesta
nakokulmasta. Tassa diplomitytssd tehtdvatyyppejd on mainittu seitseman erilaista.
Né&ité tehtavatyyppeja voi yhdistellda 1ahes mielivaltaisesti tehtdvénantoa keksittéessé.
Yksi kielentdmistehtdvien parhaita puolia on se, ettd ratkaisu ei useimmiten ole yksiké-
sitteinen. Opiskelija ei voi sokeasti seurata esimerkkiratkaisua ja soveltaa sita kaikissa
vastaavissa tehtavissé. Tehtavien kehittdmiseen vaaditaan vain hieman vaivaa ja mieli-
kuvitusta sekd kykya asettua oppijan asemaan. Ne ovat hyva tuki perinteisempien har-
joitustehtavien rinnalle.

”Kielentamistehtdavia lisdd!” Tallainen oli opiskelijoiden toive tutkimuksessa
kaytetyn kielentamiskyselyn mukaan. Opiskelijat pitivat kielentdmistehtavia hyodyllisi-
na ymmartdmisen ja syvéllisen oppimisen kannalta ja monet aikoivat hy6dyntaa oppi-
miaan kielentdmismalleja tulevaisuudessakin. Vaikka toiset olivat sillad kannalla, ettd
tehtévat olivat suuritdisid, myonsivat hekin, ettd ne olisivat ehk& voineet auttaa oppimi-
sessa.

Kyselyn analyysin perusteella pintasuuntautuneet opiskelijat eivat innostuneet
suuritoisista kielentamistehtdvistd. Myoskadn matemaattisesti lahjakkaille ja orientoitu-
neelle opiskelijalle kielentdmistehtdvat tuskin ovat kovin hyddyllisid. He ymmartavét
matematiikan kielta jo valmiiksi, miksi siis harjoitella sitd. Kuitenkin niille opiskelijoil-
le, joille matematiikan Kieli tuottaa vaikeuksia, kielentdmistehtévista voi olla paljonkin
hy6tyd. Ainakaan luonnollisen kielen kéytt6d matematiikan ratkaisuissa ei pitéisi kKieltdé
vaan pikemminkin kannustaa siihen.

Tutkimuksessa kaytetyt tehtdvéat olivat toimivia. Opiskelijoiden ndkemyksia pys-
tyttiin hyvin kartoittamaan tutkimuksessa kaytetylld kyselylld ja kyselyd voi tarpeen
vaatiessa toistaa tulevissa tutkimuksissa. Kohderyhmiksi valikoidut kurssit — Insin6ori-
matematiikka 1 ja Analyysi 1 — olivat erilaisia sisalloltaan, tasoltaan seka opiskelijama-
teriaaliltaan ja ndin ollen tutkimuksen kannalta mielenkiintoisia.
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Tutkimuksessa oli ehka turhaa erotella kielentamistehtdvat ja muut tehtavat toi-
sistaan niin selvasti. Tdma aiheutti sen, ettd kielentdmistehtava saattoi vaikuttaa joltain
omalta osa-alueeltaan, jolla ei ollut paljoakaan tekemista tavallisten harjoitustehtavien
kanssa. Kyselyn kannalta erottelu oli kuitenkin jollakin lailla tehtévé, ettd opiskelijat
tiesivat, mistd puhuttiin, kun puhuttiin kielentdmistehtavista. Jos tekisin tutkimuksen
uudestaan, en tekisi néin selvaé erottelua. Myos Kirjallinen palautus saattoi tuntua opis-
kelijoiden mielestd ikavalta; muita tehtdviahén ei pitanyt palauttaa. Tama saattoi olla
joillekin kynnys kielentdmistehtavan tekemiseen.

Kielentdmistutkimusta olisi jatkossa mielenkiintoista tehda etenkin opettajien
keskuudessa. Jos vastaavanlaisen kokeilun ja kyselyn voisi jarjestdd matemaattisten
aineiden opettajien keskuudessa, saataisiin mielenkiintoista tietoa opettajan pdydan toi-
selta puolelta. Lisdksi Kielentdmistehtédvat voisivat olla hyva tyokalu oppiaineiden
valiseen yhteistyohon.
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LIMTE 1

Kielentdmistehtdva

a) Kirjoita matemaattisin merkinnoin:

ei-negatiiviset kokonaisluvut i) g

Jos sataa, niin paistaa. [ = ‘sotoo’ ¢ Q= ;{’('H:‘{\"m el ) &J—?C‘é

x kuuluu parillisten kokonaislukujen joukkoon 1% 2% k£ §

Hauki on kala. % = pouk | A=Vvalor ek ¥ EA

Hiiri on eldin, mutta se ei ole lintu. '1—-<:~\)_:{f‘"JUr(\ V= elBimak , H=hily o, L= hnnut

HCU, Lcyu, dnL = 4

Huomaa, etta kaikkiin edelld oleviin kohtiin ei valttamatta ole olemassa yksikasitteista

ratkaisua!
b) Perustele alla olevan todistuksen jokainen vilivaihe sanallisesti tai matemaattisin
merkinnain ja etsi todistuksesta virhe.

-

Todistetaan, ettd 4 = 2. Olkoona = b = 2, jolloin
s | o
& a*=ab H ~b*
eat-br=ab-b? fekioiden otiowives

& (@=-ba+b)=ba-b) | (0-b)

= .
ViRneE s //// @a+b=b lolwien &iortus

(Q‘;:o) @2+42=2 ‘ﬂﬁHMvaU
NOLLALLA £ J
AL JARNAL ©4=2

Kuva 18: TTY:n ensimmadinen kielentdmistehtdvd. Taman tehtdvéan ratkaisu — kuten
muidenkin jatkossa esiteltavien tehtdvien ratkaisut - on eréan opiskelijan tekema. Téaté
tehtévaa tehtiin kurssin kielentdmistehtavista eniten. Sen palautti yhteensa 77 opiskeli-
jaa.



LIITE 2

b ege X4 £ Xq S Flx4) # Ly
. . 3 "“"‘d'l' O (- C ) ‘LI'! [#1V4e E!
Kielentdmistehtava 2 ; r
1. Selvitd omin sanoin, miké on funktio. Keksi sitten jokin funktio, joka on bijektio
(perustele), ja piirré se. |
Funelio o Tsaante « faitey o\ Sf ) UV Tq /
\ v / | S
Saasaay .)f;)"f:“)"i[\"‘ Q. Tow @y ew. s, s
, 1
Esim. £lx)= x & {: (o &: S[1.0) €
kesleq funlnon arvejevleee ©N  \celee Maal Vouv'lcko
Lisaleey qleunn X saa Vol atveja Osta ylésparn se Saq
koin arvensa valn cexvay)
2, Lisdd puuttuvat vilivaiheet ja perustelut.
Todistetaan, etta kaikilla luonnollisilla luvuilla 3™ > 2n.
/’;\'l" e taal :"(‘\';‘)‘]' ¢ Koy —0) efus e B
Allevaclre) Wlalén lee ollq > / [ e iimi ) A sl
3'5 9.1
$%2 . Yosi
Oletetaan, etta kun n = k, niin[3¥ > 2k} & RRRTEoUeTUs
Jos yntale on tosi qleum N=le 1 M Wiglc on Ty« & N
Kunn=k+1,
k+1 343 7l 6K a :
s =“C>h2m=m=2k+4k>2k+4>2k+2="'(@H)
ve

of

{ \ ,\/_ :
3t 22y 3 2339982k 20k =2¢A2

('. e f.-..l.xc-r.v\f_,.,"'/’i) - 6 .[<_ :NZP_ +Lfk /
3y 2

Kuva 19: TTY:n kurssin toista kielentdmistehtavaa ratkaistiin toiseksi eniten; 67
opiskelijaa palautti tehtavan.

68



LIITE 3

Kielentdmistehtdva 3

Esitd cos(x) lausekkeen cos(2x) avulla. Eli esitd cos(x) :lle lauseke, jossa esiintyy “muuttujana” vain
cos(2x). (Vinkki: summakaava). Ratkaise taman avulla tarkka arvo cos(%) :lle. Kommentoi ratkaisuasi
siten, ettd tyhmakin ymmartaa mitd tapahtuu... ©
\ ohee ! X YAy
Co5(2x) = Co5(x) (05(x) =S nf)-Sinl) 7 1555 Key tetaidn Summakeavaq
2 - \ 3
Cos(i’.x) = (05 (x) — (%'L- -"7_ h)) // 5.,,1(:() korwlean " (1 (,0500) o mon,5ieessq
2 q sel'tetylla tavallo

Co5(2%) = cos (x) —"1»,11 cosax) y

// .
Minus/ plus WO It lf,{‘jo,teﬁ;q Selkeamp |y

o 1 3 > i a4 r A
LCS(ZX)~-2—COS(2!)+% = (05 (X) // Vo:'mJ('Hnn S1Vug M‘!?- {19 + g—(uanx)frp

69

[ o

/; Y " 4 \ ’1 / / \ P ) : cx 3

Cos5(x)= X [ 760s(2%) / Nel,ojuu/‘/ [Porstahseen nelic'n Coshom kohdds,
o :,,’,:Vk.:, 'J,w!‘u-y,r'.' ‘/:1-4':"7 et t‘.' arvy oW !“.)’:'};‘/I"

s d Lavayksessa It ’ Jre ’
— ) ‘ ’%L kofvannut XM
- \
COS(%) "(I) (05 “'}1‘3_

qu,‘flmey. antama o {\\/O

Cos(il)= 0,96592€ 4

Kuva 20: TTY:n kolmas kielentamistehtéva oli opiskelijoille ilmeisesti haastavin. 33

opiskelijaa palautti tehtdvan. Taméa oli selvésti pienin méara palautuksia verrattuna
muihin Kielentdmistehtaviin.



LIITE 4

Kielentamistehtava

Kerro omin sanoin, miten

a) funktion derivaatta kuvaa funktion kulkua ja miksi derivaatan nolla-
kohdat ovat ns. kriittisia pisteitd

b) ja miten funktion toinen derivaatta liittyy ndihin kriittisiin pisteisiin.

Ratkaise lisiksi funktion f(z) = «® — 12z + 1 kriittiset pisteet ja tutki nii-
den laatu seki kulkukaavion etti toisen derivaatan avulla perustellen kaikki
villivaiheet omin sanoin.

Q.. GJV‘:C"’Q/‘ diy vo o é/(’( boo, wonk o ”{'."! \ " ¥ i
kosvoo. fai o hen . Noin Seadoan ’fo_i‘) L funkhos
koo . funktion denvoofte on nalla '%ur-‘( 1o
kulkee vooko suoroan  funktion  Xulkiesso
LU0 O A nta wautron . S’\\\' ( o o
O enfin 2 SV 0 A‘a\ Sa o oo ‘ff\‘“-‘t‘ Lerva 3 on v
nollakghnd o ol kaon ',W> veakasuiraksl win  Sev
P et (‘),-‘ i’_(',() 0 H_"\___” jay (; ( r}"( / Lt 3
nallakohd et yeiveeth Myos kortoo fyp bk Hi AN L OV

kolho .

\‘ C . ks y : 2 \ R & \
0, Sanktion Tolnm denveatfor  kerfoo, onko valilla (ab) oleve

E\w\'{_hw\ eNSIMmai e devivoantan

4 nolokeoft o
WO k( A . Vel YWU s AL

R -l (4] - 1+ gle)ebn

() e 0 piten x=-1

70

Wt A S ‘
i ik -t L |/6~m_(\n\ nivasfo 'Jf\ re
(7_) Nt Wo-12=0 (.W(}o Fen ¥T~Z on lokask, s O | WL
’S\’L: [7“ -,v\(kl:j\p.q‘k()l/\"'a ) '\:f) %=7 Ak s
(3) g on lok okt wminiwmikohte ("/‘" x)>0 p's Hegn c
) \ _(;) Suynkkio kyleee ympans ‘U.‘\ "l(; |
o o WS ) A vouly pwog, |
ey I ‘ : ,',.l‘:"r“l"". MOk O \ |
(2)loskely denyooron neil Muko o '
il (6) Sel 1y |
(3)50(}»‘1-‘\)\/0{ L) ) | ‘ ‘//‘\»" deh7¢ ‘\JI ‘l"
. ' s odlp \ ¥
(L) TeS fattu denyoofon WETE - !4_6 |
‘ /L'_u,r'\/c.\'fo\ we-1, Lex<t ?' NS

Kuva 21: TTY:n neljattd kielentdmistehtavad palautettiin 59 kappaletta. Sanallisen

palautteen perusteella opiskelijat pitivat tatd tehtdvaa hyvin hyodyllisenda ja
opettavaisena.
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LIITE S

Kielentdmistehtava

Madritd vakio a siten, ettd funktio

az+1 , z<1
f(I)z{zZ_I )1.21

on kaikkialla jatkuva. Nytd myds, ettd niin saamasi funktio ei kuitenkaan

ole derivoituva, kun z = 1. Perustele vilivaiheet kiyttamalla sekd luonnollista
kielté (eli ihan omin sanoin :) ) ettd monisteen mééritelmid ja lauseita.

'\
I |
: | f
:" = : T A W\ e ; =1 _ o
4 I- f /
n
| (66Ol
)
} “_.' { W C |
{ |
) ( 1 )
(f (\MQ
( §) )
|
3 —| \
o :
oY | Uik 0 f 817
! ! {
, \ j
> ) /
! 4 /\ I /7_)‘, ) |
nul .
{
\ \
f J\J €& | N )
Nafdacn he (p
\ ke C ) | ‘
1 ,\, - [ \
1 ] (“i(r'l,.
|
YO . 6 t
{ YoV 6

Kuva 22: TTY:n tehtéva viisi palautettiin 55 kappaletta. Tassa tehtavassa opiskelijat
kayttivat paljon kuviokieltd selittdmaan omia perustelujaan.



LIITE 6

Tehtivi 6. (Timi tehtdvi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kidytetiin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Tidydenné seuraava ratkaisu; lisi# tarvittavat villivaiheet, perustelut ja lop-
puun yvhteenveto. Keksi ratkaisulle tehtdvinanto,

Ratkaisu:

|z = [{z—u) +y| < |z — ¥l + |y|
lyl < |z —y| + |z|
Tallsin
z| = Y| < |z —ylja — |z —y| < 2] - ly|.

Todida Komegmuhtzlon  [x|=[9] & |xaq) & Ix]+14)

oaAa P o FPa’uh\ a\0
\ Y J
i \ ) 1 \ 1 \ \ \
—i 4 & 3 e 1% S ) O oSN,
i A\ | | . ,H,‘ - A )
A0 AV~ | An e\ e
i YA ) A 2
‘-/ | - \ W\ £ ) ¥ = \ 4 C F*,"‘-:’.l—r» R M B
RS | | BN \ 2 i - —! L= i) )
i R i | i = 7 D
'f,:PG'»l,\\'»}rr’;\“( Scadoarn Fuotoor
\ v
\\/ Y& \4-»'4\ 4yl
X | = \ 0 5O U0 O A 1 . R
l ‘ ‘ [a\)‘\l/“'c:-,:.‘ ~ ;yJ TO4E o t(oualda

1= By

T lQ A O 'g S |-
J

| (x-a) 24l & |-o +19\ | ke on Kdmiocpmumal Ao

) \ .
RIS S TSN

O'kea puel T’(.D-t’:\‘n',\\\‘;-t-z E ON ANA J" 2R ey

:lo \\/a/frrf.v‘.f‘\"\ ’[)uo‘.nr\ ‘«Lh\-;‘)"'k'x"?’.

- = é-' X "—{u \C}ur((‘\_“f’}":(\ ‘F cete \\:r\ \ ¢ HE ] 238
\Y q‘\. I | J\ i ; Tgec
\ J
\ ; L_ | Be =} }_ x\ '
\V\\ o 1 '{ |‘M 1 : yli_-k . o i |
3'2‘%‘ Eﬁ(“ 3) ‘It* ‘«/ _)\ loig subkalz toled gaghos

Kuva 23: Turun 1. kielentdmistehtava
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LIITE 7

Teht#ivi 6. (Tami tehtdvi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetéén
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Olkoon (zr) suppeneva lukujono. Kerro omin sanoin suomenkielelld miten
madritelméin nojalla osoitetaan, ettd lukujono suppenee.

Q Koska lukujono (Xn) suppenge, ON olamassor jokin
-NO\(h\iluKu  Olkoon se 0 jotar (Xn) ldhastuy “eli

Jota kohh & Suppense. Luku a on talldin Takujonon
raja-arvo, joa merkitdan - lim Ka=0.

Ko. Tilanteessa on olemassa myds sallainen  eMrisyys
€, jokaon positivinen raaliluki, luusto o Jonka
jalkeen kaikki (Xa) jdgenat ovol korkeintoan €in
pAcisséi luvusta . Jokaistor etdisyytta € kokfi on
olemassar sellainen indeksin h aeve ne , joka kuuluu
lwonnollisiin  lukuihin, jonka jolkeen Kaikki (Xn)
Jasenet oval Korkeintaan €:in paGss luvusta a.
Em. on voimagsa Vain kun n>ne.

Todistooksemme  oftor \uku%‘)(mo (n) supperve kohhy
ukua o, on ehiftdva selbinen luku ng | eftG
(xn) jisenten ja luvun O efoiigyyden itseisacvo on
W picnempi kuin efoisyys €. Merkitdan

[Xn-0]<€ , kun nong.

Mikali ne o ole olemassa fai todistuksessa syntyy
muu righriita, e Iulcm?'ono suppere Fohti lukua o
Jog luku ne [oytyy up?er\u lukujono kohti' [ukua
a kaikila ng “sudeemmila n:n arvoilla. m.0.T

Kuva 24: Turun 2. kielentamistehtava
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Tehtéivi 6. (Timi tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetdin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Korjas seuraavan tehtéivin ratkaisu.

TEHTAVA. Olkoon (z,) lukujono , jolle o, = 7'?7-1 Osoita, ettd lukujono

suppenee kohti nollaa.
RATKAISU. Kaikilla nn" saamme

5  5/m _ 5ym
NN W
kun n > n'. Erityisesti |z, — 0| on pienti kun n on suurta, joten lukujono
SUppenes.

1
<=
T I

|En — 0| <

_’Qu-' aan [/ X n J‘I
Csoita , efic
nallac

TCriTEA VLA

] ' . ] —-{—
f (4 Irt'-" = gl A0 |I Wl Xr‘, e la
) )

1 '-ll " F, ’
e Ydne  Stppence. lcol
I N B

Aatleaisu: Tehtcva tulisi alortloa. /Adin ...

Olboon = >0 Valitaan n'

L / a | Sccn jartiefacis7 ...
4

< Va - B = £

-\ X
/" varlifoan

tama ofi .
PEv-Sawall
it ni= BV ez lall
'lm{/-;r_‘:_{c;{_.‘«,,n ¥\ = i .“r&'v’(:lﬂ CAllcuwun
e P o . 3
Iﬂ. = ¥\ \}g’,‘.. }/L| > (D .
Al ypPereisesse ' Lol R o (] Lty
i ] ] . [
. J( s =\ f\..l! ‘v-{ P. \ { 1
| N IR U P
[xp-0] & - FE - 55 ok
- A
WSeisar "'ﬂ'.\ 13cea
(O, oo ST :r_,‘nl-l.( o
v Sy TR Pr‘.{nl s
v > o J b
-_I'_ £ e > i 4 | N ral -~
.ll C'LM AN O ¥ LA L_‘, 1 L [l | |‘/‘,| €5 Sacun
OO O VeSS C‘*‘(’tff’(_:u:\ | 1eto PouHlay .

Kuva 25: Turun 3. kielentdmistehtava



LIITE 9

Tehtédvi 6. [Tami tehtivd palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetdin

matematiikan opetuksen tutkimukseen.)
Jérjestid alla olevat kohdat 1-10 niin, ettd niistd tulee lauseen todistus.
Lianse Qlkoon {o,) nowseva lukujono., Talldin se joko suppence tai kasvaea

rajatia.

. oletetaan sitten, ettd talldistd reaalilukus m ci ole olemassa

. tilldin jono on ylIhddltE rajoitettu

. koska (x,) on nouseva niin

. oletetaan ensin, ettd on olemassa m < B

. télldin jokaista m € B kohti on olemassa n'

. joten tAssd tapauksessa jono lasvaa rajatta

. joten nousevensa s Suppence

- siten, ettd o, < m lmikilla indekseillid o

. miten, etti m, = 1M

10, ©, = a0 kaikilla indekseilld n = »n'

Wihje: Ratkalsu on motoa 4, 7,9, 7, 1, 9, 7, 7,00, 1

D00 =1 O U = LD bD

. L

Qlkconn (x,) navseua LULUJCU\O B P X PRV IR yoke
Suppemee tod wasuoa »/zjo&tc\ .

@ O\drtoan ensin, ol an olemgSsa
w € (R

Siten, ela X, €S ™M  kaiiUo {vd ek seilhal
n -

@ ToUS: v jome oa yUuas rcjol‘«etfo
(1.) Jo\Qv\ NOVSCLUCIN G, S S\_}pwwe .

@)  Ovethoan siden eMed taUaisto
veoacliltua ™ ole plenassc ,

@ Tawsin jo\’\odeO\ M e TR kol an
i

o\evvia SS e

Siken  ela  x,. > m.
@ Koska (X .) e nauseua Wi N

@ Xa % X oo kodbiUla indekseida
nNnoS5>n'

)o\eqq;&ssd Jro;()cxmcsqgso\ SQAO kasvog
V’aj Q.

Kuva 26: Turun 4. kielentamistehtava
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Tehtiivii 6. (Tami tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetididn

matematiikan opetuksen tutkimukseen.}
Téydennd todistuksen puuttuvat kohdat,

Lause Olkoot f: A — ® ja g : A = R funkticita, joilla on raja-arvet a
Ja b0 p:’ateessﬁ. xg. Osoita, ettd funktiolla -';: AV x i glx) =0} =2 R on

raja-arvo £ § pisteessd xg.

Todistus. Todistetaan aluksi, ettd jos lim, .. f(z) = 1, niin
Olkoon £ = 0. Koska , on olemassza & > 0 siten, ettﬁ, flx) > E Ja

|1 — f(z)| < = kaikilla 0 < |z — 2} < 4. Thllsin saamme
|f{z)|
kaikilla 0 < |z — zp} < 4. Tédmén jilkeen saadaan yleisesti
1

1..9—
< 3£ 2=

1
= == lim f(z}- lim ——
L T Efl ]

T b oz

: " , .
' /Jr’Oo f )* == 1t J'Q K k {f n “,_f* Of tex
(| en ) . O'() QA

| &

J'O' || CA on w(/j)) () oV
Piskeess&E Xe.. Osoita, € %{Jd {m.!a {.‘.u| le
T'/O. AN X -3'{,\' R 8 Ewidl (\Wile m.J G -A(VO
(3/b ] “No
| OCA J'Vui. TOC{\SLC'(»‘Oy O ')t’r TR S o W oS
\ 1 ] -
[ ]((XJ | Niln J[“f/ <722 Olleo >0
X=5 Xq \ i/~ ' -
Kosko |4 |1 < ¢, 07 gle Sev d >0 sty
e f JC/" ("I[/ )| ‘/", lec (e
k) | Yo 10> T \ <
f /
| v |
'f" '"‘17'(*';” — 7 &
| { %) |
W “; i.} ‘:’ | X Xagld } {
‘& { //"(1( I"\{’ u 1()
Jie2% | + !
» lien - lim £ (x ) b~ lim £ llfr. 8'x

| X% | =
I A J . A X~ Xe X e A=, D

.'J QJ

‘ ‘ o
TV ——— A ’ ¥ .L_A

} -2 L,.‘

) l

a

Kuva 27: Turun 5. kielentdmistehtava
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LIITE 11

Tehtlivi 6. (TAma tehtdvi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetain

matematiikan opefuksen tutkimukseen.)

Lue oheinen todistus ja laadi sille tehtévinanto. Muista kirjoittaa huolel-

lisesti oletukset.

Toditus. Merkitéiiin, ettd p = inf{f{x) : 2 € {a,b)}. TAmA on olemassa
koska funktion arvojoukko on alhaalta rajoitettu. Olkoon € = 0. Télléin on

olemassa luku z, € (a, b} siten, ettd

p< flzp) <p+e

Oletusten perusteella pitee, etté f(z)} < flx,) kaikilla 2, < @ < b. Télldin

siis pétee, etté
p= flz) <p+e kaikilla =, <z < b.
Viite seuraa tHsti.

C;> ‘Dlt{oor\ {(""1"‘410 ‘—{_/(Ilb‘ - R \/(:]).v,»’,qu
1

! ‘
‘\l‘i & 11 e aiteddy .

J
N
O VaSitmmem pk.ngv,‘! I en rd|6~avrye }”'_:' fee SSG

Tad, Merl, pr Inf { f( ) ¢ X& (‘ﬁ(ﬁ\)}

Ol le £ = F X% P € (GJ'\) Sie

TG J|"'0|';"\ SIS /"’u ree
pefle) € prg  lmieda xexcc)

X f.01 " -
\vG I SIS SCUreq +-;q5‘f‘c.

Kuva 28: Turun 6. kielentamistehtava
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LIITE 12

Tehtdvd 6. (TaAm& tehtivi palantetaan kirjallisena. Vastaulsia kiiytetiin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Selitd tehtdvin I ratkaisu omin sancin suomen kielelld ilman matemaat-
tisia merkleji.

Tehtdvd 1. Médiritd funktion f(z) = % maéérittelyjoukko. Tutki maaritel-
mén perusteella funktion jatkuvuutta méaarittelyjonkossaan.

6. Fan‘h'on {0= *v».é(a"Hf‘)'Jowkck_:{ | maaritellaan munt
reaa[,/qvu‘t P““:‘ yolla , koska| wollalla | ef san J'ah\o\,
HERN
uuHCH \Daa’ﬁ’Jraom eHn Lepsilon & on | hyvin pren:
posrhwmen luku JC\ Vﬂluflmn dﬁ”"c\ 8, Jal’\ko\’ QArvea
o | vield| hodk’f A | v .
| | | | | | | |
Mé{{;{rf&[m an Pe‘rugfﬁe”a ﬁm‘(ho an J{l’}kuva }w’_f/wc-e;::(z"
Xd, JOc {unkhon arvollal x f& G\rVO'M X4 vt3(|l.|“'€h Qi‘bh%("u
itseisarvio on | epsilonia P»cncmp, kin | b an X¢n | '
evatuksen \f.ﬂ‘""r\/d oh | suurerm pi kunn nolla b"‘ plenenpl |

kum S.
\

Funk fion o\rvo.llo\ x | inl x) valisen |erotuksen \TJQI»WW‘

ladse ketta hmakafv\ah kunnes| s¢ |sandaan muofobn J
Jossa on |kekrojn \:,gka\ x| ol X.n !er-iﬂuksem (e ‘Mrvo.
Kervoin | on “{v\.ssr,\‘ tapauksessa ||- T~ X)eo Koska| s¢ | \
sisalfia | ferrfn Ix, h’rkhm\' seuraavialsy rvuﬁx aLr'voJCUx Vol
sanda Joi’m lc\uJP/(G‘HO\ anc’“_,,,n m,.oua ylspain, 1

Paslettdn, efta deHLa on p»encmp; kufn 7/6: Talsin | |
| Xih o X, in @rotuksen| [fseisanvo|on vhyds |yfkista | |
\ P.eng, ‘I"' Sueven%\ma”n sc\t\d«an eﬁ—q‘ X oh suuremp;
\ kuin | X, +1 ‘Jr\ P»énemp. luin, Xot1) Kau/(ﬁ\ /01“56’/(?7‘7‘5\ \

\ pyrH—ac\n nr vioiniadn \ylospb\.n, $um"/ﬁ(fmh Xih Pmka”e‘vc
‘ XKin (\\'vo, tosson {'cmkha Saan |uun"n'rﬂh Orvoh C’l
| st{e‘]Lrw\n‘ X= >$o | ; | : 1 ‘
\ \ | ‘ ‘
1 Laus&’(keec e &é\{j\d(f\ﬂ\h X (e Xo"‘ (ioful(_sen l/fU 4:’?0»‘
1 kertotmeksi l&‘,'fi” Joya on |vakio! M,VDS luku | & /tt’rrm‘r\t’m
| fallé | kuH\mella, olloin  huomataan, e sen | dvvaksi
\ -{ulee‘ )%, X, l&\ ko&l&x taman | jal delan l!es:hmmeh 'lu'o
| on €l NMiin .chadao.m todistetfuo , ela {M»Kho {‘f*) x|
| on Jc\*mvo\ Y‘lﬁ\‘\‘i\ﬁt\ijkouﬂm’m | ‘ |
\ \ \

| | | |

Kuva 29: Turun 7. klelentamlstehtava
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LIITE 13

TehtAvi 6. (TEmd tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetdin matematii-
kan opetuksen tutkinmikseen.)

Laadi oheiselle ratkaisulle teht&vinanto.

Hatkaieu. Tutkitaan niiden pisteiden joukkoa, joissa funktio f saa negatiivisia arvoa.
Merkitiisin titi joukkoa F = {z € [0,1] : f(z) < 0}. Joukko on epityhji koska f{0) =
—1. Lisdksi joukko F' on ylhidltd rajoitettu; yksi on sen yldraja. Talldin joukolla F on
supremum; merkitdin & = sup F. Koska funktio f on cikealta jatkuva pédtepisteessa 0
ja vasemmalta jatkuva pidtepisteessd 1 sekd f(0) = —1ja f(1) = 1, on olemassa d1, dy >
0 siten, etté f(y) < —3 kun 0 <y < 0+41 ja f(y) > 4 kun 1 — 6 < y < 1. Saamme,
ettd 0 < s < 1. Valitaan jono (yy), joka suppenee kohti lukua s seuraavasti: jokaisella
Inonnollisella luvulla n > 1 valitaan piste z,, joka toteuttaa ehdot s — % < Ty <8
ja f(zn) < 0. Koska funktio f on jatkuva pisteessi s saamme f(s} = lim, o0 fi2n).
Koska f(z,) < 0 kaikilla n, niin saamme f(s) < 0. Toisaalta kun y > &, niin y € F,
joten f(y) = 0. Thstd saamme jatkuvuuden nojalla, ettd f(s) = limy, .+ f{y) = 0.
Koska f(s) < 0 ja f(s) = 0, niin f{s) =0.

b (!0‘ /J"S{f’;’j on jw/(,; va . . t (0):'/ )2 f(f)? . |
Gsolta etta  full Uiolla on aimakin VE st hollakohta

vailla (0, /)

Kuva 30: Turun 8. kielentdamistehtava



LIITE 14

Tehtlvi 6. (Thma tehtdvi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiiytetiisin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Miten laskutoimitus 3-1 madritelli4n? Kiy kidv kaikki kohdat lipi oi-
keassa jirjestyksessi (ilman todistuksia) alkaen vaiheesta 2! = =,

1o potcns Sy GawLANIY [ Ja 6t

Kuva 31: Turun 9. kielentdamistehtava

80



81

LIITE 15

Tehtdva 6. (Tamé tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetdin
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)

Kuvitellaan, ettd olet Analyysi 1 -kurssin luennoitsija. Sinun pitid yh-
delld vilikoetehtivilld testata ovat opiskelijat ymmirtineet jatkuvuuden.
Minki tehtiivin valitset? Perustele [yhyesti miksi valitsemasi tehtivd on so-
piva. Laadi tehtéville malliratkaisu ja pisteytd malliratkaisu (koko tehtévin
pistem#ird on 6).

b. Olkaot+ A €R Ja £ R-R /)af,iotm 4466{%/76///(4/7
funktio q:R—=R asettamala, etta g(k): maxjf(x) 5
Osorta, a‘m q ohn Jmﬁéum

Ratt:
Olkcot AeR a € K=F fv///’/// Maayitelgzn
g:R=R , g()* /ﬂf/(r/(x)

i A<t06) | \
hf{ Voidaan” valita_ >0 s.€. Xe(o-r,X1r) ja 2<f()
olon g0 a g0 on raren Jatbaa
p A>F(x, ;) . | _ 1
/p{ Vo’mw‘h Valria 1 >0 se. XE(X,: ’} JA A>T
> lloin /((,v) J’ ”( ) on 77('( n Jatkuva

g
qglx) ’( ). maxy ()// S < /(>
;p{ 960900 = Jmax(tls o)l 4« % g

e 9(x) o0 Ja -’/'d;‘*"""‘f Fun A=10c)
=4 f (/‘) Oh J\f’,g U
lehtava on_hywi, koska  sia Taytyy /’n/mz/”fcm

tunktion )a l/a(/oﬂmﬁ/a/v atkivilus ja nitden
avulla selyittaq  folmannen tnktion /aﬂumz//s

Kuva 32: Turun 10. kielentdamistehtéva
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LIITE 16

Teht#ivi 6. (Tamé tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetifn
matematiikan opetuksen tutkimukseen.)
Mit# tietoja tarvitaan Viliarvolauseen todistamiseen? Piirr kisitekartta,

s Heino -Daoelin (ause
leciyotuvaides N,

/ Moo relmaor ‘
b I \ N
,}LH‘!'»I]{J" 2allen
\ Lause
Moo te ?lﬂu‘w \\ - «/
r e = o — ___<;\. J
uslin ( Y
\\ [ NOV TR | )
N TS
- '\\
Tnch on \
maantelmg vallien (@woin g uljetiv)

™M OGO Tie | pn T

Kuva 33: Turun 11. kielentdmistehtava
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LIITE 17

Tehtiivi 6. (Tdmé tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiiytetdiin mate-
matiikan opetuksen tutkimukseen.)
Jérjestd lauseet niin ettd niistd syntyy todistus. Minké tuloksen todistuksen sait?

1 jos funktio f on identtisesti nolla

2 funktio ei saavuta sitid vilin péitepisteissi a ja b
3 oletusten mukaan f'(€) on olemassa

4 voimine olettaa, ettd [ saa negatiivisia arvoja
5 niin f'{z) = 0 koko vililld

6 koska pienin arvo on negatiivinen

7 tidllgin f'(€) =0

8 suljetulla valilla jatkuvana funktiona

9 gilld muutoin voimme tutkia funktiota — f

10 oletetaan nyt, ettd f ei ole identtisesti nolla
11 olkoon £ € (a,b) piste

12 f saa pienimmén arvonsa

13 jossa pienin arvo saavutetaan

61 10d funkho |f an identhsesh nolla

niN §FO (kako yalilia

0| oletetoan Myt eHa £ el ple [Idgntisesh nallg
vOImme. pietaa edd £ =00 I/f_’:"l*'lj’}l'/;f\’l anagla

g | dila muutold voimre [futkia | fupkhiotag - {

& | alljerulial vaiing jotkuvona funkhona

12 F 300 piemmman anvanNso

6 | kKAska piena anva ar ﬂ(‘fgﬂ‘hl\j:l“xlﬂ

2 | fUNKho & amuUla siia \niiN paatepistelssa a Jja b

[l | olkoan £e (@, §) pISie

I3 | JOSSO pienin QNG edpvUietdarn

3 | oletuksemn MukDON £ {€) on okemas

7 | talloif F(g)«0

rallen louse

Kuva 34: Turun 12. kielentdmistehtava



LIITE 18

Tehtfvi 6. (Témi tehtivi palautetaan kirjallisena. Vastauksia kiytetdin mate-
matiikan opetuksen tutkimukseen.)

Yhtilon € = x + 2 juurten likiarvo voidaan ratkaista haarukoimalla. (Vastaus
on z & —1,84 tai z &~ 1,15.) Miti tietoja tarvitset ettd timid haarukointi toimii?
Valitse keskeisimmit kisitteet ja tulokset sekid piirrd niistd kisitekartta. Kisite-
karttaa piirtiessisi kiinnitd huomiota siihen ettd laitat tulokset oikeean jarjestylk-
SeEI.

"15,3.15)

Y

3 /1 1 P2

Kuva 1. Funktion z++ e* jaz— o2+ 2.

6. funktion ja luku
voidaan soverHoa [Bolzanoa  jonon raja-ano
A /
Jjatkyva, koskq €, x ja 2
‘ /‘ | jatkuvia
/ et-x12+<0
( e rx4+2 ) etsitaan enmMerkkisia
o i i arvaja

Bolzanon louse ‘
pienennNetadn valia «— (funkhalla on valillg [@,6] kun a<O
kunNnNes| Nallakohta J@ brO | tai 0x0 ja H<0 vahintaan
Bytyy halutulia yksi  Nallakanta)
tarkkuudelia

samalla tavalla etsitadan toinen noliakohia

Kuva 35: Turun 13. kielentdmistehtava
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Kysely kielentamisesta
Nimi

Koulutusohjelma

Vastaa seuraaviin vaittdmiin laittamalla rasti sopivaan ruutuun.

0=taysin eri mielta
1=jokseenkin eri mielta
2=jokseenkin samaa mielta
3=tdysin samaa mielta

85

Vaittama

Olen hyva matematiikassa.

Koen onnistuvani laskiessani matematiikan harjoituksia.

Osaan ratkaista vaikeitakin matematiikan tehtavia.

Matematiikka on minulle vaikeampaa kuin muille.

Pidan sanallisista tehtavista.

Sanalliset tehtavat ovat mielestani hyodyllisia.

Selitdn mielellani muille matematiikan tehtavan ratkaisuani.

Oma kirjallinen kommentointi ja valiotsikointi helpottavat matematii-
kan tehtavan ratkaisua.

Perustelujen kirjoittaminen sanallisesti on mielestani helppoa.

Kirjoittaminen sanallisesti auttaa minua ymmartamaan tehtavaa pa-

remmin.




86

Matematiikassa vaikeinta on kirjoittaa ajatukset matemaattisessa
muodossa.

Kun ratkaisen matematiikan tehtavaa, teen ajatustyon paassani enka
kirjoita paperille kuin valttamattoman.

Perustelen ratkaisuni valivaiheita mielellani kayttamalla matematiikan
kaavoja tai muuta matematiikan symbolikielta.

Sellaista matematiikan tehtdvaa, jossa on selitetty vaiheita luonnolli-
sella kielelld, on helpompi ymmartaa kuin sellaista, jossa on vain ma-
tematiikan symbolikielta.

Olen valmis kayttamaan pitkdnkin aikaa matematiikan tehtdvan rat-
kaisuun.

Opettajan on helpompi arvioida sellaista tehtdvaa, jossa on kaytetty
luonnollista kieltd ja kommentointia. Tallaisesta ratkaisusta nakee,
onko laskija ymmartanyt aiheen.

Avoin kysymys: Kerro vapaasti miten suhtaudut epdmuodollisen luonnollisen kielen
kayttoon matematiikan tehtdvien ratkaisuissa? Miten voisit itse hyddyntaa sitd omissa

ratkaisuissasi?

Avoin kysymys: Kerro vapaasti mité sait irti kurssin aikana ratkaisemistasi kielentamis-

tehtavista?



1.0000

0.9667

0.9765

0.1677

0.9130

0.7095

0.9450

0.8555

0.8086

0.8058

0.6750

0.6124

0.8772

0.3651

0.9127

0.8319

1.0000

0.0333

0.0235

0.8323

0.0870

0.2905

0.0550

0.1445

0.1914

0.1942

0.3250

LIITE 20

Matlabilla laskettu korrelaatiokerroin- seka p-arvomatriisi kysymysten 1-16 vélille.

1.0000

0.8888

-0.0872

0.7807

0.8432

0.9953

0.9451

0.6462

0.9178

0.4882

0.4023

0.7886

0.5452

0.9692

0.9316

1.0000

0.1112

0.9128

0.2193

0.1568

0.0047

0.0549

0.3538

0.0822

0.5118

1.0000

0.3742

0.9776

0.5615

0.8543

0.7367

0.9045

0.6707

0.7985

0.7585

0.9079

0.1963

0.8188

0.7059

1.0000

0.6258

0.0224

0.4385

0.1457

0.2633

0.0955

0.3293

0.2015

1.0000

0.5545

-0.4280

-0.1420

-0.2709

0.6900

-0.3578

0.7931

0.8661

0.4362

-0.5885

-0.1436

-0.3085

1.0000

0.4455

0.5720

0.8580

0.7291

0.3100

0.6422

0.2069

1.0000

0.4337

0.7419

0.6182

0.9719

0.5407

0.9041

0.8787

0.9306

0.0829

0.7183

0.5832

1.0000

0.5663

0.2581

0.3818

0.0281

0.4593

0.0959

1.0000

0.8910

0.9716

0.3369

0.9870

0.2102

0.0741

0.6249

0.9104

0.9346

0.9807

1.0000

0.1090

0.0284

0.6631

0.0130

0.7898

1.0000

0.9723

0.6132

0.9514

0.4586

0.3615

0.7845

0.6236

0.9869

0.9624

1.0000

0.0277

0.3868

0.0486

0.5414

1.0000

0.5078

0.9955

0.3669

0.2467

0.7422

0.7882

0.9909

0.9990

1.0000

0.4922

0.0045

0.6331

1.0000

0.4253 1.0000

0.9790 0.2823 1.0000

0.9582 0.1569 0.9892

0.9400 0.6809 0.8940

0.0385 0.8324 -0.0356

0.6167 0.9736 0.4810

0.4723 0.9986 0.3316

1.0000

0.5747 1.0000

0.0210 0.7177 1.0000

1.0000

0.8248

-0.1819

0.3700

0.2083

1.0000

0.3771 1.0000

0.8175 0.7133 1.0000

0.7176 0.8126 0.9841 1.0000
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0.3876

0.1228

0.6349

0.0873

0.1681

0.5977

0.2114

0.4548

0.0308

0.0684

0.2415

0.0921

0.8037

0.1812

0.2941

0.1339

0.5638

0.4115

0.8564

0.6915

0.1213

0.0694

0.9171

0.2817

0.4168

0.9259

0.3751

0.0896

0.0654

0.0193

0.6385

0.2155

0.3764

0.0131

0.0376

0.7533

0.2578

0.2118

0.0091

0.0010

0.0418

0.0600

0.9615

0.3833

0.5277

0.8431

0.3191

0.1676

0.0264

0.0014

0.0108

0.1060

0.9644

0.5190

0.6684

1.0000

0.1752

0.8181

0.6300

0.7917

1.0000

0.6229

0.1825

0.2824

1.0000

0.2867 1.0000

0.1874 0.0159

1.0000
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