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Téassa tyossd GNSS-satelliitin (engl. Global Navigation Satellite System) ennus-
tettu kiertorata parametrisoidaan, eli muutetaan parametrimuotoon, jota GPS-
jarjestelma (engl. Global Positioning System) kéyttaa efemerideisséén. Kiertoradan
ennustuksessa saadaan paikkakoordinaatteja karteesisessa koordinaatistossa tietyilla
ajanhetkilld, mihin parametrimuoto sovitetaan. Parametrimuoto ei sovellu téaysin
ennustettuun kiertorataan, joten parametrit taytyy estimoida siten, etta virhetta
syntyy mahdollisimman vidhan. Tamé on epélineaarinen optimointiongelma, joka
ratkaistaan tassa tyossa Levenbergin ja Marquardtin ratkaisumenetelmalla.

Tyossa keskitytdan parametrimuodon esittdmiseen ja geometrisen merkityksen
tutkimiseen sekéd epalineaarisen pienimman neliGsumman optimointiongelman
numeeriseen ratkaisemiseen. GPS-jérjestelméssi satelliittien lihettdma navigointi-
viesti vastaanotetaan aina parametrimuodossa ja olisi hyvé tietdad miten nama para-
metrit saadaan laskettua aikasarjasta satelliitin paikkakoordinaatteja. Talloin eri
jarjestelmien efemeridit sekéa satelliiteille tehdyt rataennusteet saadaan yhtenevain
muotoon ja paikannuslaitteessa tehtéva datan kéasittely ja tallennus helpottuu.

Téassd tyossi esitettyd mallia testataan GPS- ja GLONASS-satelliiteille (vend;.
Globalnaya Navigatsionnaya Sputnikovaya Sistema) tehdyille rataennusteille, seka
precise-efemerideista saaduille oikeille kiertoradoille. Sovitusvirhe saadaan kahden
tunnin mittaiselle sovitukselle alle 10 cm:n suuruiseksi. Neljan tunnin pituisella sovi-
tusvélillakin padstaan vield alle 40 cm:n virheeseen. Néin ollen satelliitin ennustetun
kiertoradan parametrisointi voidaan katsoa onnistuneeksi. Tyo0ssé kehitelty algoritmi
sopii hyvin satelliiteille, jotka kulkevat GPS:n ja GLONASS:n kaltaisilla kiertora-
doilla, joten soveltaminen onnistuu myos muillekin GNSS-satelliiteille.
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In this thesis work the predicted orbit of a GNSS (Global Navigation Satellite
System) satellite is parameterized, i.e. converted to a parametric format used by
GPS (Global Positioning System) satellites in their ephemerides. Orbit prediction
produces position coordinates in a Cartesian coordinate system at specific time
points, to which the parametric format is fitted. Because this parametric format
does not fully fit the predicted orbit, the parameters must be estimated in a way
that results in minimal error. This is a non-linear optimization problem which is
solved in this work by using the Levenberg-Marquardt algorithm.

This work is focused on presenting the parametric format and analysing its geometric
significance as well as numerically solving the non-linear least-squares optimization
problem. Navigation messages sent by GPS satellites are always received in a para-
metric format and it would be good to know how these parameters could be calcu-
lated from a time series of satellite position coordinates. Then the ephemerides of
different systems and the predicted orbits of satellites would have consistent formats,
and data processing and archiving would be facilitated.

The model proposed in this work was tested with orbit predictions for GPS and
GLONASS (Globalnaya Navigatsionnaya Sputnikovaya Sistema) satellites and with
actual orbits obtained from precise ephemerides. The fitting error for a two-hour
fitting was less than 10 cm. Even with a four-hour fitting interval, the fitting error
was less than 40 cm. Thus, it can be concluded that parameterization of a predicted
satellite orbit was successful. The model presented in this work is well suited to
satellites in GPS- and GLONASS-type orbits, so it is also applicable to other GNSS
satellites.
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Lyhenteet

BE broadcast-efemeridi (Broadcast Ephemeris)

CTP konventionaalinen terrestinen napa
(Conventional Terrestial Pole)

CTRS konventionaalinen terrestinen jarjestelma

(Conventional Terrestial Reference System)

ECEF Maakeskeinen, Maahan sidottu (Earth Centered, Earth Fixed)

ECI Maakeskeinen inertiaalikoordinaatisto (Earth Centered Inertial)

EOP Maan suuntausparametrit (Earth Orientation Parameters)

FK5 Fundamentaaliluettelo 5, tdhtien paikkojen perusluettelo
(Fundamentalkatalog 5)

GLONASS Venajan puolustusministerion yllapitama satelliittipaikannus-
jarjestelmé (Globalnaya Navigatsionnaya Sputnikovaya Sistema)

GNSS yhteisnimi kaikille satelliittipaikannusjarjestelmille: GPS,
GLONASS, Galileo jne. (Global Navigation Satellite System)

GPS Yhdysvaltain puolustusministerion yllapitama satelliitti-

paikannusjarjestelma (Global Positioning System)

GTRF Galileon terrestinen jérjestelma
(Galileo Terrestrial Reference Frame)

ICRS kansainvalinen tahtitieteellinen koordinaattijarjestelma
(International Celestial Reference System)

IERS kansainvalinen Maan pyorimisen ja koordinaattijarjestelmien

palvelu (International Earth Rotation and Reference Systems

Service)
IGS kansainvilinen GNSS-palvelu (International GNSS Service)
IRNSS intialainen satelliittipaikannusjérjestelma

(Indian Regional Navigational Satellite System)
ITRF kansainvalisen terrestisen jarjestelman eras toteutus
(International Terrestial Reference Frame)
ITRS kansainvélinen terrestinen jarjestelméa

(International Terrestial Reference System)



LM
Matlab
NGA

PE

PRN

PZ-90.02
WGS-84

Levenbergin ja Marquardtin menetelma

ohjelmisto numeeriseen laskentaan (Matrix Laboratory)
Yhdysvaltain puolustusministerion alainen tiedustelu-
organisaatio ja kuvatiedusteluaineistoa kasittelevé virasto
(National Geospatial-Intelligence Agency)
precise-efemeridi (Precise Ephemeris)
ndennaissatunnainen numero, jota kaytetdan satelliittien
numeroimiseen (Pseudo Random Number)
GLONASS-jarjestelmaéssa kéytetty koordinaatistototeutus
maailman geodeettinen jérjestelma

(World Geodetic System 1984)
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Luku 1

Johdanto

Satelliittipaikannuksessa on ideana méarittdd paikannuslaitteen paikka satelliit-
tien ldhettdmén informaation avulla. Satelliitti ldhettda kayttéjélle broadcast-
efemeridiksi kutsutun viestin, joka siséltdd muun muassa satelliitin paikan ja
kelloajan efemeridin lahetyshetkella. Paikannuslaite vastaanottaa viestin hiukan
lahettamisajanhetken jalkeen, ja voi nain laskea viestin kulkemiseen kuluneen
ajan. Koska viesti kulkee valonnopeudella satelliitista kayttajalle, voidaan etéisyys
maarittda valonnopeuden ja kuluneen ajan tulona.

Paikannuslaitteen sijainnin méarittdmiseen tarvitaan kolme parametria eli koordi-
naattia. Ratkaistavana on siis kolme tuntematonta, jolloin tarvitaan myos kolme
yhtalod. Nama saadaan kayttdmalla tietoa paikannuslaitteen etéisyydestéd kolmeen
eri satelliittiin seka satelliittien sijainnista. Paikannuslaitteiden kellot ovat kaytan-
nossé lilan epéatarkkoja, kun puhutaan valon kulkemasta matkasta tietyssd ajassa.
Siispa myos paikannuslaitteen kellon virhe on asetettava ratkaistavaksi tuntematto-
maksi. Néin tarvitaan neljannenkin satelliitin tiedot sijainnin maarittdmiseksi.

GNSS (engl. Global Navigation Satellite System) on yleisnimitys kaikille satelliitti-
paikannusjarjestelmille. Kéytossé olevia satelliittipaikannusjarjestelmia ovat Yhdys-
valtalainen GPS (engl. Global Positioning System) sekd Venildinen GLONASS
(venaj. Globalnaya Navigatsionnaya Sputnikovaya Sistema). Muita satelliittipaikan-
nusjéarjestelmid ovat muun muassa Eurooppalainen Galileo, Kiinalainen Compass ja
Intialainen IRNSS (engl. Indian Regional Navigational Satellite System). Néaisté
Compass ja IRNSS ovat kuitenkin vain paikallisesti kattavia jarjestelmié. Lisédksi
Galileo on vield enemmén tai vihemmén suunnittelu- ja kokeiluvaiheessa. Téssi
tyossa keskitytdan ldhinnd GPS:4én ja GLONASS:iin, koska néistd on saatavilla
oikeaa mittausaineistoa. Talloin laskenta on mielekkdampaéd, kun ei tarvitse kayttaa
simuloitua dataa. [30, s. 7-8, 16-25]
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GPS-jérjestelméa koostuu kolmesta osasta: kontrolliverkosta, satelliiteista ja kayt-
tajistd. Kontrolliverkkoon kuuluu Colorado Springssissa sijaitseva padasema, seka
useita muita tarkkailuasemia. Kontrolliverkossa satelliitteja tarkkaillaan, ennuste-
taan satelliittien efemeridit ja tarvittaessa ohjaillaan. Satelliitit ldhettavit efeme-
ridit edelleen paikannusjarjestelméan kayttéjélle. Efemeridit ovat voimassa kerrallaan
2 tunnin ajan, jonka jalkeen kontrolliverkko lahettaa satelliitille jélleen uudet efeme-
ridit. Myos GLONASS-jérjestelméssa rakenne on samanlainen ja eroja on ldhinné

yksityiskohdissa, kuten efemeridin sisallossé ja kontrolliverkon sijainnissa.
23, s. 33-36]

GPS-satelliittien lahettamat efemeridit sisaltavat 16 rataparametria, jotka maarit-
tavat tietyn ennalta maaratyn péatkan satelliitin kiertorataa. GPS-vastaanottimet
sisaltavat algoritmit, joiden avulla néistd parametreista voidaan laskea satelliitin
paikkakoordinaatit halutulla ajanhetkella. Toisin sanoen koordinaattien laskemi-
sessa ei tarvita tietoa siitd, kuinka parametrit muodostetaan, vaan se jatetaan
kontrolliasemien huolehdittavaksi. Téasta aiheesta ei ole tietoa tarjolla, vaan GPS-
jarjestelméstd kertovassa kirjallisuudessa keskitytddn tarkastelemaan ongelmaa
vain kayttdjan nakokulmasta. Jossain tilanteissa tai sovelluksissa olisi kuitenkin
hy6dyksi, mikéli parametrit kyettéisiin muodostamaan itse. [15, s. 39-43]

GPS satelliitit ldhettaviat efemeridinsd noin 30 sekunnin vélein ja yhden efeme-
ridin vastaanottamiseen kuluu noin 12 sekuntia aikaa. [23, s. 128] Vaikeissa olosuh-
teissa, kuten kaupunkioloissa kerrostalojen varjoissa, taméa aiheuttaa monia teknisia
ongelmia paikannukseen. Esimerkiksi paikannuslaitteen ollessa liikkeessd ensim-
maisen kokonaisen efemeridin saaminen voi kestda pitkankin ajan. Eras vaihtoehto
olisi hankkia satelliitin sijainti etukéteen muilla keinoilla. Satelliitin kiertoradalle
voidaan esimerkiksi tehdd omat rataennusteet ja korvata niilla taivaalta tuleva
efemeridi. Télloin paikannuslaite tarvitsee satelliitilta pelkastdan kelloajan, mika
saadaan noin kuuden sekunnin vélein. [23, s. 128] T&ll6in paikannuslaite olisi kiytet-
tavissd huomattavasti nopeammin paikannuksen aloittamisen jalkeen.

Satelliitin kiertoradan ennustaminen voidaan tehda esimerkiksi voimamallin avulla.
Satelliittin liikkeeseen vaikuttavat vuorovaikutukset ja ndiden aiheuttamat voimat
voidaan maarittaa suhteellisen tarkasti. Voimien avulla voidaan selvittda satelliitin
kiertorata halutusta alkupaikasta eteenpéin. Téllaista ennustamista on tehty esimer-
kiksi lahteissd [33] ja [35]. Ennustaminen voidaan tehdd suoraan paikannuslait-
teessa, jolloin saadut kiertoradat taytyisi pystya tallentamaan sopivassa kompaktissa
muodossa. Satelliitti kiertdd maapallon yhden vuorokauden aikana kaksi kertaa,
jolloin kaikkien satelliittien kiertoratojen esitys paikkakoordinaateissa esimerkiksi
viikon ajalta olisi turhan raskasta. Hyva esitystapa olisi GPS-jarjestelmén kéyt-
tamét rataparametrit — niitdhan paikannuslaitteet osaavat valmiiksi kasitella.

Paikannuslaitteessa tehtavassa riittavan tarkassa ennustamisessa ongelmana on
usein melko raskas laskenta. Tama ongelma voitaisiin ratkaista esimerkiksi osit-
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taisella verkkoyhteydella. Kiertoratojen ennustaminen voidaan tehda serveripuolella
voimamalleja kéyttden ainakin viikoksi eteenpéin riittévin tarkasti. [35] Tallin on
mietittava, missd muodossa paikkakoordinaateissa tehty ennustus kannattaa siirtéa
paikannuslaitteeseen. Jélleen kerran rataparametrit olisivat sopiva kompakti esitys-
tapa kiertoradalle.

Muissa GNSS-jarjestelmissd, efemeridin esitysmuoto on erilainen kuin GPS-
jarjestelmén rataparametrimuoto. Esimerkiksi GLONASS-satelliitit lahettavat
efemeridin koordinaattimuodossa, jolloin niitda joudutaan paivittdmaén jatkuvasti.
[8] Nykyiset GPS-jarjestelméé kayttavit paikannuslaitteet laskevat kuitenkin paik-
katiedot rataparametreista, joita ne ovat tottuneet satelliiteiltd vastaanottamaan.
Mielenkiintoista olisikin tietda, kuinka muiden jérjestelmien, kuten GLONASS-
jarjestelmén, efemeridit muutetaan rataparametrimuotoon.

Tassé tyossa on tavoitteena esittdd ennustettu satelliitin kiertorata rataparamet-
rimuodossa, jota GPS-jarjestelmé kayttad efemerideissdan. Rataparametrimuoto ei
sovellu taysin ennustettuun kiertorataan, parametrit taytyy estimoida siten, etta
virhettd syntyy mahdollisimman véhan. Tamé on optimoimisongelma, jossa mini-
moidaan rataparametrisoinnissa syntyvéaa virhettd. Laskennassa kaytetddn opti-
mointialgoritmia, joka laskee painotetun pienimmén neliGsumman ratkaisun eli esti-
maatin.

Tyon rakenne on seuraavanlainen: Toisessa luvussa tarkastellaan hiukan koordinaa-
tistoja seké siirtymista eri koordinaatistojen valilla. Kolmannessa luvussa kerrotaan
satelliittien kiertoradoista yleisesti seké GPS-jarjestelmén rataparametreista, jotka
generoivat satelliitin radan. Siina luodaan malli, jolla kiertorata voidaan laskea rata-
parametreista.

Neljannessa luvussa tarkastellaan matemaattista optimointia, seka tutustu-
taan tyossa kaytettyyn epalineaarisen optimoinnin menetelmaén: Levenbergin ja
Marquardtin menetelméaén. Siind saadaan kéyttoon tyokalut tutkimusongelman
ratkaisemiseen. Viidennessa luvussa testataan mallia seka esitellddn tyossa saatuja
tuloksia ja kuudennessa eli viimeisessé on yhteenveto ja johtopaétokset.
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Koordinaatistot

Satelliitin radasta, ja yleensikin paikasta ja sijainnista, puhuttaessa ei voida vélttya
erilaisten koordinaatistojen kasittelylta. Paikan tarkkaan maaritykseen avaruu-
dessa tarvitaan kolme parametria. Nama parametrit kertovat tasmallisesti sijainnin,
havaitsijan tai jonkin muun kiintopisteen suhteen.

Koordinaatistojarjestelmd on joukko suureita ja maaritelmia, jotka maaraavat koor-
dinaatiston. Koordinaatisto on siis yksi koordinaatistojarjestelmén toteutus, joka
saadaan kiinnittamalla jarjestelméan suureet tiettyihin pisteisiin. Néaitd kiintopis-
teita voivat olla esimerkiksi origo, akselien suunnat ja aika. Koordinaatisto on usein
suorakulmainen akselisto, jonka avulla jonkin pisteen sijainti voidaan tasmallisesti
madarittad koordinaatiston origoon nahden. Koordinaatit ovat parametreja, joilla
tamaé sijainti esitetddn kyseisessa koordinaatistossa.

Sijainti maapallolla esitetdan usein geodeettisissa koordinaatistoissa, joka on maéri-
telty wvertailuellipsoidin avulla. Vertailuellipsoidi on Maan epéideaalista pintaa
kuvaava matemaattinen pinta, jonka koko ja muoto maéritellaan yleensa isopuoliak-
selin ja litistyssuhteen avulla. Geodeettiset koordinaatit ovat vertailuellipsoidiin kiin-
nitetyn paikan sijainti, eli leveys- ja pituuskulma, seké etaisyys ellipsoidin pinnasta.
Geodeettinen koordinaatisto ei ole suorakulmainen eiké maakeskinen koordinaatisto.

Tassa tyossa kéaytetyt koordinaatistot voidaan jaotella karkeasti kahteen osaan:
inertiaalikoordinaatistot ja Maahan kiinnitetyt koordinaatistot. Inertiaalikoordinaa-
tistot ovat koordinaatistoja, jotka eivit pyori eivatkd ole kiihtyvassa liikkeessa.
Maahan kiinnitetyt koordinaatistot liikkuvat maapallon mukana, eli ne pyorivat
maapallon mukana Auringon seké itsensé ympari.

Maahan kiinnitetyissé koordinaatistoissa on helpointa kuvata maapallon gravitaa-
tiokenttdd, mutta esimerkiksi fysiikasta tutut Newtonin liikelait eivit pade téllai-
sessa akselinsa ympari pyorivassé ei-inertiaalikoordinaatistoissa. Toisaalta taivaan-
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kappaleiden paikat on helpointa ilmoittaa koordinaatistoissa, joita ei ole sidottu
maapalloon. Liséksi lopullinen paikka halutaan usein geodeettisessa koordinaatis-
tossa. Helpointa ja laskennallisesti kevyintd on laskea eri asioihin liittyvét ilmiot
sopivissa koordinaatistoissa ja muuttaa taman jalkeen tulokset haluttuun koordi-
naatistoon sopivalla koordinaatistomuunnoksella.

2.1 Tassa tyossa kaytettavat koordinaatistot

GNSS satelliitit ldhettavat sijaintitietonsa Maahan sidotuissa koordinaatistoissa,
joista kéytetaan nimitystd ECEF (engl. Earth Centered Earth Fixed). Rataennus-
teiden laskeminen suoritetaan sen sijaan inertiaalikoordinaatistossa. Téassa tyossé
inertiaalikoordinaatistona on ECI (engl. Earth Centered Inertial), missa origo on
asetettu Maan massakeskipisteeseen. Inertiaalikoordinaatistoissa satelliitin kierto-
radat muuttuvat varsin yksinkertaisiksi ellipsimaisiksi radoiksi. Kuvassa 2.1 on
esitetty tyypillinen kiertorata ECEF- ja ECI-koordinaatistoissa.

ECI ECEF

0N\

' 0
-2 _
y [10"m] 2 x10’m] y [10°m]

-2 _
2 x[10'm]

Kuva 2.1: Tyypillinen satelliitin kiertorata esitettynd ECI ja ECEF koordinaatis-
toissa. ECEF koordinaatistossa melko vaikean nékéinen kiertorata on ECI koordi-
naatistossa lahes ympyrian muotoinen ellipsi.

2.1.1 Maahan sidotut koordinaatistot

Maahan sidotuissa karteesisissa koordinaatistoissa jarkevinta on sijoittaa origo
Maan massakeskipisteeseen. Koordinaattiakselien suunnat pyritdan maérittamaan
siten, ettd z-akseli on mahdollisimman lédhella Maan pyorimisakselia, ja x-akseli
osoittaa Greenwichin meridiaaniin, eli nollameridiaaniin. Viimeinen akseli, y-akseli,
taydentad koordinaatiston suorakulmaiseksi oikeakétiseksi koordinaatistoksi.
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Maapallo ei ole kuitenkaan taysin jaykka kappale, vaan se koostuu useasta liik-
kuvasta mannerlaatasta. Siten maapallon pyorimisakseli seké nollameridiaani eivét
pysy paikallaan maapallon pintaan nadhden, vaan vaeltelevat hiljalleen muutaman
kymmenen neliometrin alueella. Pyorimisakselin, eli navan liiketta sanotaan napa-
variaatioksi ja se koostuu kahdesta jaksollisesta (jaksot: 365.25 vrk ja 435 vrk) seké
yhdesté pitkaaikaisesta tekijastd. Konventionaalinen terrestinen napa CTP (engl.
Conventional Terrestial Pole) on laskettu pyorimisakselin keskimaaraisen4 sijaintina
vuosien 1900 ja 1905 valilla. [23, s. 93]

Liséksi maapallon pyorimisakseli lilkkuu Auringon, Kuun ja muiden planeettojen
vetovoiman vaikutuksesta jaksollisesti kahdella eri jaksonajalla. N&ita ilmioita
kutsutaan prekressioksi ja nutaatioksi, ja niitd pystytdan kohtalaisen hyvin ennus-
tamaan useiden kuukausien ajaksi eteenpéin. [32, s. 99-115]

Tassa tyossa kaytetyt Maahan sidotut koordinaatistot pohjautuvat konventionaali-
seen terrestiseen koordinaatistojirjestelmadn, CTRS:44n (engl. Conventional Terres-
tical Reference Systems). CTRS:n mukaiset koordinaatistot mééritellaan seuraavalla
tavalla: [23, s. 94]

CTRS on suorakulmainen koordinaatisto, jonka

o origo on Maan massakeskipisteessa
o z-akseli osoittaa konventionaaliseen terrestiseen napaan, CTP:hen
o z-akseli osoittaa keskimddrdiseen nollameridiaaniin

o y-akseli taydentdd koordinaatiston oikeakdtiseksi.

Téassd madritelméassa keskiméardinen nollameridiaani tarkoittaa useasta tukiase-
masta laskettujen nollameridiaanien keskiarvoa. Koska CTRS:n mukaisissa koordi-
naatistoissa parametrit muuttuvat ajan suhteen, taytyy koordinaatisto lisdksi sitoa
johonkin tiettyyn ajanhetkeen, epookkiin.

Kansainvéilinen terrestinen jérjestelmé ITRS (engl. International Terrestrial Refe-
rence System) on standardijirjeston IERS (engl. International Earth Rotation and
Reference Systems Service) yllapitama CTRS:n mukainen globaali koordinaatisto-
jarjestelma. Téssa tyossa kaytetddn IERS: koordinaatistoa ITRF (engl. Interna-
tional Terrestrial Reference Frame), jonka toteutuksessa kiytetdén useita maapallon
eri paikoissa sijaitsevia havaintoasemia. Eri satelliittipaikannusjarjestelmien satel-
liitit ldhettdvat ratatietonsa CTRS:n mukaisissa omien havaintoasemiensa perus-
teella toteutetuissa koordinaatistoissa. Namé koordinaatistot ovat kuitenkin hyvin
lahella ITREF:44.
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GPS-satelliitit lahettévat sijaintinsa WGS-84 (engl. World Geodetic System 84)
koordinaattijarjestelméssa. WGS-84:n ja I'TRF:n véilinen ero on muutaman sent-
timetrin luokkaa, joka riittad tésséd tyossa tarkkuudeksi. Galileon kayttamé koordi-
naatisto GTRF (engl. Galileo Terrestrial Reference Frame) perustuu Galileon maa-
asemiin, ja on myos muutaman senttimetrin tarkkuudella yhtenevia ITRF:n kanssa.
GLONASS-satelliittien lahettamét ratatiedot ovat PZ-90.02 -koordinaatistossa, joka
eroaa desimetrin suuruusluokkaa ITRF:sta. [9] Tamé poikkeama on jo sen verran
suuri, ettd PZ-90.02 -koordinaatistossa tulevat ratatiedot taytyy muuttaa I'TRFEF -
koordinaatistoon.

2.1.2 Inertiaalikoordinaatistot

Inertiaalikoordinaatistot ovat koordinaatistoja, jotka eivat ole kiihtyvassa liikkeessé,
eli eivat esimerkiksi pyori akselinsa ympéri maapallon mukana. Eréds téllainen on
standardijarjeston IERS ylldpitdma koordinaatistojarjestelma ICRS (engl. Inter-
national Celestial Reference System). ICRS:n koordinaatistossa origo on edelleen
sijoitettu maapallon keskipisteeseen. Koordinaatiston akselit eivat kuitenkaan pyori
maapallon ympari, vaan ne on sidottu suhteellisen liikkumattomina pysyviin kohtei-
siin, kuten tahtiin.

ICRS korvasi vuonna 1998 FKb5-jarjestelmén (saks. Fundamentalkatalog 5), ja
se haluttiin silloin tehdd yhtenevaksi aikaisemman jérjestelmén kanssa. FKb5-
jarjestelméssé z-akseli on sidottu maapallon ekvaattoritasoon ja x-akseli kevatpai-
vantasauspisteeseen, eli ekvaattoritason ja ratatason leikkauspisteeseen. Ekvaatto-
ritason liikkuminen prekression ja nutaation vuoksi aiheuttaa sen, ettd akselien
suunnat taytyy sitoa johonkin tiettyyn ajanhetkeen eli epookkiin.

ICRS on suorakulmainen koordinaatisto, jonka

e origo on Maan massakeskipisteessa
o z-akseli on maapallon ekvaattoritason normaalin suuntainen epookilla J2000.0
o x-akseli osoittaa kevdtpdivintasauspisteeseen epookilla J2000.0

o y-akseli taydentdd koordinaatiston oikeakdtiseksi.

ICRS:n méaritelméssé epookki J2000.0 tarkoittaa kalenterissamme ajanhetkea klo.
12, 1. tammikuuta 2000. Tarkalleen ottaen tallainen koordinaatisto ei ole inerti-
aalikoordinaatisto, silla Maan keskipiste, ja siten myos koordinaatiston origo, ovat
kiihtyvéssa liikkeessé kiertdessadn Aurinkoa. Kuitenkin se on tdmén tyon puitteissa
riittdvan hyvé approksimaatio inertiaalikoordinaatistolle. 28, s. 21-22]
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2.2 Koordinaatistomuunnokset

Tarkastellaan seuraavaksi siirtymista koordinaatistosta toiseen, eli koordinaatisto-
muunnosta. Téssa tyossa taytyy koordinaatistomuunnoksia tehda lahinnd ECLn ja
ECEF:n vililld. Naméa koordinaatistot ovat suorakulmaisia koordinaatistoja, joiden
origot sijaitsevat samassa pisteessé, ja joiden skaalaus on sama. Téamé tarkoittaa
kaytannossa sité, ettd koordinaatistomuunnos voidaan tehda pyorittamalla koordi-
naatistoa sopivasti.

Tarkastellaan kahta téllaista koordinaatistoa A ja B ja esitellidn muunnos koordi-
naatistosta A koordinaatistoon B. Merkitdan jonkin paikan r koordinaatteja kysei-
sessi koordinaatistossa kreikkalaisilla kirjaimilla seuraavasti: ¥4 = (a1 «ap a3)?
jaTp = (81 B2 [B3)T. Tilloin paikka voidaan esittdi kantavektoreiden ja koordi-
naattien avulla

Xary =T = XpIp,

missa matriisin X; sarakkeet ovat kyseisen koordinaatiston kantavektorit. Kanta-
vektoreista muodostettu matriisi on ei-singulaarinen ja nain myos kdantyvé, joten
muunnos koordinaatistojen valilla saadaan muotoon

Fp = (Xp) ' Xl (2.1)

Valitaan lahtokoordinaatisto A tarkastelukoordinaatistoksi, eli asetetaan sen kanta
luonnolliseksi. Talloin kantavektorimatriisi on X4 = (€; € €3) = I. Lisdksi koska
molempien koordinaatistojen kantavektorit ovat ortonormaaleja, saadaan kanta-
vektorimatriisin kaénteismatriisi transponoimalla kyseista matriisia. Nain saadaan
yhtélo (2.1) muotoon

rp = (Xp) T,
Merkitiadn tiatd matriisia (Xp)? = RE. Titd kutsutaan muunnosmatriisiksi koordi-

naatistosta A koordinaatistoon B. Muunnosmatriisi toiseen suuntaan saadaan siis
transponoimalla, eli ¥y = R3Ts = (RE)ITp.

Merkitaén koordinaatiston B kantavektoreita koordinaatistossa A kirjaimilla b;.
Koska molemmat koordinaatistot ovat suorakulmaisia, ovat vektorit ortogonaalisia
vksikkovektoreita. Alkuperainen paikka voidaan edelleen esittdéd koordinaatistossa
A néiden kantavektorien avulla

3 3 .
ry = Zai_’i = Zﬁzbz (2-2)
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Kuva 2.2: Koordinaatistomuunnos, missa origo ja skaalaus pysyviat samana.
Vasemman puoleisessa kuvassa on uuden koordinaatiston kantavektorin esitta-
minen projektioina alkuperaisen koordinaatiston kantavektoreille. Oikean puolei-
sessa kuvassa koordinaatistoa pyoritetddn yhden akselin ympéri.

Nyt yksikkovektorit BZ voidaan kirjoittaa luonnollisten kantavektorien suuntaisten
komponenttiensa avulla. Yksikkévektorin b; vektoriprojektio yksikkovektorille €; on

proje, (by) = (578)); = cos(b, &8,

missd merkinta (l;i,éj) tarkoittaa vektoreiden b; ja €; valistd kulmaa. Tall6in
saadaan

3
Z bl,eJ €;, 1€{l1,2,3}.

Sijoittamalla tdma yhtal6on (2.2) saadaan

3 3 3
I_"A = Z aiéi = Z (6@ Z COS(BZ', é})é}) .
=1

i=1 j=1

Yhtalossa olevat summat voidaan kirjoittaa myos matriisimuodossa, jolloin saadaan
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Niin saatiin miiritettyd muunnosmatriisi R§. Transponoimalla saadaan alunperin
haettu matriisi

jota kutsutaan usein my6s suuntakosinimatriisiksi. [1, s. 15] Suuntakosinimatriisissa
jokainen alkio riippuu eri kulmasta, eli matriisi on yhdeksén eri kulman funktio.

Koska molemmat koordinaatistot ovat suorakulmaisia, voidaan kaikki naméa kulmat
esittad kolmen riippumattoman kulman avulla. [2, s. 199] Riippumattomat kulmat
voidaan esimerkiksi valita siten, ettd ne kuvaavat kolmea perdakkaista kiertoa koor-
dinaatiston A kaikkien akselien ympari. Merkitdan naita kulmia 6,, 65 ja 03, missé
numerointi on akselien numeroinnin kanssa yhteneva. (kuva 2.2) Télloin kiertoja
vastaavat matriisit ovat

1 0 0 cos(fy) 0 —sin(6s)
Ri(01) = |0 cos(f;) sin(6y) |, Ra(ba) = 0 1 0 :
0 —sin(6) cos(6y) sin(6y) 0  cos(fy)
cos(f3) sin(f3) 0
R;(05) = | —sin(63) cos(f3) 0] . (2.3)
0 0 1

Tassa on hyva huomata, etta koordinaatistomuunnoksessa kulmat riippuvat kierto-
jarjestyksesta. Toisin sanoen, kun kiertojérjestysta muutetaan muuttuvat myos kier-
tokulmat. Merkataan siis kolmea kiertoakselista riippumatonta kiertokulmaa kirjai-
milla «, 3 ja . Tall6in muunosmatriisi voidaan esittda muodossa

Rk(V)RJ(ﬁ)RZ(O‘)u Zajvk € {17273}7Z§AJ7 (24)
jolloin kulmia «, [ ja v sanotaan Eulerin kulmiksi. [4, s. 224]

Eulerin kulmien avulla saatua esitysta (2.4) sanotaan symmetriseksi, mikéli i =
k. Vastaavasti esitystd sanotaan ei-symmetriseksi, kun kiertoakseleina kaytetaan
kaikkia kolmea koordinaattiakselia. Téassa tyossa kaytetddn symmetrisia klassisia
Eulerin kulmia

R3(7)R1(8)Rs(a). (2.5)
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Sijoitetaan téhan kiertoja vastaavat matriisit (2.3), jolloin muunnosmatriisiksi
saadaan

— sin(a) cos(B) sin(y) + cos(a) cos(7y)
R;(7)R1(B)Rs(a) = | —sin(«) cos(B) cos(y) — cos(a) sin(7)
sin(a) sin(/3)
cos(a) cos(B) sin(y) + sin(a) cos(y) sin(3) sin(y)
cos(a) cos(3) cos(y) — sin(a) sin(y) sin(3) cos(7y)
— cos(a) sin(f3) cos(3)

Koska sini on pariton ja kosini parillinen funktio, kiertomatriiseille (2.3) saadaan
ominaisuus R;(—6;) = R;(;)T. Koordinaatistomuunnos kiinteiseen suuntaan
saatiin transponoimalla muunnosmatriisia, joten transponoidaan Eulerin kulmilla
saatu esitys (2.5). Tall6in saadaan koordinaatistomuunnos Eulerin kulmien avulla

(Rs(7)R:1(5)Rs(e)" = Ry() "Ra(5)"Ra(7)" = Ra(—a)Ra(=H)Ra(—7).  (2.6)



Luku 3

Satelliitin kiertorata

Satelliitin sanotaan joskus olevan maapallomme tekokuu. Satelliittien kiertoradat
todella muistuttavat hyvin pitkalti planeettojen ja muiden taivaankappaleiden
ratoja. Ellipsimainen kiertorata on klassisen kahden kappaleen ongelman seurausta,
ja sitd on tutkittu siitda lahtien kun planeettojen liikettd on kyetty seuraamaan.
Johannes Kepler (1571 - 1630) muotoili havaintojensa perusteella lait, jotka kuvaavat
planeettojen liiketta.

Keplerin ensimmainen laki kuvaa planeetan kiertorataa: Planeetan kiertorata on
ellipsi, jonka polttopisteessa on tahti. Toinen laki kuvaa planeetan nopeutta:
Planeetan ja tdhden valilla oleva jana jattad jélkeensd ajassa t aina saman-
suuruisen pinta-alan A planeetan sijainnista riippumatta. Kolmas Keplerin laki
kuvaa eri planeettojen kiertoratojen keskinésié suhteita: Kahden planeetan kiertoai-
kojen nelididen suhde on yhtasuuri kuin planeettojen keskiméaraisien etéisyyksien
kuutioiden suhde. [21, s. 107-109; 39, s. 370-373]

Néma samat lait kuvaavat ansiokkaasti myos muidenkin taivaankappaleiden liiketté,
kuten my6s maapallon kiertolaisten, kuun satelliittien yms. liikettd. Myohemmin
[saac Newton (1642 - 1727) muotoili painovoimalakinsa, joka on perustana vield
nykyadnkin kahden kappaleen vélisia vuorovaikutuksia kuvattaessa.

Olkoon T = ¥(t) € R satelliitin paikkavektori jossakin maapallokeskeisessi inertiaa-
likoordinaatistossa ajanhetkella ¢. Talloin satelliitin gravitaatiokiihtyvyys saadaan

Newtonin mukaan \ .
ﬁ = msatg = _GE_,im;até>
[ |
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missd G on yleinen gravitaatiovakio, Mg maapallon massa ja mg, satelliitin massa.
[39, s. 358] Tasta saadaan edelleen satelliitin paikan toinen aikaderivaatta, eli kiih-

tyvyys

dzf ME 12
— = G(—F=———T, (3.1)
d? I#° IE°

missd maapallon gravitaatiokerroin p on yleisen gravitaatiovakion ja maapallon
massan tulo: g = 3.986005 - 10® m3s™2. [39, s. 358]

Kaytetaan jatkossa lyhennettyja merkintojéa seuraavalla tavalla: Merkitaan vektorin

X pituutta [|X|| = x ja aikaderivaattaa jatkossa suureen péadlle sijoitetulla pisteella
seuraavasti
dx - d*x .
— =X, — =X.
dt de?
Talloin liikeyhtélo saadaan muotoon
N
r=—3T

Tamaé liikeyhtalo kuvaa satelliitin liiketta maapallon suhteen, ja ratkaisuna saadaan
satelliitin paikka ajan suhteen, eli kiertorata. Kyseessd on toisen asteen epélineaa-
rinen differentiaaliyhtéaloryhmé. Tamé voidaan palauttaa ensimmaisen asteen diffe-
rentiaaliyhtaloryhméksi merkitsemalla

¥ =¥(t) = @ c RS,
Derivoimalla ajan suhteen saadaan

)=(- (o) ()

dy d

dt E(

Néin saadaan ensimmaisen asteen differentiaaliyhtaloryhma

=
—

r
r

y = Ay.

Tamaéan differentiaaliyhtédloryhmén epélineaarisuus nakyy matriisin A lohkomatrii-
sista —131. Paikkavektori r on ajan funktio, joten myds sen pituus muuttuu ajan
suhteen. Niin myos kerroin —4; riippuu ajasta.

Ratkaistavana on epélineaarinen differentiaaliyhtaloryhmaé, joka voidaan kirjoittaa
alkuarvo-ongelmana

y(t) = A¥(t) = h(¥(t), ¥(to) = Yo, (3.2)
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missé differentiaaliyhtiloryhmén maaradvas funktiota h(§(t)) kutsutaan likefunk-
tioksi. Alkuarvo-ongelmalla (3.2) on olemassa yksikésitteinen ratkaisu, jos liike-
funktio on Lipschitz-jatkuva. [26, s. 383-404] Liitteessd B on osoitettu, etta funktio
on Lipschitz-jatkuva, kun oletetaan, etta paikkavektori ei ole nollavektorin mielival-
taisen pienessa ymparistossa.

Alkuarvoksi differentiaaliyhtaloryhmén ratkaisemisessa tarvitaan vakiovektori y eli
kuusi vakiota. Namé vakiot voisivat olla esimerkiksi satelliitin paikka- ja nopeus-
vektorien komponentit jollain kiinnitetylla ajanhetkelld, kuten alkuarvo-ongelmassa
(3.2) on esitetty. Téllaiset alkuarvot ovat kiyttokelpoisia esimerkiksi differentiaaliyh-
taloryhmén numeerisessa ratkaisemisessa ja niitd kaytetaédn kappaleessa 5.1 esite-
tyssé kiertoradan ennustamisessa. Nama kertovat kuitenkin pelkéstédan yksittédisen
tilan kiertoradalta, eivitka havainnollista kiertoradan yleistd muotoa, jota téssa
luvussa haetaan.

Toinen vaihtoehto on muodostaa tarvittavat vakiot tarkastelemalla satelliitin liik-
keeseen liittyvia fysikaalisia suureita, kuten paikkan ja nopeuden avulla maériteltyé
pyorimisméaarad, sekd ndiden avulla edelleen méariteltyé eksentrisyytta. Seuraavassa
kappaleessa 3.1 ratkaistaan tarvittavat vakiot siten, ettd saadaan yhteys ellipsin
muotoisiin kiertoratoihin. Téssé tarkastelussa saadaan ratkaistua satelliitin radan
muoto seké sijainti maapallon suhteen. Télloin satelliitin paikkaa kyseisella radalla
voidaan kuvata sopivasti valitun kulman avulla.

Gravitaatiolaki kuvaa satelliittien liiketta ideaalitilanteessa, missa maapallo ja satel-
liitti vuorovaikuttaisivat keskendan ilman mitddn hairiotekijoitd. Todellisuudessa
satelliitin kiertorataan vaikuttavat monet muutkin tekijat, joista merkittavimpia
ovat maapallon massan epatasainen jakautuminen seka satelliitin vuorovaikutus
Auringon ja Kuun kanssa. Naistd kerrotaan hiukan tarkemmin kappaleessa 3.3.

3.1 Liikeyhtalon ratkaiseminen

Ideaalitilanteessa satelliitit kiertdvat maapalloa ellipsien muotoisilla radoilla
Keplerin ensimmaisen lain mukaisesti. Ellipsin muotoista rataa ja satelliitin sijaintia
kyseisellé radalla voidaan kuvata tarkasti kuudella parametrilla. Parametrit voisivat
olla esimerkiksi satelliitin paikka- ja nopeusvektorien komponentit tai vaihtoehtoi-
sesti Keplerin mukaan nimetyt parametrit.

Tarkastellaan aluksi hieman tarkemmin liikeyhtéalon (3.1) ratkaisemista. Samalla
naytetadn, ettd yhtalon ratkaisukayra todella on ellipsi. Olkoon satelliitin paikka-
ja nopeusvektorit T, reRrs ajanhetkelld t. Oletetaan, ettd paikkavektori ja nopeus-
vektori eivit ole yhdensuuntaisia eivatkd nollavektoreita. Taman seurauksena kier-
toradasta saadaan jarkeva, silli muuten satelliitin rata kulkisi suoraan maapallon
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keskipistetta kohti tai vaihtoehtoisesti kohtisuorassa poispédin maapallosta. Nama
oletukset myos takaavat differentiaaliyhtaloryhmén méaaraavéan litkefunktion (3.2)
Lipschitz-jatkuvuuden, miké on néytetty liitteessa B.

Tarkastellaan nyt satelliitin paikan ja nopeuden avulla maariteltya pyorimismaaraa
L = mgT X T. [16, s. 174] Madritellian vektori k € R? pyorimismadrini massayk-
sikkoa kohti

ﬂ L .
K= —FxT (3.3)

Mgat

Koska edelld oletettiin, etta r }f T ja F,T # 0, ei mydskidn naiden ristitulona saatu
vektori k ole nollavektori.

Lasketaan seuraavaksi vektorin k aikaderivaatta. Ristitulon derivaatta saadaan

d /. = da\ - _ (db
a(aXb)—<E>Xb+aX(5),

laskettua kaavalla

Tassa kaytetadn vektorien ristitulon ominaisuutta, etta vektorin ristitulo itsensé
kanssa antaa nollavektorin. Niin ollen vektori k on ajan suhteen vakio, jolloin myos
sen suunta sailyy. Koska pyorimismaédra on paikan ja nopeuden ristitulona koko
ajan kohtisuorassa liiketta vasten, on liikkeen oltava samassa tasossa. Tata tasoa
kutsutaan ratatasoksi.

Lasketaan aputuloksena paikkavektorin pituuden aikaderivaatta

_df_d

d r — S5 o
9 9 9\3 12rxd” + 2r, 5 +27"Zdrz S
—(rm—l—ry—l—rz) = = =

dt

dt dt 2 (7"92@ 12 +r§) O |IE| r
(3.5)
Tarkastellaan nyt vektorin k ristituloa kiihtyvyyden kanssa
Ko i = (Fx8) x (- 57) = £ [@ - (75) 7
" " (3.6)

B5) M9z N Lory _dopg
2l (i) = (- oF) = 5 ().

missd viimeinen yhtdsuuruus ndhdaan derivoimalla osaméédrdd —pur'/r. Toisaalta
voidaan laskea vektoreiden k ja r ristitulon aikaderivaatta, jolloin saadaan

%(ﬁxf):izxmzx" K x i (3.7)
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Téassa kaytetaan yhtédlossa (3.4) saatua tietoa siitéd, ettd aikaderivaattavektori K on
nollavektori. Yhdistamélla yhtélot (3.6) ja (3.7) saadaan

d - - d .
G (i) = 4 ().

Tamaéa voidaan kirjoittaa myts muodossa

d /> - pu .
—(k r Z8) =0
dt < X rr> ’
jolloin saadaan
K x 1+ 2F = vakio = — €. (3.8)
r

Néain maéritellylla vakiovektorilla € on merkittavid ominaisuuksia, joka nahdain
myohemmin. Koska vektori k on kohtisuorassa ratatasoa vastaan, on ristitulovek-
tori k x F ratatasolla. Toisaalta myo6s paikkavektori ¥ on luonnollisesti ratatasossa.
Nain ollen kahdesta ratatason vektorista lineaarikombinaationa saatu vektori € on
ratatasossa.

Néin saatiin kaksi ajan suhteen vakiovektoria Kk ja € eli kuusi parametria, jotka
kuvaavat satelliitin kiertorataa. Parametrit voidaan muodostaa, kun tiedetdan satel-
liitin paikka ja nopeus jollain ajanhetkella ¢. Parametrit kuvaavat satelliitin kartio-
leikkauksen muotoista kiertorataa, mika naytetdan seuraavaksi.

Nama parametrit eivat ole riippumattomia, koska ne ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Nain ollen niiden valilla on riippuvuus k-&=0. Siispa riippumattomia
parametreja on yhteensa viisi kappaletta. Nama viisi parametria ilmaisevat tasmaél-
lisesti satelliitin kiertoradan muodon ja sijainnin avaruudessa maapallon suhteen,
mutta ei satelliitin paikkaa kyseisella radalla.

Satelliitin paikka voidaan maédrittda tasmallisesti sopivasti valitun kulman avulla.
Ratatasolla sijaitseva vakiovektori € voidaan valita perussuunnaksi, jolloin kulma
v maaritelladn vektoreiden € ja 1 viliseksi kulmaksi. T&lloin naiden vektoreiden
vélinen skalaaritulo on

r-€=recos(v). (3.9)

Tamé skalaaritulo voidaan laskea myo6s kayttamaélla vektorin € méarittelevaa yhtaloa
(3.8)

1 /o - 1.~ - 1
F.8=f <—— (kxf+ Hf’))  lF KExf— T
7 7 r

— = —

Edelleen skalaarikolmitulon ominaisuuksien mukaan ¥-kK x ¥ = —k - T x r, joten
kayttamalld vektorin k méarittavaa yhtéloa (3.3), saadaan

r-r =

K-TxTF— K-K—-F-F=——r (3.10)

r-€=

S |

==
==
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Asettamalla ndma skalaaritulon lausekkeet (3.9) ja (3.10) yhta suuriksi saadaan

k’2
recos(v) = — — . (3.11)
1
Vakiovektorin € pituus e on ei-negatiivinen. Jos pituus e = 0, niin paikkavektorin
pituus on vakio r = k—:, eikd nain ollen riipu kulmasta v. Tallaisessa tapauksessa
kiertorata olisi ympyré. Jos 0 < e < 1 voidaan yhtalosta (3.11) ratkaista paikkavek-
torin r pituus
K/
r= .
1+ ecos(v)
Taméa on kartioleikkauksen yleinen yhtédlé napakoordinaattimuodossa, missé
vektorin € pituus méaérittad tdmén kartioleikkauksen eksentrisyyden. Merkitdan ei-
negatiivista vakiota p = k%/p.

Paikkavektorin pituus riippuu siis kulmasta v, eli se voidaan kirjoittaa kulman v
funktiona

p
rlv) = 1+ ecos(v)

Funktion 7(v) minimikohdat saadaan nimittdjan maksimikohdissa, eli silloin kun
cos(v) = 1. Tamé toteutuu kulmissa v = 0 4+ n - 27, eli vektorin € suunnassa.

Minimiarvo on
p

1+e

Vastaavasti maksimikohdat saadaan nimittajan minimikohdissa. Edella tarkasteltiin

T'min =

tilannetta, missa 0 < e < 1. Tarkastellaan kuitenkin mitéa paikkavektorin pituudelle
kéy, kun e > 1: Talloin nimittdjasta 16ytyy nollakohtia, kun ecos(v) — —1, jolloin
r(v) — oco. Néin saadaan paikkavektorin pituuden maksimiarvoksi

Tmax

) i, jos0<e<1
oo, josl>e

Liikeyhtdlon (3.1) ratkaisuna saadaan siis kartioleikkauksen muotoinen rata. Tamé
tarkoittaa sitd, etta rata voi periaatteessa olla ympyran, hyperbelin, paraabelin tai
ellipsin muotoinen. Edellad néhtiin, ettd funktio r(v) on rajoitettu ainoastaan, kun
0 < e < 1. Téll6in kiertorata on ympyran (e = 0) tai ellipsin (0 < e < 1) muotoinen.
Jalkimmaéista tapausta késitelladn tarkemmin liitteessd A. Viimeisessé tapauksessa
e > 1 kiertorata on lahtoarvoista riippuen joko paraabeli tai hyperbeli.

Kaytannon kannalta olisi suotavaa, etté satelliitti pysyisi Maan kiertolaisena, eika
karkaisi avaruuteen hyperbeli- tai paraabelirataa pitkin. Kiertorataan voidaan
vaikuttaa asettamalla satelliitin nopeus alkutilanteessa sopivasti, jolloin eksentri-
syys saadaan valille valilla 0 < e < 1. GNSS-satelliiteilla eksentrisyys on tyypilli-



LUKU 3. SATELLIITIN KIERTORATA 18

sesti lahelld arvoa 0.01, jolloin kiertorata on hyvin lahelld ympyraa oleva ellipsi.
30, 5. 122]

Maaritetdan vakio a vektorin r pituuden minimi- ja maksimiarvon keskiarvona
25, s. 18]

1 p
G = Z(min T "max) = 77— 5>
2( + ) 1—e?
Talloin paikkavektorin pituus saadaan muotoon
a(l —e?)
r=—
1+ ecos(v)

Liitteessé A on osoitettu, ettd tdma yhtéilo on ekvivalentti ellipsin yleiselle yhtalolle

(z — xo)z i (y — y0)2

2 2 =1.

Liitteessé A nakyy my0s vakion a merkitys kiertoradan muodostumisessa: Vakio a
on rataellipsin isopuoliakseli.

3.2 Keplerin parametrit

Ellipsiradan koon ja muodon tasmalliseen méarittamiseen tarvitaan siis kaksi para-
metria: isopuoliakseli a ja eksentrisyys e. Isopuoliakseli méaaraa radan koon ja
eksentrisyys kuvaa puoliakselien suhdetta eli ellipsin muotoa. Eksentrisyys saadaan
laskettua myos suoraan akselien suhteesta

/ a2
e = 1_ﬁ

Seuraavaksi tarvitaan parametri, joka maarittad satelliitin sijainnin ellipsilla. Edella
lilkkeyhtédlon ratkaisussa kéytettiin satelliitin todellista poikkeamaa eksentrisyys-
vektorista € maapallon suhteen kuvaavaa kulmaa v, jota kutsutaan luonnolliseksi
anomaliaksi. Fksentrinen anomalia FE saadaan, kun projisoidaan satelliitin paikka
rataellipsin ymparille piirretylle ympyraradalle. Perigeumi on kohta jossa satelliitti
on radallaan ldhimpéna maapalloa, eli perigeumi sijaitsee ratatasolla eksentrisyys-
vektorin € suunnassa. Eksentrinen anomalia on perigeumin ja tdméan projektiopaikan
valinen kulma ellipsin keskipisteesta katsottuna.
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~

——t==_ AY

Kuva 3.1: Luonnollisen anomalian ja eksentrisen anomalian vélinen yhteys. Kuvassa
maapallo sijaitsee pisteessd M ja piste O kuvaa ellipsin keskipistettd. Piste A on
satelliitin todellinen sijainti ellipsiradalla, jota kuvataan luonnollisella anomalialla
v. Vastaavasti piste B on pisteen A projektio O-keskeiselle ympyraradalle, ja taté
kuvataan eksentrisella anomalialla F

Satelliitin ratakoordinaatistossa satelliitin kiertorata on xy-tasossa siten, etté peri-
geumi sijaitsee x-akselilla positiivisessa suunnassa. Talloin satelliitin paikka voidaan
esittad kulman v ja vastaavasti kulman E avulla (kuva 3.1)

. a(l — €?) C'OS(V) acos(F) - ae
"= T coos(y) |0 | = |V ()

Néin saadaan luonnollisen anomalian ja eksentrisen anomalian vélille yhteys

V1—e2 sin(E)) .
cos(E) —e

v = arctan ( (3.12)

Néméa kulmat eivat kuitenkaan muutu lineaarisesti ajan suhteen, koska satelliitti
lilkkuu eri nopeuksilla eri kohdissa kiertorataa.

Maaritelladn lineaarisesti ajan suhteen kayttéytyvd keskianomalia M, joka ei ole
sellaisenaan mikaan geometrinen suure.
1

M—MQZ ?(t_tOE)a
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missa My on keskianomalia jollain referenssiajanhetkelld t,.. Keskianomalian nolla-
kohta voidaan wvalita perigeumin kohdalle, kuten eksentrisen sekd luonnollisen
anomaliankin tapauksessa: &/ = v = M = 0, kun ¢ = ¢, Talloin saadaan

MO = —/ %(tp - t06)7

missa ¢, on ajanhetki, jolloin satelliitti on perigeumissa.
Keskianomalia esitetddn usein keskiméadrdinen kulmanopeuden n avulla, joka
saadaan keskianomalian aikaderivaattana
dM
n="0 = L
dt a3

Nain saadaan keskianomalia muodossa
M =n(t—t,).

Keskianomalia vastaa kulmaa perigeumin ja kuvitteellisen satelliitin paikan valilla.
Tama kuvitteellinen paikka on ympyréiradalla, jolla on sama keskipiste ja jaksonaika,
kuin todellisen satelliitin radalla. Keskianomaliasta saadaan siis laskettua satelliitin
todellinen paikka kiertoradalla

M = E — esin(FE).

Tata keskianomalian ja eksentrisen anomalian valista yhteyttéd sanotaan Keplerin
kaavaksi. [15, s. 39|

Keskianomalia saadaan siis helposti laskettua, kun tiedetdén eksentrinen anomalia.
Eksentrinen anomalia ei kuitenkaan ratkea suljetussa muodossa keskianomalian
suhteen, mutta se saadaan ratkaistua iteratiivisesti. Keplerin kaavaa ratkaistaessa
etsitdan nollakohtia funktiolle

hE)=E —esin(F) — M.

Talloin saadaan Newtonin ja Raphsonin [6, s. 69] menetelmélla

h(Ey) _ B Ey —esin(Ey) — M

By = E —
b g h(Ey) g 1 — ecos(FEy)

(3.13)

joka suppenee jo muutaman iteraation jilkeen. Alkuarvona voidaan kayttaé esimer-
kiksi arvoa Ey = M.

Taméan jalkeen taytyisi ratataso sitoa avaruuteen ja erityisesti ECEF-
koordinaatistoon. Tamé voidaan tehdd kolmen sopivasti valitun kulman ja
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7 A satelliitti ratataso
ratatason -
normaali perigeu

\
\
\
\
AN .
A |
\ /—

N

\
maapallon \
massakeskipiste >

ckvaattoritaso

nousukohta

Kuva 3.2: Keplerin parametrit, jotka méaaraavat satelliitin ratatason. Satelliitin
paikan ratatasolla méaaraa todellinen poikkeama, jonka avulla viimeinen Keplerin
parametreista, keskipoikkeama, lasketaan.

kulmia vastaavien koordinaatistomuunnosten (2.3) avulla. Valitaan kulmat siten,
ettd ne vastaavat luvussa 2 esitettyji Eulerin kulmia (2.6). Ratatasolla satelliitin
paikka saatiin ilmaistua etéisyyden r ja luonnollisen anomalian v avulla. Talloin
tehdadn koordinaatistomuunnos, missa pyoritdan ratatason normaalin, eli z-akselin
ympari luonnollisen anomalian verran

T r cos(v)
I_"ratau = RZ<V)T 0] = Rz(_V> Of=r Sil’l(V)
0 0

Ensimmainen kulma saadaan, kun kierretdan koordinaatistoa sopivasti lisda z-
akselin ympari. Perigeumin argumentti w on kulma, joka maérittda perigeumin ja
nousukohdan vélisen kulman ratatasossa. Tall6in saadaan uusi paikkavektori

cos(v + w)
r= Rz(w)Tf}ata =R.(—w)lata =7 | sin(v +w) |,
0

missd on kdytetty rotaatiomatriisin ominaisuutta R;(61)R;(62) = R;(61 + 65).
23, 5. 136]
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Toinen kulmaparametri, inklinaatio i ilmaisee ellipsin eli ratatason ja maapallon
ekvaattoritason vélisen kulman. Toisin sanoen inklinaatio on z-akselin ja ratatason
normaalin valinen kulma. Téll6in pyoritdan x-akselin ympaéari inklinaatiokulman
verran ja saadaan paikkavektori

cos(v + w)
=R, (—)R.(—w)Trata = 7 | sin(v + w) cos(i)
—sin(v + w) sin(7)

Nousukohta on ellipsin ja ekvaattoritason leikkauspisteista se, missa satelliitti tulee
maapallon etelapuolelta pohjoispuolelle. Nousukohdan longitudi eli pituusaste €2
kertoo ekvaattoritasolla tdmén nousukohdan ja x-akselin vélisen kulman, vasta-
paivaan maapallon pohjoispuolelta katsottuna. Télloin pyoritdan jalleen z-akselin
ympéri, jolloin saadaan

Fecpr = R (—Q) Ry (=) R (—w)Trata
cos(v + w) cos(2) + sin(v + w) cos(i) sin(€2)
=71 | —cos(v+ w)sin(Q) + sin(v + w) cos(7) cos(£?)
—sin(v + w) sin(7)

Keplerin parametrit on koottu taulukkoon 3.1 ja niiden merkitysté kiertorataan on
havainnollistettu kuvassa 3.2.

Taulukko 3.1: Keplerin parametrit ja niiden yksikot

a isopuoliakseli [m]

e eksentrisyys [m]

i inklinaatio [rad]

2 nousukohdan pituusaste [rad]
w  perigeumin argumentti [rad]
M keskianomalia [rad]

3.3 Ratahairiot

Edella tehtyyn tarkasteluun liittyi oletus satelliitin ja maapallon vuorovaikutuk-
sesta ilman mitdan hairiotekijoitd. Maapallon vetovoima onkin merkittavin satel-
liittiin kohdistuva voima ja téllaisella karkeahkolla mallilla voidaan approksimoida
kohtalaisen hyvin satelliitin liikettéd. Satelliittiin kohdistuvia muita voimia taytyisi
kuitenkin ottaa huomioon tarkempaa analyysié varten. Tamé voidaan tehdé erilai-
silla korjaustermeillé, jotka muokkaavat satelliitin ellipsiméaisté rataa.
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Yleisesti kaytossd oleva keino kiertoradan tarkempaan esittdmiseen on ratapara-
metrit, joita kaytetdan muun muassa GPS-jarjestelméassa. Myoskaén tamé paramet-
riesitys ei kuvaa rataa tarkasti vaan siind on ldhinné korjattu Keplerin parametreja
ottamalla huomioon héiriotekijoita. Rataparametrit on kehitetty esittamaan rataa
lyhyella aikavalilla, joten ne kuvaavat ellipsiradasta vain yksittdisen patkdn. Rata-
parametrit siis approksimoivat rataa vain lyhyelld aikavélilla.

Satelliitin rataan vaikuttavat hairdtekijat voidaan jakaa kahteen luokkaan: gravi-
taatiotekijat ja ei-gravitaatiotekijat. Ensimmaiseen kuuluvat Kuun, Auringon seké
muiden planeettojen vetovoimien aiheuttamat ratahairiot. Myos maapallon epéi-
deaalisuudesta johtuvat tekijat (massan epétasainen jakautuminen) voidaan laskea
tdhan luokkaan. Toiseen luokkaan voidaan laskea Auringon séteilypaine, aurinko-
tuuli, magneettikentta, ilmanvastus. Nama tekijat ovat kuitenkin suhteellisen pienia
lukuun ottamatta Auringon séteilypainetta.

Taulukko 3.2: Satelliitin rataan vaikuttavien hairididen kertaluokat, sekd hairion
vaikutus satelliitin paikkaan rataa integroitaessa. [30, s. 130]

Hairio kiihtyvyys virhe paikassa
[m/s’] [m]

107 10000

Maan epasymmetrisyys )
Kuun vetovoima 5-1076 3000
Auringon vetovoima 2.1076 800
Auringon séateilypaine 9-1078 200
kiintedn maan vuoksi 1-107° 0.3
5
4.
3.

valtamerten vuoksi -1078 0.04
Maasta heijastunut sateily 10710 0.03
suhteellisuusteoreettiset ilmiot 10719 0.01
muut hairiot < 0.01
ratakorjaukset

Jos merkitdén funktiolla P(¢,7):li muiden tekijoiden aiheuttamaa hirickiihty-
vyytta (perturbation acceleration), saadaan liikeyhtalo satelliitille muotoon
&r  F(t,F) o oL oo

— = = r+P(t,r), 3.14
dt2 Migat ||I—_»||3 ( ) ( )

missa ﬁ(t,f’) on satelliittiin vaikuttavien voimien summa. Maapallon vetovoiman
aiheuttama kiihtyvyys on kokoluokkaa 10!, miké on noin 4 kertaluokkaa suurempi,
kuin merkittédvin hairiotekija (Taulukko 3.2).

Funktio f’(t,f‘) voidaan kehittad sarjaksi, jossa otetaan huomioon merkitta-
vimmaéat hairiotekijat. Tamén jalkeen sarjakehitelmésta voidaan valita merkitta-
vimmat termit, jotka otetaan huomioon liikeyhtdlon (3.14) analyyttisessi ratkai-



LUKU 3. SATELLIITIN KIERTORATA 24

semisessa. Kuitenkin liilan suuri méara termeji aiheuttaa monimutkaisia mate-
maattisia ongelmia. Jos namé ongelmat poistetaan vahentamaélla termejé aiheuttaa
approksimaatio epatarkkuutta.

Hairiokiihtyvyyden merkittavimpia tekijoitda voidaan kuvata erilaisilla malleilla ja
niin saatu yhtalo voidaan ratkaista numeerisilla menetelmilla. Tahan palataan
kappaleessa 5.1.

3.4 GPS satelliitin rataparametrit

GPS-satelliitit lahettavat paikannuksessa tarvittavat tiedot vastaanottimeen efeme-
rideissdan. Efemeridien sisaltavéit satelliitin paikan méarittdmisessa tarvittavat
rataparametrit, jotka pohjautuvat Keplerin parametreihin, mutta sisiltdvat niin
sanottuja korjaustermeja. Nama korjaustermit kompensoivat satelliitin kiertorataan
vaikuttavia hairiotekijoita, joita esiteltiin kappaleessa 3.3. Korjaustermit on muodos-
tettu kompensoimaan héirioitda vain lyhyella aikavalilla, jonka jalkeen radan virhe
kasvaa hyvin nopeasti.

Koska efemeridit taytyy laskea etukédteen valmiiksi, ovat ne aina ennustettuja,
jolloin ne sisdltavat jo sindllddn jonkin verran virhettd. Kiertoradan ennustaminen
tehdadn ratkaisemalla liikeyhtalo numeerisin menetelmin, minkéa jélkeen ratapara-
metrit muodostetaan. [37]

Efemeridien rataparametreissa kiertoradan runkona toimii edelleen ellipsi, jonka
maarittavat isopuoliakseli a ja eksentrisyys e. MyoOs perigeumin kulmaa w pidetaéan
vakiona. Muihin kolmeen Keplerin parametriin siséllytetaan hairiotekijoiden aiheut-
tamat ratakorjaukset. Loput parametrit referenssiajanhetkella to. ovat siis ig, g ja
M.

Satelliitin rataan vaikuttavista héirioista osa riippuu suoraan satelliitin sijainnista
maapallon suhteen (esim. maapallon massan epétasainen jakautuminen pyérimi-
sakselin suunnassa), ja osa kadntaa ratatasoa tasaisesti samaan suuntaan lyhyella
aikavalilld (esim. kuun ja auringon vetovoimat ja auringon sateilypaine).

Inklinaatiokulma seké nousukohdan pituusaste muuttuvat hiukan ajan suhteen,
joten naille annetaan korjaustermeiné aikaderivaatat ¢ seké €. Korjattu pituuspiiri
on

Q= Qo + (2 — Qo)tr — Qetoe, (3.15)
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missi 2, = 7.2921151 - 107° rad/s on maapallon pydrimisnopeus. Myos laskettuun
keskikulmanopeuteen annetaan korjaustermi An, joka aiheuttaa satelliitin paikkaan
kiertoradalla pienen muutoksen. Korjattu kesianomalia on télloin

Néin saadaan laskettua myos korjauksen vaikutus luonnolliseen anomaliaan v
kaavojen (3.12) ja (3.13) avulla.

Korjatun luonnollisen anomalian ja perigeumin kulman avulla voidaan laskea satel-
liitin paikan leveyspiiri.
¢k =vp+ W,

Leveyspiiri on kulma, joka hyvin kuvaa satelliitin sijaintia maapallon suhteen. Loput
kuusi korjaustermia ovat sinin ja kosinin kertoimia, kun kulmana kaytetdan leveys-
piirid. Korjaukset tehdaan suoraan ratatason inklinaatioon seka satelliitin etéisyy-
teen ja leveyspiiriin.

0 = Cussin(2¢y) + Cye cos(2¢y)

ory = Crgsin(2¢y) + Cre cos(2¢y)

di = Cigsin(2¢y,) + Cie cos(2¢y)

Talloin saadaan korjatut kaavat inklinaatiolle, etaisyydelle ja leveyspiirille

up = ¢ + 0y,
r,. = a(l — ecos(Ey)) + ory (3.17)
i, = o + ity + O

Talloin saadaan laskettua satelliitin korjattu paikka ratakoordinaateissa

T 7). cos(uy)
Yp = | resin(ug) |,
P/ rata 0

ja edelleen ECEF koordinaateissa

T T, x, cos(§2y,) + vy, cos(iy) sin()
Vs =R.(—%)R.(—ix) | yp = | 2, sin(Q) + yp cos(ix) cos(§2)
“s) BCEF “r/ rata Yp sin(ix)
(3.18)

Kaikki rataparametrit on koottu taulukkoon 3.3 ja niiden merkitysta kiertorataan
on havainnollistettu kuvassa 3.3.
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Kuva 3.3: GPS-jérjestelmén efemeridin sisidltdmien rataparametrien vaikutukset
satelliitin kiertorataan.

Taulukko 3.3: GPS-jarjestelméan efemeridin sisédltdmét rataparametrit.
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Luku 4
Optimointiteoriaa

Optimointitehtava tarkoittaa matemaattisen mallin sovittamista mitattuun dataan
mahdollisimman hyvin annettujen ehtojen mukaisesti. Yleensa optimoinnissa
haetaan erilaisilla menetelmilla mallin tuntemattomia parametreja. Joskus opti-
moinnissa on mahdollisuus pédstd analyyttisesti ratkaisuun, mutta useimmiten
kaytannon optimointitehtévisséd on turvauduttava numeerisiin menetelmiin. Tyypil-
lisesti optimoinnissa mallin ja mittausdatan valista virhetté, eli residuaalia, yrite-
taan minimoida.

Matemaattiset optimointitehtavat voidaan jakaa optimoitavan mallin tyypin
mukaan kahteen osaan: lineaariseen ja epalineaariseen optimointiin. Lineaarinen
optimointi on yleisesti ottaen yksinkertaisempaa ja laskennallisesti nopeampaa.
Epélineaariseen optimointiin ei yleensa ole olemassa yksikasitteisesti parasta mene-
telmad, jolloin menetelmé taytyy valita ongelman ehdoilla.

Téassé tyossd optimoitavat funktiot ovat epélineaarisia, joten keskitytdan téssé
kappaleessa péaasiassa epalineaarisen optimoinnin esittelyyn. Useimmat epéalineaa-
risen optimoinnin menetelmét pyrkivat approksimoimaan optimoitavaa mallia siten,
ettd sithen voidaan kayttda neliollisestd optimoinnista saatuja tyokaluja. Talloin
ratkaisua haetaan tyypillisesti iteratiivisesti askel kerrallaan. Myos lineaariset opti-
mointiongelmat ratkeavat epélineaarisen optimoinnin menetelmilla.

Rajoitetussa optimoinnissa optimoitavia funktioita tai parametreja rajoitetaan joil-
lain ehdoilla. Téssé tyossa optimoitavat parametrit ovat taulukossa 3.3 esitetyt
rataparametrit. Rataparametreisti eksentrisyys rajoitettiin valille (0, 1) ja ellipsin
isopuoliakseli a seké sen neliojuuri ovat positiivisia. Muut rataparametrit ovat rajoit-
tamattomia. Rajoitteet voidaan ottaa huomioon sakkofunktioilla, joiden avulla rajoi-
tettu optimointiongelma voidaan ratkaista rajoittamattoman optimoinnin keinoilla.
Sakkofunktiolla aiheutetaan tilanne, missé rajoite-ehdot toteuttamaton ratkaisu on
aina epaedullisempi vaihtoehto ehdot toteuttavaan ratkaisuun verrattuna.
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4.1 Epalineaarinen pienimman neliosumman

optimointi

Olkoon meilld tilanne, jossa vastaanotetaan mittauksia y. Naméa mittaukset riip-
puvat epélineaarisen funktion M kautta tilasta X, eli

—

¥ = M(t,%).

Funktio M kuvaa siis systeemié, jonka parametrit ovat vektorissa X € R". Funk-
tioon syotetaan ajanhetki t; ja ulostulona saadaan vektori y; € RP. Todellisuu-
dessa systeemissa esiintyy kaikenlaisia virhetekijoita: kohinaa, mittausvirhetta, yms.
Talloin mallinnetaan

—

Yi = M(t;,X) + €,
missa vektori €; € R? kuvaa tuntematonta satunnaisvirhetta.

Kerataan kaikilla ajanhetkilld ¢; saadut mittaukset ¥; yhteen mittausdatavektoriin

}7: (yf>§g7ayg)T = (y1>y2a-"aym)T € ]Rma

missé kp = m. Talloin mallin ja mittauksen valista virhetta, eli residuaalia kuvaava
funktio £ : R® — R™ on

f(%) = § — M(t,%),
ja optimointitehtava on tdmén residuaalin minimoiminen. Oletetaan, etté residuaa-
lifunktio f on kahdesti derivoituva. Optimointitehtavéin ratkaisuna saadaan tilaes-
timaatti 3%, jolla malli kuvaa mahdollisimman hyvin mittausdataa. Téssé tyossa

mahdollisimman hyvin tarkoittaa pienimmén neliGsumman mielesséd haettua mini-
mikohtaa. TAall6in tilaestimaatti saadaan minimoimalla residuaalin (2)-normin neli6é

5 NPT - S 1 "
X = argmin Hf(x)H = argmin > (fi(X))? = arg min o > (fi(%))*.
i=1 i=1

Téssé kerroin % lisaitdan mukavuussyista. Se ei vaikuta tilaestimaatin ratkaisemiseen,
mutta talléin derivaattafunktio saadaan kauniimpaan muotoon.

Maaritelladan F' : R™ — R residuaalifunktion normin nelioné
- 1 & =\\2 1z NTE/2
FR) =53 () = @) (4.1)
i=1

Tata funktiota kutsutaan optimointitehtavin kohdefunktioksi tai sakkofunktioksi.
Talloin pienimmén neliosumman tehtédvand on loytaa sellaiset parametrit, jotka
minimoivat tdméan kohdefunktion.
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Funktiolla F' on lokaali minimi pisteessd X, jos on olemassa avoin punkteerattu
ympéristd, missd F'(X) minimoituu, eli

B eRY se. 0<|X—%|| <= F(X) < FEX).

Funktion globaali minimi on puolestaan pienin kaikista lokaaleista minimeista. Néin
ollen optimointitehtavin ratkaisemisessa haetaan kohdefunktion globaalia minimié,
mika loydetadn tutkimalla lokaaleja minimejé.

Approksimoidaan kohdefunktiota tilan X ymparistossé Taylorin sarjakehitelméalld
(36, s. 611-612]

1
F(%+ A%) = F(X) + A% (%) + A% F(R) A%

4.2)
1 (
=F(X)+ AXTVF(X) + §A5<’TH(>2)A)E,
missd VF(X) on kohdefunktion gradientti, eli derivaatan transpoosi
OF(R)
ozt
VR - PR =] : |, (4.3)
OF (X)
OTn
ja H(X) on kohdefunktion Hessen matriisi
9*F(R) 92F(R)
am% T Ox10xn
HE) =F'®)=| : -~ | (4.4)
0%F (%) 0%F (%)
Orndx1 " or2 -

Funktion lokaalissa minimikohdassa gradientti on nolla. Téllaisia funktion F
gradientin nollakohtia sanotaan funktion kriittisiksi pisteiksi. Vektori X; on funk-
tion [ kriittinen piste, jos

VF (%) = 0.

Kriittinen piste voi olla lokaali minimi mutta se voi olla myos lokaali maksimi.
Liséksi on kriittisia pisteita, jotka eivét ole lokaaleja minimeja eivatka maksimeja,
jolloin niité sanotaan funktion satulapisteiksi. Kriittisen pisteen laadun tutkimiseksi
taytyy tarkastella Taylorin sarjakehitelméassa (4.2) erityisesti toisen asteen termia
eli Hessen matriisia.

Kriittisesséa pisteessa kohdefunktion gradientti on nolla, joten kehittamalla Taylorin
sarjan kriittisen pisteen ymparistoon saadaan

F(%, + AR) — (%)) ~ %AiTH(i)A)E. (4.5)
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Jos Hessen matriisi H(X) on positiivisesti definiitti, niin AXTH(X)AX > 0. Tilloin
saadaan pienilla askelilla AX yhtélosta (4.5) epayhtélo F'(X; + AX) < F(X). Nain
ollen kriittinen piste X, on lokaali minimi, kun Hessen matriisi on positiivisesti
definiitti. Vastaavalla tarkastelulla huomataan, ettd Hessen matriisin ollessa nega-
tiivisesti definiitti kriittinen piste X, on lokaali maksimi. Satulapisteissi Hessen
matriisi on indefiniitti, eli se ei ole positiivisesti eika negatiivisesti definiitti. Liséksi
on tapauksia, joissa Hessen matriisi ei ole mikadn edella kuvatuista tapauksista,
jolloin se on positiivisesti tai negatiivisesti semidefiniitti. T&lloin Hessen matriisin
avulla ei voida tehdéa johtopédatoksié kriittisen pisteen laadusta, vaan joudutaan
turvautumaan kolmannen derivaatan tarkasteluun. [14, s. 71-73]

Globaali minimi voidaan siis 16ytda tutkimalla kohdefunktion kriittisid pisteita,
eli gradientin nollakohtia. Kriittisen pisteen laatu saadaan selville tarkastelemalla
kohdefunktion Hessen matriisia kyseisessd pisteessia. Numeerisilla menetelmillé
ratkaisu tapahtuu iteratiivisesti: Annetusta lahtoarvosta ldhtien ratkaisua haetaan
askeleittain, ja aina edellisen askeleen perusteella yritetdan 16ytaa parempi approk-
simaatio ratkaisulle. Usein kullakin askeleella kohdefunktiota approksimoidaan tilan
X! ympéristossid Taylorin sarjakehitelmélld, jonka minimikohdasta saadaan seuraa-
vassa askeleessa kiytettiva tila X1,

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kohdefunktion ensimméinen ja toinen derivaatta eli
gradientti (4.3) seké Hessen matriisi (4.4) saadaan residuaalifunktion avulla. Deri-
voimalla kohdefunktiota (4.1) vektorin X komponentin z; suhteen, saadaan osittais-

T - (53t = 3 (0 22,

i=1 =1

derivaatta

Sijoitetaan tama yhtaloon (4.3), jolloin saadaan

m (£ %) )
VF(R) = — J(R)TE(R). (4.6)

z 1 (jz( )8£;n )

Téssé matriisi J(X) on residuaalifunktion Jacobin matriisi

9f1(%) 9f1(%)
ox1 e Orn
JX)=1] S
O fm (%) 0 fm (%)

oz o OTn
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Hessen matriisissa tarvitaan residuaalifunktion toisia osittaisderivaattoja. Derivoi-
daan kohdefunktiota vektorin X komponenttien x; ja xj suhteen, jolloin saadaan

0*F(X) o 1 & 0fz( X)
Ox;j0xy, 8x]0xk< Z(fl( ) (Z Ji% )

=t (4.7)
0fi(X) 0f; (9212( X)
B Z < dx;  Oxy ) * ZZ: <fl Ox;0xy, )
Kun tama sijoitetaan yhtéloon (4.4) saadaan Hessen matriisi muotoon
H(x) = F'(%) = J®)TI®) + 3 (A®FR) = I®TIR) +S®),  (48)
i=1
missd kédytetddn merkintad S(X) = Y, ( FiR)F ()E’)) Joskus matriisi S(X) jéte-

tadn kokonaan pois Hessen matriisia laskettaessa, jolloin saadaan pienen residu-
aalin menetelmd. Taméa soveltuu erityisesti tapauksiin ||F'(X)|| ~ 0. Matriisia S(X)
voidaan myos arvioida iteratiivisesti laskennan aikana, kuten tassa tyossa kaytetyssa
optimointimenetelmassa tehdaén kappaleessa 4.3.

Kohdefunktion minimi, eli ' ()A?), saadaan siis gradientin nollakohdassa. Talloin myds
kohdefunktion derivaattafunktiota téytyy approksimoida Taylorin sarjan avulla tilan
X lahistolla

F'(+AX)T =~ F'(X)T + F'(X)AX = VF(X) + H(X)AX.

Merkitdan tamé gradientti nollaksi ja sijoitetaan gradientille ja Hessen matriisille
saadut yhtalot (4.6) ja (4.7), jolloin saadaan

—

(IRTIF) +8(%)) A% = ~I(®)"(%). (4.9)

Taméa on muotoa AX = b oleva matriisiyhtélo, josta saadaan suuntavektorille AX
pienimman nelibsumman ratkaisu.

Ratkaisemisessa taytyy varmistua, ettd menetelmé suppenee kohti oikeaa kriittisté
pistetté, pieninta lokaalia minimia. TAmén todentaminen epéalineaarisille funktioille
on usein haasteellista, jolloin valistuneen alkuarvauksen merkitys kasvaa. Useim-
miten tarvitaan jotain tietoa mallinnettavasta ongelmasta, jonka perusteella globaali
minimikohta l6ydetadn. [14]
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4.1.1 Pienimman neliosumman ratkaisu

Tarkastellaan nyt tarkemmin pienimmén nelisumman ratkaisua systeemille, jota
kuvaa matriisiyhtalo eli yhtaloryhma

AR =D, (4.10)

missi b € R™ ja A € R™ ™ Yhtaloryhmalla ei aina ole ratkaisua ollenkaan. Tall6in
paras approksimaatio ongelman ratkaisulle on etsid sellainen vektori X, jolla AX
on (2)-normin mielessd mahdollisimman ldhella vektoria b. Toisin sanoen hactaan
ratkaisu minimointiongelmalle

min |[AX — b]%. (4.11)

Tallainen pienimmén nelicsumman yksikasitteinen ratkaisu voidaan johtaa monella
eri tavalla. Tassa tyossa ratkaisu johdetaan kahdella tavalla: ensin havainnollisesti
vektoriprojektion avulla ja tdman jalkeen suoraan normia arvioiden mekaanisesti
laskemalla.

Oletetaan, ettd matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, eli etté
rank(A) = n. Tallsin patee ekvivalenssi AZ = 0 < Z = 0. Talléin my6s n < m,
jolloin mittauksia on yhté paljon tai enemmaéan kuin tuntemattomia. Jalkimmaéi-
sessé, tapauksessa n < m systeemiéd sanotaan yliméaaratyksi. Molemmissa tapauk-
sissa yhtaloryhmélle saadaan pienimmaéan nelibsumman ratkaisu %. Tilloin saadaan
matriisin A kuva-avaruudesta

R(A) = {b e R"|b = AX;% € R"}

vektori AX siten, etti (b — AX) € R(A)*, missi R(A)* on kuva-avaruuden orto-

—

gonaali komplementti. Tall6in vektori b projisoidaan matriisin A kuva-avaruuteen,
eli vektori AX on vektorin b vektoriprojektio. Matriisin A nolla-avaruus on

N(A) = {% € R"|A% = 0}.
Koska R(A)L = NV(AT) [19, s. 375], niin AT(b — AX) = 0, jolloin
ATAX = A"b. (4.12)
Matriisin A pystyrivit ovat lineaarisesti riippumattomia, joten rank(ATA) =

rank(A) = n. [29, s. 197] Niin ollen matriisi ATA on ei-singulaarinen ja kién-
tyva. Nain saadaan normaaliyhtaloksi kutsuttu yhtalo (4.12) ratkaistua

%= (ATA)'ATb. (4.13)
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Néytetadn seuraavaksi viela laskemalla, ettd tdmé ratkaisu todella minimoi lausek-
— 2
keen Hb — A)_C’H . Etsitaan minimointiongelman (4.11) normille ylaraja ja néytetéaén,
ettd tdma ylaraja saavutetaan sopivalla vektorin X valinnalla. Otetaan nyt kiyttoon
merkintid B := A(ATA)7tAT. Tallsin
|b—Ax| = |b-Bb+Bb - Ax|
— — — T — — —
= (b-Bb+Bb—-Ax) (b-Bb+Bb - Ax)
— —112 — 2 —, — —, — — —,
= |b—Bb| +|Bb— A%|" + 2 (b"Bb - b" A% — b"B"Bb + b" B A%)
(*)

b-Bb| +|Bb-Ax| <||b- BB vker"
(4.14)

Téassa kaytettiin kohdassa (x) matriisin B symmetrisyytta ja idempotenttisuutta
sekd ominaisuutta BA = A. Naméi matriisin B ominaisuudet saadaan suoraan
laskemalla

BT = (A(ATA)—lAT)T = (AT)T(ATA)"HTAT = A(ATA)'AT =B
BB = A(ATA)'ATA(ATA) 'AT = A(ATA)'AT =B
BA = A(ATA)'ATA = A

Edella saatu ylaraja (4.14) saavutetaan, kun valitaan vektori X siten, etté

|BE — Ax| =04 Bb - Ax =0 A ((ATA)'A"b — %) =G.

Koska rank(A) = n, niin (ATA)"'A”b — X = 0. Niin saadaan ratkaistua
%= (ATA)'ATb. (4.15)

Néin ollen yliméérdtyn lineaarisen yhtaloryhmén (4.10) pienimmén neliGsumman
ratkaisuksi saadaan projektion avulla (4.13) seké suoraan laskemalla (4.15)

X = arg miin HB - A)_C’H2 = (ATA)"'ATD.

4.2 TIteratiiviset laskeutumismenetelmat

Palataan nyt tarkastelemaan epalineaarista optimointiongelmaa, josta puhuttiin jo
sivulla 31. Erilaisten virhetekijéiden vuoksi (mm. Taylorin sarjalla approksimointi)
edelld kuvatulla menetelmélld saatu suuntavektorin AX ei anna todellista tilaesti-
maattia. Suuntavektorin avulla saadaan kuitenkin pienimmén nelibsumman mielessé
pienennettya residuaalia, eli siirrettyéd systeemin tilaa kohti tilaestimaattia.
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Liséksi suuntavektorin ratkaiseminen yhtélostéd (4.9) ei ole kovin yksinkertaista, jos
malli on epélineaarinen. Jacobin matriisin laskemisessa funktiota téytyy osittais-
derivoida n - m kertaa ja Hessen matriisin laskemisessa pelkédstdén matriisin S(X)
muodostamisessa osittaisderivaattoja tarvitaan $mn(n + 1) kappaletta. [10, s. 130]
Jacobin matriisin laskemisessa voidaan kayttda apuna esimerkiksi differenssimene-
telmié ja myos Hessen matriisia voidaan approksimoida tilanteeseen sopivalla mene-
telmallé.

[teratiiviset menetelmat koostuvat askelista, joissa edellista systeemin tilaa pyri-
taan parantamaan askel kerrallaan. Laskeutumismenetelmét ovat iteratiivisia, joissa
apuna kaytetadn optimoitavan funktion gradienttia. Gradientin avulla paatellaén,
mihin suuntaan kannattaa edetéd tilaestimaatin etsimisessd. Suunnan loytamisen
jalkeen taytyy viela paattad, kuinka paljon kyseiseen suuntaan kannattaa edeté.

[teratiiviset menetelmét eivit yleenséd suppene oikeaan minimitilaan aérellisella
maaralld askelia. Tamé johtuu muun muassa laskennassa syntyvasta numeerisista
virheista seké tehdyistd approksimaatioista. Siispd optimointimenetelmien taytyy
itseisesti pysahtya sopivassa tilanteessa ja tyytyé saavutettuun likiméaraiseen mini-
mitilaan. Téma tapahtuu lopetuskriteerien avulla, joiden téyttymysta tarkastellaan
menetelmén jokaisella askeleella.

Algoritmi 4.2.1. Laskeutumismenetelmat

1. Valitaan alkutila X* ja lopetuskriteerit (4.16).

2. Ratkaistaan gradientin VF (X*) avulla hakusuunta AX* .

3. Valitaan kerroin \F .
4. Haetaan uusi tila ¥ = XF 4+ \PAXF
5. Toistetaan kohtia 2-4 kunnes jokin lopetuskriteereista toteutuu.

Lopetuskriteerit taytyy valita aina tapauskohtaisesti, eli ne muokataan kuhunkin
sovellukseen sopivaksi. Usein valitaan monta eri kriteerié, jolloin yhdenkin kriteerin
tayttyminen pysayttia optimoinnin. Yleisesti kiytossa olevia lopetuskriteereja ovat
tassa tyossa kaytetyt kriteerit:

[t =2 < e 2

|FE - FEY)| < e

] <

k= N,

(4.16)
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missé €; on pieni positiivinen reaaliluku ja N, on positiivinen kokonaisluku. Téssé
ensimmaéinen kriteeri pysayttad optimoinnin, mikéli iteraatioiden valilla ei tilassa
enad tapahdu merkittdvad muutosta. Toinen kriteeri huomioi, jos kohdefunktion
arvossa ei tapahdu muutosta iteraatioiden valilla ja kolmas kriteeri tarkastelee
Jacobin matriisin, eli kohdefunktion derivaatan suuruutta. Viimeisessé kriteerisséa
otetaan suoraan kantaa iteraatioiden lukuméaraan.

Kaytannossa kaikki epélineaarisessa optimoinnissa gradienttia kayttdvat mene-
telmat seuraavat paapiirteittain tatd samaa algoritmia 4.2.1. Erot menetelmien
valilla ovat gradientin laskemisessa ja kéyttotavassa, eli algoritmin askeleissa 2
ja 3. Kéaytannossa kohdefunktion gradienttia ja erityisesti siinéd esiintyvdéd Hessen
matriisia approksimoidaan eri menetelmissé eri tavoin. Jacobin matriisin numeeri-
seen laskemiseen on myos useita keinoja. Esitellaan seuraavaksi kayttokelpoiset, ja
samalla téssé tyossa kaytetyt menetelmét Jacobin matriisin laskemiseen ja hakuas-
keleen pituuden valitsemiseen.

4.2.1 Jacobin matriisin laskeminen

Jacobin matriisin ja Hessen matriisin laskeminen on mallin epalineaarisuuden vuoksi
yleensa melko raskasta. Osittaisderivaattojen laskeminen analyyttisesti voi olla ldhes
mahdotonta, jolloin numeerinen derivointi on valttamétonta. Derivaattoja voidaan
arvioida yleensé tarpeeksi tarkasti differenssiarvioiden avulla.

Funktion f(X) gradienttivektorin Vf(X) = (aafT(’f), e ’agg))T differenssiarviot
saadaan Taylorin sarjakehitelmén avulla [24, s. 184-187]
N ~ L Of(X . . L Of(X
f(X+h€;) = f(X) + (J;( )hj> f(X—h;€) = f(X) - (J‘;( )hj, (4.17)
Ly Ly

missa €; on j:s yksikkovektori ja h; on askelpituus.

Naista saadaan suoraan ratkaistua eteenpdin ja taaksepdin lasketut differenssit.
Useammin kaytetty approksimaatio gradientille saadaan kuitenkin naiden erotuk-
sena. Taméa keskeisdifferenssiksi kutsuttu approksimaatio saadaan siis laskemalla
kaavan (4.17) yhtéloiden erotus.

Of(X) _ f(X+h€;) — f(X—h;€;)

~
~

Oxj 2h]
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Niin saadaan laskettua funktion f(X) Jacobin matriisille J(X) = (J i )mxn approksi-
maatio, missé jokainen alkio J;; saadaan keskeisdifferenssilla
fiX+ h;€;) — fiX — h;€))

J oh,

Jacobin matriisia ja siiné olevia osittaisderivaattoja arvioitaessa taytyy muistaa, etté
askelpituus vaikuttaa melko paljon differenssiarvioiden tarkkuuteen: pieni askelpi-
tuus aiheuttaa numeerisesti epatarkkoja tuloksia ja liian suuri askelpituus antaa
epatasmaéllisen arvion derivaatalle. [10, s. 189-192]

4.2.2 Askelpituuden valinta

Laskeutumismenetelméssa jokaisen askeleen aikana hakusuunnan ratkaisemisen
jalkeen taytyy padattaa, kuinka paljon siirrytaan ratkaistuun suuntaan. Hakuaskeleen
pituuden valinnalla voidaan vaikuttaa merkittdvasti laskeutumismenetelméan suppe-
nemisnopeuteen. Esitellaan lyhyesti erds hyva tapa hakuaskeleen pituuden valintaan.

Viivahakumenetelmdssd ideana on etsia hakusuunnassa optimoitavan funktion mini-
mikohta. Hakusuuntaan, eli pienempiin funktion arvoihin, kuljetaan siis niin kauan,
ettd funktion arvot alkavat taas kasvaa. Madritelladn funktio h siten, etta

h(s) = (% + sA%)]

Y

missa vektorit X ja AX ovat kiinnitettyjd. Talloin saadaan yksiulotteinen optimoin-
titehtava
: 2
min h(s)”,
missé skalaari s optimoitava parametri.

Newtonin menetelmdssd etsitdan iteratiivisesti derivaatan nollakohtaa. Askeleella [
funktion h(s) guadraalinen Taylorin approksimaatio pisteen s; ympéristossa on

1
h(s) = h(s;)) + h'(s))(s — s) + §h”(sl)(s —5)%
Derivoimalla tdméan muuttujan s suhteen saadaan
B'(s) = W (s) +h"(s1)(s — s1).

Talloin etsittaessa derivaattafunktion nollakohtaa saadaan uusi likiarvo

W (s1)

Si+1 = S| — 7 (s1)
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Viivahakumenetelmassa voidaan yksiulotteisen optimointitehtavan ratkaisemisessa
kayttdd myos muita keinoja, kuten sekanttimenetelmdd tai puolitusmenetelmdd.
Alkuarvon ollessa riittavin lahella derivaatan nollakohtaa Newtonin menetelmén
suppeneminen on hyvin nopeaa. [6, s. 76-77]

4.3 Levenbergin ja Marquardtin menetelméa

Gradienttia kayttavat laskeutumismenetelmét esitettiin yleisesti edellisessa kappa-
leessa 4.2. Téssa tyossa kaytetaan Levenbergin ja Marguardtin menetelmaé eli
LM-menetelméé, joka on sekoitus kahdesta tunnetusta laskeutumismenetelmasté:
Nopeimman laskeutumisen ja Gaussin ja Newtonin menetelmista. Esitellaan siis
aluksi lyhyesti kyseiset menetelmét.

Nopeimman laskeutumisen menetelméa

Nopeimman laskeutumisen menetelmé eli gradienttimenetelmd on toimintaperiaat-
teeltaan varsin yksinkertainen. Ideana menetelmassa on, etta kullakin iteraatiokier-
roksella edetdén suuntaan, jossa optimoitavan funktion arvo pienenee eniten. Tamé
suunta on negatiivisen gradientin suunta

ARF = —VF(%").

Nopeimman laskeutumisen menetelméa toimii kohtalaisen hyvin myo6s kaukana
tilaestimaatista. Menetelmén suurin heikkous on, ettd se suppenee hitaasti. Téma
johtuu siité, ettd perakkaisten iteraatioiden suunnat ovat keskendén ortogonaalisia,
jos askelpituuden valinnassa kaytetdan viivahakumenetelméa. Talloin pahimmassa
tapauksessa optimoitavan funktion tasa-arvokéyrien ollessa litistyneitd, menetelmé
sahaa lyhyilla askelilla kohti kriittista pistettd. Kuvassa 4.1 on esitetty esimerkkita-
paus, missid menetelmén hitaus nikyy hyvin. [20, s. 7-8; 27, s. 259-262]

Gaussin ja Newtonin menetelméa

Gaussin ja Newtonin menetelméssa ideana on linearisoida residuaalifunktiota

— —

f(X + AR) ~ f(X) + VE(X)AR =: g(X + AX), (4.18)
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jolloin g” = 0. Sijoittamalla taméa yhtdloon (4.8) saadaan Hessen matriisiksi
H(x) =JX)J(X).
Téalloin normaaliyhtélo (4.9) saadaan muotoon
(JERHTI(EN)) A%F = T &) TE(R),
misti saadaan askeleessa k ratkaistua suuntavektori AxF.

Téassd menetelmassi jitetaan Hessen matriisissa (4.8) oleva termi S(X) kokonaan
pois, eli oletetaan termin J(%X)?J(X) dominoivan. Jos ||S(X)|| on kuitenkin suuri,
menetelméan suppeneminen voi olla hyvin hidasta. Lisdksi ongelmana menetelméssé
on, ettei se linearisoinnin takia toimi kovin hyvin, mikali alkutila on huono.

Menetelmén suppeneminen voi siis olla huomattavan hidasta, eika se valttamatta
suppene edes kohti globaalia minimié. Pahimmassa tapauksessa siis menetelmallé
voidaan saada virheellisia ratkaisuja. Kuitenkin toimiessaan menetelmé suppenee
nopeasti, jopa neliollisesti, mikali alkuarvaus on riittdvan lahelld oikeaa ratkaisua.
5, s. 221-225; 27, s. 259-262]

Kuvassa 4.1 on esimerkkind Gaussin ja Newtonin menetelmén suppenemista funk-
tiolle h(x,y) = 22+ 30y*. Menetelmii on verrattu Nopeimman laskeutumisen mene-
telméédn ja erot tulevat hyvin esille jo muutaman ensimmaisen iteraation jélkeen.
Kymmenen iteraation jalkeen Gaussin ja Newtonin menetelmalla saavutetaan piste
(0.0676, —0.0016), kun nopeimman laskeutumisen menetelmélla padstaan pisteeseen
(0.9417,0.0942). Gaussin ja Newtonin menetelma on siis supennut kertaluokkaa
lahemmaéksi optimipistetté (0,0).

e
- © - nopeimman laskeutumisen menetelméa )
04 —B— Gaussin ja Newtonin menetelma
S \
NN
~ 3 \ -
0.2 5 of N A O\
v o S ) TNy N |
-0.2 i
_0_47 -
!
0 1 2 4 5
X
Kuva 4.1: Funktion h(z,y) = 2 + 30y* tasa-arvokiyrié, sekd 10 ensimmaista

iteraatiota vastaavat tilat nopeimman laskeutumisen menetelmélle seké Gaussin ja
Newtonin menetelmélle. Alkutilana on kéytetty pistetta (5,0.5).
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Levenbergin ja Marquardtin menetelma

Levenbergin ja Marquardtin menetelméssa, eli LM-menetelméssia (Levenberg ja
Marquardt) Hessen matriisin muodostamisessa matriisia S(X) approksimoidaan
identiteettimatriisilla, jota kerrotaan sopivalla positiivisella vaimennuskertoimella
p. Talloin normaaliyhtald (4.9) saadaan askeleessa k muotoon

(FERHTIEE) + md) A%F = —JEF)EFY), >0, (4.19)

missa vaimennuskerrointa py, muokataan jokaisella iteraatiokierroksella. [22] Kutsu-
taan tata yhtaloa jatkossa LM-yhtaloksi.

Vaimennuskertoimella voidaan painottaa suuntavektorin edesséd olevan kertoimen
osia J(XF)TJ(X*) ja I toisiinsa nihden. Télloin kertoimen vaikutus menetelmiin
ilmenee seuraavalla tavalla: [20; 31]

o Suurilla vaimennuskertoimen arvoilla painotetaan identiteettimatriisia, jolloin
LM-yhtalo saadaan muotoon

1 —
ARF ~ ——J (XN TE(RP).
1
Talloin LM-menetelma on hyvin lahella nopeimman laskeutumisen mene-

telmaa.

e Pienilla vaimennuskertoimen arvoilla painotetaan vastaavasti termia
J(XF)TJ(X*), jolloin LM-yhtélé saadaan muotoon

JEHTIENARE ~ —J (X5 TE(R").
Talloin LM-menetelméa on hyvin ldhelld Gaussin ja Newtonin menetelméa.

e Muulloin LM-menetelmé yhdistelmé kahdesta edellisesta.

Ideana on siis, ettd nopeimman laskeutumisen menetelmaésté ja Gaussin ja Newtonin
menetelmésta kéytetadn sopivasti sekoittaen parhaat puolet. Lisdksi jokaiselle
iteraatiolla tarkastellaan, kumpaa menetelméa painotetaan enemmaén. Yleensé, jos
alkutila ei ole kovin lahella tilaestimaattia, kannattaa aluksi painottaa enemmén
nopeimman laskeutumisen menetelmad, jolloin péaastaan melko varmasti lahelle
oikeaa ratkaisua. Léhemmaéksi ratkaisua tultaessa voidaan Gaussin ja Newtonin
menetelméa painottamalla nopeuttaa menetelmén suppenemista.
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Kullakin askeleella kerroin iy voidaan méarittaé tarkastelemalla, kuinka hyvin linea-
risoitu funktio g kaavassa 4.18 kuvaa alkuperéista funktiota f. Taméa voidaan tehdé
laskemalla muutossuhde

ho_ F(X 4+ AR) — F(X)
T ER+ AR - GER)

missé G(X) = +€(X)Tg(X). Mita lahempéna tdmé suhde on lukua 1, sitéd luotetta-

vampi lineaarinen approksimaatio on ja sitd enemmén voidaan Gaussin ja Newtonin
menetelméaa painottaa. Toisaalta suhteen ollessa ldhella nollaa, tdytyy painottaa
enemman nopeimman laskeutumisen menetelméa.

Tassa tyossa tehdyissa optimoinneissa kerrointa kaksinkertaistetaan tai puolitetaan

tarvittaessa
%,uk, jOS Rk Z 0.75

ki1 =3 fg, jos 0.25 < R, < 0.75 . (4.20)
2,uk, jOS Rk S 0.25

Kertoimen alkuarvo p; valitaan tilanteen mukaan sopivasti. Mikéli systeemi tunne-
taan hyvin ja tilan alkuarvausta voidaan pitda luotettavana, voidaan kertoimeksi
valita hyvin pieni luku. Téll6in kuitenkin vahankin suurempi virhe alkuarvauksessa
hidastaa suppenemista merkittavisti. Yleensid onkin varmempaa valita riittavan
suuri alkuarvo kertoimelle, jolloin suppeneminen nopeutuu. Tassa tyossa kaytetadn
kertoimelle alkuarvoa p; = 1.

Algoritmi 4.3.1. Levenbergin ja Marquardtin menetelmé

1. Valitaan alkuarvaus X', kerroin p, sekd lopetuskriteerit (4.16).

2. Ratkaistaan hakusuunta AXF pienimmdn neliGsumman menetelmdllid LM-
yhtdldsti (4.19) |

3. Valitaan wusi kerroin \¥ kappaleen 4.2.2 mukaisesti.
4. Haetaan uusi tila XM = X8 + M\FARF.
5. Valitaan wusi kerroin puy4q1 kaavalla (4.20) .

6. Toistetaan kohtia 2-5 kunnes jokin lopetuskriteereistd toteutuu.



Luku 5

Satelliitin kiertoradan
parametrisointi

Tassé luvussa parametrisoidaan ennustettu GNSS-satelliitin kiertorata. Kiertoradan
ennustamisesta kerrotaan aluksi lyhyesti ja tamén jélkeen tehdaén varsinainen para-
metrisointi kdyttaen luvussa 3 esitettya mallia ja luvussa 4 esitettya optimointime-
netelméa. Parametrisointia on myos testattu ennustetun kiertoradan lisdksi myos
todelliseen kiertorataan. Saatuja tuloksia arvioidaan seké verrataan satelliitin ennus-
tettuun ja todelliseen kiertorataan. Kaikki testit tehtiin Matlab-ohjelmistolla.

Ennustuksessa kiytetaan alkupaikkana broadcast efemerideja (BE), joita satel-
liitit lahettavit. Tassa tyossd BE:t on ladattu GPS-satelliiteille 1ahteesta [3] ja
GLONASS-satelliiteille lahteesta [11]. Todellisena kiertoratana kéytetaan IGS:n
(engl. International GNSS Service) julkaisemia precise eferideja (PE), jotka antavat
satelliitin kiertoradan 5 cm:n tarkkuudella. Naméa ovat saatavilla GPS-satelliiteille
ldhteessa [12] ja vastaavasti GLONASS-satelliiteille lahteessa [13].

5.1 Satelliitin kiertoradan ennustaminen

Tassa tyossa kiertorata on ensin ennustettu, jonka jalkeen ennustettu rata on para-
metrisoitu. Radan ennustaminen ei ole tdAméan tyon varsinainen tutkimusongelma.
Tyosséa kaytetty data on kuitenkin saatu rataa ennustamalla, joten on syyta aluksi
kuvata tata paapiirteissian. Ennustamista on esitelty tarkemmin esimerkiksi tutki-
musryhméamme julkaisuissa [33; 34; 35].

Luvussa 3 ratkaistiin liikeyhtalo, missé ei otettu huomioon héiriokiihtyvyytta. Toisin
sanoen kiertorata saatiin sellaisessa tapauksessa, missa satelliittiin vaikuttavaksi
voimaksi oletettiin pelkastdan ideaalisen maapallon painovoima. Satelliitin kier-
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toradan ennustamisessa pyritdén ratkaisemaan satelliitin litkeyhtélo (3.14), missa
otetaan mahdollisimman hyvin huomioon kaikki satelliittiin vaikuttavat voimat.

Aluksi taytyy siis rakentaa liikeyhtalosta puuttuvat voimat, eli mallintaa héiriokiih-
tyvyytta. Korjattu kiihtyvyys voidaan kirjoittaa muodossa

A = Apaa T Akuu + Aqur + Aasp,

MiSS& Aman, Akuus Aaur, J& Aasp OVat kiihtyvyydet, jotka aiheutuvat Maan, Kuun ja
Auringon gravitaatioista sekd Auringon séteilypaine. Muut taulukossa 3.2 mainitut
kithtyvyydet jatetadn huomiotta, koska niiden vaikutus on pieni verrattuna edell&
esitettyihin héairioihin.

Geopotentiaali on tapana esittda palloharmonisten funktioiden lineaarikombinaa-
tiona. Palloharmonisten funktioiden ensimméinen termi vastaa ideaalisen pallo-
maisen Maan potentiaalia, ja niin sanottu Jo-termi ottaa huomioon Maan
litistyneisyyden. Edelleen, korkeamman asteen palloharmoniset termit korjaavat
pienempid epasymmetrisyyksia Maan geopotentiaalissa. Gravitaatiokiihtyvyys a ..,
joka huomioi Maan massan epéatasaisen jakautumisen, saadaan geopotentiaalin
gradienttina. [33, s. 24-30]

Taméan jéilkeen tarvitaan Kuun sekd Auringon gravitaatioiden aiheuttamat kiih-
tyvyydet @i, ja @u. Ndmé saadaan kun tiedetdéan kyseisten kappaleiden paikat
maakeskisessé ECI-koordinaatistossa ajan funktiona. Talloin voidaan kyseiset kier-
toradat muuttaa ECEF-koordinaatistoon, minka jalkeen haluttu kiihtyvyys saadaan
Newtonin lakien mukaisesti paikan funktiona. Koordinaatistomuunnoksessa tarvit-
tavat Maan suuntausparametrit eli EOP-parametrit (engl. Earth Orientation Para-
meters) taytyy estimoida. [33, s. 30-33]

Auringon sateilypaine aiheutuu satelliitin kyvystd emittoida ja absorboida Aurin-
gosta tulevia fotoneja. Séteilypaineelle saadaan malli, missd otetaan huomioon
Auringon, Maan ja satelliitin keskindiset sijainnit, sekd huomioidaan kohdat,
joissa Maa varjollaan katkaisee sateilypaineen vaikutuksen. Mallissa taytyy myos
huomioida yksittéiselle satelliitille tyypillisia ominaisuuksia, joita ei oteta fysi-
kaalisessa mallissa huomioon. Téma tehdadn estimoimalla jokaiselle satelliitille
ominainen parametri pitkalla aikavalilla. [34, s. 5-6]

Taméan jalkeen hairiokiihtyvyyksien avulla korjattu liikeyhtédld téytyy ratkaista
integroimalla. Talloin saadaan satelliitin paikkakoordinaatit ajan funktiona, eli
satelliitin kiertorata. Ratkaisussa tarvittava alkupaikka saadaan suoraan BE:sta ja
alkunopeus estimoidaan. Integroinnissa taytyy ottaa huomioon, ettd BE kuvaa satel-
liitin antennin paikkaa, kun litkeyhtalon ratkaisussa tarvitaan satelliitin massakes-
kipiste. [17] Numeerisessa integroinnissa kdytetddn Rungen, Kuttan ja Nystromin
menetelméd. [34; 35
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5.2 Rataparametrien ratkaiseminen

GPS-satelliittien lihettdmat rataparametrit ovat voimassa £2 tunnin ajan kerral-
laan, minka jalkeen satelliitit saavat uudet parametrit. Rataparametrit onkin
muodostettu siten, ettd ne kuvaavat kiertorataa téllaisen suurimmillaan muutaman
tunnin pituisen ajanjakson. Kuitenkin tdméan tyon motivaation mukaisesti kierto-
rataa halutaan ennustaa muutamien péaivien ajaksi, jolloin tarvitaan jokaiselle satel-
liitille usealle eri ajanjaksolle rataparametreja.

Olkoon yhden sovituksen ajanjakson pituus At. Téalloin referenssiajanhetki tg.
voidaan valita puolesta valista kyseista ajanjaksoa, jolloin sovitus tehdédan ajan-
hetkesta to. — %At ajanhetkeen tq, + %At asti. Olkoon nyt referenssiajanhetkeé tq,
vastaavat rataparametrit

.. T
X = (tOEa \/aa €, 2.07 Q0> w, M0> A?’L, i> Q> C1uca Cus> Crw Crs> Cic> Czs) .

Funktio M laskee naiden parametrien avulla satelliitin paikkakoordinaatit ECEF-
koordinaatistossa ajanhetkelld ¢ (luvussa 3 esitetyt kaavat (3.12 - 3.18))

—

1 1
NI(t,R) = £(), te (t()e — Aty + 5&) , (5.1)

missd paikkavektori F(t) = (r,(t), 7, (t), 7(t), vs(t), v,(t),v.(t))". Téllsin ratapara-
metrit voidaan estimoida minimoimalla funktion (5.1) avulla saatujen paikkakoor-
dinaattien sekéd ennustettujen paikkakoordinaattien y erotusta

X = argmin |§ — M(t, %)

Ongelman ratkaisemisessa kiytetddan luvussa 4 esitettya algoritmia 4.3.1.

Algoritmissa tarvitaan hyva alkuarvaus, jolla varmistetaan menetelmén suppene-
minen kohti globaalia minimia. Jos kaytossa on edellistd sovitusvélia vastaavat
parametrit, voidaan niitd kayttdd pohjana uuden sovituksen tekemisessia. Rata-
parametrien taustalla olevien Keplerin parametrien mukainen ellipsirata pysyy
kuitenkin suhteellisen muuttumattomana pitkallakin aikavalilla, vaikkakin se on vain
karkeahko approksimaatio todellisesta kiertoradasta.

Rataparametreja voidaan paivittda aika-askeleen At verran eteenpéin, jolloin uusi
referenssiaika on
i+l _ i
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Rataparametreista keskianomalia, nousukohdan longitudi seké inklinaatio referens-
siajanhetkelld muuttuvat aika-askeleen verran aikaderivaattojensa mukaisesti:

Mttt = Mj+ (' + An')At
Q= QA+ (2 — Q)AL — Qe(th, + At)
WS = i AL

Lyhyella aika-askeleella muita parametreja voidaan pitaa suhteellisen vakioina. Néin
saadaan hyvé alkuarvaus uutta referenssiaikaa vastaaville rataparametreille.

Ennustuksen alussa ei vanhoja rataparametreja ole valttamatta saatavilla, jolloin
alkuarvaus taytyy kehitella muita keinoja kayttéen.

5.2.1 Alkutila

Optimointiongelmassa oleelliseksi kysymykseksi nousee alkupaikan merkitys. Alku-
paikalla tarkoitetaan ennustuksen alussa olevaa paikkatietoa, josta eteenpain
ennustusta lihdetadn tekeméan. Puhelimessa tapahtuvassa ennustuksessa alku-
paikka saadaan satelliitin ldhettdmistd efemeridistd(BE). Palvelinpadssia ennus-
tukset voidaan tehda tarkemmista efemeridistéd (PE).

GPS-satelliitille ennustuksen alkupaikka saadaan efemeridista, joka on jo valmiiksi
rataparametrimuodossa. Néin saadaan suoraan parametrisoinnissa tarvittava alku-
paikka. GLONASS-satelliitin efemeridissa ratatiedot ovat kuitenkin suoraan paikka-
ja nopeuskoordinaatteina. Siispd alkupaikka téytyy pystyd ratkaisemaan suoraan
paikka-nopeus -koordinaateissa annetusta datasta.

Toisaalta myoskaan GPS-satelliiteille ei valttamatta ole aina saatavilla alkupaikkaa.
Esimerkiksi ennustusta voidaan tehda vanhoista efemerideisté ja téalloin ratapara-
metrit halutaan sovittaa vain ennustuksen loppupéadhan. Lisaksi ennustuksen aikana
voi syntya tilanteita, joissa parametrisoinnissa menetelméa ei suppene kohti oikeaa
minimia. Talloin tilanne voidaan korjata aloittamalla optimointi uudelleen uusilla
lahtoarvoilla. Siispéa alkupaikka taytyy pystyé ratkaisemaan suoraan paikka-nopeus
-koordinaateissa annetusta datasta.

Alkupaikan ratkaiseminen voidaan tehda normaalien Keplerin parametrien avulla.
Keplerin parametrit ratkaistaan kaikilla ajanhetkilla ¢; € (t(]e — %At,t(]e + %At),
jolloin saadaan parametrit ajan funktiona. Ajan suhteen vakioina voidaan pitaé
isopuoliakselia /a, eksentrisyytté e ja perigeumin kulmaa w. Namé saadaan suoraan
datasta keskiarvoina
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Taman jalkeen sovitetaan inklinaatiokulmalle ¢, nousukohdan pituusasteelle €2 seké
keskianomalialle M pienimmaéan nelibsumman mielessd ensimmaéisen asteen polynomi

y(t) = a+ Bx(t) + €(t),

mista saadaan estimoitua kertoimet « ja 4. Nama kuvaavat kyseisen Keplerin para-
metrin lineaarista kayttaytymista ajan suhteen. Toisin sanoen kertoimesta a saadaan
suoraan referenssiajanhetkelld to. kyseiset parametrit ig, o ja M. Aikaderivaattaa
kuvaavat korjaustermit 7,  ja An saadaan kaavojen (3.17), (3.15) ja (3.16) mukai-
sesti kertoimesta [3.

a e i
2.6563 *%*** 0.0103 — data 0.9397
;ﬁ * * sovitus
‘ 4
= *;@6%%*
i *
* £
* Ry
* 0.0101 Sk
*
N2 ok
2.6559 0.9397
0 2 0 2 0 2
Q w M
51 3.255 4
%*%%%
K %9%
% W*,
*
|
4 3.235 1
0 2 0 2 0 2

Kuva 5.1: Yksittéisen satelliitin (PRN 2) kiertoradasta ratkaistut Keplerin para-
metrit kahden tunnin ajalta. Keplerin parametreihin a, e ja w on tehty ensimmaisen
asteen polynomisovitukset seka parametreihin ¢, €2 ja M keskiarvosovitus.

Kuvassa 5.1 on ratkaistu yksittaiselle satelliitille Keplerin parametrit ajan suhteen.
Néiden avulla on ratkaistu rataparametreissa tarvittuja arvoja polynomisovitteen
seké keskiarvon avulla. Kuvassa nékyy hyvin voimamallin (3.14) héairickiihtyvyyden
vaikutus Keplerin parametreihin. Ideaalitapauksessa kiertorata olisi taydellinen
ellipsi, jolloin parametrit olisivat keskianomaliaa M lukuun ottamatta vakioita.
Kuvassa nékyy kuitenkin selvasti parametrien muutos ajan suhteen seké jaksollinen
vardhtely.

Oskulloivat korjaustermit eli sinin ja kosinin kertoimet Cj; ovat sen sijaan ongel-
mallisempia, koska ne ovat todella herkkid pienillekin muutoksille. Liséksi oskul-
loinnin jakso on usein pidempi, kuin itse sovituksen pituus, joka myos tuo omat
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ongelmansa. Tamén takia alkupaikassa kertoimien paikalla voidaan kayttaa esimer-
kiksi tyypillisid kertoimien arvoja, jotka on saatu tilastollisesti tutkimalla suurta
madrad oikeita broadcast-efemerideja. Myos aikaderivaattoja kuvaaville korjauster-
meille voidaan tarvittaessa kayttaa tyypillisia arvoja.

5.2.2 Optimointiasetusten optimoiminen

Tarkastellaan aluksi optimointiasetuksiin liittyvia kysymyksia. Kuinka pitkaén ajan-
jaksoon kannattaa kerrallaan sovittaa rataparametrit? Toisin sanoen, kuinka pitka
jakso saadaan vield kuvattua 16 rataparametrilla riittdvdn tarkasti. Lisédksi kiinnos-
tava tieto on mittauspisteiden lukuméaari. Kuinka monta mittausta optimoinnissa
tarvitaan vahintdan, ja miké olisi jarkeva méaédra mittauksia? Térkeimmaéat kriteerit
asetuksia valittaessa ovat laskenta-aika seka sovituksen tarkkuus.

Tuntemattomia muuttujia optimoinnissa on yhteensd 16 kappaletta. Talloin tarvi-
taan vahintadédn saman verran mittauksia, jotta optimointitehtava ratkeaisi halutulla
tarkkuudella. Jos yhdessa pisteessa satelliitin tilasta otetaan kéyttoon pelkastaén
paikkakoordinaatit, saadaan jokaisesta tilasta kolme koordinaattia, eli mittausta.
Talloin kuudella eri ajanhetkelld saatu satelliitin tila antaa 18 mittausta. Vaikka 16
mittauspistetta periaatteessa riittéisi optimointitehtavan ratkaisuun, kdytannossa
parempiin tuloksiin padstdan nopeammin ottamalla mittauksia enemmaén.

Mittauksia ei kuitenkaan kannata ottaa liilkaa mukaan optimointiin. Yhden
mittauksen mukaan ottaminen kasvattaa optimointivaiheessa laskettavan Jacobin
matriisin kokoa yhdella rivilla eli 16 alkiolla. Talloin laskenta-aika kasvaa huomat-
tavasti yhden iteraation aikana. Toisaalta optimoinnissa kokonaisaika ei kuitenkaan
kasva samassa suhteessa, koska tarvittavien iteraatioiden méaaré pienenee, kun dataa
on saatavilla runsaasti.

Tarkastellaan tilannetta parametrisoimalla ennustettua GPS-satelliittien kierto-
rataa siten, ettd vaihdellaan edelld mainittuja tekijoitd. Dataa on keritty GPS-
viikoilta 1625-1635, jotka vastaavat paivamaéaria 27.2.2011-14.5.2011. Kaikki tuolloin
kaytossa olleet GPS-satelliitit on otettu laskentaan mukaan, eli PRN = 2,3,...,32.
Rataennusteet ovat aina neljan vuorokauden mittaisia ja jokainen ennustus alkaa
aina GPS-viikon alusta. Nain ollen ennustusta ja parametrisointia on yhteensé noin
30000 tunnin ajalta. Tama tarkoittaa, ettd kuuden tunnin mittaisia parametrisoin-
teja on yhteensa noin 5000 kappaletta.

Yksittédisen ennustuksen kokonaispituus on siis nelja vuorokautta ja parametri-
soinnin ajanjakson pituutta vaihdellaan kahdesta kuuteen tuntiin. Parametrisoin-
nissa kaytettyjen datapisteiden lukumaéériaa muutetaan viidestd kymmeneen kappa-
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leeseen. Naytteitda on otettu ennustuksessa 2.5 minuutin valein. Tulokset on esitetty
kuvissa 5.2 ja 5.3.

sovitusaika iteraatioiden lkm.
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Kuva 5.2: Vasemmalla on yksittdisen ennustuksen parametrisoinnissa LM-
menetelmén suppenemiseen kulunut suhteellinen aika, kun muutetaan sovituksen
pituutta kahdesta kuuteen tuntiin ja tilojen lukuméaraa viidesta kymmeneen kappa-
leeseen. Vastaavasti oikealla on yksittaisen ajanjakson parametrisoinnissa tarvitta-
vien LM-menetelméan iteraatioiden lukuméari. Seké suppenemisajat, ettd iteraa-
tioiden lukuméarat ovat keskiarvoja.

Kuvassa 5.2 iteraatioiden lukuméaara nayttaisi pysyttelevan vakiona, kunhan tiloja
on riittavasti, eli kuusi tai enemman, saatavilla. Optimointialgoritmissa on kéytetty
yvhtena lopetuskriteerina iteraatioiden lukumaaréille maksimiarvoa 16. Kun opti-
moinnissa kiytetadn viitta tilaa, LM-menetelma ei useimmiten suppene ollenkaan.
Tama nakyy iterratioiden suuren maédran lisiksi myo6s suurena sovitusvirheena
kuvassa 5.3. Epédonnistunut sovitus aiheutti kymmenien metrien suuruusluokkaa
olevaa virhetté.

Sovitusajalla tarkoitetaan neljan pédivan ennustuksen parametrisointiin eli optimoin-
titehtédvien ratkaisemiseen kuluvaa kokonaisaikaa. Sovitusajat ovat siis skaalattu
siten, ettd on laskettu koko ennustuksen parametrisoimiseen kuluvaa aikaa. Talloin
saadaan selville eri sovitusten pituuksille keskenédan vertailukelpoinen aika. Esimer-
kiksi yhden tunnin mittaisia sovituksia taytyy tehda neljan tunnin pituisiin sovituk-
siin nahden 4-kertainen maaréa. Talloin ei ole jarkevaé vertailla yhteen sovitukseen
kuluvia aikoja kesken&an.
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Kuva 5.3: Rataennustuksen parametrisoinnissa syntynyt virhe, kun muutetaan sovi-
tuksen pituutta kahdesta kuuteen tuntiin ja tilojen lukuméaraa viidesta kymmeneen
kappaleeseen. Virhe on saatu aina kaikkien sovitusten maksimivirheiden keskiar-
vona.

Kuvassa 5.2 sovitusaika nayttéisi kasvavan noin kaksinkertaiseksi, kun sovituksen
pituutta lyhennetaén yhdelld tunnilla. Tama johtuu luultavasti siité, etta pitkésséa
ajanjaksossa satelliitti ehtii kulkea pitkdan matkan kiertorataansa, jolloin taytta kier-
rosta kuvaavan ellipsin sovittaminen nopeutuu. Tosin samalla tarkkuus huononee,
kuten huomataan kuvassa 5.3.

Maksimivirheelld tarkoitetaan yhden sovituksen aikana syntyvda suurinta virhetta,
kun rataparametrien avulla laskettua kiertorataa verrataan alkuperéiseen ennustet-
tuun rataan. Virhettd laskettaessa on huomioitu kaikki tilat 2.5 minuutin vélein,
vaikka optimoinnissa ei kédytettiisikaan kaikkea saatavilla olevaa dataa. Téllaisella
tarkastelulla huomioidaan, ettd parametrien taytyy generoida kiertorata riittavan
tarkasti myos mittauspisteiden vélissé koko sovitusajan pituudella.

Kahden tunnin mittainen sovitus antaa optimaaliset tulokset maksimivirheen ja
sovitusajan perusteella. Talloin 6 tilaa, eli 3-6 = 18 mittauspistetta nayttaisi sopivan
tarkoituksiin parhaiten. Tamé tarkoittaa, etta naytteita on kahden tunnin ajalta 24
minuutin valein, kun péaatepisteet otetaan myos mukaan.

Toisaalta my6s neljan tunnin pituisessa sovituksessa syntynyt virhe pysyy viela
kohtuullisella tasolla. Télloin maksimivirhe on viela alle puolen metrin, mika on
prosentin luokkaa ennustuksessa syntyvaan virheeseen. Neljan vuorokauden ennus-
tuksessa GPS-satelliiteille mediaanivirhe on ennustuksen lopussa n. 60 metria ja
95%-kvantiilin virhe noin 160 metrid. Vastaavasti GLONASS-satelliiteille noin 25 ja
70 metria. [34, s. 18]



LUKU 5. SATELLIITIN KIERTORADAN PARAMETRISOINTI 49

5.3 Mallin testaus

Parametrisoinnin aiheuttama virhe

Tarkastellaan tarkemmin kahden ja neljan tunnin mittaisia sovituksia GPS- sekéa
GLONASS-satelliiteille. Kaytetaan edelleen dataa GPS-viikoilta 1625-1635 ja tuol-
loin kaikkia kaytossé olleita satelliitteja. Ennustusten pituudet ovat edelleen aina
nelji vuorokautta ja ennustusten alkuhetket aina GPS-viikon alussa. Naytteité
ennustuksesta otetaan 2.5 minuutin vélein ja sovituksessa kéytetdan kuutta tilaa,
eli 18 datapistetta.

Rataparametrien ratkaisemisen jéalkeen verrataan parametreilla muodostettua rataa
alkuperéiseen, eli ennustettuun rataan. Néin saadaan selville, kuinka paljon para-
metrisointi muuttaa ennustettua rataa. Vertailun vuoksi on rataparametrit sovitettu
myo6s todelliseen kiertorataan. Parametrisoinnissa syntynyt virhe on esitetty GPS-
satelliiteille kuvassa 5.4 ja GLONASS-satelliiteille kuvassa 5.5.

—95% ennustus

‘ —50% ennustus
-=-=-95% PE
-=--50% PE

- -
- -
...........

[tuntia]

Kuva 5.4: GPS-satelliitin ennustetun radan parametrisoinnissa syntynyt virhe, kun
sovitusvalin pituus on 2 tuntia ja 4 tuntia. Kuvissa on virheen 95% ja 50% kvantiilit.
Kuviin on merkitty neli6illa ja ympyroéilld ne tilat, joita kéytettiin parametrisoin-
nissa. Katkoviivalla on piirretty vastaavat virheen kvantiilit, kun sovitus on tehty
todelliseen (PE) kiertorataan.

Virhe on hyvin samansuuruista seké GPS-satelliiteille kuvassa 5.4, ettd GLONASS-
satelliiteille kuvassa 5.5. Nain ollen GPS-satelliiteille alun perin tarkoitetut rata-
parametrit sopivat yhtd hyvin myos GLONASS-satelliittien kiertorataan. Tamé
onkin luonnollista, silla eihén satelliitin kiertorataan vaikuttavat ominaisuudet kovin
paljoa vaihtele eri jarjestelmien satelliiteille.



LUKU 5. SATELLIITIN KIERTORADAN PARAMETRISOINTI 20

Kahden tunnin mittaisella sovituksella paastdan alle 10 cm:n tarkkuuteen 95%:n
kvantiililla. Ennustuksessa syntynyt virhe on neljan vuorokauden jalkeen kymmenié
metreja molempien jarjestelmien satelliiteille. Tama tarkoittaa, ettd parametrisoin-
nissa syntynyt virhe on ennustusvirheesen ndhden on hyvin pieni. Lisaksi tyypillisen
virheen, eli mediaanivirheen, suuruus on noin 2 cm mikd on ennustusvirheeseen
suhteutettuna merkitykseton.

Neljan tunnin mittaisella sovituksella paastaan 95%:m kvantiililla alle 50 cm:n tark-
kuuteen ja tyypillinen virhe on noin 10 cm. Tamé tarkkuus riittdnee kaytannon
sovelluksiin. Talloin seka sovitusaika ettéd ennustuksen tallentamisessa tarvittavan
datan maara puolittuvat.

—95% ennustus
—50% ennustus
-=-=95% PE
---50% PE

[tuntia]

[tuntia]

Kuva 5.5: GLONASS-satelliitin ennustetun radan parametrisoinnissa syntynyt virhe,
kun sovitusvélin pituus on 2 tuntia ja 4 tuntia. Kuvissa on virheen 95% ja 50% kvan-
tiilit. Kuviin on merkitty nelioilla ja ympyroéilla ne tilat, joita kédytettiin paramet-
risoinnissa. Katkoviivalla on piirretty vastaavat virheen kvantiilit, kun sovitus on
tehty todelliseen (PE) kiertorataan.

Mallin sopivuutta satelliitin kiertoradan parametrisointiin testattiin tekemall&
sovitus todelliseen (PE) kiertorataan. PE:ssd on paikkakoordinaatit annettu 15
minuutin vélein, joten sovitusvirhekin on laskettu 15 minuutin vélein, kun se ennus-
tuksessa saatiin 2.5 minuutin vélein. PE:std saadun radan parametrisointi antaa
hiukan pienempié sovitusvirheita verrattuna ennustettuun rataan. FEro ei kuitenkaan
ole merkittava, joten ennustuksen aiheuttama epatarkkuus ei kovin paljoa huononna
sovitusta.

Kuvassa 5.6 on vield tarkasteltu parametrisonnissa syntyvda virhetta GPS- ja
GLONASS-satelliiteille seké verrattu tata todelliseen kiertorataan (PE) tehtyyn
sovitukseen. Kuvassa laatikon sisélla oleva viiva kuvaa mediaanivirhetta eli 50%
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Kuva 5.6: Parametrisoinnissa syntynyt virhe oikealle (PE) kiertoradalle, sekd GPS-
ja GLONASS-satelliiteille ennustetuille kiertoradoille. Vasemmalla on kaytetty 2
tunnin ja oikealla 4 tunnin mittaista sovitusvalia.

kvantiilia ja laatikon yld- ja alareunat kuvaavat 75% ja 25% kvantiileja. Laatikon
ulkopuolella olevat yla- ja alarajat kuvaavat virheen 95% ja 5% kvantiileja.

Parametrisoinnissa tehty sovitus muuttaa siis ennustettua rataa enemmén kuin
todellista rataa. GPS-satelliittien ennusteille tehdyt sovitukset muuttavat rataa
vahemmén kuin vastaavat GLONASS-satelliiteille. Téssé taytyy huomioida, etta
sovitus voi muuttaa ennustettua rataa myos parempaan suuntaan eli kohti todellista
rataa. Tarkastellaan seuraavaksi parametrisoinnin vaikutusta ennustusvirheeseen.

Parametrisoinnin vaikutus ennustusvirheeseen

Tarkastellaan viela virheen kéyttaytymistd koko neljan vuorokauden ennustuksen
aikana. Miten parametrisoinnissa syntynyt virhe muuttaa ennustusta, eli miten virhe
jakautuu ennustetun kiertoradan ympérille. Jos sovitus on onnistuneesti tehty ja
malli sen puolesta toimiva, tulisi virhejakauman olla ainakin nollakeskeista.

Aluksi parametrisoidaan jélleen ennustettu kiertorata. Tamén jalkeen laske-
taan rataparametreilla muodostetun radan seka oikean kiertoradan (PE) vélisen
erotuksen normi. Kun néin saatua virhettd verrataan ennustetun radan ja oikean
radan véliseen virheeseen, saadaan selville, miten parametrisointi todellisuudessa
muuttaa ennustusta.

Tassa tarkastellaan koko ennustusta, eikd erikseen yksittéisia sovituksia, taytyy
mittausdataa lisitd hiukan. Nyt kiytetddn ennustuksia GPS-viikoilta 1625-1645 ja
kaikki tuolloin kaytossa olleet GPS-satelliitit on otettu laskentaan mukaan. Rataen-
nusteet ovat edelleen neljan vuorokauden mittaisia ja jokainen ennustus alkaa aina
GPS-viikon alusta. Ennustuksia on siis yhteensa noin 600 kappaletta.
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Kuten edelld huomattiin, sovitusvirheen vaikutus on muutaman vuorokauden
kuluttua ennustusvirheeseen suhteutettuna pieni. Erityisen kiinnostavaa onkin
tarkastella parametrisoinnin vaikutusta nimenomaan ennustuksen alussa ensim-
méisen vuorokauden aikana, jolloin ennustusvirhe ei ole viela kasvanut kovin
suureksi. Kuvassa 5.7 on esitetty ennustusvirhe, seké parametrisoinnin jélkeinen
virhe kahden seka neljan tunnin sovitusvaleilla ensimmaisen vuorokauden alkupuo-
liskolla.

Kuvassa 5.7 edelleen laatikot kuvaavat 75%, 50% seka 25% ja ylarajat 95% ja alarajat
5% kvantiileja. Kahden tunnin pituisen sovituksen vaikutukset eivit oikeastaan edes
ndy ensimmaéistenkdan tuntien aikana. Neljan tunnin pituisen sovituksen vaikutus
on jo nahtavissa, vaikkei sekdan prosentuaalisesti kovin merkittava ole.
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Kuva 5.7: GPS-satelliiteille tehdyn ennustuksen alussa muodostunut ennustusvirhe,
seka parametrisoinnin jéalkeinen virhe kahden seka neljan tunnin mittaisilla sovituk-
silla.
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Kuva 5.8: GPS-satelliittien parametrisoidun radan seké ennustetun radan virheiden
valinen erotus, kun sovitusvalind on 2 tuntia.

Tarkastellaan viela miten sovitusvirhe jakautuu ennustusvirheen ymparille. Vertail-
laan ennustusvirheen ja parametrisoinnin jélkeisen virheen erotusta. Talloin
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nihdaan, parantaako vai huonontaako parametrisoinnin aiheuttama epétarkkuus
todellisuudessa ennustusta. Kuvassa 5.8 on piirretty histogrammiin ennustusvirheen
sekd parametrisoinnin jélkeisen virheen erotus.

Virhe nayttaisi olevan selvasti nollakeskeista ja jakauma muistuttaa hiukan
enemman kaksipuolista eksponenttijakaumaa kuin normaalijakaumaa. Yleisimmat
tapaukset ovat selvésti aivan nollan ymparistossé, jolloin sovitus ei vaikuta ennus-
tusvirheeseen ollenkaan. Nollakeskeisyys takaa sen, etta sovitus parantaa yhté usein
kuin huonontaa ennustusta. Pidemmille sovitusvéleille jakauma on samanmuotoinen,
mutta skaalaus tietysti erisuuruinen. Toisin sanoen jakauma on edelleen nollakes-
keistd, mutta hajonta kasvaa sovitusvalin pituuden kasvaessa.



Luku 6

Y hteenveto

Téssa tyossd tutkittiin GNSS-satelliitin ennustetun kiertoradan parametrisointia.
Satelliitin kiertorata ennustettiin muodostamalla satelliitille fysikaalinen voima-
malli, ja ratkaisemalla tdma numeerista integrointia kayttden. Ennustettuun kierto-
rataan sovitettiin rataparametrit, joita GPS-jarjestelmé kayttaa satelliittien lahet-
tdmisséd broadcast-efemerideissddn. Parametrien sovittamisessa syntyneen epali-
neaarisen optimointitehtavan ratkaisussa kéytettiin Levenbergin ja Marquardtin
menetelméaa. Motivaationa oli ennustetun kiertoradan esittaminen kompaktissa
muodossa, jolloin ennustuksen kasittely ja tallennus helpottuu. Téll6in myos eri
jarjestelmien satelliittien ratatiedot saadaan yhtenevadn muotoon.

Tyossé tarkasteltiin satelliitin liikeyhtalon yhteytta ellipsin muotoiseen kiertorataan
sekd Keplerin parametreihin. Tyossa kaytetyt rataparametrit pohjautuvat néihin
Keplerin parametreihin, mutta ne ottavat huomioon satelliittiin kohdistuvat héirio-
tekijat. Naiden 16 rataparametrin avulla voidaan kuvata muutaman tunnin pituinen
patka satelliitin kiertorataa.

Rataparametrimuoto ei sovi téydellisesti ennustettuun kiertorataan, koska jo
ennustus sisaltda virhetta todelliseen rataan nahden. Toisaalta rataparametrimuoto
ei sopinut taydellisesti edes todelliseen kiertorataan. Nain ollen rataparametrit oli
estimoitava siten, ettd parametrisointi muutti mahdollisimman vahan ennustettua
rataa. Rataparametrien sovittaminen ennustettuun kiertorataan muotoiltiin epali-
neaarisena optimointitehtéavana, ja se ratkaistiin numeerisesti. Tyossd myos tarkas-
teltiin epalineaarista optimointia seké erityisesti tyossa kaytettya iteratiivista Leven-
bergin ja Marquadtin menetelméa.

Mallin testaaminen tehtiin Matlab-ohjelmistolla, ja tyosséd kaytettiin ainoastaan
oikeaa mittausdataa. Ennustamisessa kéaytettiin satelliittien lihettdmid broadcast-
efemerideja ja satelliitin todellinen kiertorata saatiin precise-efemerideistd (PE).
Efemerideja on tarjolla verkossa monien laitosten, kuten IGS:n ja NGA:n, yllapi-
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tamand. Mallia testattiin GPS- seka GLONASS-satelliittien ennustetuille radoille
seka precise-efemerideisté saaduille todellisille kiertoradoille. Tyossa testattiin erityi-
sesti kahden ja neljan tunnin pituisia sovituksia, mika tarkoittaa noin 7000 ja 14000
km pituisia patkia ennustettua kiertorataa xyz-koordinaatteina. Tyossa tutkittiin,
kuinka hyvin 16 rataparametria pystyy kuvaamaan naita koordinaatteja.

Havaittiin, ettd kahden tunnin mittainen sovitus aiheutti noin 2 cm:n suuruista
mediaanivirhettd molempien jarjestelmien satelliiteille ja neljin tunnin sovituksen
aiheuttama mediaanivirheeksi saatiin noin 10 cm. Liséksi ldhes aina (95%) sovituk-
sessa syntynyt virhe jai kahden tunnin sovituksella alle 6 cm:n ja neljan tunnin sovi-
tuksella alle 40 cm:n. Ennustusvirheeseen suhteutettuna nama virheet olivat neljéan
vuorokauden ennustuksessa kahta kertaluokkaa pienempié. Sovituksen aiheuttamat
vaikutukset ennustusvirheeseen olivat néhtavissa ainoastaan ennustuksen ensim-
méisen vuorokauden aikana pidemmélle neljan tunnin sovitusvélille.

Edella kuvatut sovitusvirheet ovat merkityksettomia ennustusvirheeseen néhden.
Siispa parametriesitys on riittédvin tarkka tamén tyon kayttotarkoitukseen, misséi
valmiiksi jo epatarkka kiertorata haluttiin esittda kompaktissa muodossa. Kuitenkin
tarkkaan kiertorataan (PE) tehty sovitus aiheutti vain hiukan véhemmén virhetta
kuin ennustettuun rataan tehty sovitus. Pidemmaélld 4 tunnin sovitusvalilla virhe
tarkkaan rataan tehdyssé sovituksessa suurimmillaan (95%-kvantiili) noin 25 cm.
Téma on huomattavan paljon, kun verrataan GPS-jarjestelmén broadcast efeme-
ridin tarkkuuteen. Tamé antaakin aihetta pohtia, paljonko broadcast efemeridin
ja precise efemeridin valisesta virheesté aiheutuu ennustuksesta ja paljonko mallin
epasopivuudesta. Olisiko GPS-jérjestelméssikin syyté siirtya kdyttdmaan 2 tunnin
sovitusvalia nykyisen +2 h sijaan?

Tyossé havaittiin myos, etta parametrisoinnissa tehty sovitus aiheuttaa ennustusvir-
heeseen seka positiivista etta negatiivista vaikutusta. Ennustusvirheen vertaileminen
parametrisoinnin jélkeiseen virheeseen osoitti, ettéa sovitusvirhe jakautui nollakeskei-
sesti ennustusvirheen ympérille. Toisin sanoen parametrisointi paransi ennustusta
yhtéa usein kuin huononsi tata. Liséksi jakaumasta havaittiin, etta tyypillisimméssa
tapauksessa parametrisointi ei oikeastaan vaikuttanut ennustusvirheeseen milladn
tavalla.

Tyosséd kaytetyt rataparametrit ovat alunperin tarkoitettu vain GPS-jarjestelméan
satelliiteille. Myos muiden GNSS-jérjestelmien satelliitit kiertdvéit suunnilleen
samalla korkeudella Maan pinnasta, jolloin niiden kiertoradatkin ovat ldhtokoh-
taisesti samankaltaisia. Rataparametrien sopivuutta testattiin tyossé onnistuneesti
myos GLONASS-jérjestelméan satelliiteille. Témé antaakin aihetta olettaa, etté
mallin soveltaminen myo6s muihin GNSS-jérjestelmiin onnistuu.
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Liite A
Ellipsin yhtalo

Newtonin lakien seurauksena satelliittien kiertoradat ovat elliptisia. Ellipsi on taso-
kuvio myo6s avaruudessa, joten yleisyytta loukkaamatta voidaan siis rajoittua xy-
tasolle. Taman jalkeen ellipsi voidaan koordinaatistomuunnoksilla suunnata avaruu-
dessa haluttuun asentoon kolmen kulman avulla. [38]

Maaritelma A.1. Ellipsi on tason niiden pisteiden joukko, joiden etdisyys kahdesta
kiintedstd pisteesti on vakio. [18, s. 697]

Ellipsin méaritelman kahta kiinteda pistetta sanotaan ellipsin polttopisteiksi. Merki-
taan polttopisteiden etdisyyksia pisteestd (x,y) kirjaimilla r; ja ry. Talloin voidaan
ellipsin maaritelman toteuttava yhtéalo kirjoittaa muodossa

r1 + ro = vakio =: 2a,
missa vakio 2a on méaritelméssé annettu etaisyys.
Ellipsi voidaan sitoa suorakulmaiseen koordinaatistoon xy-tasolle siten, ettd polt-

topisteet sijaitsevat x-akselilla pisteissd (—c,0) ja (c,0). Talloin ellipsin yhtéloksi
saadaan

\/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2:2a

Siirretdan vasemmanpuoleinen nelijuurilauseke oikealle puolelle ja korotetaan
yhtalo puolittain toiseen potenssiin. Talloin saadaan

22+ 2+ Yt =22 — 2cx + A +y? —day/(z — ©)? + y? + 4a”.

Ratkaistaan tasta neliojuurilauseke

1 cx
—e)2 42 = —(4a® — 4ex) = a — =
(x—c)+y 4a(a cx) =a o
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ja korotetaan puolittain toiseen potenssiin, jolloin saadaan

2’

:172—2cx+02+y2:a2—2m+—2.
a

Jéarjestelemalld termeja sopivasti saadaan yhtalé6 muotoon

Ellipsi leikkaa siis x-akselin pisteissi (4a,0) ja vastaavasti y-akselin pisteissé
(0, £va? — ¢?). Merkitaan jalkimmaéisessi olevaa termié b = v/a? — ¢2. Vakioita a ja
b sanotaan ellipsin puoliakseleiksi.

(x,y)

Kuva A.1: Ellipsin parametrit

Alussa tehdyn oletuksen mukaisesti polttopisteet sijaitsivat x-akselilla siten, etté
ellipsin keskipiste sijaitsee origossa. Tarvittaessa tasta oletuksesta voidaan luopua,
jolloin ellipsin keskipiste voidaan asettaa pisteeseen (zg, o). Téll6in ellipsin yht&lo
saadaan esitettya kirjallisuudessa useimmiten nahdyssa muodossa

(z — $0)2 (y — y0)2

e + B =1 (A.1)

Asetetaan toinen ellipsin polttopisteistd origoon, jolloin ellipsin keskipisteeksi
saadaan (—c,0). Muutetaan seuraavaksi ellipsin yhtélé napakoordinaattimuotoon.
Talloin jokainen xy-tason piste (x,y) voidaan kirjoittaa origosta mitatun etiisyyden
r ja x-akselista mitatun kulman v avulla

{ x = rcos(v)

y = rsin(v)
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Sijoitetaan tama ellipsin yhtaloon (A.1), jolloin saadaan

(rcos(v) +¢)®  (rsin(v))?
a? b?
& b2+ 2b%crcos(v) + r? cos?(v) + a*r? sin®(v) —
2

& b+ 2b%cr cos(v) + r? cos? (v) + a’r® — a*r? cosz( ) - a2b2 0

=1

Tissi kiytettiin trigonometriaa sin?(v) = 1—cos?(v) hyodyksi. Merkitéin vakioiden
¢ ja a suhdetta, eksentrisyyttéa, vakiolla e = ¢/a. Koska ¢ ja a ovat positiivisia ja
a < ¢, niin eksentrisyys on rajoitettu vélille 0 < e < 1. Télloin toinen puoliakseli
voidaan kirjoittaa muodossa b = ayv/1 — €2. Sijoittamalla nimé edelliseen yht&aloon
saadaan

a*(1 — e*)a’e? + 2a*(1 — )aer cos(v) + a*(1 — e*)r? cos?(v)
+a*r? — a*r? cos*(v) — a*a®*(1 — ) =0

(1—eHa*e? +2(1 —e )aer cos(v) — e*r?cos?(v) + 1% — a*(1 — €?) =0
((1 — 62)CL) —2-ercos(v) - (1 —e*a+ (ercos(v))® =r?

(er cos(v) — (1 — 62)@)2 = r?

r=+4 ((1 —eHa —er cos(u)) :

S R R

Koska etéisyys r on ei-negatiivinen, valitaan
= (1 —e?)a — ercos(v)

Néin saadaan ellipsin yhtalo napakoordinaattimuodossa

_a(l—e?)
Ty ecos(v)’ (4.2)



Liite B

Liikefunktion
Lipschitz-jatkuvuuden todistus

Luvussa 3 liikeyhtalon ratkaisun olemassaolon ja yksikésitteisyyden tutkimi-
sessa tarvittiin tietoa liikefunktion Lipschitz-jatkuvuudesta. Méaritellaan Lipschitz-
jatkuvuus seuraavaksi:

Méisritelmd B.1. Funktio h : R® — R" on Lipschitz-jatkuva joukossa D C R",
mikali on olemassa vakio A\, € RT siten, ettd

—

Ih(F1(1)) = B(Fa()| < AL 718 = 520, 51(1), ¥2(t) € D,
missa Lipschitz-vakio Ap, ei riipu vektoreiden ¥1(t) ja y2(t) valinnasta. [7, s. 3]
Tarkastellaan luvussa 3 esitettya liikefunktiota (3.2), joka maarittaa gravitaatio-

laista johdetun ensimmaisen asteen epélineaarisen differentiaaliyhtaloryhman. Liike-
funktio voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

h(y(t) = A¥() = ¥ (1), (B.1)

missa kaytetdan merkintoja

|

—

y(t) = () cR® A= ( (L I (I)> € RO, (B.2)

— o3
Il

=l

Naytetaan nyt, etté liikefunktio on tietyin rajoituksin Lipschitz-jatkuva.

Tarkastelemalla matriisia A (B.2) huomataan, etti funktiolla h on epajatkuvuus-
kohta, kun paikkavektori on nollavektori. Annetaan nyt paikkavektorin ldhestya

nollavektoria, jolloin ||¥]| — 0 ja ﬁ — oo. Tallsin ||¥]| — ||F]), mutta |[h(¥)|| — oco.
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Talla tarkastelulla havaitaan, ettd funktio h e ole Lipschitz-jatkuva ainakaan
vektorin § = (07, ¥")7 ympéristossi.

Tarkastellaan nyt tilannetta tdmén epéajatkuvuuskohdan ulkopuolella. Oletetaan,

etta
,u 1200m

IFl > {5 ~
Tamaé oletus voidaan tassa tyossa tehda, kun muistetaan, ettd GNSS-satelliitit kier-

taviat Maata yli 25000 km korkeudella. [30, s. 121] Lisaksi kasvattamalla vakion Aj,
07, 17)T

A > 1 (B.3)

arvoa paastdidn mielivaltaisen lahelle epajatkuvuuskohtaa y = ( . Kiinnite-

taan nyt taméa vakio. Talloin saadaan

4p
D= {y e]RG’H (y1,92,93)" | = [IF]| > VAL}

7 17T

177

Olkoon nyt y; = ( € D,i = 1,2. Yleisyytta loukkaamatta voidaan valita
indeksointi siten, etta ||ry|| < ||Fy||. Johdetaan aluksi kaksi aputulosta, joiden avulla
saadaan sitten osoitettua Lipschitz-jatkuvuus.

- = 13 = 13
AR I * = [1£2]P

TSR EeTPRTESE
172 17 1727 17

(Il Dl 1F |+ 15 1%) [ Iel] — 1%

1 1
= 13
B

|| = || =

RNEE (B.4)
1 1 1 . .
— = + e s ) | [l = IR
||r1|| A ||r2||
(%) . o
el — I 1||!_ -

S =
2l 1l

missd kédytettiin kohdassa (x) tietoa ||| < ||| ja kohdassa (#x) kolmioepayhtéaloa
alaspéin. Néin saatua aputulosta (B.4) kayttdmalla saadaan toinen aputulos

| 1 1 z 1 1 7 1 7 1 .
= 341 32| = S 301 — 7553 r; + s — 312
1| 72| 17 ] I || || 1T
1 1 1
S N 3_’ 3 1 3 1 3 2
i34l T H | [
1 1 . |
== =30 t|=mF —1)
17 ] ||r2H Hr2||
1
<lts3— | + ITE— |1 — 15|
B || || ||
B4 3 L I, 4 .
< ==t -+ = It - Bf = —— It — 2]

(B.5)
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Edelleen kéayttamaélla tata aputulosta (B.5) seka oletusta (B.3) saadaan

Néin saadaan

i) - B = ( 0 (I,)(

F1> 0 I <F2>

- I A e R

BE T B T2

N N 2

B ry —1r, s 512

=M =y — =g, ol
(7] [[F2]?

(B.6) | . .2 . )

< Hrl_r2H +AL [T —of” < AL Hrl_r2H + AL [T — 1]

— — 2
rs —To
r — Ty

Epéyhtalosta (B.7) voidaan ottaa puolittain neli6juuret, jolloin saadaan

(B'5) 4 o e (' e —_
< ﬁnrl—rzn < AL [E B (B.6)
2

Pog o P
17 ° I7*

2
- S X
171 171

=L =X\, 191 = 52"

(B.7)

Hﬁ(yl) - H(}72)H < ALY — Yol

Niin ollen funktio h on Lipschitz-jatkuva joukossa D.



