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Téssa tyossd ennustetaan GPS-satelliitin rata muodostamalla satelliitille liikeyh-
talo ja ratkaisemalla se numeerisesti kiayttiden alkuarvoina GPS-satelliittien oikeita
paikka- ja nopeustietoja. Liikeyhtalo muodostetaan kokoamalla kirjallisuudesta
tietoa satelliittiin vaikuttavista voimista, joista valitaan tarkeimmét mukaan malliin.
Tyosséa kasitellaan myos laskennassa tarvittavia koordinaatistoja sekd numeerisia
menetelmia liikeyhtélon ratkaisuun.

Tyo keskittyy selittdmaén, kuinka satelliitin rata voidaan ratkaista. Motivaationa
on kuitenkin ollut kysymys, voisiko GPS-satelliitin rataa ennustaa erillisessa paikan-
nuslaitteessa, missa ei ole jatkuvaa verkkoyhteytta. Taméa nopeuttaisi paikannuslait-
teen toimintaa sellaisessa tilanteessa, kun laite kdynnistetdan uudelleen sen oltua
jonkin aikaa pois padlté. Jos laite edeltéavalla kdyttojaksolla olisi ennustanut satelliit-
tien radat valmiiksi, ei tarvitsisi odottaa satelliittien lahettamia ratatietoja. Talloin
ensimmainen paikkatieto saataisiin laskettua nopeasti, jopa 5 sekuntia laitteen kéyn-
nistymisen jéalkeen, miké olisi nykyiseen yli 30 sekunnin odotusaikaan verrattuna
siedettavampi kayttajan kannalta.

Radan ennustamiseen esitettyd mallia testattiin kéyttden alkuarvoina seka
broadcast-efemerideji, jotka ovat satelliittien itsensé lahettamié ratatietoja, etté
tarkemmilla precise-efemerideilld, jotka lasketaan mittaustuloksia apuna kéayttaen
vasta jalkikateen. Siten ne eivit ole paikannuslaitteen ulottuvissa ilman verkkoyh-
teytta. Tarkemmilla alkutiedoilla tehdyt ennusteet onnistuivat kertomaan satelliitin
paikan riittavén pienelld, alle 50 metrin virheelld, kun ennustuksen pituus oli yksi
vuorokausi. Sen sijaan broadcast-efemeridillé tehdyt ennusteet jéivit kertaluokkaa
huonommiksi, joten voidaan todeta ennustaminen ilman verkkoyhteytta eli ilman
tarkempia efemerideja ongelmalliseksi. Lisaksi, vaikka tarkempaa efemeridia olisikin
mahdollista kayttad, olisi ennustuksen hyva onnistua pidemmaéksi ajaksi kuin vain
vuorokaudeksi eteenpédin — eihédn kayttaja valttamatta avaa laitettaan ihan joka
paiva. Jatkotutkimuksissa tulisi joko parantaa alkuarvon tarkkuutta tai keskittyé
toisenlaisten, esimerkiksi tilastollisten, ennustusmallien kehittamiseen.
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In this thesis the orbit of a GPS satellite is predicted by formulating its equation
of motion and solving it numerically using GPS satellites real orbit data as initial
condition. The forces acting on a satellite are found from the literature and the most
important ones are included in the model. The thesis contains also a review of the
reference frames used in calculation as well as the numerical methods for solving the
equations of motion.

The motivation for the work was to determine whether it is possible to predict
satellite orbits in a stand-alone navigation device having no continuous Internet
connection. This would save time when turning on the device some hours after the
last use. If the device had predicted satellite orbits in the previous usage session,
the user would not need to wait to receive the orbit information, or ephemeris, from
the satellite. In that case the time to first fix could decrease from typical 30 seconds
to as little as 5 seconds, which would be more acceptable from the user’s point of
view.

The presented prediction model for GPS satellite orbits was tested with both broad-
cast ephemeris, that is sent by a satellite, and precise ephemeris, that is more accu-
rate and can be calculated only afterwards using real measurements. With the initial
values taken from the precise ephemeris the model was able to predict the satellite’s
position with under 50 meter error, which is acceptable, one day forwards. Unfortu-
nately result was an order of magnitude worse when using the broadcast ephemeris,
which is available to the navigation device without network connection. In addition,
even if the precise ephemeris would be available to the device, it is desirable to get
accurate positions for longer than just one day, in case the user does not open the
device every day. In further study either more accurate ephemeris have to be found,
or different prediction models e.g. statistical forecasting need to be developed.
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Luku 1

Johdanto

Global Positioning System (GPS) on paikannusjéirjestelmé, jossa on kolme osaa:
kontrolliverkko, satelliitit ja kéyttajat. Kontrolliverkkoon kuuluvat eri puolilla
Maata sijaisevat tarkkailuasemat, seka Colorado Springsin padasema. Ne tarkkai-
levat satelliittien tilaa, ohjaavat niitd siirtyméaén tarvittaessa ja ennustavat niiden
efemeridin (eng. ephemeris) eli rataparametrit, joiden avulla satelliitin paikka
voidaan laskea. Kontrolliverkko lahettda ennustamansa efemeridit satelliiteille, jotka
taas valittavit ne eteenpéain paikannusjarjestelman kayttéjille. GPS-jarjestelméssa
satelliitit lahettavat samaa efemeridid aina kahden tunnin ajan, minké jalkeen rata-
parametrit vaihdetaan uudempiin. [32, s. 32-36; 46, s. 19]

GPS-jarjestelmén kayttajat tarvitsevat vastaanottimen, joka havaitsee satelliitin
lahettamén signaalin. Signaali kertoo satelliitin senhetkisen efemeridin seka ajan-
hetken, jolloin signaali ldhetettiin satelliitista. Lahetysajan avulla saadaan laskettua
signaalin kulkuaika ¢ satelliitista vataanottimeen, ja valonnopeudella kertomalla
voidaan laskea satelliitin ja kayttajan valinen etaisyys s = ct. Naissd molemmissa on
mukana viela satelliitin ja vastaanottimen kellojen erosta johtuva virhe, bias. Kun
tunnetaan signaalin kulkuaika vahintadn neljasta satelliitista, seka nédiden satelliit-
tien efemeridit, saadaan bias seké kéyttédjan sijainti ratkaistua. [32, s. 200-204]

Nykyisten paikannuslaitteiden ongelmana on, etté laite ei toimi heti kidynnistyksen
jalkeen, vaan siind on noin 30 sekunnin viive parhaimmassakin tapauksessa [6; 29].
Tamaé johtuu siité, etté signaalin havaitseminen ja seuraantaanotto seké efemeridin
lahetys vie oman aikansa. Satelliitilla kestad 12 sekuntia lahettaa vastaanottimelle
kaikki efemeridin rataparametrit, eiké se aloita uutta ldahetysté kuin joka 30. sekunti
(32, s. 128]. Jos vastaanotin sijaitsee paikassa, josta ei ole suoraa ndkoyhteytté
taivaalle vaan esimerkiksi puita tai korkeita rakennuksia esteena, on signaali yleensa
heikompi, jolloin sen havaitseminen ja seuraantaanotto hidastuu. Talloin paikannus
kestdd vielakin kauemmin, minuutteja. Sisatiloissa signaalin vastaanotto ei aina
ole edes mahdollista. Laitteen kayttdja ei valttdmattd halua odottaa sijaintinsa
selvitystd néin pitkdan ja siksi on alettu miettid keinoja, joilla kayttajan ensim-
méisten paikkakoordinaattien selvitykseen kuluvaa aikaa saataisiin vahennettyé.
Téastéa ajasta kiytetddn usein lyhennettd TTFF (Time to First Fix).
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Koska efemeridien pitkd vastaanottoaika on suurin syy pitkalle TTFF-ajalle, on
ongelmaa yritetty korjata ennustamalla satelliittien efemeridejé etukéteen. Télloin
satelliittien paikat ovat paikannuslaitteen tiedossa jo laitetta kaynnistettiessa, joten
satelliittiyhteytta tarvitaan vain signaalin kulkuajan selvitykseen. Satelliitin kellon
kellonajan lahettaminen kay hyvin nopeasti ja satelliitti ldhettad sen efemeridia
useammin, joka kuudes sekunti [32, s. 128]. Niinpéa satelliittien rataa ennustamalla
voidaan paikkatieto laskea usein jo alle 5 sekuntia laitteen kaynnistyksen jalkeen.

Satelliittien sijainnin tunteminen etukédteen voi nopeuttaa paikkatiedon selvi-
tystd myos toisella tapaa sen liséksi, ettd satelliittien léhettdmia efemeridia ei
tarvitse odottaa: Oletetaan, etta laitteella on tiedossa summittainen arvio kayttajéan
senhetkisesté sijainnista maapallolla seké riittdvan tarkka aika. Jos nyt tunnetaan
viela satelliittien sijainnit, voidaan laskea, mitka GPS-satelliiteista ovat silla puolen
maapalloa, ettd niiden signaalia on ylipdataén mahdollista kuulla. Kun nakyvien
satelliittien joukko tiedetdén, ei kaikkia satelliitteja tarvitse edes yrittaa kuun-
nella. Puhutaan hakuavaruuden pienenemisesta. Talloin satelliittien seurantaanotto
jasitd myoten myos TTFF nopeutuu. Tavallisesti hakuavaruutta pienennetaan kayt-
tamaélla navigointiviestiin kuuluvaa almanakkaa eli rataparametreja, jotka toimivat
pidemmallé aikavalilla paremmin kuin tavallinen efemeridi. Almanakka on kuitenkin
niin epatarkka, ettei sen perusteella voida paikantaa. Se on tarkoitettu ainoastaan
nakyvien satelliittien ennustamiseen. Lisatietoa hakuavaruudesta seka sen pienen-
tamisestd muilla keinoilla voi lukea lahteista [32, s. 449-450] ja [55, s. 69-70].

Hyvin TTFF-ajan takaamiseksi moni satelliittipaikannuslaitteita tai -tuotteita
tarjoava yritys on viime vuosina kehittdnyt tapoja saada laitteisiinsa efeme-
ridien ennusteita. Ensimméisissd ratkaisuissa ratojen ennustaminen suoritettiin
tietokoneella, jossa sekéa laskentatehoa ettd muistia riittad, ja siirrettiin sitten
paikannuslaitteeseen verkkoyhteyden avulla. Nain tehdadn esimerkiksi NemeriX:n
patentoimassa ratkaisussa [13]. Myo6s Global Locate, SiRF ja moni muu yritys kehitti
vastaavia tapoja saada efemeridejé laitteisiinsa. Niissé kaikissa on kuitenkin ongel-
mana, ettd ne eiviat toimi ilman verkkoyhteytta, vaan paikannuslaite pitaa kytkeé
esimerkiksi tietokoneeseen noin kerran viikossa ennusteiden saamiseksi.[29)]

Uudemmissa ratkaisuissa satelliitin paikka ennustetaan suoraan paikannuslaitteessa.
Kun laite edeltdvan kerran on kiynnisséd ja vastaanottaa efemerideja, niin niité
tallennetaan ja niiden avulla tehdédan ennusteet. Kun laite joidenkin tuntien tai jopa
paivien paasta avataan uudelleen, ovat satelliittien paikkatiedot valmiina. Tama
on aiempia ratkaisuja haastavampaa, silld ennustusalgoritmin on oltava lasken-
nallisesti riittavan kevyt laitteen prosessorille, eikd muistinkulutuskaan saa kasvaa
mahdottoman suureksi. Onnistuneita ennustusmalleja on kuitenkin jo kiytossa tuot-
teissa: Rx Networks:n GPStream™!:a ja SiRF:n SiRFInstantFixII™:a mainostetaan
yritysten kotisivuilla [49; 54]. My6s MediaTek on tehnyt dskettdin oman tutkimuk-
sensa aiheesta [60].

Tavallisesti satelliitin rataa ennustetaan mallintamalla satelliittiin vaikuttavia
voimia ja muodostamalla litkeyhtélo, jota sitten integroidaan numeerisesti. Diffe-
rentiaaliyhtalon numeerinen integrointi on kuitenkin raskasta. Tata valitellaankin
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artikkeleissa [29] ja [61], jotka késittelevit efemeridien ennustusta erillisessi paikan-
nuslaitteessa. Naistd ensimmaéisessd Mattos Kkirjoittaa vaihtoehtoisesta tavasta
ennustaa efemeridejé: tarkastellaan rataparametrien muutoksia péivasta toiseen
ja mallinnetaan niitd. Talloin tulevat rataparametrit voidaan extrapoloida eika
numeerista integrointia tarvita. Toinen artikkeleista sen sijaan kertoo ennustusal-
goritmista, missd rata integroidaan numeerisesti, ja tehokkuutta on pyritty nosta-
maan tekemalld liikeyhtalostd mahdollisimman yksinkertainen. Myos téssa tyossé
radan ennustaminen tehdéan talla tavalla.

Taméan tyon tavoitteena on muodostaa malli, jonka avulla satelliittien ratoja
voitaisiin ennustustaa paikannuslaitteessa, jossa ei ole jatkuvaa verkkoyhteytté.
Ennustuksessa ei siis voida kayttda apuna sellaista tietoa, miké on laitteen ulot-
tumattomissa. Mallia testataan téssé tyossa ainoastaan tietokoneella, joten paikan-
nuslaitteen muita rajoituksia: laskentatehoa ja muistikapasiteettia, ei oteta juuri
huomioon. Toki kaikki tarpeeton pyritddn jattdmadn mallista pois muistia ja
laskenta-aikaa vieméstd. Ennustuksen pituuden on oltava niin pitka, ettd kayttaja
ehtii avata laitteensa sitda useammin. Téassa tyossa tarkastellaan erityisesti yhden ja
neljan vuorokauden mittaisia ennusteita.

Tavallisessa paikannuslaitteen kayttotilanteessa kayttédja liikkuu kaupungin kadulla
ja yrittda suunnistaa risteyksestd oikeaan suuntaan. Télloin alle puolen korttelin,
noin 50 metrin, paikannustarkkuus riittad méaarittaméaan oikean risteyksen ja kayt-
tajén sijainnin [29]. Paikannustarkkuus ei ole sama kuin satelliitin paikkaennus-
tuksen tarkkuus, mutta oletetaan ettd ne olisivat samaa suuruusluokkaa ja asete-
taan tdmén tyon ennustuksen tavoitteeksi 50 m satelliitin paikassa. Todellisuudessa
paikannustarkkuuteen vaikuttaa satelliittien sijaintien tarkkuuden lisdksi muutkin
seikat, kuten kaytettyjen satelliittien asetelma eli geometria taivaalla ja etenkin
kellotarkkuus. Aiemmin mainittiinkin jo vastaanottimen ja satelliittien kellojen
vélinen bias, joka on selvitettavi. Sen ratkaiseminen ei ole ongelma, mutta valitet-
tavasti satelliittien kellot eivéat ole taysin synkronoituja GPS:n systeemiajan kanssa.
Tata seikkaa korjatakseen satelliitti 1ahettaé efemeridin lisaksi myos kellokorjauster-
meja, jotka kertovat satelliitin kellonajan suhteessa GPS-aikaan [46, s. 73]. Naita
kellokorjauksia ei voida ennustaa, eivatkd ne valttdmatta toimi niin kauaa, etta
voitaisiin kdyttad edeltavalla kayttojaksolla vastaanotettuja kellokorjauksia. Niinpa
todellista paikannustarkkuutta saattaa rajoittaa kellojen tarkkuus, vaikka satelliit-
tien rata voitaisiinkin ennustaa tarkasti. Téssa tyossa keskitytdan vain efemeridin
ennustamiseen ja efemeridin virheeseen, eikd tarkastella paikannusvirhetta, joka
riippuu paljon siitd, miten hyvin aika tai erilaiset aikaerot tunnetaan. Varsinainen
paikannustarkkuus jaakoon jatkotutkimukseksi.

Tyon rakenne on seuraavanlainen: Luku 2 késittelee koordinaatistoja, joita satel-
liitin rataa laskiessa kaytetadn. Luvussa 3 tarkastellaan satelliittiin vaikuttavia
voimia, ja muodostetaan sille liikeyhtalo. Luvussa 4 esitetdadn ja vertaillaan
numeerisia menetelmia tdman liikeyhtalon, joka on toisen asteen differentiaaliyh-
talo, ratkaisemiseen. Luvussa 5 testataan mallia seka tarkastellaan saatuja tuloksia
ja luvussa 6 tehdaan viela yhteenveto.



Luku 2

Koordinaatistot

GPS-satelliitin kiertoradan tarkkailussa ja laajemmin koko astronomiassa késitel-
laén fysikaalisia suureita useassa eri koordinaatistossa. Maahan sidottu koordinaa-
tisto on luonnollisesti yksi néista, silla taalta Maasta kéasin niin GPS-satelliitit kuin
taivaankappaleetkin havaitaan. Myos Maan gravitaatiokenttd on yksinkertaisinta
esittdd Maahan sidotussa koordinaatistossa. Toisaalta, Maahan sidotussa koordinaa-
tistossa on omat hankaluutensa. Se nimittiin ei ole, Maan pyorimisen vuoksi, inerti-
aalikoordinaatisto, joten koulufysiikasta tutut Newtonin lait eivét pade siiné. Liséksi
muun muassa taivaankappaleiden radat ovat varsin monimutkaisia Maahan sido-
tussa koordinaatistossa, kun taas inertiaalikoordinaatistossa ne ovat hyvin ldhella
yksinkertaisia ellipsejé.

Eri koordinaatistojen kéytolle on siis olemassa syynsa: Néin paikkaa, nopeutta,
voimaa tai muuta fysikaalista suuretta voidaan kasitelld siind koordinaatistossa,
misséd se onnistuu helpoiten. Téssa luvussa tarkastellaan koordinaatistoja, koor-
dinaatistosta toiseen siirtymista, seka joitakin globaaleissa paikannusjarjestelmissa
kaytettavia standardikoordinaatistoja. Luvun lopussa esitelldan vield tarkemmin,
minkélaisia koordinaatistoja téssa tyossa kaytetaan.

2.1 Perusteita

Aloitetaan esittelemélla tyossd kéytettdvid notaatioita, maaritelladn koordinaatis-
toihin liittyvia peruskéasitteita ja kirjoitetaan ylos koordinaatistoihin liittyvia perus-
tuloksia, joihin myohemmin viitataan.

Koordinaatisto (eng. reference frame) on origosta ja yleensé suorakulmaisista akse-
leista koostuva systeemi, jonka avulla pisteen P paikka voidaan esittda. Pisteen
esitys jossakin koordinaatistossa on avaruuden R3 vektori (dy,ds,ds)T, missi d;
kertoo pisteen etiisyyden origosta akselin ¢ suuntaan, kuvan 2.1 -mukaisesti. Lukuja
d; kutsutaan myo6s pisteen P koordinaateiksi.
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Kuva 2.1: Vasemmalla: Koordinaatisto koostuu origosta O sekd akseleista. Pisteen P
paikka saadaan esitettyd koordinaattien d; avulla. Oikealla: Koordinaatiston B akselit
voidaan esittdd koordinaatiston A akselien €; suuntaisten komponenttien avulla.

Merkitéadn koordinaattivektoreita jatkossa lihavoiduilla pienilla kirjaimilla ¥, S, p
jne. Paikkavektorin lisdksi ne voivat kuvata mita tahansa muutakin vektoria kuten
nopeutta tai kiihtyvyytta. Merkitddn myos vektoriarvoisia funktioita lihavoiduilla
nuolellisilla  kirjaimilla, kuten ﬁ() ja merkitdan matriiseja lihavoiduilla isoilla
kirjaimilla A, B, C jne.

Tarkastellaan sitten koordinaatiston vaihtoa. Rajoitutaan suorakulmaisiin koordi-
naatistoihin, joiden skaala on sama, eli pisteiden viliset etédisyyden eivat muutu
koordinaatistonmuunnoksessa. Liséksi oletetaan, ettd koordinaatistoilla on yhteinen
origo. Olkoon lahtokoordinaatiston nimi A, loppukoordinaatiston B, ja olkoon
vektorin 7 esitykset néissia koordinaatistoissa r'y ja ry. Télloin koordinaatistojen
vélistd muunnosmatriisia merkitiéin RY ja se toteuttaa yhtélon

g = RiT,. (2.1)

Niytetain seuraavaksi, kuinka matriisi R¥ voidaan esittéé koordinaatistojen A ja B
akselien vélisten kulmien funktiona. Samalla todetaan, ettd muunnosmatriisi toiseen

. . = — T —
suuntaan saadaan transponoimalla, eli ¥y = RgrB = (RE) rg.

Tarkastellaan tilannetta A:n koordinaateissa. Talloin A:n koordinaattiakselit osoit-
tavat yksikkovektoreiden €; suuntiin, ja paikkavektori voidaan ilmaista naiden
kantavektoreiden avulla

A = (Fa)1€1 + (Fa)262 + (F'a)3€5. (2.2)
Merkinté (rs); tarkoittaa vektorin i. komponenttia. Kun tarkastellaan kahden koor-
dinaatiston vélisia muunnoksia, on kétevia valita toinen néistd koordinaatistoista
tarkastelukoordinaatistoksi. Talloin sen kanta on luonnollinen {€;}, kuten nyt A:lla.

Koordinaatiston B akselit ovat A-koordinaatistossa katsottuna suunnissa Bi, kuten
kuvasta 2.1 nédkyy. Valitaan b;:t siten, ettd ne ovat yksikkovektoreita. Lisédksi,
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koska kasittelemme nyt suorakulmaisia koordinaatistoja, ovat b; ortogonaalisia. Nyt
vektori 'y voidaan ilmaista kantavektoreiden {b;} ja koordinaattivektorin rg avulla:

Fa = (F)1b1 + (Fp)2by + (Fp)sbs = RAT (2.3)
Yhdistamaélla yhtélot (2.2) ja (2.3) saadaan

(Fa)161 + (Fa)262 + (Fr)363 = (Fp)1b1 + (F5)2b2 + (£5)3Ds. (2.4)

Kirjoitetaan sitten kukin yksikkovektori Bj vektoreiden €;, €; ja €3 suuntaisten
komponenttien vektorisummana, kuvan 2.1 havainnollistamaan tapaan. Vektorin l;j
projektio vektorilla €; on Cos(Bj, €,)€;, missi cos(l;j, €;) tarkoittaa vektoreiden l;j ja
€; valisen kulman kosinia. Niinpa

3
b; =) cos(b;,&)& , Vje{1,2,3}. (2.5)
i=1
Eliminoidaan vektorit Bj yhtéléryhmastéa (2.5) yhtalon (2.4) avulla, jolloin
Y3 (Fa)i6; = ((*B)1 cos(br, 1) + (Fg)a cos(ba, &) + (Fa)s cos(bs, 61)) 8,
+ <(*B)1 cos(by, &) + (Fp)2 cos(b, &) + (Fp)3 cos(bs, 62)) €,

+ <(ﬁB)1 cos(by, €;) + (Fg)s cos(by, 83) + (F)3 cos(bs, 63)) €s.

Kertoimet vektoreiden €; edessé voidaan asettaa yhtdsuuriksi ja muodostaa yhtélo

cos(by, &) cos(by, &) cos(bs, &)
fa = | cos(by, &) cos(bs,&) cos(bs,&) | T
cos(by, €;3) cos(by, €3) cos(bs, €3)

Havaitaan, etti saatu matriisi on lausekkeen (2.3) R4, joka on ortonormaali. Talloin
se on ei-singulaarinen ja (RQ)_l = (RQ)T [45, s. 66]. Saadaan alunperin haettu
muunnosmatriisi

. COS(Bl, €) cos(l;l, €s) cos(Bl, €3)
RE = (Rg) = | cos(by,€;) cos(bs,€) cos(by,€3)
cos(bs, €;) cos(bs, €) cos(bs, €3)

Taté kutsutaan myos suuntakosinimatriisiksi [1, s. 15].

Suuntakosinimatriisi on peréti yhdeksan kulman funktio. Kuitenkin, vain kolme
néista kulmista ovat riippumattomia [2, s. 199]. Matriisi voidaankin hajottaa koor-
dinaattiakselien x, y ja z suhteen tehtéviksi kolmeksi kierroksi. Jos kulmat «, 3 ja
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~ mittaavat pyordhdyskulmaa akselien ympéri oikeakatiseen kiertosuuntaan, niin
kiertoja vastaavat matriisit ovat

1 0 0 cosf 0 —sinfg
R,(a)=| 0 cosa sina |, R,(3) = 0 1 0 :
0 —sina cosa sin@ 0 cospf
cosy siny 0
R.(v)=| —siny cosy 0 |. (2.6)
0 0 1

Mika tahansa rotaatiomatriisi saadaan esitettyd néiden kolmen matriisin tulona.
Tarkastelemalla matriisien sarakkeita on helppo havaita, ettd ne ovat ortonor-
maaleja, ja niinpd matriiseille R~! = R7.

Yhtalo (2.1) kertoo, kuinka koordinaattivektorin voi muuntaa koordinaatistosta
toiseen muunnosmatriisin RY avulla. Mikéli vektorin sijasta halutaankin muuntaa
vektorimuuttujan vektoriarvoinen funktio F(r), tapahtuu se kaavalla

Fp(fs) = RS Fa (R T5) -

Taméa kaava on hyodyllinen sellaisessa tilanteessa, missa funktiota F on hankala
esittda koordinaatistossa B, mutta koordinaatistossa A se on yksinkertaista. Talloin
vektorin Fy(Fg) laskeminen voidaan tehdé ylli olevan kaavan avulla. Ensin pitia
muuntaa argumenttivektori A-koordinaatistoon, sitten laskea funktion arvo F A(TA),
ja lopuksi vield& muuntaa saatu tulos takaisin koordinaatistoon B. Skalaarifunktiota
muunnettaessa riittda, kun vaihdetaan argumentin koordinaatistoa, jolloin

fa(fs) = fa (R T5) . (2.7)

Tarkastellaan sitten lyhyesti gradienttia

of of af)T

Vi@ = O = (G5

Derivoinnin ketjusdantoa (KS) kiyttaen saadaan

Vsl = U@ P [ ®im)]
= /A (RAF) RA]T = REVAfs (Rj).
Eli lyhyesti
Voo (Fa) = REVafa (o). (2.8)

Gradientti uudessa koordinaatistossa saadaan siis laskemalla ensin gradientti
vanhassa koordinaatistossa, ja muuntamalla saatu vektori uuteen koordinaatistoon



LUKU 2. KOORDINAATISTOT 8

matriisin RE avulla. Tamé tarkoittaa sitd, etti gradientti on koordinaatistoriip-
pumaton. [48, s. 10]

Tassa tyosséa koordinaatistot liikkuvat toistensa suhteen, silla Maa on kokoajan liik-
keesséa avaruuden suhteen. Talloin muunnosmatriisi riippuu ajasta, eli hetkella ¢

rp(t) = RE(t)rs

Tassé vektori ¥p on stationddrinen eli ajasta riippumaton koordinaatistossa A,
mutta aikariippuva muunnos tekee siitd ei-stationadrisen koordinaatistossa B.
Samalla lailla funktiot voivat olla stationdarisié toisessa koordinaatistossa ja ajasta
riippuvia toisessa:

fe(Ts, 1) = (Ré(t)FB(t))
Fp(fs,t) = RE(t) Fa (RA(H)TR(1).

Keskitytadn sitten tarkemmin tapaukseen, jossa toinen koordinaatisto on iner-
tiaalikoordinaatisto, ja toinen pyorii inertiaalikoordinaatistoon ndhden akselin &
ympéri tasaisella kulmanopeudella [|&|]. Tarkastellaan mitd tahansa pyorivan koor-
dinaatiston pistettd (tai vektoria) p. Inertiaalikoordinaatistosta katsottuna piste
ei pysy paikallaan, vaan pyorii akselin & ympéari. Pisteen nopeus riippuu sité
kuvaavan vektorin p ja akselin & vélisestd kulmasta, sekéd vektorin p pituudesta
p: v = pwsin(p, ). Sen suunta on vektorin p ja akselin & virittdméa tasoa vastaan
kohtisuorassa. Niinpa pisteen nopeus voidaan kirjoittaa ristitulona:

dp

i W X P. (2.9)

Taméa kaava péatee mille tahansa vektorille. [24, s. 105-106]

Seuraavaksi tarkastellaan kiintedn vektorin tai pisteen sijaan ajasta riippuvaa
vektoria p pyorivéssa koordinaatistossa. Yksikkovektoreiden i I ja K avulla kirjoitet-
tuna se on . . .

P = p.i+p,j+p.k. (2.10)

Kun taméa derivoidaan ajan suhteen, pitda ottaa huomioon, ettd ajassa muut-
tuvien koordinaattien p; lisiksi myos vektorit I: fja K pyorivat suhteessa inerti-
aalikoordinaatistoon. Kaikkien vektorien muunnos noudattaa kaavaa (2.9), joten
p:n derivaataksi saadaan

dp d
2 = —(nitpi+pk
<‘?—|—'?—|—'E)—|— d_’_‘_ d‘;_‘_ dk
= i
Dz Py) TPz dt ydt pzdt
- ﬁ + W X <p:c;+ pyi"’ sz)
— &P
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Jos p kuvaa esineen paikkaa, niin todellinen nopeus eli inertiaalikoordinaatistossa
havaittu nopeus saadaan, kun lasketaan paikkavektorin nopeus p pyorivassa koor-
dinaatistossa havaittuna ja lisdtdén sithen & x p. [24, s. 10§]

Merkitaan sitten asken tarkasteltua pyorivaa koodinaatistoa B:1l4 ja inertiaalikoordi-
naatistoa A:lla. Inertiaalikoordinaatistossa vektorin derivaatta on todellinen nopeus
dpa/dt, ja niinpa todellinen nopeus B-koordinaatiston koordinaattivektorina on
REdpa/dt. Edelld esitetyn nopeuden muunnoskaavan perusteella

dpa -

REW:ijLJ)xﬁB |- R4
d_' N — —
& —;A = R§<p3+wxp3)
d_» N — —
= % — RAPp + RAG x P. (2.11)

Toisaalta dp /dt voidaan laskea myds néin [1, s. 17]:

dps  d(R3Ps)
dt dt

— RAPs + RABE. (2.12)

Vertaamalla lausekkeita (2.11) ja (2.12) ndhdéén, ettd muunosmatriisin derivaatan

on oltava '
Rp = Rj (&%),

missd (&%) on ristitulon matriisimuoto [1, s. 16]

0 —w., wy
(Wx) = W, 0 —wy
—Wy Wy 0

Jos siis koordinaatisto B pyorii koordinaatistoon A néahden kulmanopeudella &, niin
talloin nopeus koordinaatistossa A, eli Vo saadaan laskettua B-koordinaatistossa
havaitun nopeuden Vg avulla seuraavasti:

Vo = Ryve +R4Ps
= R4V + Ry & x P (2.13)

Sama muunnos toiseen suuntaan saadaan ratkaisemalla tasté yhtalosta vg. Edelleen
B pyorii koordinaatistoon A ndhden kulmanopeudella & ja talloin

v = R¥V,y — & x Pp. (2.14)
Lauseke voidaan muokata my6s muotoon

\_"13 = RE\_"A — W X (REﬁA)

= RE(VA—QXﬁA).
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2.2 Standardikoordinaatistot

Koordinaattijirjestelmd (eng. reference system) on joukko suureita, jotka kertovat,
kuinka koordinaatisto tulisi madritella, sijoittaa ja suunnata. Koordinaattijér-
jestelmien maarittelysta ja yllapidosta vastaavat erilaiset standardijarjestot. Téssa
luvussa kerrotaan koordinaattijarjestelmisté ja tutustutaan erityisesti IERS:m (Inter-
national Earth Rotation and Reference Systems Service) maéérittelemiin koordi-
naatistoihin.

Kun koordinaatisto on jonkin koordinaattijarjestelman mukainen, sanotaan sita
jarjestelméan realisaatioksi. Kéytannossa koordinaatistojérjestelma on se ideaa-
linen koordinaatisto, miké voi esimerkiksi maardatd x-akselin osoittamaan kohti
nollameridiaania. Kun tastd jarjestelmésta otetaan realisaatio, eli tehdaén koor-
dinaatisto, mitataan nollameridiaanin paikka useasta eri tukikohdasta. Mittausten
avulla muodostetaan nollameridiaanin paikasta pienimman nelibsumman estimaatti,
jonka perusteella koordinaatiston z-akselin suunta lopulta maarataan. [32, s. 94; 46,
s. 43-44]

Maahan kiinnitetyt koordinaatistot

Kaytannossa kaikkien Maahan sidottujen, globaalien koordinaatistojen pohjana on
konventionaalinen terrestinen jarjestelmd, CTRS (Conventional Terrestial Reference
System) [46, s. 77]. Se médritelladn seuraavasti [32, s. 94; 46, s. 82

CTRS:n maaritelma 2.2.1. CTRS on suorakulmainen koordinaatisto, jonka

e origo on Maan massakeskipisteessa
o z-akseli osoittaa konventionaaliseen terrestiseen napaan, CTP:hen

o z-akseli osoittaa keskimdadrdiseen (nolla)meridiaaniin ja y-akseli asetetaan
niin, etta se taydentdd oikeakdtisen koordinaatistojdirjestelman.

Maaritelméassa on pari selitysta kaipaavaa termié: keskimdadrdinen nollameridiaans
ja konventionaalinen terrestinen napa, CTP. Keskiméardisella nollameridiaanilla
tarkoitetaan yksinkertaisesti sitd nollameridiaania, joka saadaan laskettua useasta
tukiasemasta mitattujen nollameridiaanien perusteella. CTP puolestaan on erdan-
lainen vertailunapa, josta kerrotaan seuraavaksi hieman tarkemmin.

Maahan kiinnitetyssa, eli maan mukana pyorivéissa, koordinaatistossa olisi hyva,
jos maaritelty z-akseli osoittaisi Maan todellisen pyorimisakselin suuntaan. Maan
pyorimisakseli ei kuitenkaan pysy Maan kuoreen nidhden vakiona, vaan vaeltaa
ympyramaista rataa Maan pintaa pitkin. Liike koostuu kahdesta jaksollisesta
komponentista, joista ensimmaéista kutsutaan Chandlerin termiksi (jakso 435
vrk) ja toista vuotuiseksi termiksi (jakso 365.25 vrk) [34, s. 184]. Liséksi napa
lilkkuu hiljalleen y-suunnassa. Néiden kaikkien tekijoiden yhteisvaikutusta kutsu-
taan napavariaatioksi (eng. polar wander).[32, s. 93]
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Navan jatkuvasta liikkeesté johtuen on haluttu méaritella Maan kuoreen kiinnitetty
vertailunapa. Konventionaalinen terrestinen napa, CTP (Conventional Terrestial
Pole), on télliinen, ja se on maééaritelty Maan navan keskiméaariiseksi paikaksi
vuosina 1900-1905. Napavariaatiota kuvataan aina tahan napaan verraten.

CTP:sta on olemassa oikeastaan kaksi méérittelya [34, s. 183]. Vanhempi on Inter-
national Latitude Servicen (ILS) mittausten perusteella asetettu CIO (Conventional
International Origin). Myohemmin Bureau International de 'Heure hyvéksyi toisen
madritelmén, BIH-navan. Nykyaan standardijarjesto IERS kayttaa napaa, joka alun-
perin suunnattiin BIH-navan kanssa, epookilla 1984.0 [30, s. 24-25]. Téhtitietieteessé
epookki (eng. epoch) tarkoittaa ajanhetked, jolloin ilmoitetut koordinaatit pitévat
paikkansa. Vertailunapaa nikee kutsuttavan myos ITP:ksi (International Terrestial
Pole) sekd CEP:ksi (Celestial Ephemeris Pole). Silla on useita nimié.

Huomautettakoon viela, ettd napavariaatio ei suinkaan ole ainoa Maan pyorimis-
napaa siirtavé ilmio, vaan myos prekessio ja nutaatio vaikuttavat sithen. Namé kaksi
ilmiotéa poikkeavat napavariaatiosta, koska ne pystytdan selittaméan varsin hyvin ja
siten ne ovat myos ennustettavissa. Prekessiosta ja nutaatiosta kerrotaan tarkemmin
kappaleessa 2.3.1.

Kansainvalinen terrestinen jarjestelma, ITRS

On olemassa monta koordinaatistojiarjestelmad, ja vield useampia koordinaatis-
toja, jotka ovat CTRS:n mukaisia. GPS-satelliitit ladhettavat ratatietonsa WGS84-
koordinaatistojarjestelméassa (World Geodetic System 1984) [6; 36]. Késitellaan
kuitenkin nyt tarkemmin IERS:n yllipitdmaa I'TRS-jarjestelméd, joka on myo6s
CTRS:n mukainen, ja jonka realisaatiot ovat nykyaén senttimetrin tarkkuudella
yhtenevit WGS84-jirjestelmén realisaatioiden kanssa. Téméan tyon padmaariin
riittad, kun oletetaan saapuneen W(GS84 rataparametrien olevan I'TRS:n mukaisessa
koordinaatistossa. [46]

ITRS-koordinaatiston z-akseli osoittaa CIO:a ja z-akseli keskimééraistd nollameridi-
aania kohti, kuten CTRS:n mukaisissa koordinaattijarjestelmissa kuuluukin. Kuten
aiemmin todettiin, on CIO ja siten my0s z-akseli Maan kuoreen sidottu. Samoin x-
akseli sidotaan Maahan. Monesti téita jarjestelméa kutsutaankin lyhenteella ECEF
(Earth Centered Earth Fixed), eli Maahan sidotuksi koordinaatistoksi. Koska Maan
pyorimisakseli lilkkuu Maan kuoreen nahden, niin tarvitaan myos sellainen koordi-
naatisto, jonka z-akseli osoittaa tdsmaéalleen pyorimisakselin suuntaan. Tésta kerro-
taan lisaa kappaleessa 2.3

Inertiaalikoordinaatisto ICRS

Inertiaalikoordinaatistolla tarkoitetaan koordinaatistoa, joka ei ole kiihtyvassa liik-
keessd avaruuden suhteen. Yksi téllainen on standardijarjesto IERS:n yllapitdmé
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ICRS (International Celestial Reference System). Tamén koordinaatiston origo on
ITRS:n tavoin Maan massakeskipisteessa, mutta akselien suunnat on sidottu Maan
kuoren sijasta tahtiin ja kvasaareihin. Ne eivat siis pyori Maan mukana.

Aiemmin kaytossid ollut FKb5-jarjestelmé ei madritellyt akselien suuntia téhtien
perusteella, vaan Maan ekvaattoritason asennosta saatiin z-akseli, ja ekvaattori-
tason seké ekliptikan eli ratatason leikkauspiste méarasi suunnan z-akselille. Nama
piti tietysti madritella tietylla epookilla, silla Maan ekvaattoritaso muuttuu ajan
myotéa prekession ja nutaation takia. Myohemmin, kun muodostettiin uusi, téahtiin
sidottu jarjestelmé, haluttiin se maéritella yhteensopivaksi vanhan jarjestelméan
kanssa. Niinpad ICRS:n z-akselin suunta on kevitpéivintasauspiste (ekvaattorin ja
ekliptikan leikkauspiste) epookilla J2000.0 ja z-akseli soittaa saman epookin navan
suuntaan. Epookilla J2000.0 tarkoitetaan ajankohtaa 1. tammikuuta 2000, klo 12.
[52, s. 12-16; 46, s. 64-65]

Jos ollaan tarkkoja, ei maakeskeinen koordinaatisto ole inertiaalikoordinaatisto, sillé
Maan keskus on kiihtyvassé liikkeessd Maan kiertdessa Auringon ympéri. Téllainen
koordinaatisto on kuitenkin yleensa riittavin hyvéa approksimaatio inertiaalikoordi-
naatistosta. Sitd kutsutaan kvasi-inertiaalikoordinaatistoksi.

2.3 Muunnokset IERS:n koordinaatistojen valilla

Standardijérjest6o IERS vastaa sekéd ITRS- ettd ICRS-jérjestelmistd, ja julkaisee
parametreja, joiden avulla voidaan tehdd muunnokset nédiden kahden koordi-
naatiston valilld. Kappaleessa 2.1 méariteltiin koordinaatistonmuunnosmatriisi.
Samassa kappaleessa esitetyin merkinnoin

rrs(t) = Ridns (H)Ticrs.

Muunnosmatriisi RIERS esitellddn kirjallisuudessa yleensd 3-4 matriisin tulona, joista

kukin kuvaa tiettya ilmiotd. Otetaan nyt kiyttoon mm. Monterbruckin ja Gillin
kirjassa [34] esiintyvit nelji muunnosmatriisia:

Ricis(t) = W(O)G(t)N()P(t).

Tassa matriisit W, G, N ja P kuvaavat napavariaatiota, Maan pyorimisliiketté,
nutaatiota sekd prekessiota, siind jarjestyksessia. Kun paikkavektoria rjcrg ldhde-
tdan muuntamaan I'TRS-koordinaatistoon matriisi kerrallaan, niin kukin vélivaihe
on myo6s oma koordinaatistonsa. Valivaiheita on mahdollista kayttda, ja niita
kaytetadnkin eri sovelluksissa.

Kuvasta 2.2 nékyvat vélivaiheet koordinaatistomuunnoksessa ICRS-ITRS. Néista
vilivaihekoordinaatistoista on kerrottu selkeésti M.C. Santoksen véaitoskirjaan perus-
tuvassa teknisessd raportissa [50]. Ensimmaéinen koordinaatisto on ICRS, joka
esiteltiin jo aiemmin. Sen akselit ovat sidotut tahtiin, mutta ne on samalla asetettu
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yhteneviksi epookin J2000.0 keskinavan ja keskipéivintasauspisteen kanssa. Kuvassa
paivantasauspisteita on merkitty kreikkalaisella kirjaimella Y.

keskinapa keskinapa hetkellinen
ICRS epookilla J2000.0 napa
z

= = hetkellinen
Y Y 2000.0 Y d
2000.0 modlJ ) mo paivantasauspiste

Clo hetkellinen napa

ITRS , W in eli pyérimisakseli GTZ
/ ©
y ~~
T
W
X

Greenwichin keskimaarainen hetkellinen Greenwichin
meridiaani meridiaani

Kuva 2.2: Muunnos ICRS:std ITRS:ddn

Kun ICRS-koordinaatistosta halutaan koordinaatistoon, jossa z-akseli on yhteneva
Maan senhetkisen pyorimisakselin kanssa, ja x-akseli senhetkisen paivantasauspis-
teen kanssa, pitda koordinaatistoon lisaté prekessio- ja nutaatioliike. Tata kutsutaan
aidon ekvaattorin ja tasauspisteen jarjestelméksi (tod, true equator and equinox of
date). Jos vain prekessioliike lisatdén, muttei nutaatiota, puhutaan keskiekvaattorin
ja -tasauspisteen jarjestelmésta (mod, mean equator and equinox of date).

Tod-jarjestelma on yha inertiaali, ja tamaé jarjestelma onkin monesti se, jota suositel-
laan kaytettéavaksi numeerisessa integroinnissa. Jos integrointikoordinaatistoksi on
valittu tod-jarjestelmé hetkella ty, niin yhteys sen ja ITRS:n valilla noudattaa
yhtéloa [50]

tirrs(f) = W(t) G(t) N(t) P(t) (N(to) P(t0))" Fioa(to) -

Kun tod-jéarjestelmésta halutaan siirtyd edelleen Maan mukana pyorivadan koor-
dinaatistoon, on kerrottava matriisilla G, joka kaéntaa koordinaatiston z-akselin
suuntaa péivintasauspisteestd, YT; Maan senhetkisen nollameridiaanin suuntaan.
Viimeisend siirrytéén tasta hetkellisesté terrestisesté jarjestelméstéa (eng. instanta-
neous terrestial system) eli in-jarjesteméstda ITRS-jarjestelmaan kertomalla napava-
riaatiomatriisilla W. Myo6s tamé koordinaatisto on pyorivéssé litkkeessa, miké onkin
merkitty kuvaan nuolen avulla.

Seuraavaksi esitellddn tarkemmin muunnosmatriiseihin liittyvia ilmioita ja esitetdan
kaavat matriisien muodostamiseksi. Lisatietoja 1oytyy IERS:n julkaisemista
raporteista, kuten [30], sekd satelliittien kiertoratojen laskemista kasittelevisté
kirjoista [34; 52].
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2.3.1 Prekessio ja nutaatio

Maa ei ole taysin pallon muotoinen, vaan navoilta hieman litistynyt pyorahdysel-
lipsoidi, joten sen massa on jakautunut paivantasaajalle painottuen. Lisaksi Maan
pyorahdyakseli on noin 23.5° astetta kallellaan ekliptikaan eli ratatasoon nahden
[23]. Niinpé auringon gravitaatiovoima aiheuttaa vaéntomomentin, joka pyrkii kéén-
tamadn Maan ekvaattoritason samansuuntaiseksi Maan ratatason kanssa. Tama ei
Maan pyorimisliikkeen vuoksi onnistu, vaan sen sijaan pyorimisakseli kiertyy. Myos
Kuu pyrkii kdantédmaan Maan ekvaattoritasoa ratatasoa kohti. Naiden ilmioiden
yhteisvaikutusta kutsutaan Kuu-Aurinkoprekessioksi (eng. lunisolar precession) ja
niiden takia napa kiertyy kuvan 2.3 ympyramaéista rataa pitkin [56, s. 22]. Yksi
kierros kestééd 26 000 vuotta [34, s. 174].

Kuva 2.3: Prekessio ja nutaatio kdantdvat Maan pydérimisakselin suuntaa

Kuu-Aurinkoprekessio on suurin prekession aiheuttaja, muttei suinkaan ainoa.
Planeettojen gravitaation takia myos Maan ratataso muuttuu pikkuhiljaa. Tata
kutsutaan planetaariseksi prekessioksi. [34, s. 175; 56, s. 22]

Prekession lisdksi kuvassa 2.3 ndkyy pienempijaksoista ja -amplitudista vaihtelua
navan paikassa, nutaatiota. Nutaatio koostuu monista jaksollisista termeisté, mutta
paatekijand on Kuun ratatason prekessio: Kuun ratataso eroaa Maan ratatasosta
noin 5°, joten ratataso prekessoi auringon vaikutuksesta, kuten Maakin. Nain Kuun
gravitaation vaikutus Maahan vaihtelee hieman sen oman ratatason suuntauksen
mukaan. Kuu-Aurinkoprekessiota laskettaessa oletetaan aina Kuun rata yhtenevéksi
Maan ratatason kanssa, ja tdmé oletus korjataan sitten nutaatiotermissia. Nutaation
paajakso on 18.6 vuotta, ja liséksi sitheen kuuluu useita muita jaksollisia termeja.
(34, s. 178; 56, s. 22]

Prekession ja nutaation vaikutusta Maan pyorimisakselin kaltevuuteen voidaan
ennustaa varsin tarkasti. Monterbrukin ja Gillin kirjassa [34] on esitetty [AU76
prekessiomalli ja TAUSO nutaatiomalli. Namé mallit ovat jo hieman vanhentuneita,
silla niiden tilalle on kehitetty entisté tarkemmat TAU2000 mallit. Vanhan nutaatio-
prekessiomallin  tarkkuus, joka on joitakin millikaarisekunteja [34, s. 180], on
kuitenkin riittédva tahén tyohon. Lisdksi vanha malli on uutta tehokkaampi lasken-
nallisesti. Toinen vaihtoehto olisi kiayttaa IAU2000B prekessio-nutaatiomallia, joka
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on katkaistu versio TAU2000A-mallista. Se on tayttd mallia tehokkaampi, mutta
tarkkuus rajoittuu 1 millikaarisekuntin luokkaan. [30, s. 43-52]

[IAUT6 prekessiomalli antaa prekessiomatriisille seuraavan kaavan:

missa

¢ = 23062181 T + 0730188 T 4 0.017998 T°
¥ = 200473109 T — 0742665 T° — 0041833 T°
z = 23062181 T + 109468 T + 0.°018203 T°.

Matriisit R, ovat kaavoilla (2.6) maééritellyt rotaatiomatriisit ja merkintd
tarkoittaa, ettd parametrien ¢, ¥ ja z yksikkona on kaarisekunti. Namé parametrit
on ensin muunnettava radiaaneiksi, jotta matriisit R; voidaan laskea. Ajasta riip-
puva parametri T lasketaan kaavalla

T = (JD(t) — 2451545)/36525.

Tassa JD(t) on ajanhetken t juliaaninen pdivamdadrd. Se on luku, joka kertoo,
montako paivdd (mukaan lukien murto-osa) on kulunut ajanhetken 1. tammikuuta
vuonna 4713 eaa. klo 12.00 jalkeen.

Vastaavasti JAUR0) nutaatiomatriisilla on lauseke

missa

At

Lisaksi
¢ =

I =

N(t) = Rx(_e - AG)RZ(_Aw)Rx(G)a

106

06

= > (Adsing,

i=1

= 8438177448 — 46,8150 T' — 000059 T + 0001813 T*.

pril + pril' + priF + ppiD + paiQ

485866.733 + 1 717915 922633 T + 31."310 T% + 0064 T*
1287099:°804 + 129 596 581.224 T' — 0’577 T?% — 0.°012 T°
335778877 4+ 1739 527 263,137 T — 13.°257 T% + 0011 T3
1072261307 + 1 602 961 601,328 T' — 6,891 T2 4 0.019 T°
450160:280 — 6 962 890:539 T + 7:°455 T* + 0008 T*

(2.15)

(2.16)
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Néissé parametri 7' lasketaan kuten prekessiollekin, ja (A);, (Ae); sekd p,,; ovat
vakioita, jotka 10ytyvét kirjasta [34].

2.3.2 Maan pyoriminen

Kolmas muunnosmatriisi, G(t), liséd mukaan Maan pyorimisliikkeen. Matriisin
laskemiseksi tarvittavissa kaavoissa esiintyy erilaisia aikaskaaloja, joten esitelladn
tassd myos GPS-aika tarkemmin. GPS-ajan alkuhetki on 6. tammikuuta 1980
kello 00.00 koordinoitua yleisaikaa (eng. Coordinated Universal Time), jota myos
kellomme kayviat. Kun GPS-aika ilmoitetaan, kerrotaan monesko viikko on meneil-
lain GPS-ajan alkuhetkesté ja montako sekuntia on kulunut kyseisen viikon alusta.
GPS-aika kay Sl-sekunteja, eiké siihen lisdté karkaussekunteja, toisin kuin koordi-
noituun yleisaikaan UTC. [46, s. 72]

Maan pyorimisliikkeen muunnosmatriisia varten on laskettava tdhtiaika eli GAST
(Greenwich Apparent Sidereal Time), joka on méiiritelty tod-koordinaatiston -
akselin, eli senhetkisen kevatpaivantasauspisteen, tuntikulmaksi. Tuntikulma on
myo6tapaivaan Greenwichilta mitattu kulma. Téhtiajan laskemiseksi pitaa kuitenkin
ensin laskea keskimddrdinen tdhtiaika GMST (Greenwich Mean Sidereal Time),
joka on keskiméaréisen kevitpaivantasauspisteen T ,,,q4 tuntikulma. Keskiméardinen
kevétpaiviantasauspiste on se piste, missa tasauspiste olisi ilman nutaatiota. [23; 34,
s. 165,181]

Keskimaériinen téhtiaika, GMST, noudattaa yhtaloa

GMST(t) = 24110.54841 + 8640184.812866 T}, + 1.002737909350795 UT'1
40.093104 72 — 6.2 - 1075 73, (2.17)

Tassa on kolme erilaista ajasta riippuvaa parametria, T, Ty ja UT'1, jotka eivat riipu
suoraan GPS-ajasta ¢, vaan UT1-ajasta, mita kutsutaan myos yleisajaksi. Yleisaika
on sidottu GMST-aikaan ja siten maapallon pyorimiseen. Se eroaa GPS-ajasta siten,
etté siind vuorokausi ei ole aina 24h, eikd sekunti ole Sl-sekunti, vaan kasvaa sité
mukaa, kun Maan pyoriminen hidastuu. Onneksi UT1 on lahella UTC-aikaa, jota
myos kellomme kayviat. UTC-aika kiy Sl-sekunteja, ja se pidetddan kokoajan max.
+0.9s pédssd UTl-ajasta lisaamélla sithen karkaussekunteja. [23; 46] GPS-ajasta
saadaan laskettua UTC, kunhan tiedetdan karkaussekuntit 7, jotka UTC-aikaan
on lisétty GPS-ajan alun, 6.1.1980, jalkeen. Edelleen, UTC-ajan perusteella voidaan
laskea UT1, mikéli tiedetdn niiden erotus UT1—UTC = dUT1. Niinpd GPS ajanko-
htaa t vastaava juliaaninen péiva UT1-ajassa on

JDyt1 = JD(t) — 1, +dUT1.

Paikannuslaite tuntee karkaussekuntien maérén, silla satelliitti lahettaa ne osana
navigointiviestia [38, s. 120]. Aikaeroa dUT1 ei tule vield nykyisten navigointi-
viestien (L1) mukana, mutta lahitulevaisuudessa otetaan kéytt66n modernisoidut
GPS-lahetteet (L1C, L2C ja L5), joihin dUT1 on sisallytetty [37; 38; 39]. Aikaero
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dUT1 on osa Maan suuntausparametreja (eng. Earth Orientation Parameters), joista
kaytetaan lyhennetta EOP.

Kun JDyr; jaetaan kahtia niin, ettd ensimmainen on aika kyseisen paivan UT1 Oh
ajankohdasta taaksepéin, ja toinen eteenpéin, saadaan parametrit JDgnyp ja UTL.
Nyt taytyy vain muistaa, ettd juliaaninen péiva vaihtuu paivalla, 12.00, kun taas
ajankohta Oh UT1 on yolla 00.00. Liséksi UT1 tulee ilmoittaa sekunneissa, mutta
juliaaniset paivat JDgnyp; ja JDyty ilmoitetaan paivissa. Juliaaninen paiva JDyy
saadaan jaettua osiin seuraavasti:

‘]DOhUTl = LJDUTI + 05J —0.5
UT1l = (JDUTI — JDOhUTl) - 86400 s

Nyt voidaan laskea myos T ja Ty [34, s. 167

o JDUTl - 2451545 o JDOhUTl - 2451545
- 36525 0~ 36525

T

Nyt on esitetty tarvittavat parametrit yhtalon (2.17) keskiméardisen tahtiajan
laskemiseksi. Nutaatio muuttaa kuitenkin kevatpaivintasauspisteen suuntaa jatku-
vasti, joten oikea, ndennéinen keskiaika pitaé laskea yhtalon

GAST = GMST + At cose

avulla. T&td kutsutaan myos tasauspisteiden tasaukseksi (eng. equation of
equinoxes). Yhtalon At ja e saadaan suoraan nutaatioteoriasta. Ne méériteltiin
lausekkeissa (2.15) ja (2.16). Kun ajahetken t hetkellinen tédhtiaika on GAST, niin

G(t) = R,(GAST)

on tod-koordinaatiston ja in-koordinaatiston valinen muunnosmatriisi hetkelld ¢. [34,
5. 181]

2.3.3 Napavariaatio

Napavariaatio on ilmio, joka muuttaa Maan pyorimisnavan paikkaa Maan kuoreen
nahden. Téasséd pyorimisnavalla tarkoitetaan sita pistetta Maan kuorella, josta Maan
pyorimisakseli menee lapi. Napavariaatiosta kerrottiin jo Maahan sidottujen koordi-
naatistojen yhteydessa sivulla 10, mutta havainnollistetaan ilmitta nyt kuvan avulla
ja esitetdan siithen liittyva muunnosmatriisi W.

Napavariaatiota kuvataan kahdella parametrilla, z, ja y,, jotka kertovat hetkel-
lisen navan ja CIO:n vilisen kulman z- ja y-suunnissa. Namé parametrit voidaan
laskea tarkasti vasta jalkikéteen, ja niiden uusimpia arvoja julkaistaan paivittdin
IERS:n sivuilla [19]. Parametreille voidaan tehda hyvié ennusteita kuukausiksi eteen-
péain [9]. Pidempiaikainen ennustaminen on kuitenkin hankalaa, silla napavariaa-
tion padkomponenttien, Chandlerin termin ja vuotuisen termin, jakso ja amplitudi
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vaihtelevat. J. Hopfner on tehnyt kattavaa tutkimusta naista vaihteluista julkaisus-
saan [18] ja muitakin tutkimuksia napavariaation ennustusvirheista on, kuten [25] ja
[51]. Lisdksi ennustusta héiritsevit useat pienempiamplitudiset napavariaatiokom-
ponentit, joiden jaksot ovat eripituisia.

Kuvassa 2.4 vasemmalla nékyy, kuinka Maan pyorimisnapa on liikkunut vuosina
2005-2008. Liike on spiraalimaista ja kuten kuvasta ndhdéan, on spiraali nainé
vuosina laajentunut pikkuhiljaa. Tamé johtuu siita, ettd napavariaation paakompo-
nentit Chandlerin termi ja vuotuinen termi vahvistavat toisiaan aina noin kuuden
vuoden valein. Kuuden vuoden vilein ne myos kumoavat toisiaan, jolloin spiraalin
side on hyvin pieni.

201

y [m] y [m] 10+ u

1960 1970 1980 1990 2000 2010
Vuosi

X [m]

Kuva 2.4: Vasemmalla: Pydrimisnavan poikkeama CIO:sta vuosina 2005-2008.
Kuten kuvasta ndhdddn, ei (0,0)-piste eli CIO sijaitse endd spiraalin keskelld.
Oikealla: Napavariaation y-komponentti oskilloi 1900-luvun alussa nollakeskeisend,
mutta nyttemmin se on sirtynyt posititviseen suuntaan sekulaarisen stirtymdn
vuoksi.

Napavariaation muunnosmatriisi saadaan kulmien z, ja y, avulla:
Wi(t) = Ry(_xp)Rx(_yp)'

Kulmat z, ja y, ovat hyvin pienia, korkeintaan puolen kaarisekuntin luokkaa.
Parametri y, on keskimaarin hieman suurempi, silli periodisten termien lisaksi
napavariaatioon kuuluu navan hidas siirtyma 75° lantista pituutta kohden, joka
on lahella y-akselin suuntaa. Tamén sekulaarisen siirtymdn suuruus on noin 0.4”
sadassa vuodessa.|[18]

Napavariaatiota kuvataan aina suhteessa referenssinapaan CIO:on. CIO on
méaaritelmansa mukaan vuosien 1900-1905 keskimadraisen navan paikka. Niinpa
1900-luvun alussa oikea napa kiersi CIO:a. Nyt sadan vuoden jalkeen sekulaarista
siirtymaéd on kuitenkin ehtinyt kertyd niin paljon, ettei CIO enaé sijaitse edes
napavariaatiospiraalin sisalla. Sekulaarinen siirtyma kohdistuu erityisesti napavari-
aation y-komponenttiin, mita onkin tarkasteltu kuvassa 2.4.
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Napavariaatioparametrit kuuluvat aikaeron dUT1 tavoin EOP-parametreihin.
Niinpéa niitdkéan ei 16ydy vield nykyisesta navigointiviestistd, mutta modernisoidun
GPS:n ldhetteessa (L1C, L2C ja L5) ne ovat mukana [37; 38; 39]. Toinen tapa, jolla
paikannuslaite voi saada tietoonsa namé parametrit on AGNSS-avuste (Assisted
Global Navigation Satellite System), miké tosin edellyttédé laitteelta verkkoyhteytta
avustepalvelimelle. Tamé avuste on standardoitu 3GPP TS 44.031 Radio Resource
Location Services Protocol:ssa [57].

2.4 Tassa tyossa kaytettavista koordinaatistoista

Kuvassa 2.5 ndkyvat tassé tyossa kiaytettavit koordinaatistot. Satelliitin alkupaikka
ja -nopeus saadaan paikannuslaitteeseen ITRS-koordinaateissa, mikd on Maahan
sidottu koordinaatisto (ECEF). Napavariaatiomatriisilla W kertominen kiertaa tétéa
koordinaatistoa hieman, jolloin z-akseli asettuu yhteneviksi Maan pyorimisakselin
kanssa eli padstaan in(t)-koordinaatistoon. Muunnokset paikka- ja nopeusvektoreille
ovat

T = W7 (t)Firrs (2.18)
— d — — = —
Vin = o (W (t)Firrs) = W7 (¢)Virrs + W (£)TrrRs

= W7(t)Virrs, (2.19)

oletten, ettd napavariaatio on sen verran hidas liike, ettd W on mitatén. Jos olete-
taan, ettd napavariaatio siilyy samana suhteellisen lyhyen ennustusjakson ajan, niin
in(t)-koordinaatisto poikkeaa télloin vain vakiokierron verran ITRS:sta ja on silloin
my6s Maahan sidottu.

Napavariaatiota W on vaikea ennustaa vuosiksi eteepain, mutta oletamme etta
paikannuslaite saa tarvittavat parametrit péivitettya joko modernisoidun GPS:n
navigointiviestista tai AGNSS-avusteena, kuten kappaleessa 2.3.3 kerrottiin. Téssé
tyossd kiytetyt parametrien x, ja y, arvot on otettu IERS:n sivuilta [19]. Kuvasta
2.4 nédhdaan, ettd napavariaatio kiertad koordinaatistoa vain hyvin vahén. Maan
pinnalla se vastaa noin 10 metria. Liiketta ei kuitenkaan voida jattad huomiotta, silla
pienikin virhe alkupaikassa voi johtaa suureen ennustusvirheeseen, kuten Luvussa 5
tullaan nakemaén.

Integrointiin sopiva inertiaalikoordinaatisto saadaan, kun lukitaan in-koordinaa-
tiston akselit niithin suuntiin (avaruuteen néhden), jossa ne ovat alkuajanhetkella
to. Télloin saadaan in(¢y)-koordinaatisto, johon ndhden Maahan sidottu in(t)-
koordinaatisto liikkuu. Liike koostuu péaasiassa pyorimisesta Maan pyorimisen
kulmanopeudella &, mutta tdmén lisdksi in(¢)-koordinaatiston z-akseli ei séilyta
suuntaansa avaruuteen ndhden, vaan kiertyy nutaation ja prekession vaikutuk-
sesta. Nimetaan ef-koordinaatistoksi (Earth Fixed) sellainen koordinaatisto, joka
pyorii in(y)-koordinaatistoon nédhden kulmanopeudella &, mutta jonka z-akseli ei
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prekessoi tai nutatoi. Kun ¢ — ¢y on pieni, vain joitakin péivia, ovat koordinaatistot
lahes yhtenevét.

ITRS(t,) WT(to)

/Q}ﬁ in(to) R((tto)m) ef(t)=in(t) W(t) TRS(H)
ICRS RT ((t “to)w) WT(t)

/Q}——» GtIN(t)P(t,)

Kuva 2.5: Tdssd tyossa kdytettavdt koordinaatistot ja niiden viliset muunnosmat-
711810

Paikkavektorin rj, muunnos inertiaalikoordinaatistoon tapahtuu seuraavasti:
Fin(ty) = RIMOR, ~ REE,. (2.20)

Nyt, koska ef-koordinaatisto pyorii inertiaalikoordinaatistoon néhden kulmanopeu-
della &, voidaan nopeutta muunnettaessa kayttaa tulosta (2.13). Saadaan

- 1n(t0 in(to) —
Vin(tg) = Rof Vin + R W X rln

ET“Nm+wxna. (2.21)

Kuten kuvasta 2.5 nékyy, on ef ja in(to) -koordinaatistojen vélinen muunnosmatriisi
muotoa Rm(to) = R.((t—to)w). Niinpé hetkell& ¢ = t, matriisi on identiteettimatriisi
I, ja se voidaan jattad kaavoista (2.20) ja (2.21) pois. Téall6in muunnokset hetkell&
t =ty ovat

Tintte) = Tinllo) 2 W7 (t)Frrrs(t — 0)
Vint) =  Vin(to) + @ X Tin(to)

2.19 _ N —
( = ) WT(to)VITRs(t()) + w X (WT(tO)rITRS(tO)) .

Satelliitin rataa integroitaessa tarvitaan tietoa Kuun ja Auringon sijainneista. Kuun
ja Auringon paikat lasketaan tavallisesti ICRS-koordinaateissa, mistd ne saadaan
tuotua in(tg)-koordinaatistoon muunnoksella

I_fin(to) = Rilr(lj(lf{oS)FICRS = G(tO)N(tO)P(tO)FICRS-

Matriisi G(to)N(to)P(ty) on vakio, eli se on laskettava ainoastaan yhden kerran
ennustuksen aikana.

Maan gravitaatiokiihtyvyyden laskemiseksi tarvitaan taas Maahan, tai tarkemmin
ottaen Maan kuoreen, sidottuja ITRS-koordinaatteja. Siispa on siirryttava in(tg)-
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koordinaateista ITRS(¢)-koordinaatteihin. Téssé luvussa méaériteltyjen muunnosma-
triisien avulla se tapahtuu seuraavasti:

Frrrs(t) = W() GNP ()P (to)N” (t0) G” (to)Tineo) (2.22)

Jos ennustusjakso on kuitenkin vain joidenkin péivien pituinen, voidaan olettaa,
etteivit nutaatio- ja prekessiomatriisit muutu tini aikana. Talloin P(¢)PT(ty) =
N(t)NT(ty) =TI ja yhtilo 2.22 yksinkertaistuu muotoon

irrs(f) = W (t)G(t)G (to) Fincro) -

Matriisi G on se matriisi, jolla kertominen pyorittda koordinaatistoa Maan pyori-
misliikkeen mukana. Lisaksi muunnosmatriisi G huomioi nutaatiosta aiheutuvat
korjaukset. Nyt nutaation muutos todettiin jo edellista approksimaatiota tehdessa
mitittomiksi, joten muunnoksen G (t)GT (ty) voidaan olettaa olevan puhtaasti koor-
dinaatiston pyorittamista z-akselin ympari Maan pyorimisen kulmanopeudella. Jos
alkuhetkelld ty in-koordinaatiston z-akseli osoittaa Maan nollameridiaanille, niin
hetkella ¢ nollameridiaani 16ytyy suunnasta, joka saadaan pyorittdmalla x-akselia
z-akselin ympéri kulman o = (¢t — fp)w verran, missi w on Maan pyorimisen
keskiméarédinen kulmanopeus. Nain muunnosmatriisi saadaan kirjoitettua yksinker-
taisena rotaationa:

G ()G (t) = R.((t — to)w).

Nimetaédn ef-koordinaatistoksi sellainen koordinaatisto, ettd ylld oleva matriisi on
sen ja in(tg)-koordinaatiston vélinen muunnosmatriisi, toisin sanoen

Ter (1) = Riroy () Finty) = Re((t = t0)w) Fingrg)-
Tata kayttden yhtalo (2.22) saa lopulta muodon
Irrrs(t) = W(t)Rﬁi(to)(t) Tin(t0) (2.23)

ja muunnos toiseen suuntaan voidaan jéalleen laskea transponoimalla muunnosmat-
riisi. Gravitaatiokiihtyvyytta on mahdollista laskea myos ef-koordinaateissa, jolloin
muunnos on hieman yksinkertaisempi, mutta oikeampi tapa olisi kayttaa ITRS-
koordinaatistoa. Ef-koordinaatiston kaytosta syntyva virhe on kuitenkin pieni, sillé
napavariaatiomatriisi kiertdd koordinaatistoa niin vdhan, ettd se Maan pinnalla
vastaa noin 10 metrid. Maan pinnalla olevissa pisteissa, jotka ovat vain 10 metrin
péadassa toisistaan, gravitaatiokiihtyvyyden suuruus ja suunta on liahes sama.

Lopuksi, kun satelliitin paikan ennuste on valmis, pitda tulos viela siirtaa sen hetken
ITRS-koordinaatteihin, jotta sitd voitaisiin verrata satelliitin todelliseen paikkaan.
Paikkamuunnos tapahtuu téalloin kaavaa (2.23) noudattaen. Nopeutta muunnet-
taessa on taas otettava huomioon Maan pyoriminen. Lasketaan vektorin rirgrs
aikaderivaatta

dre
dt -

drirgs ~ d of L
7~ 3 WRw) (®) Finy) =W

(2.24)
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Tasséa oletettiin, etta t ja tg ovat sen verran ldhella toisiaan, ettd matriisia W voidaan
kasitelld vakiona. Kun nopeutta muunnetaan pyorivésté ef-koordinaatistosta inerti-
aalikoordinaatistoon, voidaan kéyttaa kaavaa (2.14). Siis

Ver = R} 1) (1) Vin(tg) — @ X Tt

Yhdistamalla tdmaé yhtélon (2.24) kanssa saadaan nopeuden muunnokseksi

\_/»ITRS(t) — W (R‘iarfl(to)(t)vin(t()) - (:5 X Fef) .



Luku 3

Satelliitin liikeyhtalo

Kun GPS-satelliitti kiertdd Maata radallaan, on tilanne hyvin samanlainen kuin
planeettojen kiertdessd Aurinkoa: Kahden kappaleen valilli vaikuttaa gravitaa-
tiovuorovaikutus ja toinen kappaleista on hyvin suuri toiseen verrattuna. Tama
niin sanottu kahden kappaleen ongelma on osattu ratkaista jo pitkdan. Ensim-
méinen, joka muotoili havaintoihin perustuvat saannoét planeettojen rataliikkeelle
oli Johannes Kepler (1571-1630) [28, s. 105]. My6ohemmin Isaac Newton (1643-1727)
onnistui paattelemaan kuuluisat liikelakinsa, sekd gravitaatiolain, joista Keplerin
saannot voitiin johtaa.

Jos koordinaattivektori r on satelliitin paikkavektori jossakin maakeskeisessé iner-
tiaalikoordinaatistossa, niin Newtonin gravitaatiolain mukaan satelliittiin vaikuttaa

gravitaatiokiihtyvyys o

= E_
r HE r, (3.1)
missd G on gravitaatiovakio ja Mg maapallon massa. Tamé hyvin yksinkertainen
malli antaa kuvan satelliitin liikkeen péapiirteista. Tarkempaa paikkaa laskettessa
tulee kuitenkin ottaa huomioon Maan massan epatasainen jakautuminen, satelliitin
vuorovaikutus Kuun ja Auringon kanssa, seké useita hieman pienempia voimia, jotka

pyrkiviat muuttamaan satelliitin rataa. Niinpé todellinen liikeyhtalé on muotoa

R EE +P(t,1), (3.2)

missi funktio P kuvaa perturbaatio- eli hairiokiihtyvyytta ja F on satelliittiin
vaikuttavien voimien summa.

Satelliittien liikkeeseen vaikuttavia voimia on tutkittu paljon, ja tarkimmat mallit
huomioivat suuren méérian eri ilmioitd. Taméan luvun tarkoituksena on selvittia,
mitké ilmiot ovat keskeisesséd roolissa, kun kyseessi on GPS-satelliitin liikeyh-
talo, ja mitka ilmiot voitaisiin jattad huomiotta, kun haetaan laskennallisesti
kevyempad mallia. Vaikka téssd luvussa muodostetaan liikeyhtdlé nimenomaan
GPS-satelliiteille, toimii se todennékoisesti hyvin myo6s muille samalla korkeudella
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oleville satelliiteille. Niinpa sité voitaneen soveltaa Venalaiselle satelliittipaikannus-
jarjestelmd GLONASSille seké eurooppalaiselle Galileolle, joissa satelliittien etéisyys
Maasta on samaa suuruusluokkaa kuin GPS:llékin. Léhempéna tai kauempana
Maata kiertaville satelliiteille liikeyhtélo sen sijaan ei toimi, vaan sité pitaisi muokata
niille sopivammaksi.

3.1 Geopotentiaali

Yhtdlo (3.1) kuvaa satelliittiin vaikuttavaa Maan gravitaatiokiihtyvyyttd silla
oletuksella, ettd Maan massa on pistemainen tai pallosymmetrisesti jakautunut.
Todellisuudessa néin ei ole, ja suurin yksittdinen héiriokiihtyvyyden P osatekija
johtuukin Maan massan epatasaisesta jakautumisesta.

Olkoon p(r*) Maan massan tiheyttd kuvaava funktio, a, Maan gravitaatiokiihtyvyys
ja olkoon satelliitin paikkavektori maakeskeisessé inertiaalikoordinaatistossa jalleen
r. Talloin yhtalon (3.1) tarkka versio on

- PF)E—T)
a,(r) = —G/7dr : (3.3)
: [ = }?
Koska V(1/||F — r*||) = —(F — ) /||F — ©*||?, voidaan sama yht&lo kirjoittaa myos
muotoon )
Lo p(r
: 7 — |

Maaritelladn sitten skalaariarvoinen funktio
. p(r")
|7 — 7|

ja kutsutaan tatd Maan gravitaatiokentdn potentiaaliksi. Gravitaatiokiihtyvyytta
kuvaava vektorikenttd a, saadaan suoraan sen gradienttina: a,(r) = VU(T). [34, s.
56; 56, 5. 144]

Edella olevissa yhtaloissé (3.3) ja (3.4) koordinaattivektorien ja -pisteiden on oltava
inertiaalikoordinaatistossa, jotta yhtalot patisivat. Samoin potentiaali U méariteltiin
inertiaalikoordinaatistoon. Geodesiassa eli maanmittausopissa on kuitenkin tyypil-
listd siirtya késitteleméan potentiaalia Maan mukana pyorivissd koordinaateissa.
Téassa on se etu, ettd Maahan sidotuissa koordinaateissa Maan tiheytta kuvaava
funktio p(r*), ja siten myos U, ovat stationddrisid eli ajasta riippumattomia. Sen
sijaan edelld oleviin yhtéloihin olisi oikeastaan pitanyt kirjoittaa p(r*,t), silla iner-
tiaalikoordinaatisto ja Maa pyorivit toisiinsa ndhden.

Gradientin koordinaatistoriippumattomuuden (2.8) takia inertiaalikoordinaatiston
gravitaatiokiihtyvyys on helppo laskea Maahan sidotun koordinaatiston potentiaalin
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avulla. Jos merkitdan inertiaalikoordinaatistoa kirjaimella I ja Maahan sidottua
koordinaatistoa kirjaimella E, niin

IIQo

ag1(T1,t) = Vii(EL 1) 2 RL()VeUs(Fe) = Ry;(t)&, k(Tr),

ja paikkavektori 'y saadaan laskettua yhtalosta
¥y = RyTL

Téssa tyossd kaytetddn inertiaalikoordinaatistona in(tg)-koordinaatistoa, jonka
akselit osoittavat niithin suuntiin, missa Maan mukana pyorivan in-koordinaatiston
akselit ovat hetkelld ¢,. Maahan sidottuna koordinaatistona E pitéisi tarkalleen
ottaen olla ITRS, mutta myos ef-koordinaatisto kiy, silla se eroaa vain hyvin vihan
ITRS:sta, miké todettiin kappaleessa 2.4.

Legendren polynomit

Potentiaalia U ei voida laskea suoraan kaavan (3.5) avulla, silla funktion p arvoja ei
voida mitata erikseen jokaisessa pisteessd Maan kuorella ja sisdlla. Niinpa kaava on
muokattava toiseen muotoon, erdanlaiseksi spektriesitykseksi.

Spektriesitystd varten tarvitaan Legendren polynomeja, jotka ovat hyvin tunnettu
ortogonaalisten polynomien joukko. Maééaritelladn Legendren polynomit P, (x)
generoivan funktionsa, (1 — 2zt 4 ¢?)~/2 Taylorin sarjakehitelmén kertoimiksi:

(1 —2at +t3)~V2 = ZP ot < 1 (3.6)

Sarjakehitelmé suppenee, kun |t| < 1.[2, s. 740] Sijoittamalla t = h/r ja x = sinf
saadaan kaava (3.6) muotoon

! = h
\/(1—2(h/r)sm9+ (h/r)?) :Z (sin6) < ) , kun |h| <.

Jos r ja 6 tulkitaan pallokoordinaatiston

xr = rcosfcoso
y = rcosfsing (3.7)
z = rsinf

koordinaateiksi, niin edelleen

1 1 = A"
= = P,(sinf). 3.8
Vi +y?+(z—h)2 Vr2—2rhsinf + h? z_% et (sinf) (3.8)
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Toisaalta funktion f(x,y,z) = 1/+/2? + y? + 22 Taylorin sarjakehitelmé pisteessi
(x,y,z—h) on [2,s. 336]

flx,y,z—h) = ! Z flw.y, 2 )

Vei+ g2+ (z—h n! oz"

n=0

Vertaamalla tata kaavaan (3.8), saadaan ratkaistua Legendren polynomeille esitys

P,(sinf) = prin CU (@, 2) i (1) 0" (1) ,

n! oz" n!  0zn
joka on yhtépitava mééritelman (3.6) kanssa.
Potentiaalin spektriesitys

Potentiaalin spektriesitys saadaan, kun laajennetaan lausekkeen (3.5) tekija 1/[|r} —
I'|| sarjakehitelméksi. Kosinilauseen ja méadritelméan (3.6) perusteella [2, s. 744]

01 -1/2
1 1 1 D) T2
= = =—|1—-2=cosy+ | —
|1 — To| \V/1? —2rrgcosy + 13 T 1 !
36) 1 o= [72\" o I - Ty
= — — ) P,(cosvy), missd cosy = . 3.9
T1nz:%<7"1) ( 7) ! rir2 ( )

Kuten aiemmin oli puhetta, ovat paikkavektorit r; ja rs nyt Maahan sidotuissa
koordinaateissa, joten vektoreiden komponentit x, y ja z voidaan esittaé pituuspiirin,
A, leveyspiirin ¢, seké etédisyyden r funktiona

X = TCOSEPCOoSA
Yy = rcospsinA (3.10)
z = rsing

noudattaen pallokoordinaatistoesitystéd (3.7). Merkitddn alaindeksilla 1 satelliitin
paikkaa kuvaavia koordinaatteja ja alaindeksilla 2 niitéd, jotka kuvaavat jotakin
Maan pistetti. Voidaan osoittaa [2, s. 796-799], etta nailld koordinaateilla seka vekto-
rien 17 ja 1o véliselld kulmalla v on yhteys

P,(cosvy) = 2(2 - 50m)ﬁ13nm(sm ©1) Pom(sin o) cos(m(A; — A2)). (3.11)

m=0

Téassd P, on Legendren liittopolynomi (associated Legendre polynomial), joka
madaritellaan .
m/2 d

an(u) = (1 - uz) dum

Po(u), (3.12)
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ja Opm on Kroneckerin delta. Yhtéloiden (3.9) ja (3.11) avulla potentiaalin U(r)
lausekkeessa (3.5) oleva integraali saadaan kirjoitettua muotoon

U= 9 p<f2>ZZ(Z—f) (2_5%)%%(@@1)-

n=0 m=0

P (sin @2) cos(m(Ay — Az))drs.

Edelleen, vaihtamalla integroinnin ja summauksen jarjestystéd, sekd kayttamalla
summakaavaa cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y) padstdin muotoon [34, s.
57]

L GMp S (Re\", . |
vy = My y (Tf) Pan(5i0101) (Crm c08(mAr) + S sin(mAr)) ,

r
(3.13)
missd ainoastaan kertoimet C,,, ja Sy, riippuvat Maan pisteesté (rq, Aa, ¢2):

n=0 m=0

Rg

Com = 2 — Som En — mi: / ( L )" P (sin g) cos(mAg) p(r's)drsy
( )
(

2 — Som (n —m)! " i
S = 0 Z - :;';“)' / (%) P (sin o) sin(mAg) p(s)drs.
Néamaé ovat vakioita ja siksi lausekkeen (3.13) potentiaali onkin vain satelliitin paikan

funktio.

Summalausekkeen (3.13) ensimméinen termi, missi m = n = 0, on pistemassan
gravitaatiota, eli yhtdlon (3.2) ensimmadistda termid, vastaava potentiaali. Loput
termit kuuluvat héairiosaan P.

Vakiot C,,, ja S, kuvaavat Maan massan jakautumista ja ne voidaan selvittaa
kokeellisesti. Nykyisistd gravitaatiomalleista 16ytyy naitéd kertoimia jopa yli 1000.
asteeseen ja kertalukuun saakka, mutta kertoimet pienenevét nopeasti asteen n
kasvaessa. Useimpiin tarkoituksiin riittdd, kun huomioidaan sellaiset kertoimet,
joiden asteluku on 8 tai pienempi. Talloin jaljelle jadvien kertoimien vaikutus satel-
litin paikkaan on jo hyvin pieni, noin 0.2 m viiden péaivan jaksolle [50].

Nyt kun haetaan laskennallisesti tehokasta algoritmia, on tamé 0.2 m viidesséa
péivéssd tarpeettoman hyvé tarkkuus, silla esimerkiksi Auringon séteilypaineesta
aiheutuvaa kiihtyvyyttd ei saada mallinnettua laheskadn néin tarkasti. Niinpé
huomioitavien termien astetta kannattaa vahentda kahdeksasta. Myos M. Poutanen
kirjoittaa [46], ettd GPS-satelliittien korkeudessa riittéisi ottaa huomioon kertoimet
vain 4. asteeseen saakka. Tarkastellaan sopivaa kertoimien méaaraa viela luvussa 5.

Koska geopotentiaalikertoimien suuruusluokan vaihteluvali on niin suuri, ilmoite-
taan kertoimet yleensi skaalattuna seuraavalla neliojuuritermilla:

{g:: } B \/(2—5%)((7;::?;@—771)! {g::]
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Néita normalisoituja geopotentiaalikertoimia on saatavilla 1dhteesté [44].

Gravitaatiokiihtyvyyden laskemisesta

Gravitaatiokiihtyvyys a,(r) saadaan, kun lasketaan geopotentiaalin gradientti
VU(r). Osittaisderivaattoja ei kuitenkaan ole tapana laskea suoraan kaavasta
(3.13), vaan summan termit ratkaistaan rekursiivisesti. Erilaisten rekursioalgorit-
mien vertailua l6ytyy artikkelista [8] ja téssd kerromme tarkemmin yhdesté niisté.
Algoritmin kehitti L. E. Cunningham vuonna 1970 [10] ja my6hemmin Métris yleisti
sen korkeamman asteen derivaatoille [35].

Maaritellaan palloharmoniset termat

Py (510 p) el
Tn—l—l

Y = (3.14)

Merkitsemalld palloharmonisen termin reaaliosaa V,,,, ja imaginaariosaa W,,,,
saadaan sarjakehitelmaélle (3.13) lauseke

n=0 m=0
= TRe |GMy i i R2(Chom — i.Spm) Yo
n=0 m=0

Tassa Re merkitsee reaaliosaa. Lausekkeen termit Y, voidaan laskea rekursiivis-
esti, jonka jélkeen niiden osittaisderivaatat 0Y,,,,/0x, Y., /0y ja 0Y,m/0z voidaan
esittda eri Y,,,,-termien lineaarikombinaationa. Tamé sadstad laskenta-aikaa silloin,
kun tarvitaan usean palloharmonisen termin derivaattoja.

Termien Y, rekursiokaavat seuraavat suoraan Legendren liittofunktioiden rekur-
sioista. Esimmaéisen rekursiokaava on

Prm (1) = (2m — 1)(1 — u*)Y2 Py 1 (u). (3.15)
Eulerin kaavan ja koordinaattiyhtaloiden (3.10) perusteella

x b Y " (g
7 COS T COS ™M cos™ @’

™ = (cos A\ +isin \)™ = (

joten palloharmonisislle termeille

imA
(3.15) , e ,
Yim = (2m —1)(1 —sin? )"/? . P1m-1(singp)
12 T+ iy eilm=1)A

= (2m—1)(1 —sin®p) P 1m-1(sing),

r2cosp M
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mistéa seuraa rekursiokaava

(2m — 1)(x +iy)

Ymm =

Ym—l,m—l- (316)

Talla saadaan laskettua ne termit, joille n = m, kun ldhdetdan liikkeelle arvosta
Yoo = 1/r. Loput Y, lasketaan toisen rekursiokaavan avulla

2 —1 —-11
- - Yn—l,m - w D) Yn—Z,ma (317)

n m T n m r

mika on johdettavissa Legendren liittofunktion rekursiosta

2n —1 —1
P72 Sing Proam(sing) — T2 Py g (sing).
—m n—m

P (sin ) =
Rekursio (3.17) pétee my6s kun n = m + 1, jos Y,,_o ,, asetetaan nolliksi.

Kun palloharmoniset termit on saatu laskettua yhtéaloiden (3.16) ja (3.17) avulla,
paastaan laskemaan niiden osittaisderivaattoja. Derivaattakaavojen johtaminen
tehdaan artikkelin [10] tavalla ja liikkeelle lahdetaan tarkastelemalla Legendren liit-
tofunktioiden P,,, ominaisuutta:

A ) ) () e

Yhtalon (3.18) vasen puoli on suoraan Y,,,:n mééritelmé. Operoidaan siihen
derivaattaoperaattorilla (0/0x + i0/0y):

Gogh - 5T
B <<n(+_11>) (—_<1n):+1>>! (ai+ a%) (ag) (1)

= - Yn—l—l,m—l—l- (319>

Tehdaan sitten sama toisella operaattorilla (0/0x —i0/Jy). Koska harmonisille
funktioille 9?/0x* + 9% /0y? = —0?/0z%, saadaan

(%_ij)y = (aaﬁsy)m(ai* %))m(m@)m (1)
T 1)m> (a *a%) (aﬁ) (1)

= (n—m+2)(n—m+1)Y,11m1, (3.20)

olettaen, ettd m > 0. Jos m = 0, ei kaava pade, mista syystéd saadaan derivaattojen
lausekkeisiin erikoistapaukset (3.21).
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Kayttamalla yhtaloita

0 1/0 .0 1/0 .0
o 5(%‘%)*5(%“@)
0 1 (0 .0 i (0 .0
ay 5(%‘%)‘5(%“@)

seké dsken saatuja tuloksia (3.19) ja (3.20), voidaan palloharmonisten termien osit-
taisderivaatoille x:n ja y:n suhteen kirjoittaa lausekkeet

Yom 1 1

" = 5(n —m+2)(n—m+1)Yorimo — §Yn+l,m+1
Do !
S = 5(n —m+2)(n—m+1) Y1 mo1 + §Yn+17m+1

Erikoistapauksessa m = 0 derivaatat ovat

oY, 0
ox

Y0
dy

=Re(—Yn111) Ja

=7Im (_Yn—i-l,l) . (321)

Lopuksi lasketaan viela derivaatta z:n suhteen. Se saadaan suoraan derivoimalla
yhtalon (3.18) oikeaa puolta. Tuloksena on

aY;ml,
0z

= (=1)(n —m+ 1Yy 1.

Tassa luvussa esiintyvien rekursioiden kédyton kanssa on oltava varovainen, jos
laskettavien termien kertaluku on hyvin suuri, vaikkapa luokkaa 10%. Mahdollisista
numeerisista ongelmista on kerrottu artikkelissa [17]. Jos taas kertaluku on riittévin
pieni, on rekursio stabiili, eli aiempaa termié laskiessa syntynyt pyoristysvirhe ei
tuota myohempiin termeihin merkittdvad virhetta. Jos kertaluku on 15, voidaan
olettaa, ettd merkitsevid numeroita menetetdan 2-3 kpl [50, s. 67]. Talloin 2-3
viimeista desimaalia voivat olla pyoristysvirhetta. Téssé tyossa rekursioiden kéytto
on turvallista, silla palloharmonisia termeja tarvitaan korkeimmillaan 8. kertalukuun
asti.

3.2 Kuu ja Aurinko

Toiseksi suurimmat héiriokiihtyvyydet aiheutuvat, kun Kuu ja Aurinko vetavét
satelliittia puoleensa. Samalla ne toki vetidvat myts Maata puoleensa, joten
on tarkasteltava, kuinka suuri kiihtyvyys satelliittiin aiheutuu suhteessa Maan
kithtyvyyteen. Valitaan jokin inertiaalikoordinaatisto, ja merkitdan sen paikkavek-
toreita kirjaimella p. Merkitddn maakeskeisen koordinaatiston paikkavektoreita
puolestaan kirjaimella ¥. Jos Maa ja Kuu oletetaan pistemassoiksi tai pallosym-
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metrisiksi, niin niiden yhteisvaikutuksesta satelliittiin kohdistuu gravitaatiokiihty-

Vyys
GMg GM .

Psat = _mrsat + m& - rsat)7

missd ¥ on Kuun ja r, satelliitin paikkavektori maakeskeisessé koordinaatistossa,
ja M on Kuun massa. My6s Maahan vaikuttaa Kuun gravitaatiokiihtyvyys

-, GM

Pmaa = Wru

joten satelliittin kiithtyvyys Maan suhteen on

-, -, - GMg r — T r
Psat = Pmaa = Ysat = _qigrsat + GM ( S _,S&t 3 T = 3) .
[ Fsa | ¥ — Taael® (7]

Téasséd ensimmaéinen termi on Maan gravitaatiosta aiheutuva kiihtyvyys ja jalkim-
méinen osa on haettu héiriotermi (katso yhtélo (3.2)). Merkitdan Kuun aiheuttamaa
hairiokiihtyvyytta ay,,. Sille saadaan lauseke

Fwy = GM ( Pl T ) . (3.22)

7 =Tl I

Auringon vastaava kaava saadaan korvaamalla Kuun paikkavektori ¥ Auringon
paikkavektorilla ja M Auringon massalla. Myo6s planeetoista aiheutuvat kiihtyvyydet
voidaan laskea talla kaavalla, mutta ne jatetaan huomiotta niiden pienuuden vuoksi.
52, s. 99]

Lahteen [46, s. 153] mukaan Kuun gravitaatio vaikuttaa satelliitin paikkaan noin 3
000 m vuorokaudessa ja Auringon gravitaatio noin 800 m vuorokaudessa. Luvussa 5
saadaan myos samaa suuruusluokkaa olevia arvoja, kun kokeillaan, paljonko ennus-
tusvirhe muuttuu, jos jatetdan Auringon ja Kuun gravitaatio huomioimatta.

Kuun ja Auringon paikkavektoreiden laskemiseen kaytetddn VSOP87-mallia (Varia-
tions Séculaires des Orbites Planétaires) [7]. Se on 80-luvulla kehitetty teoria planeet-
tojen ratojen laskemiseen. Planeetat kiertédviat Aurinkokunnan massakeskipisteen
ympéri ellipsin muotoisilla radoilla, mutta myos néiden ellipsien muoto ja suunta
avaruudessa muuttuu pikkuhiljaa erilaisten voimien vaikutuksesta, kuten satelliit-
tienkin rataellipsit. Liike tosin ilmenee vain hyvin pitkaé aikaa tarkastellessa, mista
tulee sana sekulaari (eng. secular).

Taivaankappaleiden rataellipsejé voidaan kuvata tassakin tyossé jo moneen kertaan
mainituilla Keplerin rataparametreilla, jotka sailyisivat vakioina ilman rataa hairi-
0ivia voimia. Poiketaan hieman kappaleen varsinaisesta aiheesta ja esitelladn ndma
parametrit lyhyesti. Parametreja on kuusi kappaletta ja niitd on havainnollistettu
kuvassa 3.1. Ensimmaiset kaksi, isoakselin puolikas a ja eksentrisyys e kuvaavat
ellipsin kokoa ja soikeutta. Seuraavat kolme parametria ovat kulmia, jotka kertovat
ellipsin suunnan avaruudessa, johonkin referenssitasoon ja -suuntaan nahden. Refe-
renssitasona voi olla esimerkiksi Maan ekvaattoritaso ja referenssisuuntana péivan-
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tasaupiste. Kulmista ensimméinen, inklinaatio ¢ kertoo ellipsin tason kaltevuuden
referenssitasoon nahden. Nousevan solmun pituus €2 kertoo ellipsin ja referenssitason
leikkaussuoran suunnan ja perihelin argumentti w kertoo leikkaustason ja isoak-
selin puolikkaan vélisen kulman, eli mihin suuntaan avaruudessa ellipsi on litistynyt.

Kuudes parametreista on keskianomalia M, mité ei ole merkitty kuvaan, silla se ei
w_/
Kuva 3.1: Keplerin rataparametrit a,e,,) ja w. Kirjaimella T on merkitty sitd

ole geometrinen suure. Se kertoo, missé kohden ellipsirataa kappale on menossa.
‘\
. \
referenssitaso Vo
/é’ A
puolisuoraa, joka kertoo referenssisuunnan referenssitasolla.

/- ea
—
. W

VSOP-mallissa rataparametrit on ilmaistu ajan funktiona. Mukaan otetaan useita
termeja, jotka kuvaavat eri hairidvoimia. Rataparametrit ovat optimaalinen tapa
ratojen kuvaamiseen, silld ne sailyvat ldhes vakioina. VSOP-malli tarjoaa kuitenkin
mallit my6s muunlaisille koordinaateille. Kaytetdan téssa nyt malleja VSOP87TA
ja VSOPSTE, jotka kertovat taivaankappaleiden paikat suoraan suorakulmaisessa
koordinaatistossa. Suorakulmainsen koordinaatiston x-akseli osoittaa kevatpéivan-
tasauspisteeseen epookilla J2000.0 ja zy-tason on yhteneva Maan ratatason kanssa.

Sanotaan, ettd koordinaatistot ovat ekliptisia. VSOP87A-mallissa koordinaatiston
origo on Aurinko ja VSOP87E mallissa Aurinkokunnan massakeskipiste.

VSOPS87-malliin kuuluvat taulukot on saatavilla verkossa esimerkiksi lahteesté
[59]. Kaytetaan Eran O. Ofekin toteuttamaa koodia [43] paikkakoordinaattien
laskemiseen naistda VSOP-tauluista. Koodiin kuuluu myds muunnosmatriisi, jolla voi
muuntaa ekliptiset eli ratatasoon perustuvat koordinaatit ekvatoriaalisiksi. Taman
munnoksen jialkeen VSOP8TA ja VSOPSTE -mallien koordinaatistot ovat melkein
luvussa 2 kuvatun ICRS-koordinaatiston mukaisia: z-akseli osoittaa epookin J2000.0
tasuspisteeseen ja xy-taso on saman epookin ekvaattoritaso, ainoastaan origot
poikkeavat.

Merkitdan néitda VSOP87A ja VSOPS8TE malleilla saatuja koordinaatteja, jotka
on muunnettu ekvatoriaalisiksi merkinnéin ry ja rg. Merkitddn yldindeksiin sen
taivaankappaleen tunnus, jonka paikkakoordinaatit ovat kyseessd. Tésséd tarvitaan
nyt seuraavia: Ty, FR ja FAY, missd emb (Earth-Moon barycenter) tarkoittaa
Maan ja Kuun yhteista massakeskipistetta. Kuun koordinaatteja ei ole suoraan

VSOP-taulukossa, mutta ne saadaan laskettua naiden avulla.
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Lasketaan aluksi Maan ja Kuun massakeskipisteen paikka E-koordinaatistossa

—emb __ Zemb —aur
rg =Ty +TIg,

minké jilkeen Kuun paikka Aurinkokunnan massakeskipistekeskeisessé koordinaa-
tistossa E voidaan laskea seuraavasti:

—kuu (ME + M) F}%mb - MEfglaa

I'E — M .

Y14 oleva kaava seuraa suoraan artikkelin [7] kaavasta

BE = —X_EM,

missa BE on vektori emb:sta Maahan, EM on vektori Maasta Kuuhun ja x4 on Maan
ja Kuun massojen suhde M /Mg.

Nyt kun Kuun paikkakin on selvilla, tarvitsee enaé siirtdd koordinaatiston origo
Maan massakeskipisteeseen:

—kuu _ =zkuu —maa
Tycrs = Tg —TIg

-Jaur _ —Jaur >maa
T'ncrs = Tg —TI'g -

Tuloksena saatiin Kuun ja Auringon paikkavektorit ICRS-koordinaatistossa, mikéa
onkin tuttu koordinaatisto luvusta 2.

3.3 Auringon sateilypaine

Kolmanneksi suurin satelliitin rataa hairitseva tekija on Auringon séteilypaine.
Sen aiheuttamaa kiihtyvyyttda on vaikea madrittad, silla satelliitin muoto on
monimutkainen ja eri osat absorboivat ja emittoivat sateilya eri lailla. Lisédksi
voiman suuruuteen vaikuttaa satelliitin suuntaus avaruudessa, satelliitin massa, seka
Auringon séteilyn intensiteetin heilahtelut.[50, s. 43] Valilla satelliitti joutuu myos
Maan tai muun taivaankappaleen varjoon, jolloin sateilypaineen vaikutus katkeaa
hetkeksi [34, s. 80]. Naistd syistd séteilypaineelle on vaikea muodostaa tarkkaa
mallia. Se onkin yksi niistd pullonkauloista, jotka rajoittavat ennustuksen tark-
kuutta luvun 5 testeissa.

Johdetaan seuraavaksi tdméan tyon tarkoituksiin soveltuva hyvin yksinkertainen
sateilypainemalli, miké 16ytyy kirjasta [34]. Olkoon Auringosta ldhtevien fotonien
aiheuttama paine Py ja olkoon satelliitin aurinkopaneelien pinta-ala A. Jatetaan muu
satelliitin ala huomiotta ja oletetaan myos, ettéd aurinkopaneelit ovat kohtisuorassa
Auringon séteitd vastaan. Kun fotonit absorboituvat alaan A, niin ne pysdhtyvét.
Siis ajanjakson At aikana niiden yhteenlasketun litkemé&arédn muutos on

AP = P AAt Gy, (3.23)
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missé €,,, on yksikkovektori satelliitista Auringon suuntaan. Satelliitin liilkeméaéran
muutos on sama, mutta vastakkaisuuntainen, ja satelliittiin kohdistuva voima
saadaan liikemadrian aikaderivaattana:

— d_'
Fo = —d—p = —PjA & (3.24)

Jos fotonit absorboitumisen sijaan heijastuvat pinnasta A, niin niiden yhteenlas-
kettu liikemadra muuttuu vastakkaismerkkiseksi. Talloin liikeméaran muutos on
kaksinkertainen verrattuna absorboituvien fotonien liikemédardén (3.23) ja myos
satelliittiin vaikuttava voima kaksinkertaistuu:

—

Femit = —2P; A &y (3.25)

Kirjoitetaan sitten sateilypaine tarkempaan muotoon merkitsemélla sateilypainetta
Maan etéisyydella Py:lla. Séateilypaine kasvaa ja vihenee suhteessa etdisyyden
nelioon, joten

(3.26)

missé 7., on satelliitin etaisyys Auringosta ja AU on astronominen yksikkod, Maan
keskiméardinen etaisyys Auringosta.

Merkitaan aurinkopaneelien heijastuskerrointa kirjaimella e. Heijastuskerroin kertoo
emittoituvien fotonien osuuden, jolloin absorboituvien osuudeksi jaéa 1 — e. Olkoon
satelliiitin massa m. Kéayttden lausekkeita (3.24)-(3.26) saadaan séteilypaineen
aiheuttamaksi kiihtyvyydeksi

1-— ]-?‘as ﬁomi A 2A
(1 —€)Faps +¢ Lo P (146 U_éaur-

2
m Taur

~ _
QAasp =

Nyt ongelmana on enaé se, ettd kaikille kaavassa oleville vakiolle ei ole tiedossa
tarkkoja arvoja. Etenkin heijastuskerroin, satelliitin pinta-ala ja massa saattavat
hyvinkin vaihdellla satelliitista toiseen. Taméan takia asetetaan vakioille mahdol-
lisimman realistiset arvot, ja lisataén lausekkeen eteen vakiokerroin «, jonka arvo
estimoidaan kullekin satelliitille sopivaksi. Estimoinnista kerrotaan lisaé luvussa 3.4.

Kaavassa esiintyville vakioille kiytetadn téassi tyossa taulukon 3.1 arvoja. Satel-
liitin massa ja aurinkopaneelien ala on otettu kirjasta [26, s. 776-777], muut teok-
sesta [34]. Massa on satelliitin arvioitu massa, kun se on kiertoradallaan. Ennen
laukaisua avaruuteen massa on toki suurempi suuren polttoainemédrin vuoksi.
Suluissa oleva tunnus IIR kertoo, mista satelliittisukupolvesta, eli blokista, on kyse.
Kirjoitushetkelld, lokakuussa 2009 taivaalla olevista satelliiteista 12 kpl kuuluu
sukupolveen IIA, jotka ovat véhitellen jo poistumassa kéytostda. Loput 20 kpl
kuuluvat my6hempéén IIR sukupolveen [58]. Niinpa valitaan ITR-satellliitin massa
oletusmassaksi. Estimoitava parametri a korjaa sitten téstékin oletuksesta syntyvéa
virhettéd, kun estimointi tehdéan erikseen kullekin satelliitille.
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Taulukko 3.1: Sateilypainelausekkeen vakioita

Py | e | AU | A | m
4.56-107% Nm~2 | 0.21 | 149 597 870.691 km | 13.4 m* (IIR) | 1075 kg (IIR)

Parametrin « lisédksi otetaan séteilypainelausekkeen eteen viela toinenkin parametri,
varjostusfunktio A. Sen arvo on useimmiten 1, mutta satelliitin joutuessa Maan
varjoon tulee parametrin arvoksi nolla. Naiden vélissa on lisdksi siirtymévaihe 0 <
A < 1, jolloin satelliitti on penumbrassa eli puolivarjossa. Parametrin arvo saadaan
laskettua, kunhan tiedetan satelliitin seké Auringon sijainti Maahan ndhden. Varjos-
tusfunktiosta voi lukea kirjasta [34, s. 81-83]. Varjostustermin ja parametrin a kanssa
saadaan sateilypaineen aiheuttamalle kiihtyvyydelle lauseke

2
AV A o (3.27)

é’asp:—a)\Po (1+€) 2

3.4 Parametrin estimointi

Kalmanin suodin

Tarkastellaan systeemié, jonka tilaa voidaan kuvata vektorin X € R™ avulla.
Systeemin tilaa ei tiedetd tarkasti, joten sitd mallinnetaan satunnaismuuttujalla.
Esimerkiksi alkuajanhetkelld tilaa X(t;) = X, voidaan kuvata sen odotusarvon
E(Xy) = X, sekéi kovarianssimatriisin

P, =E ((io — %) (R — io)T>
avulla, mika kuvaa hajonnan suuruutta.

Alkuhetken ¢, jélkeen systeemin tila alkaa muuttumaan tilamallin

gl

X, = f(Xp—1) + Wi, (3.28)
mukaisesti. Téssd on merkitty X(t) = X;, ja Wy on satunnaismuuttuja, joka kuvaa
mallin epavarmuutta. Samaan aikaan vastaanotetaan mittauksia, joiden tilariippu-
vuutta voidaan kuvata mittausmallin

—

Yi = h(Xy) + Vi
avulla. Satunnaismuuttuja vy kertoo mittausvirheen.

Suodatusongelmaksi sanotaan tehtavad, jossa yritetddn ratkaista systeemin
todellinen tila kohinaisten mittausten ¥y} perusteella. Kalmanin suodin on algo-
ritmi sellaisen suodatusongelman ratkaisemiseksi, missé seka tilamalli ettd mittaus-



LUKU 3. SATELLIITIN LIIKEYHTALO 36

malli ovat lineaarisia, eli muotoa f_"(ik_l) = FX,_; seka H(ik) = HX, ja jossa
virheet W, ja V ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita. Kalmanin suotimen
ideana on laskea epévarman alkutilan aikaevoluutiota tilamallin (3.28) perusteella,
mutta aina mittauksen saapuessa paivittad tilan odotusarvoa ja kovarianssimat-
riisia mittauksen mukaan. Kunkin ajanhetken ¢; tilaestimaattiin vaikuttaa alkutilan
liséksi kaikki siithen asti vastaanotetut mittaukset. Nain lasketuissa tilaestimaateissa
on kéytetty mahdollisimman hyvin hyodyksi kaikki saatavilla oleva mittausinfor-
maatio. Kalmanin suotimen algoritmin voi 16ytaa suodatusta tai estimointia késit-
televista kirjoista, kuten [22, s. 198-199] tai [53, s. 128-129].

Kalmanin suodinta voidaan kayttad myos estimointiin. Esimerkiksi tilamallin
funktio f saattaa riippua tuntemattomista parametreista. Talloin parametrit p
liitetdan tilavektorin jatkoksi: (X7,p?)T. Tilan aikaevoluutiota lasketaan aivan
kuten suodatuksessakin ja korjataan saapuneiden mittaustulosten mukaan. Onnis-
tuneessa estimoinnissa parametrit p suppenevat kohti sellaisia arvoja, etta tila-
funktio £ (X, p) sopii mahdollisimman hyvin tiedossa oleviin mittaustuloksiin yy.

Estimointi laajennetulla Kalmanin suotimella

Perinteinen Kalmanin suodin on tarkoitettu lineaarisille suodatusongelmille, mutta
vastaavia algoritmeja on kehitetty myos epéalineaaristen ongelmien ratkaisuun. Eras
tallainen algoritmi on laajennettu Kalmanin suodin (eng. extended Kalman filter),
joka toimii kuten Kalmanin suodin, mutta epalineaarisia tila- tai mittausfunk-
tioita approksimoidaan linearisoimalla funktio aina kunkin ajanhetken tilaesti-
maatin suhteen [14, s. 170; 47, s. 19; 53, s. 400]. Tehdyn approksimaation takia
laajennettu Kalmanin suodin ei vélttamétta suppene ja saattaa jopa supeta kohti
vaaraa arvoa [1, s. 47; 22, s. 347-349]. Monesti se kuitenkin antaa hyvia tuloksia.
Kerrotaan seuraavaksi tarkemmin, kuinka séteilypaineparametri o saadaan esti-
moitua laajennettua Kalmanin suodinta kayttaen.

Tilavektori koostuu téssé tapauksessa paikkamuuttujista ', nopeuksista v sekéa esti-
moitavasta parametrista o:

<l Ry

X =

Q

Satelliitin alkutilan paikka ja nopeus saadaan satelliitin efemeridistd. Kéytetadn
tassd Broadcast-efemeridia tarkempaa Precise-efemeridid 1éhteesté [40]. Paramet-
rille asetetaan alkuarvo a = 1. Alkutilan kovarianssimatriisi pitda myos arvioida, ja
téssd tapauksessa arvio saadaan kaytetyn efemeridin tarkkuudesta. Parametrin o
varianssiksi voidaan laittaa jotain suurta suppenemisen nopeuttamiseksi.
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Kappaleissa 3.1-3.3 on esitelty voimia jotka satelliittiin vaikuttavat, seké lausekkeita
niiden aiheuttamille kiihtyvyyksille. Jos satelliitin kokonaiskiihtyvyytta merkitaén
a(X,t), niin tilan aikaevoluutio noudattaa differentiaaliyhtaloa

Cb—{' ‘7 (i)4:6
| iz | = daxt | =gx ). (3.29)
dt 0 0

Tilamalli on tdmén perusteella

t . .
R(th) = Koyt + / ER A+ W = E(Rr) - W, W~ N (@ Q)

te—1

missé w kuvaa tilamallin virhetta ja Q on sen kovarianssimatriisi. Tilamallin virhe
syntyy siita, ettéd kaikkia satelliittiin vaikuttavia voimia ei ole voitu huomioida. Virhe
ei valttamatta ole normaalijakautunut, vaikka téssa niin oletetaankin.

Mittaukset saadaan tésséd tapauksessa satelliitin precise-efemeridistd. Mitataan nyt
ainoastaan paikkaa, jolloin mittausmalli on

—

Vi =h(X,) +V=R)i3 +vV=H%,+V, v~N(OR),
ja kerroinmatriisi H = ( [3x3 ‘ 03x4 )

Mittausmallissa ja tilamallissa esiintyvien matriisien ja funktioiden liséksi laajen-
nettu Kalmanin suodin tarvitsee matriisin ®. Maaritelladn ® sellaiseksi matriisiksi,

etta q g
_dg8 : —
dtq)(t’T)_ d)_(,‘I)(t,T), ja. ®(r,7) =1, Vr.

Téssa funktio g on sama kuin yhtélossa (3.29). Jos g olisi lineaarinen funktio, eli
g(X,t) = G(t)X, niin matriisi ®(¢,7) olisi ns. tilansiirtomatriisi, jolla kertominen
muuttaa tilan X(7) tilaksi X(¢). Nyt kun g on epalineaarinen, niin tilansiirto-
matriisi lasketaan varsinaisen funktion g sijaan sen lineaariselle approksimaatiolle.
Linearisoinnista voi lukea tarkemmin kirjallisuudesta [22, s. 272-273].

Laajennetussa Kalmanin suotimessa tarvitaan kullakin iteraatiolla matriisi
®(ty,tr_1). Se saadaan, kun ratkaistaan numeerisesti differentiaaliyhtélo

d dg(R(1),t
aq)(tkatk—l) = %‘I’(tkatk—l)a

alkuehdolla ®(t_1,t;_1) = I. Kuten jo aiemmin mainittiin, tehdaan laajennetussa
Kalmanin suotimessa linearisointi aina uusimman tilaestimaatin suhteen. Siksi funk-
tion g derivaatta lasketaan vertailukéyralla X, joka on differentiaaliyhtalon

dx(t)

S gk,
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ratkaisukayré, kun alkuehtona on kéytetty uusinta tilaestimaattia }ic'k_l. Merkitdan
matriisia ®(x, tx_1) jatkossa ®,_1, eli indeksind sen tilanestimaatin indeksi, jota on
kaytetty matriisin laskemiseen.

Kirjoitetaan sitten varsinainen algoritmi. Se on laajennetusta Kalmanin suotimesta
versio, jonka tilamalli on jatkuva ja mittausmalli diskreetti. Téllainen 16ytyy
ldhteistd [22, s. 278] ja [53, s. 405]. Lisaksi tdssd on oletettu mittausfunktio
lineaariseksi. Epdlineaarisessa tapauksessa pitédisi H:n paikalle kirjoittaa mittaus-
funktion derivaatta vertailukayralla )%(t), paitsi posteoritilaa X, laskiessa, sill silloin
se ei ole tarpeen.

Algoritmi 3.4.1 (Laajennettu Kalmanin suodin). Lasketaan ensin seuraavat
ennusteet, priori-estimaatit

A ~ tk 7

5{’,; = fk_1+/ g(f,t) dt
th—1

P, = &,,P,®] ,+Q

Sitten korjataan ennustetta saapuneen mittaustuloksen mukaan. Saadaan posteriori-
estimaatit X, ja Py.

K, = P,HT (HP;H" +R)
X, = %X, + K, (yk - Hig)
P, = I-KHP; (I-KH) +KRK/

Estimoinnin tuloksia

Parametri a estimoitiin satelliiteille Algoritmia 3.4.1 kéyttden. Tarvittaville kovari-
anssimatriiseille Py, Q ja R kokeiltiin erilaisia arvoja, ja valittiin kokeilluista matrii-
seista sellaiset, joilla estimointi suppeni nopeimmin. Estimoinnissa kéytetyt kovari-
anssimatriisit 16ytyvat Liitteestd A.

Kuvan 3.2 vasemmanpuoleisesta kuvaajasta nakyy, kuinka parametri o suppenee
ajan mukana. Estimoinnin mittausdatana on kiytetty satelliittien Precise-efemeridia
GPS-viikon 1500 alusta 16 paivad eteenpéin. Tulokset on esitetty vain 3 satelliitille
esimerkin vuoksi, mutta suppeneminen tapahtui muillekin satelliiteille. Parametrin
suppenemiskédyraan jai pienté oskillointia, joten estimoinnin lopputulokseksi valittiin
viimeisen a-arvon sijaan kolmen viimeisen vuorokauden keskiarvo. Estimoidut arvot
vaihtelivat hieman satelliitista toiseen, suurinpiirtein valilla 1.3-1.5. Parametri oli
kuitenkin kaikissa tapauksissa selvisti oletusarvoa o = 1 suurempi.

Kuvan 3.2 oikeanpuoleisessa kuvaajassa on pyritty selvittdaméan, pysyyko esti-
moitu parametri samana pidemmallé aikavalilld. Siind estimointi on tehty vasem-
manpuoleisen kuvan tavalla usealle 16-péivan ajanjaksolle. Ajanjaksojen alkuhetket
on valittu vuoden 2008 alun ja vuoden 2009 lokakuun véliseselté ajalta, miké vastaa
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1.6
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Kuva 3.2: Vasemmalla: Parametrin o suppeneminen kolmelle eri satelliitille. Fsti-
moinnissa on kdytetty mittausdatana satelliitin Precise-efemeridid GPS-vitkon 1500
alusta 16 pdivdda eteenpdin. PRN (Pseudo Random Number) on luku, jolla vastaan-
otin erottaa satelliitit toisistaan. Oikealla: Estimoinnin tuloksia 16-vuorokautisen
mittausdatan alkuhetken funktiona. Satelliittisukupolvien IIR ja ITA vdlilla on selvd
ero.

GPS-viikkoja 1460-1550. Estimoidut arvot on piirretty kuvaan pisteind, ja aina
saman satelliitin pisteet on yhdistetty toisiinsa viivalla. Tulosten joukosta on pois-
tettu selvasti virheelliset arvot, joiden syyna voivat olla esimerkiksi ohjatut ratakor-
jaukset (Katso kappale 3.5) tai satelliitin siirtyminen Maan varjoon.

Oikeanpuoleisesta kuvaajasta ndhdadn, etta satelliittisukupolvien IIR ja ITA
parametreilla on selked ero. Niinpa mallissa tulisi kayttad erilaista séteily-
paineparametrin arvoa riippuen satelliitin blokista. Toisaalta, parametrin arvo
vaihtelee myos yksittéisestéa satelliitista toiseen, joten lasketaan varmuuden vuoksi
parametri erikseen jokaiselle satelliitille, eikd vain kahdelle blokille. Kunkin satel-
liitin parametri vaihtelee hieman ajan funktiona, joten lasketaan satelliittikohtaiset
aikakeskiarvot. Tulokset on kirjattu taulukkoon 3.2 ja ne ovat kaytossa tamén tyon
voimamallissa.

Taulukko 3.2: Satelliittikohtaiset parametrit o
PRN | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

o - 1481133134133 |1.33|1.44|1.33|1.33| 133|148

12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
1441149 1149|146 | 148|143 1149|147 |1.48|1.46|1.48

23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
1011136 | 1.34 | 1.33 | 1.33 | 1.46 | 1.42 | 1.33 | 1.45 | 1.35

Parametrien arvoihin liittyen on huomattava, etté ne patevat ainoastaan sille tietylle
satelliitille, jolle arvo on estimoitu. Kun GPS-jarjestelman satelliitteja paivitetaén,
otetaan jokin vanha satelliitti pois, ja siirretdén sen PRN-numero jonkin uudemman
satelliitin tunnusluvuksi. Nain taulukon 3.2 arvot ovat totuudenmukaisia nimen-
omaan GPS-viikkojen 1460-1550 aikana, eika niitd muulloin ole jarkeva kayttaa.
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Kulloinkin kéytossa olevista satelliiteista, uusien satelliittien kayttoonotosta ja pois-
tamisesta loytyy tietoa lahteesté [58].

3.5 Muut hairiot

Taulukossa 3.3 on lueteltu satelliittiin vaikuttavia voimia, seka niille tyypillisia
kithtyvyyksia. Lisdksi on listattu voiman vaikutus satelliitin paikkaan vuorokauden
mittaisessa ennustuksessa. Kiihtyvyyksistd ei voi suoraan padtella paikkavirhetté,
silla myo6s voiman suunta vaikuttaa virheen suuruuteen. Taulukon 3.3 arvot on
koottu léhteisté [62] ja [46, s. 153], ja ne patevit ainoastaan GPS-satelliittien etaisyy-
delld, noin 26 000 km paassda Maan massakeskipisteestda. Taulukossa ensimmaéisené
oleva Maan gravitaation Ypo-termi tarkoittaa sitd osaa gravitaatiosta, joka vastaa
summan (3.13) termid n = 0 ja m = 2.

Taulukko 3.3: Satelliittiin vaikuttavia voimia. [46, s.153; 62]

Voima Kiihtyvyys | Virhe paikassa
[m/s’] [m/vrk]

Maan gravitaation Ypo-termi 1.0 -10~* 10 000

Kuun gravitaatio 3.9 -10°¢ 3 000

Auringon gravitaatio 1.0 1076 800

Muut Maan gravitaatiotermit 3-10°7 200

Auringon séateilypaine 7.2-1078 200

Sateilypaine, "y-bias' 5-10710 2

Maasta heijastunut sateily 4 -10710 0.03

Suhteellisuusteoreettiset ilmiot 310710 0.01

Vuorovesi, kiinted Maa 1-107° 0.3

Vuorovesi, meret 5-1078 0.04

Venuksen gravitaatio 1.1-1071°

Jupiterin gravitaatio

[lmakehén vastus

Sahkomagneettiset vuorovaikutukset

Ohjatut ratakorjaukset

Téassa tyossa otetaan huomioon taulukon 3.3 viisi ensimmaéista voimaa ja loput
jatetdan huomiotta niiden pienuuden vuoksi. Kerrotaan silti lyhyesti myos muista
voimista. Ensimméisend listassa on y-bias, mika liittyy Auringon séateilypaineeseen.
Kappaleessa 3.3 kuvattu siteilypainemalli oletti, etté aurinkopaneelit ovat kohtisuo-
rassa Auringon séteitd vastaan. Todellisuudessa ne ovat hieman vinossa, misté
aiheutuu toisen suuntainen séteilypainekomponentti. Y-biaksen lisdksi Auringon
siteilypaine vaikuttaa kolmannellakin tavalla: Maasta heijastuneena sateilyné.
Tama sateily lahtee Auringosta, mutta osuessaan Maan ilmakehédén, se heijastuu
edelleen kohti satelliittia. Télla voimalla on enda hyvin pieni vaikutus satelliitin
paikkaennusteeseen. [50]
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Satelliitin liikeyhtdlon muodostamisessa kaytettiin perinteistd Newtonin fysiikkaa,
ja jatettiin suhteellisuusteoreettiset ilmitt huomiotta. Téasta aiheutuva paikkavirhe
on vain senttimetrin luokkaa, mutta tarkimmissa ennusteissa namaékin ilmiot otetaan
huomioon [34, s. 111]. Seuraavana listassa olevat vuorovesi-ilmiot syntyvéit, kun seka
meret, etta kiinted Maa muuntuu hieman eri muotoon riippuen Kuun tai Auringon
sijainnista.

Lausekkeen (3.22) perusteella laskettiin Kuun ja Auringon aiheuttamat gravitaatio-
kiihtyvyydet. Vastaavaa lauseketta voidaan kéyttda myos planeetoista aiheutuvien
gravitaatiokiihtyvyyksien laskemiseen: Venus ja Jupiter ovat ne kaksi planeettaa,
joilla on suurin vaikutus satelliitin rataan. Myos ilmakehan vastus jatetaan tyypil-
lisesti pois laskuista, kun késitelladn GPS-satelliitteja, silla 26 000 km etaisyydella
ilmakehén tiheys on jo erittain pieni.

Satelliitit ovat sahkoisesti varautuneita, silld ne térmailevat ioneihin ja elektroneihin,
ja sen vuoksi Maan magneettikenttd vastustaa satelliitin liikettd. Tata on kuitenkin
vaikea mallintaa, eikd voima ole kovin suuri, joten se jatetdan tarkemmissakin
sovelluksissa huomiotta. Viimeisené listassa on viela ohjatut ratakorjaukset. GPS-
satelliittien rataa korjataan silloin talloin, jotta satelliitit sailyttéisivat sen asetelman
taivaalla, miké niille on suunniteltu. Téallaisen ratakorjauksen aikana satelliitin rataa
ei voida ennustaa. [50]



Luku 4

Liikeyhtalon numeerinen ratkaisu

Luvussa 3 tarkasteltiin satelliittiin vaikuttavia voimia ja valittiin niista tarkeimmat:
Maan gravitaatio, Auringon ja Kuun gravitaatio, sekd Auringon séteilypaine
mukaan malliin. Jos merkitdin nédiden kolmen voiman yhteisvaikutusta ﬁ, satel-
liitin paikkavektoria r ja massaa m, saadaan liikeyhtéloksi

= Qg + Auu + Aqur + Aasp -

=y
I
S

Tama on muotoa ) '
r=a(trr), (4.1)
eli 2. asteen differentiaaliyhtdlo. Kiihtyvyyskenttien lausekkeista (3.3), (3.22) ja

(3.27) nahdédén kuitenkin, ettd ne riippuvat paikasta r, ajasta t, mutta eivit satel-
liitin nopeudesta. Niinpa yhtélo (4.1) yksinkertaistuu muotoon

r = a(t,F). (4.2)

Taméa on helpompi tunnistaa kolmen 2. asteen differentiaaliyhtalon ryhmaksi, kun
kirjoitetaan se vektorimerkintojen sijaan komponenteittain, eli

T =a.(t,x,y,2)
Y= ay(ta z,y, Z) (4'3)
Z=ua,(t,x,y, 2).

Suurin osa differentiaaliyhtéloiden numeerisista ratkaisijoista on tehty 1. astetta
olevien yhtéloiden ratkaisemiseen. Néité ratkaisijoita varten yhtéaloryhmaé (4.3) pitaa
ensin muuntaa 1. asteen differentiaaliyhtaloryhméksi. Se onnistuu ottamalla kéyt-
t66n kolme lisimuuttujaa v = (v,,v,,v,)” ja merkitsemélld 1. asteen derivaattoja
Z, ¥ ja z niilla. Saadaan ensimméisen asteen differentiaaliyhtéloryhma

(5)-(aln)
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missd on nyt kaksi kertaa niin paljon dimensioita, kuin alkuperdisessa 2. asteen
differentiaaliyhtaloryhmaéssa.

Tassa Luvussa esitellian numeerisia integrointimenetelmia satelliitin liikeyhtalon
ratkaisemiseksi. Kappale 4.1 kasittelee Rungen ja Kuttan menetelmié, jotka ovat
paljon kéytettyja 1. asteen differentiaaliyhtéiloiden ratkaisualgoritmeja. Luvussa 4.2
esitelladn menetelmé, joka on erityisen tehokas muotoa (4.2) olevien 2. asteen diffe-
rentiaaliyhtaloiden ratkaisuun. Luvun 4 viimeisissa osioissa vertaillaan eri ratkaisi-
joita keskendan ja valitaan sopivan pituinen aika-askel.

4.1 Rungen ja Kuttan menetelmat

Rungen ja Kuttan menetelmét on tarkoitettu alkuarvoprobleeman

y(t) = £(t, (1), F(to) = o (4.5)

ratkaisemiseen. Algoritmin ideana on selvittaa annetun alkuehdon y(to) perusteella
systeemin tila aika-askeleen h paasta. Tamé haettu ¥ (to+h) voidaan esittaa funktion
f integraalin avulla:

to+h .

Flto + h) = F(t2) = 5o + / (¢, (1))t (4.6)

to

Rungen ja Kuttan menetelmé on siis keino approksimoida yhtélon 4.6 integraalia.

Merkitédén saatua tulosta y;. Toistamalla algoritmi uudelle alkuehdolle y(t1) = ¥,
saadaan ratkaistua tila ¥ seuraavana ajanhetkené, eli y5. Néin jatketaan, kunnes
paastaan haluttuun ajanhetkeen t, saakka. Seuraavassa on kuvattu kuinka yksi
iteraatiokierros tapahtuu:

Algoritmi 4.1.1 (Rungen ja Kuttan menetelmé). Merkitian kirjaimella s koko-
naislukua, joka kertoo menetelmdn vaiheiden mddrdin. Olkoon a;; sekd b;, missd
1,7 = 1,...,s reaalilukuja ja olkoon c¢; = Zj.:l a;j. Tdlloin s:n vaiheen Rungen ja
Kuttan menetelma laskee arvon ¥, = ¥(to + h) seuraavasti:

ki = f(to. o)
ky, = F(150 + coh, Yo + ha21E1)
Eg = ?(to + Cgh, }7'0 + h(a31E1 -+ a32E2))
Es - f“(2(:0 + Csha S;O + h(a81E1 +...+ as,s—lEs—l))
1= Vo+h> bk
i=1

(15, s. 25; 16, s. 134; 34, s. 120]
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Algoritmin 4.1.1 avulla voidaan muodostaa joukko Rungen ja Kuttan menetelmié,
kunhan valitaan kertoimet a;; ja b; eri tavoin. Kun halutaan esittda jokin tietty
menetelmé, annetaan sen kertoimet yleenséd Taulukon 4.1 muodossa [16, s. 135].
Samassa taulukossa oikealla on myos yhden menetelméan kertoimet esimerkkina.
Kutsutaan tiatd menetelmid RK3 - menetelmaéksi, silla sen kertaluku on kolme. Ta4méa
tarkoittaa sité, ettd epayhtalo

I¥(t1) — vi1|| < CAPT, CeR

toteutuu, kun p = 3. Talloin oikean tilan y(¢;) ja algoritmin antaman approksimaa-
tion y; Taylorin sarjat ovat yhtenevit kolmannen asteen termiin saakka.

Taulukko 4.1: Vasemmalla: Runge-Kutta -menetelman kertoimet esitetadn yleensd
taulukon muodossa. Oikealla: Esimerkkind kolmatta kertalukua oleva Bogacki-
Shampine -menetelm.

0 0
Ca | 21 1 1
c3 | az1 a3z 2 2
3 3
1 0 1
Cs | Qg1 ((F9) to g s—1 RK3 2 3 4
by b b b 9 99
1 2 s—1 s

4.2 Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelma

Toisen asteen differentiaaliyhtilon r = a(t,r, F) alkuarvoprobleema voidaan
ratkaista Rungen ja Kuttan algoritmilla 4.1.1, kunhan se ensin muokataan muotoon
(4.5). Kuten Luvun johdannossa kerrottiin, on tila télloin y = (¢, v7)? ja funk-
tiona f on

2 2o \%
f(tay) :f(t,r,v) = ( —»(t F F) )7

a

jolloin alkuarvoprobleema néyttaéa seuraavalta:

(5)=Caurn ) v

Kun Rungen ja Kuttan menetelmad sovelletaan tahén, saadaan

I
=l

0
0-

<iome
L

Ei = ?(t0+csh7 §0+hZaZ]E]), Z: 1727"'78
j=1

i=1
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Jaetaan sitten vektorit E F Yo ja ¥1 kahtia, niin etté toisessa osassa on kolme ensim-
maista, palkkaa Vastaavaa komponenttla ja toisessa nopeutta vastaavat Merkitdan
vektorin k kahta osaa k,r i ja kv ; ja samaan tapaan fr ja f funktiolle f.

ERZ- = f~(t0+cl r0+h2aw £ VO"‘hZ% 9.7)

= Vo+hzaijﬁv,j (4.7)
12‘77,- = fﬂ(t0+cl ro—l—hZa” 7.5 V0+hZa”

= a(to+ch, r0+hZaU 7. v0+hZaU

fl - I_"(] + h Z biEF,i \_’)1 = \_"0 + h Z bil_{’{;’i
= i=1
Ensimmaéisen kaavan lopputulos (4.7) voidaan sijoittaa jalkimmaéisiin yhtaloihin.

Oletetaan lisdksi, ettéd ¢; = > a;;. TAmé on ehto, minkd Rungen ja Kuttan kertoimet
yleensé toteuttavat [16, s. 134]. Sijoituksen jalkeen yhtélot ovat

Vi = {i(to + Cih, Fo + CJLVO + h2ZdijE‘7J s \70 + hzaijf{'q])
. =t =t (4.8)
fl - F() -+ h\_"0 + h2Zl_)il_{’{;7i \_"1 - \_’)0 -+ h Zle bil_{»{;’i,

J=1

missa
s s
dij = E Qi ALj bz = E bjaj,-. (49)
k=1 j=1

Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelma (RKN) on muotoa (4.8) oleva menetelma,
jossa kertoimet eivit vilttamatta toteuta ehtoja (4.9), vaan ne sdddetddn nimen-
omaan toisen asteen differentiaaliyhtélon ratkaisuun sopiviksi [16, s. 284; 34, s. 124].
RKN on erityisen tehokas silloin, kun funktio a ei riipu ollenkaan derivaatasta .
Tassa tapauksessa Nystromin algoritmi yksinkertaistuu muotoon

1_{»‘77@' = a(to —+ Cih, fo -+ Cih\_"0 -+ h2 Z aijEV,j)
j=1

P o= T+ v+ 4% bkey  Vio= Yo+ hY bk,

j=1 =1

eikd kertoimia a,;; tarvita. Satelliitin liikeyhtélossd kiihtyvyys a ei riipu satel-
liitin nopeudesta, joten siihen voidaan kayttaa tata pelkistettya versiota Nystromin
menetelméasta. Taulukossa 4.2 on esitetty viidettd kertalukua oleva Runge-Kutta-
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Nystrom -menetelma, jossa kertoimia a;; ei ole. Kutsutaan tata menetelmaa jatkossa
lyhenteella RKNS5.

Taulukko 4.2: Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelmd muotoa Sf' = F(t, y) oleville
differentiaaliyhtaldille

0

1 1 —

5| 30 Qi

2| =L 7

3 27 27
RKN5: 1132 =2 29

10 35 35

14 100 54
336 336 336

14 125 162 35
336 336 336 336

=%

S
=T

Liitteesta B 16ytyy toinenkin esimerkki Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelmista.
RKN12 on hyvin korkean kertaluvun ratkaisija, jossa on perdti 17 vaihetta.
Menetelmé on péarjannyt moniin muihin integrointimenetelmiin verrattuna hyvin
eradssa satelliittien ratojen ratkaisua kasittelevéissa tutkimuksessa [33]. Artikkelissa
[11] on kuvattu RKN12-menetelmédn muodostaminen, siséltden myos kertaluvun 10
RKN-kertoimet, joita kaytetadn vaihtuva-askeleisen version aika-askeleen pituuden
tarkkailuun. Tésséd tyossa kaytamme tasavéilista aikahilaa, joten liitteessa B on
ilmoitettu ainoastaan 12-kertaluvun menetelmén kertoimet.

4.3 Ratkaisijan aika-askeleen valinta

Testataan RK sekd RKN -ratkaisijoita, ja pyritaéan selvittdmaéaédn kullekin ratkaisi-
jalle sopiva aika-askel. Tassa testattavat ratkaisijat kayttavat tasavilista aikahilaa,
mutta on olemassa myo6s vaihtuva-askeleisia ratkaisijoita, jotka arvioivat jatkuvasti
aika-askeleen sopivuutta ja muuttavat sita tarvittaessa. Taivaankappaleiden ratojen
numeerista integrointia on tutkittu aiemminkin, muun muassa julkaisuissa [4], [12]
ja [31]. Niiden mukaan vaihtuva-askeleiset menetelmét ovat tehokkaampia silloin,
kun integroitavan satelliitin rata on vahvasti elliptinen, eli ellipsin eksentrisyys on
suuri [4; 12; 31, katso 4]. GPS-satelliittien eksentrisyys on noin 0.01, eli hyvin pieni,
joten sen perusteella tasavilinen aikahila sopii tdhan tilanteeseen paremmin.

Vertaillaan seuraavaksi kolmea erilaista differentiaaliyhtdlon ratkaisijaa. Koska
Luvussa 3 kuvattu voimamalli ei ole tarkka, niin numeerista virhettd ei
voida selvittdd vertaamalla ratkaisijoiden antamia tuloksia satelliitin todelliseen
efemeridiin. Sen sijaan pitad selvittaa referenssitila, joka saadaan ratkaisemalla satel-
liitin paikka hyvin pienelld aika-askeella. Numeerista virhetta lasketaan sitten tahéan
referenssitilaan nahden.
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Tassa testattavat algoritmit RK3 ja RKN5 on esitetty luvuissa 4.1 ja 4.2.
Kolmannen ratkaisijan RKN12 kertoimet 16ytyvat Liittestda B. Testissa satelliitin
rataa ennustetaan yhden vuorokauden verran eteenpéain. Referenssitila laskettiin
RKN5 -ratkaisijan avulla, aika-askeleella h = 1 s, minké jalkeen ennustus tehtiin
suuremmilla aika-askelilla seké eri ratkaisijoilla. Kuvaan 4.1 on piirretty eri ratkaisi-
joilla syntyvét virheet integrointiin kuluneen laskenta-ajan funktiona.

1| e ¢ RKN5 ‘¢« RK3
10 ..~°o * ..o
RKN12%e.
Virhe ®e W U
[m] 100 **., h=190s *e h=16s
h=210s S,
.\\o.."o ..o
10_1 .. ° ... .. [ ] ...
1 L | T hd T ..
10° 10" 10°

Laskenta—aika [s]

Kuva 4.1: Differentiaaliyhtdlon ratkaisijoiden vertailua

Kuvan 4.1 musta katkoviiva on piirretty sille korkeudelle, missa numeerinen virhe
on metrin suuruinen. Viivan alapuolelle on merkitty sellaiset aika-askeleet, joilla
ratkaisijoiden virheet juuri alittavat metrin rajan. Jos metri on haluttu tarkkuus
vuorokauden mittaiselta ennustukselta, néyttaisi RK5 olevan tdhan tapaukseen
paras ratkaisija ja sopiva aika-askel sille 210 s.

Koska Kuva 4.1 kertoo tilanteen ainoastaan yhden satelliitin osalta ja vain yhdelta
24 tunnin mittaiselta ennustusjaksolta, ei aika-askelta kuitenkaan kannata valita
pelkastaén sen perusteella. Tehdadnkin seuraavaksi sama testi useita eri satelliit-
teja ja ajanjaksoja kayttaen. Lasketaan metrin virheen alittavat aika-askeleet naissa
kaikissa tapauksissa (92 kpl) ja piirretaan Kuvaan 4.2 aika-askelten histogrammit
kullekin ratkaisijalle.

RK3-ratkaisijalle metrin virheen alittava aika-askel on lahes aina 16 s, kun taas
RKN-ratkaisijoiden aika-askelilla on enemmén hajontaa. Tamé johtuu luultavasti
siitd, etta ratkaisijat olettavat integroitavan funtion olevan jatkuva ja siled, miké
nyt ei pida paikaansa séteilypainemallin varjostusfunktion takia. Mitad suurempi on
ratkaisijan kertaluku, sitd suurempia aika-askelia voidaan kéyttaa ja sitd enemmén
virhettd syntyy, kun integroidaan ei-silein kohdan yli. RKN5:n histogrammista
nahdaan, etta sopivat aika-askeleet ovat painottuneet 300 s lahettyville, tosin valilla
h on niinkin pieni kuin 100 s. RKNI12-ratkaisijalle sopivassa aika-askeleessa on
vielakin suurempi hajonta, joten aika-askelta on hyvin vaikea asettaa.
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Kuva 4.2: Histogrammeja suurimmasta aika-askeleesta, jolla numeerinen virhe pysyi
vuorokauden ennustuksen ajan alle metrissd.

Koska RKN5 nayttéisi kuvan 4.1 perusteella olevan hieman RKN12:ta parempi ja
histogrammin mukaan sopivassa aika-askeleessa on vahemmén hajontaa, voidaan
todeta se parhaaksi ratkaisijaksi. Valitaan RKNb5:n aika-askeleeksi 100 sekuntia
kuvan 4.2 perusteella, ja kdytetddn tata ratkaisijaa luvun 5 testeissa. Kuvan 4.1
mukaan RKN12-ratkaisijan numeerinen virhe kasvaa kuitenkin RKN5:tta maltil-
lisemmin askelta h kasvatettaessa, joten liian suuri askel ei haittaa niin paljoa kuin
RKNb5:n tapauksessa. Tasta syystda RKN12 on RKNbH:ttd parempi valinta silloin,
kun laskenta-aika pitaa saada mahdollisimman pieneksi.

4.4 Pohdiskelua integrointimenetelmista

Rungn ja Kuttan sekd Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelméat ovat molemmat
yksiaskelmenetelmia, eli jokainen integrointiaskel riippuu ainoastaan edellisesta
aika-askeleesta. Aiemmissa taivaankappaleiden ratojen integrointia kasittelevissi
tutkimuksissa ovat kuitenkin moniaskelmenetelmdat toimineet paremmin. Moni-
askelmenetelmissé seuraavan ajanhetken tilan ratkaisuun kaytetdan funktion f(¢,y)
arvoja useina aiempina ajanhetkiné.

Taivaankappaleiden ratojen ratkaisuun sopivia integrointimenetelmia on vertailtu
tutkimuksissa [12], [27], [31] ja [33]. Berry ja Healy kirjoittavat néiden tutkimusten
tuloksista [4], ettd moniaskelmenetelmét pérjasivét vertailuissa yksiaskelmenetelmia
paremmin. Foxin ja Mersonin tutkimuksissa toisen asteen differentiaaliyhtaldille
tarkoitettu Gauss-Jackson -moniaskelmenetelmé toimii parhaiten [12; 31, katso 4].
Vain Montenbruck on sitd mieltéd, ettd jotkin yksiaskelmenetelmat, kuten suuren
kertaluvun Runge-Kutta-Nystrom -ratkaisijat, voivat olla yhta tehokkaita [33].

Integroinnin tehokkuuden lisadmiseksi kannattaisi kokeilla moniaskelmenetelmié.
Sopivia menetelmia voisivat olla toisen asteen differentiaaliyhtéloille tarkoitettu
Stormer-Cowell -menetelméa, tai Gauss-Jackson, joka on hieman muokattu
versio siitd. Artikkelissa [5] on kerrottu tarkemmin néistd menetelmistd. Moni-
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askelmenetelmien heikkous on, etté integroinnin aloitus on monimutkaisempi, kun
tarvitaan tietoa monesta aiemmasta aika-askeleesta. Lisdksi moniaskelmenetelmét
olettavat, RK- ja RKN-menetelmien tavoin, ettid integroitava funktio on jatkuva
ja siled [3, s. 10]. Koska néin ei nyt ole, niin moniaskelmenelmissé tapahtuu luul-
tavasti samaa ilmiota kuin mité korkean asteen RKN-menetelmien histogrammeista
néhtiin.
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Satelliitin radan ennustaminen

Tassa luvussa ennustetaan satelliitin rataa luvussa 3 esitetylla mallilla, kayttéen
kappaleen 2.4 koordinaatistoja ja luvussa 4 esiteltydi RKNb5-ratkaisijaa. Saatuja
tuloksia tarkastellaan, verrataan satelliitin todelliseen sijaintiin ja arvioidaan
mahdollisia virhelahteité.

5.1 Mallin testaus

Jotta satelliitin rataa voitaisiin ldhted ratkaisemaan, tarvitaan sen todellinen alku-
paikka seka alkunopeus. Paikannuslaite saa laskettua ne helposti satelliitin ldhet-
tamien rataparametrien, broadcast efemeridin, avulla. Broadcast efemeridit eivét
kuitenkaan ole téysin tarkkoja, vaan satelliitin ratavirhe on noin metrin luokkaa
[21]. Liséksi efemeridit ovat tarkimmillaan vain joka toinen tunti, kun uusi efemeridi
otetaan kayttoon. Jos satelliitin paikka halutaan muuna ajanhetkené, on tehtava
interpolointi, miké aina heikentaé tarkkuutta jonkin verran. Broadcast efemeridissa
on sekin haittapuoli, ettd se kuvaa satelliitin antennin paikkaa, mutta liikeradan
ratkaisua varten tarvittaisiin satelliitin massakeskipiste [20]. Néista syista tehdaan
tamén kappaleen testit broadcast-efemeridin lisdksi myos tarkemmalla precise-
efemeridillé, joita on tarjolla erilaisten jérjestdjen sivuilla. Ne ovat tarkempia ja
ne on laskettu useimmiten satelliitin massakeskipisteen mukaan.

Broadcast-efemeridit ovat aina ennusteita, kun taas precise-efemeridit lasketaan
sovittamalla satelliitin rata suureen méaraan mittaustuloksia. Jotkut precise-
efemeridit lasketaan reaaliajassa, osa saadaan muutaman tunnin viiveella, mutta
tarkimpien ratojen selvittelyyn menee noin kaksi viikkoa. Kaikkein tarkimpina sivi-
ilikdyttoon tarkoitettuina efemerideina pidetéén International GNSS Servicen (IGS)
laskemia. Niiden tarkkuus on noin 2.5 cm (1D RMS-virhe) [21]. Nyt téssé tyossa
kaytetdan kuitenkin toisen jarjeston, National Geospatial-Intelligence Agencyn
(NGA) precise-efemerideja, silld néissa tiedostoissa on myos satelliitin nopeudet
mukana valmiina [40]. Lahteesté [41] l6ytyy NGA:n ja IGS:in efemeridien vertailua,
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ja uusimman vertailun mukaan niiden valinen RMS-virhe (eng. Root Mean Squared
Error) on 0.113 m.

Seké broadcast- etta precise-efemeridien tarkkuus on parantunut jatkuvasti vuosien
saatossa. Siksi onkin syytd kédyttdd mahdollisimman uutta dataa, vaikka verkossa
onkin saatavilla satelliittien efemeridejd hyvin pitkalta ajalta. Téassa tehdyt testit on
tehty GPS-viikkojen 1465-1550 efemeridien perusteella, miké tarkoittaa helmikuun
2008 ja lokakuun 2009 valista aikaa. Ennustuksen alkuajanhetki on joka viidennen
GPS-viikon alkuhetki, misté saadaan 18 alkuhetked yhteensé. Ennustukset tehdaan
aina kaikille 32:lle satelliitille, joten yhteensé ennusteita on 18-32 = 576. Téasté
luvusta pitda tosin vihentdd muutama, silla tosinaan jokin satelliiteista on vali-
aikaisesti poissa kaytosta.

Kuvassa 5.1 on esitetty satelliitin paikkavirhe ennustuksen pituuden funktiona,
kun alkupaikka ja -nopeus on otettu precise-efemeridisti. Precise-efemerideja oli
tarjolla 15 minuutin vélein, joten interpoloinnin valttdmiseksi ennustus aloitettiin
aina yhdelld naisté ajanhetkista. Ennustuksia tehtiin edelld mainitut 576 kappaletta
ja tulos tallennettiin aina 15 minuutin vélein. Naista tallennetuista ajanhetkisté otet-
tiin parhaat 50%, 75% ja 95% kullekin ajanhetkelle ja kuvaan on piirretty ne rajat,
minké alle ennustusvirheet jéivét.

300+
—95%
—75%
Virhe 200{ —50%
[m]
1001
0 T \
0 4

2
Ennustuksen pituus [vrk]

Kuva 5.1: Satelliitin paikkavirhe, kun alkutila on precise-efemeridin mukainen.
Ennustusvirheista 50%, 75% ja 95% jaavdat kuvan kayrien alle.

Kuvan 5.1 virhe tarkoittaa ennustetun paikan r; etaisyyttd precise-efemeridin anta-
maan paikkaan r;pp. Kun myohemmin téssé luvussa puhutaan keskiméadraisesta
virheesta, silla tarkoitetaan paikkojen etéisyyksistéa laskettua keskiarvoa

1
- _)Z__'Z . 5.1
PLELE (5.1)

Virhe kasvaa oskilloiden 12 tunnin jaksoissa, miké on se aika, jossa GPS-satelliitti
ehtii kiertdd kerran Maan ympéari. Syynd tdhdn on se, ettéd satelliitit kiertavét
Maata kuudella radalla, jotka ovat hyvin heikosti elliptisia, eli ldhes ympyroité.
Tamén geometrian ansiosta toiset hairiovoimat, kuten Kuun gravitaatio, liikuttavat
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satelliittia Maan vastakkaisella puolella juuri painvastaiseen suuntaan, kuin toisella
puolella. Néin virheet kumoutuvat osittain. Toisinaan, kun puhutaan satelliitin
paikkavirheesta, annetaan virhe kolmena komponenttina: sateen suuntaisena, radan
suuntaisena ja ratatasoa vastaan kohtisuorassa suunnassa. Naistd virhekomponen-
teista sdteen suuntainen ja ratatasoa vastaan kohtisuora virhe ovat ne komponentit,
jotka esimerkiksi Kuun aiheuttamassa hariokiihtyvyydessa oskilloivat nollakekeisina.
Sen sijaan toiset voimat héiriéivit rataa jatkuvasti samaan suuntaan, jolloin héiri-
okiihtyvyyden vaikutus on suurempi. Naista syistd eivat myoskdan kappaleen 3.5
taulukossa olevien héairiokiihtyvyyksien vaikutukset ole aina samassa suuruusjérjes-
tyksessa, kuin itse kiihtyvyydet.

Tyon tavoitteena oli tarkastella erityisesti yhden ja neljan vuorokauden mittaisia
ennusteita, joten tarkastellaan niiden virheité seuraavaksi erikseen. Kuvassa 5.2 on
esitetty virhe neljan paivan mittaisessa ennusteessa. Virheen oskilloinnin takia tdhan
ei ole otettu virhettd neljan vuorokauden kohdalla, vaan suurin virhe koko ennus-
teen aikana. Tulokset on laskettu kéyttéden alkutilana seké precise-efemeridia (PE)
lahteesta [40] ettd broadcast-efemeridia (BE) lédhteestd [42]. Vaikka PE:mn ja BEm
alkupaikkojen etaisyys oli keskimaérin vain 1.7 m, on tuloksissa kuitenkin huomat-
tava ero. Tama tarkoittaa, ettd malli on varsin herkka alkutilan virheelle.

Precise Broadcast
300" 1500+
Virhe 2001 1000
[m]
100+ 500+
50% 75% 95% 50% 75% 95%

Kuva 5.2: Neljan vuorokauden ennustusvirhe

Kuvasta 5.3 nékyvat tulokset yhden paivian mittaiselle ennusteelle. Precise-
efemeridilla tehty ennuste pysyy paivan ajan alle 50 metrissa, mika olikin téssé
tyossd  tavoitteena. Sen sijaan broadcast-efemeridilld tehdyt ennusteet jadavat
paljon huonommiksi. Kuten aiemmin mainittiin, kertoo BE satelliitin antennin
sijainnin, eikd massakeskipistetta, joten broadcast-efemeridin tulokset voisivat
parantua jonkin verran, jos tiedettaisiin massakeskipisteen paikka antenniin
nihden ja korjattaiisin BE:n antamaa alkupaikkaa tdméan mukaan. Taman liséksi
broadacst-efemeridié voisi yrittaa parantaa muilla keinoin ottamalla huomioon myos
aikaisemmin vastaanotetut efemeridit.

Tyon tarkoituksena oli laskea satelliitin paikka siten, etta se voitaisiin tehda paikan-
nuslaitteessa ilman jatkuvaa verkkoyhteytté. Verkkoyhteys on kuitenkin oltava aika
ajoin, silld tdman mallin kayttoon tarvitaan napavariaatioparametreja, joita ei
voida ennustaa riittavalla tarkkuudella laitteen koko kéayttoidksi, joka on normaa-
listi vuosien mittainen. Napavariaatioista kerrottiin kappaleessa 2.3.3. Tamaéan
luvun testeihin liittyen tulee huomata, etta ainoastaan broadcast-efemeridi on lait-
teen kaytossa ilman verkkoyhteyttd. Precise efemeridilla saatavat tulokset ovat
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Precise Broadcast
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Kuva 5.3: Yhden vuorokauden ennustusvirhe

noin kertaluokkaa parempia, joten ilman verkkoyhteytta tehtévissa ennusteissa
pullonkaulana on selvéasti alkutilan tarkkuus. Jos taas kaytetaan precise-efemeridié,
on alkupaikan tarkkuus paljon parempi, eika se valttamétta ole endd pullonkaula,
vaan mahdollisesti muut virheet rajoittavat ennustuksen tarkkuutta ennemmaén.
Seuraavassa luvussa on pohdintaa ennustusvirheen koostumisesta precise-efemeridin
tapauksessa.

5.2 Virhetekijoiden arviointia

Ennustusvirhe koostuu kolmesta osasta: mallin eli satelliitin liikeyhtélon virheesté,
sen ratkaisuun liittyvasta numeerisesta virheesta seké satelliitin alkutilan virheesté.
Naista numeerinen virhe on helpoimmin arvioitavissa, silld kappaleessa 4.3 asetettiin
differentiaaliyhtélon ratkaisijan aika-askel niin pieneksi, ettd numeerinen virhe jai
alle metrin vuorokauden mittaisessa ennusteessa.

Mallin virhe syntyy siitd, ettd kaikkia satelliittiin vaikuttavia voimia ei ole
voitu ottaa huomioon. Lisdksi mallin virheeseen voidaan laskea mukaan sellaiset
virheet, jotka syntyvat koordinaatistojen suuntaamisvirheista tai Kuun ja Auringon
paikkakoordinaattien virheista. Tarkoitus on kuitenkin ollut kdyttaa niin tarkkoja
koordinaatistoja ja laskea taivaankappaleiden paikat niin tarkasti, ettd virhe olisi
mitaton.

Kappaleen 3.5 taulukossa lueteltiin erilaisia satelliittiin vaikuttavia voimia, seka
niiden vaikutuksia satelliitin paikkaan. Téssa tyossd huomioimme néistd voimista
tarkeimmat. Taulukossa 5.1 on tarkasteltu mallin keskimaéréista virhetta, kun siita
jatetdan jokin voima pois. Alimmalla rivilld on keskiméaéridinen virhe, kun kaikki
voimat ovat mukana, vertailun vuoksi. On huomioitava, ettd ndméa virheet eivét
suoraan kuvaa voiman vaikutusta satelliitin paikkaan. Ne kertovat sen virheen, joka
syntyy, kun jo valmiiksi epatarkasta mallista jatetdan viela yhden voiman vaikutus
huomiotta. Luvut antavat kuitenkin jonkinlaista tietoa eri voimien vaikutuksesta.
Taulukon 5.1 tulokset ovat myos samaa suuruusluokkaa kuin kirjallisuudessa esiin-
tyvét arvot taulukossa 3.3. Ei ole tosin tarkempaa tietoa siité, miten kirjallisuudessa
esiintyvét arvot oli laskettu.
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Taulukko 5.1: Keskimddrdisid virheitd, kun mallista jdtetddan jokin tdrked voima pois

Poistettu voima Virhe Virhe
[m/vrk] | [m/4vrk]
Maan gravitaation Ypo-termi | 25 000 110 000
Kuun gravitaatio 2100 7500
Auringon gravitaatio 900 3500
Gravitaatiotermit Y7io-Yiy 350 1600
Auringon séteilypaine 210 870
Gravitaatiotermit Yss-Ysg 32 132
Ei mikaan 32 131

Taulukon 5.1 toiseksi alimmalla rivilldi on voimamallin antamat tulokset, kun
mallissa huomioiduista palloharmonisista termeista indeksiltdan suurimmat termit
Y55-Yss on jatetty pois. Tamé tarkoittaa, ettd gravitaatiokertoimet Cys-Cgg ja
Ss5-Sgg on asetettu nolliksi. Tulokset eroavat talloin vain hyvin vahén siitd, jos
kertoimet olisikin otettu huomioon. Voidaan paatella, ettd mukaan otetut kertoimet
kertalukuun ja asteeseen 8 ovat riittéivat, eiké gravitaatiotermien rajallinen méara
aiheuta merkittavaa virhetta.

Taulukossa 5.2 on tehty hieman taulukkoa 5.1 vastaava tarkastelu eri maaralle
gravitaatiotermeja. Siind on tarkasteltu keskimaéraista virhetté gravitaatiotermien
méaaran funktiona. Selvéasti kaikki gravitaatiotermit asteeseen ja kertalukuun 4
on tarpeen huomioida. Tata korkeampien asteiden termien korhdalla erot alkavat
kuitenkin olla jo varsin pienié. Viela 5 asteen termit on ehka syytd huomioida, sill&
noin metrin ero keskiarvossa tarkoittaa, etta toisissa ennusteissa virhe on kuitenkin
useita metreja.

Taulukko 5.2: Gravitaatiotermien vaikutus keskimddraiseen virheeseen

Korkein huomioitu Y ‘ }/272 ‘ Yz),’g ‘ }/4’4 ‘ }/575 ‘ )/676 ‘ Y777 ‘ )/2378
Keskivirhe [m/4vrk] | 588.76 | 199.72 | 131.36 | 130.60 | 130.76 | 130.55 | 130.59

Mietitddn seuraavaksi, mistd kaikesta yhden vuorokauden keskimééridinen ennus-
tusvirhe, 32 m, koostuu. Numeerinen virhe oli korkeintaan metrin luokkaa ja
asken todettiin, etté gravitaatiokertoimia on huomoitu riittéavasti, eika siitd aiheudu
merkittavia virhettd. Myos Kuun ja Auringon gravitaatiokiihtyvyys on tarkka olet-
taen, ettd Kuun ja Auringon sijainnit on saatu laskettua riittavan tarkasti. Mallissa
on jonkin verran virhettd, joka syntyy kun osa vaikuttavista voimista jatettiin
huomiotta kappaleessa 3.5. Taulukosta 3.5 ndhddan kuitenkin, ettd pois jatettyjen
voimien vaikutukset ovat kaikki hyvin pienid. Suurinpana néisté on y-bias ja senkin
vaikutus satelliitin rataan on vain 2 metria vuorokaudessa. Néiden padttelyiden
perusteella 32 metrin virheestd suurimman osa tulisi koostua Auringon séteilypaine-
mallin puutteista ja alkutilan epatarkkuudesta.
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Séteilymallin puutteet tarkoittavat sita, ettd lausekkeeseen (3.27) estimoitu vakio-
parametri « ei ollut taysin vakio, vaan vaihteli ajan mukana. Parametri kuitenkin
asetettiin satelliittikohtaiseksi vakioksi ottamalla aikakeskiarvo joukosta estimoituja
arvoja (katso kappale 3.2). Lisdksi, kun satelliitti silloin tall6in joutuu Maan varjoon,
siteilypaineen vaikutus lakkaa, ja tdmén mallintamiseen tarkoitettu varjostus-
funktio oli varsin yksinkertainen. Auringon séteilypaineen poisjiattadminen kasvattaa
virhettd taulukon 5.1 mukaan noin 200 m. Jos nyt arvioidaan, paljonko siteily-
painemallin epatarkkuus vaikuttaa satelliitin paikkaan, niin 10% koko séteilypaineen
vaikutuksesta, eli 20 metrid, kuulostaa ihan realistiselta. Sateilypaine voi hyvinkin
olla suurimpia virheldhteita.

Alkutilan epatarkkuus on toinen mahdollinen suurempi virheldhde. Edellisen kappa-
leen testeissa havaittiin, etta epatarkemman broadcast-efemeridin kayttaminen alku-
tilana heikensi ennustuksen tarkkuutta kertaluokalla, vaikka alkupaikkojen ero oli
keskiméaarin vain 1.7 m. Jos palataan tarkastelemaan kuvaa 5.3, nahdéaan, etta
broadcast-efemeridin kéytto heikensi ennustuksen tarkkuutta yli sadalla metrilla.
Kéytetyn precise-efemeridin tarkkuus on oletettavasti 0.1 metrin suuruusluokkaa,
kaavalla (5.1) laskettuna sen erotus IGS:n precise-efemeridiin oli 18 cm. Broadcast-
efemeridin vaikutuksiin vertailemalla ei olisi ihme, vaikka néinkin pienesté virheesté
seuraisi useiden metrien, tai yli kymmenenkin metrin virhe vuorokauden mittaiseen
ennusteeseen.
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Y hteenveto

Téama tyo tarkasteli GPS-satelliitin radan ennustamista. Ennustaminen tehtiin
muodostamalla satelliitille liikeyhtélo, joten tyohon on koottu kirjallisuudesta tietoa
erilaisista satelliitin vaikuttavista voimista. Taivaankappaleiden fysiikan lisaksi
tyossa kasiteltiin myos laskennassa tarvittavia koordinaatistonmuunnoksia seka
liikkeyhtédlon ratkaisuun liittyvia numeerisia menetelmié.

Tyo keskittyy selittdmadn, kuinka satelliitin rata ylipadtaan voidaan ratkaista, sillé
sithenkin liittyy jo paljon selvitettédvaa ja huomioitavaa. Kuitenkin tyon motivaa-
tiona on ollut kysymys, voisiko GPS-satelliitin rataa ennustaa erillisessa paikannus-
laitteessa, misséa ei ole jatkuvaa verkkoyhteyttd. Téma nopeuttaisi paikannuslait-
teen toimintaa sellaisessa tilanteessa, kun laite kdynnistetdan uudelleen sen oltua
jonkin aikaa pois padlté. Jos laite edeltéivalla kdyttojaksolla olisi ennustanut satelliit-
tien radat valmiiksi, ei tarvitsisi odottaa satelliittien lahettamia ratatietoja. Talloin
ensimmainen paikkatieto saataisiin laskettua nopeasti, jopa 5 sekuntia laitteen kéyn-
nistymisen jélkeen, mista olisi huomattava hyoty laitteen kéayttajalle.

Satelliitin radan ennustamiseksi esitettiin malli, joka ei kdytd apuna sellaista
tietoa, mikd on paikannuslaitteen ulottumissa. Toisissa koordinaatistonmuunnok-
sissa on tosin kéaytetty parametreja, joita ei vield nykyisesta satelliittien lahet-
tamésta navigointiviestista 10ydy. Ne loytyvét kuitenkin lahitulevaisuudessa kéyt-
toon otettavan modernisoidun GPS:n navigointiviestistda. Mallia testattiin ainoas-
taan tietokoneella, joten laitteen muisti- tai laskentatehorajoituksia ei ole voitu ottaa
téssd huomioon.

Radan ennustamiseen esitettyd mallia testattiin MATLAB-ohjelmistolla, kiyttéden
apuna satelliitin oikeita paikka- ja nopeustietoja, eli efemerideja, joita erilaiset
laitokset, kuten National Geospatial-Intelligence Agency (NGA), tarjoavat verkossa.
Testit tehtiin seké broadcast-efemerideillé, jotka ovat satelliittien itsensa lahettamia
ratatietoja, ettd tarkemmilla precise-efemerideilla, jotka lasketaan mittaustuloksia
apuna kéyttaen vasta jalkikateen. Tarkemmilla alkutiedoilla tehdyt ennusteet onnis-
tuivat kertomaan satelliitin paikan alle 50 metrin virheelld, kun ennustuksen pituus
oli yksi vuorokausi. Téméa 50 m asetettiin tyon alussa tavoitteeksi, joten voidaan
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todeta malli sindnsé onnistuneeksi. Ongelmana on, ettd paikannuslaitteessa sama
ennustus pitéisi tehda satelliittien ldhettamié epatarkempia efemerideja kéayttaen,
ja talloin virhe kasvaa miltei kertaluokkaa suuremmaksi. Liséksi, vaikka tarkempaa
efemeridia olisikin mahdollista kéiyttaa, olisi ennustuksen hyva onnistua pidemméksi
ajaksi kuin vain vuorokaudeksi eteenpéin — eihén kayttaja valttamatta avaa laitet-
taan ihan joka paivé.

Koska satelliitin lahettdmén broadcast-efemeridin tarkkuus osoittautui ennustuksen
pullonkaulaksi, mahdollisissa jatkotutkimuksissa kannattaisi selvittaa, voisiko alku-
tilan tarkkuutta parantaa jollakin tavalla. Toisaalta, jos oletetaan, ettd paikannus-
laitteeseen on mahdollista ldhettda tarkan efemeridin mukainen alkutila edes aika
ajoin, voidaan jatkotutkimuksissa keskittyd ennustustarkkuuden parantamiseen.
Ennustustarkkuutta voitaisiin varmasti parantaa liittamalld malliin fysikaalisten
voimien rinnalle myos dataan sovitettuja voimia. Tésséa tosin voi tulla vastaan lait-
teen rajallinen muisti- ja laskentakapasiteetti.

Saaduissa tuloksissa tarkasteltiin ainoastaan ennustamalla saatua satelliitin
paikkavirhetta, mutta sen vaikutusta paikannusvirheeseen ei tutkittu. Tama olisi
myo0s yksi mielenkiintoinen jatkotutkimusaihe, silla sen jalkeen tuloksia saataisiin
paremmin vertailtua muihin ratkaisuihin.

Tyon varsinainen padmaara, eli satelliitin radan ennustaminen paikannuslait-
teessa ilman verkkoyhteyttd, vaikuttaa tdméan tyon valossa melko ongelmalliselta.
Ennustuksessa esiin tulleiden ongelmien perusteella voidaan kuitenkin arvioida
sopivia jatkotoimenpiteitd. Voidaan harkita, kannattaako resurssit keskittaa uusien
vaihtoehtoisten ennustusmallien kehittamiseen, téssé esitetyn mallin ongelmien
kiertdmiseen vai kannattako mieluummin vain muuttaa tavoitteita.
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Liite A

Kovarianssimatriiseja

Luvun 3.4 estimoinnissa kéytettyja kovarianssimatriiseja.

Mittausmallin kovarianssimatrisi:

0.01 0 0
R = 0 001 O
0 0 0.01

Tilamallin kovarianssimatriisi:

0.01 0 0 0 0 0
0 001 O 0 0 0
0 0 001 O 0 0
Q= 0 0 0 107° 0 0
0 0 0 0 107° 0
0 0 0 0 0 107°
0 0 0 0 0 0
Alkutilan kovarianssimatriisi
0.01 0 0 0 0 0
0 001 O 0 0 0
0 0 001 O 0 0
Py = 0 0 0 107* 0 0
0 0 0 0 107* 0
0 0 0 0 0 1074
0 0 0 0 0 0




Liite B

Kertaluvun 12
Nystrom-menetelma

c = [0.0e0 2.0e2 4.0e-2 1.0e-1 1.33333333333333333333333333333¢-1
1.6e-1  5.0e-2  2.0e-1 2.5e-1 3.33333333333333333333333333333e-1  5.0e-1
5.55555555555555555555555555556e-1 7.5e-1 8.57142857142857142857142857143e-1
9.45216222272014340129957427739-1 1.0e0 1.0e0];

A(2,1:1) = 2.0e-4;

A(3,1:2) = [2.66666666666666666666666666667¢-4
5.33333333333333333333333333333¢-4];

A(4,1:3) = [2.91666666666666666666666666667¢-3
-4.16666666666666666666666666667¢-3 6.25¢-3];

A(5,1:4) = [1.64609053497942386831275720165¢-3 0.0e0
5.48696844993141289437585733882¢-3 1.75582990397805212620027434842¢-3];

A(6,1:5) = [1.9456e-3 0.0e0 7.15174603174603174603174603175e-3
2.91271111111111111111111111111e-3 7.89942857142857142857142857143e-4];

A(7,1:6) = [5.6640625e-4 0.0e0 8.80973048941798941798941798942¢-4
-4.36921296296296296296296296296e-4 3.39006696428571428571428571429e-4
-9.94646990740740740740740740741e-5];

A(8,1:7) = [3.08333333333333333333333333333¢-3 0.0e0 0.0e0
L7rrrerrrTTrTITTITTITTITTITT78e-3 2.7e-3 1.57828282828282828282828282828e-3
1.08606060606060606060606060606¢-2];

A(9,1:8) = [3.65183937480112971375119150338¢e-3  0.0e0
3.96517171407234306617557289807¢e-3  3.19725826293062822350093426091e-3
8.22146730685543536968701883401e-3  -1.31309269595723798362013884863¢-3
9.77158696806486781562609494147¢-3  3.75576906923283379487932641079¢-3];
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A(10,1:9) = [3.70724106871850081019565530521e-3  0.0e0
5.08204585455528598076108163479¢-3  1.17470800217541204473569104943e-3
-2.11476299151269914996229766362¢-2  6.01046369810788081222573525136¢-2
2.01057347685061881846748708777e-2  -2.83507501229335808430366774368¢-2
1.48795689185819327555905582479¢-2];

A(11,1:10) = [3.51253765607334415311308293052¢-2  0.0e0
-8.61574919513847910340576078545¢e-3  -5.79144805100791652167632252471e-3
1.94555482378261584239438810411e0  -3.43512386745651359636787167574e0
-1.09307011074752217583892572001e-1  2.3496383118995166394320161088e0
-7.56009408687022978027190729778¢e-1  1.09528972221569264246502018618¢-1];

A(12,1:11) = [2.05277925374824966509720571672¢-2  0.0e0
-7.28644676448017991778247943149¢-3  -2.11535560796184024069259562549¢-3
9.27580796872352224256768033235¢e-1  -1.65228248442573667907302673325¢0
-2.10795630056865698191914366913e-2  1.20653643262078715447708832536¢€0
-4.13714477001066141324662463645¢e-1  9.07987398280965375956795739516¢-2
5.35555260053398504916870658215¢-3];

A(13,1:12) = [-1.43240788755455150458921091632¢-1  0.0e0
1.25287037730918172778464480231e-2  6.82601916396982712868112411737e-3
-4.79955539557438726550216254291e0  5.69862504395194143379169794156e0
7.55343036952364522249444028716e-1  -1.27554878582810837175400796542¢-1
-1.96059260511173843289133255423e0  9.18560905663526240976234285341e-1
-2.38800855052844310534827013402¢-1  1.59110813572342155138740170963¢-1];

A(14,1:13) = [8.04501920552048948697230778134e-1  0.0e0
-1.66585270670112451778516268261e-2  -2.1415834042629734811731437191e-2
1.68272359289624658702009353564el  -1.11728353571760979267882984241el
-3.37715929722632374148856475521e0  -1.52433266553608456461817682939¢1
1.71798357382154165620247684026el  -5.43771923982399464535413738556e0
1.38786716183646557551256778839e0  -5.92582773265281165347677029181e-1
2.96038731712973527961592794552¢-2];

A(15,1:14) = [-9.13296766697358082096250482648¢e-1  0.0e0
2.41127257578051783924489946102e-3  1.76581226938617419820698839226¢-2
-1.48516497797203838246128557088el  2.15897086700457560030782161561e0
3.99791558311787990115282754337e0  2.84341518002322318984542514988e1
-2.52593643549415984378843352235e1  7.7338785423622373655340014114e0
-1.8913028948478674610382580129¢0  1.00148450702247178036685959248e0
4.64119959910905190510518247052¢-3  1.12187550221489570339750499063¢-2];

A(16,1:15) = [-2.75196297205593938206065227039%¢-1  0.0e0
3.66118887791549201342293285553e-2  9.7895196882315626246509967162¢-3
-1.2293062345886210304214726509¢1  1.42072264539379026942929665966e1
1.58664769067895368322481964272e0  2.45777353275959454390324346975e0
-8.93519369440327190552259086374e0  4.37367273161340694839327077512e0
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-1.83471817654494916304344410264e0  1.15920852890614912078083198373e0
-1.72902531653839221518003422953e-2  1.93259779044607666727649875324¢-2
5.20444293755499311184926401526¢-3];

A(17,1:16) = [1.30763918474040575879994562983e¢0  0.0e0
1.73641091897458418670879991296e-2  -1.8544456454265795024362115588¢-2
1.48115220328677268968478356223el  9.38317630848247090787922177126e0
-5.2284261999445422541474024553e0  -4.89512805258476508040093482743el
3.82970960343379225625583875836e1  -1.05873813369759797091619037505¢1
2.43323043762262763585119618787e0  -1.04534060425754442848652456513e0
7.17732095086725945198184857508e-2  2.16221097080827826905505320027¢-3
7.00959575960251423699282781988¢e-3  0.0e0];

b = [1.21278685171854149768890395495¢-2  0.0e0  0.0e0  0.0e0  0.0e0  0.0e0
8.62974625156887444363792274411e-2 2.52546958118714719432343449316¢-1

-1.97418679932682303358307954886e-1  2.03186919078972590809261561009¢-1

-2.07758080777149166121933554691e-2  1.09678048745020136250111237823e-1

3.80651325264665057344878719105¢e-2  1.16340688043242296440927709215¢-2

4.65802970402487868693615238455¢-3  0.0e0  0.0e0];

b = [1.21278685171854149768890395495¢-20.0e0  0.0e0  0.0e0  0.0e0  0.0e0
9.08394342270407836172412920433¢-2  3.15683697648393399290429311645¢-1
-2.63224906576909737811077273181e-1  3.04780378618458886213892341513¢-1
~4.15516161554298332243867109382¢-2  2.46775609676295306562750285101¢-1
1.52260530105866022937951487642e-1  8.143848163026960750864939645050-2
8.50257119389081128008018326881e-2  -9.15518963007796287314100251351e-3
2.5e-2];



