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Tiivistelma

Téssd tutkielmassa on kisitelty rationaaliluvun desimaaliesitystd algebrallisesta ja
lukuteoreettisesta ndkokulmasta. Rationaaliluvun desimaaliesitys voi olla joko pait-
tyvd tai jaksollinen. Mikali desimaaliesitys ei ole paittyva eikd jaksollinen, kyseessa
ei ole rationaaliluku. Jaksollisen desimaaliesityksen jakso voi alkaa heti desimaali-
pilkun jélkeen tai desimaaliesityksessd voi olla esijakso. Rationaaliluvun desimaa-
liesitys maérdytyy supistetussa muodossa olevan rationaaliluvun nimittijin ominai-
suuksien perusteella. Mikéli rationaaliluvun nimittéjin alkutekijihajotelmassa on ai-
noastaan kantaluvun 10 tekijoitd, on rationaaliluvun desimaaliesitys padttyva. Mikali
rationaaliluvun osoittaja ja nimittdjd ovat keskenédédn jaottomia eikd nimittdjan alku-
tekijahajotelmassa ole kantaluvun 10 tekijoitd, on rationaaliluvun desimaaliesitys
jaksollinen, ja jakso alkaa heti desimaalipilkun jéalkeen. Rationaaliluvun desimaalie-
sitykseen sisiltyy esijakso, mikili rationaaliluvun nimittdjan alkutekijdhajotelmassa
on kantaluvun 10 tekijoiden lisdksi my0s muita tekijoitd. Tassa tutkielmassa on my0Os
tarkasteltu rationaaliluvun jakokulmalaskun jakojddnnoksid tapauksessa, jossa ra-
tionaaliluvun osoittaja on 1. Jakojddnndsten muodostama jadnnosluokkien joukko
modulo » modulaarisen kertolaskun suhteen on alkuluokkien ryhmén modulo b ali-
ryhma, missé b on rationaaliluvun nimittédja. Tapausta, jossa rationaaliluvun osoittaja
on erisuuri kuin 1, on kisitelty tissd tutkielmassa ainoastaan esimerkin avulla.

Asiasanat: rationaaliluku, jaksollinen desimaaliesitys, pddttyvd desimaaliesitys, al-
kuluokkaryhméi
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa on kisitelty rationaaliluvun desimaaliesitystd algebrallisesta ja
lukuteoreettisesta nikokulmasta.

Yliopistotason matematiikan perus- ja aineopinnot auttavat tydon matemaattisen
sisdllon ymmartimisessd. Aliluvussa 2.1 on esitetty tutkielman kannalta oleellisia
taustatietoja médritelmien ja lauseiden muodossa helpottamaan lukijaa tutkielman
seuraamisessa. Tamén luvun tuloksia ei ole todistettu, lukija voi perehtya todistuksiin
esimerkiksi tyOssd kéytettyjen ldhdeteosten avulla. Varsinaisessa tutkielmaosassa
on esitetty tutkielmaan lahemmin liittyvid lauseita. Valtaosa ndistd tuloksista on
todistettu tutkielmassa.

Téssd tulkielmassa on késitelty supistetussa muodossa olevan rationaaliluvun
o= § = %, missd 7' = 245", missa u,v = 0,1,2,3 ..., jasyt(r,s) = syt(10,U) = 1,
desimaaliesitystd. Luku 7 sisdltdd kaikki luvun s alkutekijahajotelman tekijét 2 ja 5,
eli kantaluvun 10 tekijit, ja muut alkutekijit sisiltyvit lukuun U.

Aliluvuissa 3.1 sekd 3.2 on médritelty rationaaliluku seké pééttyva ja jaksollinen
desimaaliesitys. Aliluvussa 3.2 on tarkasteltu tarkemmin rationaaliluvun desimaalie-
sitystd. Aliluvussa on esitetty, milloin rationaaliluvun desimaaliesitys on pééttyvi ja
milloin jaksollinen. Mikili desimaaliesitys ei ole paittyvi eikd jaksollinen, kyseessa
ei ole rationaaliluku. Rationaaliluvun desimaaliesitys on paittyva, mikéli U = 1, eli
rationaaliluku on muotoa @ = § = % = # missdu,v =0,1,2,...,eli luvun s kaik-
ki alkutekijét jakavat kantaluvun 10. Mikéli U # 1, rationaaliluvun desimaaliesitys
on paattymiton. Tdlloin desimaaliesitys on jaksollinen. Desimaaliesityksen jakso voi
alkaa heti desimaalipilkun jilkeen, tai desimaaliesityksessd on esijakso. Esijakson
pituus N mairdytyy luvun 7 alkutekijoiden 2 ja 5 potensseista u ja v siten, ettd esijak-
son pituus N = max{u, v}. Desimaaliesityksen jaksonpituus A = ordy 10. Niin ollen
rationaaliluvun osoittaja ei vaikuta jaksonpituuteen eiki esijakson pituuteen. Lisaksi
huomataan, ettd esijakson pituus ei riipu luvusta U eiké jaksonpituus riipu luvusta 7'.
Aliluvussa on esitetty todistukset desimaaliesityksen jaksonpituudelle seka esijakson
pituudelle.

Aliluvussa 3.3 on todettu, ettd alkuluokkien joukko Z varustettuna modulaari-
sella kertolaskulla ® on Abelin ryhméa. Muotoa ll—), missd syt(b, 10) = 1, olevan ratio-
naaliluvun jakokulmalaskun jakojddnnoksien r,,n = 0, 1,2, ..., muodostama jdin-
nosluokkien joukko modulo b on alkuluokkien ryhmén modulo b aliryhmé. Muotoa
71), missd syt(b, 10) = 1, olevan rationaaliluvun jakojddnnosten r,,n = 0,1,2,.. .,
muodostaman jonon jaksonpituus / on yhtidsuuri kuin rationaaliluvun desimaalie-
sityksen jaksonpituus A. Huomataan myos, ettd jaksonpituus A jakaa Eulerin ¢-
funktion arvon ¢(b). Muotoa 7 olevaa rationaalilukua on tissd tyossé kisitelty ai-
noastaan esimerkin avulla. Esimerkistd huomataan, ettd mikéli alkiot [1]; ja [c]p
kuuluvat samaan ryhmin Zj sivuluokkaan, ovat rationaalilukujen % sekd lz’ jako-
jadnnokset keskenddn samat, joten niiden desimaaliesityksien jaksot muodostuvat
samoista luvuista, jotka esiintyvit samassa jirjestyksessd. Jakson ensimméiinen luku

miirdytyy ensimmdiisen jakojaannoksen perusteella.



Tutkielman pédasiallisina 1dhdeteoksina on kéytetty Kenneth H. Rosenin Ele-
mentary Number Theory and Its Applications -teosta sekd Jaska Porasen ja Pentti
Haukkasen Matematiikkalehti Solmussa julkaistua artikkelia Jaksolliset desimaalie-
sitykset algebrallisesta ndkokulmasta. Muita ldhteitd on kdytetty padasiassa tdyden-
tamain niitd kahta paildahdetta.



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Tarvittavien kisitteiden mairitelmia ja merkintoja

Miiéritelma 2.1. [7, s. 20] Reaaliluvun x kokonaisosa on suurin kokonaisluku, joka
on pienempi tai yhtdasuuri kuin luku x. Kokonaisosasta kdytetdan merkintia [x].

Esimerkki 2.1. Reaalilukujen 3,9; 4 ja —7, 2 kokonaisosat ovat seuraavat:
[3,9] =3, [4] =4, [-7,2] = -8.

Miaritelma 2.2. [7, s. 338] Reaaliluvun y desimaaliesitys y = 0, g1g2g3 . . . muo-
dostuu jonosta g, joka miiritellddn jonon y; avulla seuraavasti:

Yk = 10yk-1 = [10yx-1]
qk = [10yx-1]
Yo =7,

missi k =1,2,...

Esimerkki 2.2. Esimerkiksi reaaliluvun y = 0, 12345 ... desimaaliesityksen laske-
miseksi kdytetdin seuraavia jonoja:

yo =0,12345. ..

y1 = 10y0 — [10y0] = 10-0,12345... - [10-0,12345-- -]
=1,2345.--— 1 =0,2345- --

¥ = 10y, = [10y1] = 10-0,2345--- = [10 - 0,2345 - - - |
=2,345..-—2=0,345-- -

g1 =[10y] =[10-0,12345---1=[1,2345---1=1
g =[10y;]1=[10-0,2345...]=2

Lause 2.1. Euler-Fermat’n lause: Jos syt(a, m) = 1, niin
a®™ =1 (mod m).
Todistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [3, s. 5]. O

Maaritelma 2.3. [7, s. 232] Olkoot luvut a ja m, m > 2, keskendidn jaottomia
kokonaislukuja. Lukua x sanotaan luvun a kertaluvuksi modulo m, kun x on pienin
sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd a* = 1 (mod m). Kertaluvusta kidytetdaan

merkintdd x = ord,,a.



EsimerkKi 2.3. Luvun 4 kertaluku modulo 9 on 3, koska

£=1 (mod9), ja
4*#21 (mod9), kun x=12.

Lause 2.2. Jos a ja m ovat keskendidin jaottomia kokonaislukuja ja m > 0, niin luku
x > 0 on kongruenssin a® = 1 (mod m) ratkaisu, jos ja vain jos ord,,a | x.

Todistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [7, s. 233]. O
Lause 2.3. Olkoot a,c € Z ja olkoon m € Z.. Kongruenssiyhtdilolli ax = c
(mod m) on kokonaislukuratkaisu, jos ja vain jos syt(a, m) | c.

Todistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [4, s. 113]. O

Lause 2.4. Lagrangen lause: Olkoon (G, %) dcdrellinen ryhmd, ja olkoon H sen ali-
ryhmd. Tdlloin joukon H alkioiden lukumdidird jakaa joukon G alkioiden lukumdicrin

H||IG].
Todistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [2, s. 7]. O

Lause 2.5. Olkoon (G, x) ddrellinen ryhmd, ja olkoon H sen aliryhmd. Tilloin
aliryhmdn H mddrddmien sivuluokkien lukumdicrd k on

_lal
|H|

Todistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [2, s. 7]. O



3 Rationaaliluku ja desimaaliesitys

3.1 Rationaaliluku

Madiritelmi 3.1. [7, s. 336] Reaaliluku @ on rationaaliluku, jos a = 7, missd a ja b
ovat kokonaislukuja sekd b # 0.

Rationaalilukujen joukolle kdytetddn merkintid Q. Rationaalilukujen peruslas-
kutoimitukset antavat aina tulokseksi rationaaliluvun.

3.2 Desimaaliesitys

Miairitelma 3.2. [7, s. 341] Reaaliluvun x = 0, g1 ¢2¢g3 . . . desimaaliesitys on pdcit-
tyvd, jos on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku n, ettd g, = gn+1 = qu+2 =
Y

Maaritelma 3.3. [7, s. 343] Reaaliluvun desimaaliesitys on jaksollinen, jos on ole-
massa sellaiset kokonaisluvut N > 0ja 4 > 0, ettd g,+1 = gn, kun n > N. Télldin

merkitddn x = 0,q1¢2q3 . . . gNGN+19N+2 - - - qn+a- TAllOin q1q3 . . . gy on esijakso, ja
jakso on gN+1gN+2 - - - Gn+a, jonka jaksonpituus on A.

Huomioitavaa on, ettd mikéli A on rationaaliluvun desimaaliesityksen jaksonpi-

tuus, myos A, missd ¢ = 2,3,..., on desimaaliesityksen jakso. Vastaavasti mikali
rationaaliluvun desimaaliesityksen esijakson pituus on N ja jaksonpituus A, on myos
N +1tAd, missd t = 1,2, ..., desimaaliesityksen esijakso. Selvyyden vuoksi jaksosta

ja esijaksosta puhuttaessa tarkoitetaan pienimpii jakson ja esijakson pituuksia.

Seuraavissa lauseissa tullaan osoittamaan, ettd supistetussa muodossa olevan
rationaaliluvun desimaaliesityksen muoto riippuu ainoastaan rationaaliluvun @ = £
nimittdjdstd s. Lauseissa luku % on supistetussa muodossa, ja nimittdjd s esitetddn
muodossa s = TU, missd luku 7 muodostuu kantaluvun 10 alkutekijoistd, eli 7 =
245V missdu, v =0, 1,2,...,jasyt(U, 10) = 1. Nidinollen luvussa U ei ole kantaluvun
10 alkutekijoiti tekijoind. Mikdli U = 1, nimittdja sonmuotoas =TU =T-1 =T =
245V, Tatd tapausta kisitellddn lauseessa 3.1 seki lauseen 3.2 kohdassa (i). Tapausta
U > 1 kisitellddn lauseen 3.2 kohdassa (ii) seki lauseessa 3.3.

Lause 3.1. Reaaliluvun a, 0 < a < 1, desimaaliesitys on pddittyvd, jos ja vain jos a
on rationaaliluku ja se on muotoa a = %, missd syt(r,s) = 1 ja luvun s alkutekijiit
Jjakavat kantaluvun 10.

Todistus. [7,s.342] 7 = ”: Oletetaan ensin, ettd luvulla @ on paittyvad desimaali-
esitys
a=0,919293 . .. qn.



Talloin luku o voidaan esittdd muodossa

T10 1027 T on

_qr- 10t gy - 1072 qn
T R T T
@10 g 10724 g,
B 107 '

Niin ollen luku @ on rationaaliluku, jonka nimittdjdsséd on luku, joka voidaan esittda
ainoastaan kantaluvun 10 alkutekijoiden tulona.

” <= ”: Oletetaan seuraavaksi, etti 0 < o < 1, @ = g, missd syt(r,s) = 1 ja
jokainen luvun s alkutekijd jakaa kantaluvun 10. Luku s on siis muotoa s = 25",
missdu, v =0, 1,2,...0lkoon luku N luvun s alkutekijdhajotelman korkein asteluku,
eli N = max{u, v}. Silloin luku s jakaa myos luvun 10V. Koska s | 10V, on luku 10V
muotoa sa = 10V, ja myds a on positiivinen kokonaisluku. T#lloin

r r
10Ya = 10V = = sa- = ar,
Ry K

joten
ar

~ 10V
Luku ar on kokonaisluku, koska luvut a ja r ovat kokonaislukuja. Merkitiddn ar =
AmAm—1am—-2 - . . ar1ap. Nyt

(0

ar am10™ + ap_1 10" + -+ q110 + ag

a = =
10V 10V
= an10" N + @, 110 DN o 011007 4+ 107
=0,00...0a,am-1am-2 ...ajag.
Niin ollen luvulla @ on paittyva desimaaliesitys. O

Lauseen 3.1 perusteella rationaaliluvun desimaaliesitys on paittyvi, mikili ra-
tionaaliluvun @ = %, missd syt(r, s) = 1, nimittdjédn s ainoat alkutekijdt ovat 2 ja 5,
eli s on muotoa s = 2*5Y, missa u,v =0,1,2, ...

Esimerkki 3.1. Esimerkkejd paittyvistd desimaaliesityksista:

(i) Luvun % desimaaliesitys 0,075 on paittyva, silld luvulla 40 ei ole muita
alkutekijoitd kuin luvut 2 ja 5:

40 = 2°5".
(ii) Luvun 37—2 desimaaliesitys 0, 21875 on péittyva, silla
32 = 25"

Esimerkki 3.2. Esimerkkejd padttyméttomistd desimaaliesityksista:



(i) Luvun 15—2 desimaaliesitys 0,416666 . .. ei ole paittyva, silld luvun 12 alkute-
kijahajotelma on
12 = 223!

eikd lukua 12 voi esittdd muodossa 245".

(ii) Luvun % desimaaliesitys 0, 2222 . . . ei ole paittyvi, silld luvun 9 alkutekijdha-
jotelma on
9=32

eikd lukua 9 voi esittdd muodossa 245".

Desimaaliluvun jakso voi alkaa heti desimaalipilkun jélkeen, tai jaksoa voi edel-
tad esijakso.

Esimerkki 3.3. Esimerkkeji jaksoista ja esijaksoista:

(i) Desimaaliesitys

152
0,152152152... = —
999

on jaksollinen, ja jakso 152 alkaa heti desimaalipilkun jéalkeen.
(ii) Desimaaliesityksessi

9037
2154545454 ... = ——
0, 8215454545 000

jakso 54 alkaa esijakson 821 jilkeen.

Lause 3.2. Reaaliluku on rationaaliluku, jos ja vain jos sen desimaaliesitys on (i)
pddttyvd tai (ii) pddttymdton ja jaksollinen.

Todistus. [7, s. 344]
bRl :

9,

(i) Oletetaan, ettd luvulla o on paittyvid desimaaliesitys. Lauseen 3.1 mukaan
on talloin rationaaliluku.

(ii) Oletetaan, ettd luvun @ desimaaliesitys on paittyméton ja jaksollinen. Merki-
tddn desimaaliesityksen esijakson pituutta kirjaimella N > 0 ja jakson pituutta
kirjaimella 4 > 1. Télloin

10



a=0,9192 ... qNGNT1GN+2 - - - qN+A

_q1 q2 4qnN gN+1 4gN+2 gN+1+1 gN+1+2
"0 10T T oy P v T T ove T gt T JoNaea
gN+22+1 gN+22+1 gdN+31+1
10N+2/1+1 10N+2/1+/l 10N+3/l+1
© J
Q. @ qn 1 qN+1 qN+a
=— == 4+ — 4 +- 4
10 10? 10V []Z:;) (10*) ] [ION+1 ION”]
Qo qn 1 gn+1 qN+a
= 4+ = 4+ ...+ + e
10 102 107 - ﬁ [10N+1 10N”]
Q. qn 1 qn+1 gN+a
10
Qo qn 107 qn+1 qN+a
=4+ = 4.+ + + .- )
10~ 102 10V 104 -1 [10N+1 10N+ﬁ]

Nyt jaksollinen desimaaliluku @ on esitetty rationaalilukujen summana ja rationaa-
lilukujen tulojen summana. Néin ollen voidaan todeta, ettd luku « on rationaaliluku.

” = ”: Oletetaan seuraavaksi, etti 0 < @ < 1 on rationaaliluku, joka on muotoa
a = g = ﬁ, missd T = 245", missd u,v = 0,1,2. .., jasyt(r,s) = syt(U, 10) = 1.

(i) Mikili U = 1, on rationaaliluku @ muotoa @ = { = 77 = 7 = 55 . Lausees-
sa 3.1 on osoitettu, ettd rationaaliluvun, jonka nimittdjan alkutekijat jakavat

kantaluvun 10, desimaaliesitys on pééttyva.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd U > 1. Talloin & on muotoa a = % = ﬁ Olkoon
luku N pienin sellainen kokonaisluku, ettd 7 | 10V,

Koska 7T jakaa luvun 10V, voidaan luku 10" esittii muodossa 10V = 4T, missi a
on positiivinen kokonaisluku. Taten

10Ve = 10V
S
= 10V —
TU
!
al —
TU
ar

ﬁ.

Kiytetadn jakoyhtdloa (kts. lause 3.10) ja tietoa 0 < @ < 1, jolloin saadaan

3.1 At

11



missid A ja C ovat kokonaislukuja siten, etti 0 < A < 10V ja0 < C < U ja
syt(C,U) = 1.
Olkoon A luvun 10 kertaluku modulo U, ts. 4 = ordy10. Madritelméan 2.3
perusteella 101 = 1 (mod U), joten saadaan
C

C C
3.2 10'= = tU + )= = Ct + —,
(3.2) U ( )U U

missi ¢ on kokonaisluku. Merkitdian lukua % < 1 seuraavasti:

i =0,c1c2c3...c) + %,
missa
Yk = 10yi—1 = [10y4_1]
ck = [10y4-1]
C
33 = —,
(3.3) =y

missd k = 1,2,3, ... Talloin

C
1015 = 1010, crexes ... e + 1%)
1 69 C3 Ca Ya
:101[—+—+—+-~+—+—)
10" 102 " 103 101" 101

=10%(c1 107" + 21072 + 3103 + - - + 107 + 9,107

(3.4) = (1107 + 21072 + 3101 + -+ ¢)) + 7.

Merkitiddn luvun 10’1% kaavoissa (3.2) ja (3.4) esiintyvit murto-osat yhtasuuriksi ja
huomioidaan, ettd 0 < y, < 1. Tistd seuraa, ettd

_C
Ya= U

Téstd seuraa kaavan (3.3) perusteella, ettid
Ya = Yo-

Madritelmén 2.2 mukaan jono gx = [10y—] mééritelldin rekursiivisesti jonon 7y

12



avulla. Kun k =1,2,3,..., 4,4+ 1,4 +2,..., saadaan

Yo =7%a

¥1 = 10yp — [10y0] q1 = [10y0]
Y2 = 10y — [10y] q> = [10y1]
va=10y,-1 = [10,-1] g = [10y,-1]

Ya+1 = 10y, = [10y,4] = 10yo — [10y0] = y1 qa+1 = [10y,2] = [10y0] = ¢1
Yar2 = 10y41 = [10y241] = 10y1 = [10y1] = v2  qas2 = [10y41] = [10y1] = ¢

C

Niéin ollen g 1k = qx, kun k = 1,2,3,.... Téten luvulle §; saadaan jaksollinen
desimaaliesitys

C _
(3.5) 7 0,192 -qaq192- .- qaq1 ... =0,q192 .. . qa.

Merkitdin, ettd kaavan (3.1) kokonaisluvun A esitys on A = a,a,-1a,-2 ... ajap.
Yhdistetddn kaavat (3.1) ja (3.5), jolloin saadaan

C

10Va = A+ =
¢ U

= AnAp-1ap-2 ... 4100 + 0,q1q2 - .. qa
= apap-1ap-2 ...4a1a0, 49192 ...4,.

Jaetaan puolittain luvulla 10", jolloin saadaan

a=0,00...0a,a,-1ap-2...a10091q92 - - - q2.-

Niin saatu luvun o desimaaliesitys on jaksollinen. Desimaaliesityksen esijakson
pituus on N, esijakson alussa on N —(n+1) nollaa ja jaksonpituuson 4 = ordy10. O

Lauseen 3.2 perusteella voidaan sanoa, onko jokin desimaaliluku rationaaliluku.
Mikili desimaaliluku on péittyva tai jaksollinen, on kyseinen luku rationaaliluku
lauseen 3.2 perusteella.

Esimerkki 3.4. Koska desimaaliluku 0, 25 = 4—1‘ on piittyvi ja desimaaliluku 0, 745 =

% on jaksollinen, ovat ne rationaalilukuja lauseen 3.2 perusteella.

Lause 3.3. Olkoon « rationaaliluku, 0 < o < 1. Merkitdidin o = § = ﬁ, syt(r, s) =
syt(U, 10) = 1. Kun U > 1, luvun a desimaaliesitys on pddttymdton ja jaksollinen.
Silloin esijakon pituus N on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd T | 10V

Jja jaksonpituus on A = ordy10.

13



Todistus. |7, s. 346] Lauseen 3.2 (ii)-kohdassa on osoitettu, ettd mikédli U > 1,
rationaaliluvulla on ainakin sellainen paittymiton ja jaksollinen desimaaliesitys,
jonka esijakson pituus on N ja jaksonpituus 4 = ordy 10, siten ettdi N on pienin
sellainen kokonaisluku, ettd 7 | 10", Osoitetaan, etti esijakson pituus ja jaksonpituus
eivit voi olla pienempia kuin N ja A.

Oletetaan, ettd @ = 0,q192 . . . quqm+19m+2---qm+k- Todistetaan, ettd N < M ja
A < k. Nyt

@ =0,q192 ... quqmM+19M+2---qM+k

q1 q2 am qM+1 qam+2 dM+k
= 4+ = 4.+ + + 4+t
10 102 10M ~ 1oM+1 10M+2 10M+k
M +k+1 M +k+k gdM+2k+1 dM+2k+k dM+3k+1 o
10M+k+1 10M+k+k 10M+2k+1 10M+2k+k 10M+3k+1
co J
qaq Q qm 1 ( qm+1 qm+2 qM+k ]
= 4 =y 2y — + 4+t
10 102 10M jZO(lOk) } 1QM+1 — 1QM+2 10M+k
7SR ) qm 1 ) [ qm+1 qm+2 qM+k ]
—_ = 4+ ... + 4+
10 102 10M 1= ﬁ 10M+1 — 1M+2 10M+k
Q@ qm 1 qM+1 | qM+2 qMm+k
BRI T 10’<_—1] [10M+1 oM+ T 10M+k]
10
Q@ qm 10% ] [ qm+1 qm+2 qM+k ]
== 4 = 4.t + 4+t
10 102 oM 10k — 1 10M+1 10M+2 10M+k
Moink _
:(ﬂ+2+...+‘m]10 10" - b
10 10 10M ) 10M (10% - 1)
N 10 qu+t | Gu+2 o Mk
lok -1 10M+1 10M+2 10M+k
(@10 102 44 gy (108 - 1) N qu1 1057 + gy 010872 + -+ gapig
B 10M(10F — 1) 10M(10F — 1)
_ (@ 10771+ @ 10M72 + o+ ) (10K = 1) + gars1 10571 + qaran 10572 + -+ - + g
10M(10% - 1)
_r
==

Luku « on rationaalilukuna muotoa & = %, missé r ja s ovat keskenéin jaottomia
kokonaislukuja ja s on muotoa s = TU, missd T = 2“5Y, missd u,v = 0,1,2,.. .,
ja syt(U, 10) = 1. Nin ollen s | 10 (10 = 1), joten T | 10 ja U | (10¥ = 1).
Koska T | 10M | on oltava M > N, koska N on oletuksen mukaan pienin sellainen
positiivinen kokonaisluku, etti 7 | 10", Titen esijakson pituus ei voi olla pienempi
kuin N.

Koska U | (10¥ — 1), seuraa tisti lauseen 2.2 perusteella, ettd ordy 10 | k, eli
A | k. Néin ollen jakson pituus ei voi olla pienempi kuin A. O

Lauseen 3.3 perusteella voidaan méérittdd desimaaliesityksen esijakson pituus ja
jaksonpituus.
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Esimerkki 3.5. Esimerkkeja esijakson pituuksista ja jaksonpituuksista:
(i) Rationaaliluvun

3__3

28 22.50.7

esijakson pituus N = max{0, 2} = 2 ja jaksonpituus A = ord;10 = 6, silla

=0, 10714285

10°=1 (mod 7), ja
1021 (mod7), kun x=12,...,5.

(ii) Rationaaliluvun

1 1 _
—=—_=0,05
18 21.50.9

esijakson pituus N = max{0, 1} = 1 ja jaksonpituus 4 = ordg10 = 1, silld

10! =1 (mod9).

(iii) Rationaaliluvun
5 5

84 22.50.2]
esijakson pituus N = max{0, 2} = 2 ja jaksonpituus A = ordy; 10 = 6, silla

= 0,05952380

10°=1 (mod21), ja
10" #1 (mod21), kun x=12...,5.
3.3 Algebraa ja lukuteoriaa

Miiritelma 3.4. [6] Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Kokonaisluvun a jécdn-
nosluokka modulo m on joukko

[aln={beZ|b=a (modm)}.
Jaannosluokka modulo m voidaan my6s kirjoittaa muodossa
laly, ={a+km | k e Z}.
Lukua a kutsutaan jidnnosluokan [a],, edustajaksi.
Esimerkki 3.6. Esimerkkeji jidnnosluokista modulo 11:

[1]11 =1{...,-21,-10,1,12,23,.. .}
[5li1=1{...,-17,-6,5,16,27, ...}
(7111 =1{...,—-15-4,7,18,29, .. .}.

Jadnnosluokkien joukko modulo m on

Ly = {[O]ma (L], [2]m’ com = 1]m}
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Esimerkki 3.7. Kaikkien jddnnosluokkien joukko modulo 11 on

Zy1 = {[0li1, [1111, (2111, - - -, [10]11 ).

Jddnnosluokan [a],, € Z,, edustajana voi toimia mikd tahansa luku, joka on
kongruentti luvun a kanssa modulo m, eli miki tahansa jdénnosluokan alkio.

Esimerkki 3.8. Jiinnosluokat [-10]yq, [1]11 ja [12]1; ovat samat, silld

~10=1 (mod 11)
1=12 (mod 11).

Jaannosluokkien joukko Z,, voidaan yhtd hyvin kirjoittaa muodossa.

Ly =1, 2], - - .. [m = 1, [M]}s
silld
(0] = [m]p,
koska
O0=m (mod m).
Lause 3.4. Jddnnosluokkien joukossa Z,, voidaan mdidritelld yhteenlasku

[alm @ [b]y = [a + b].

Todistus. [4,s.118] Oletetaan, ettd [al,, = [a@’]n ja[blm = [V']m joillakina, a’, b, b’ €
Z. Talloin

a’ (mod m)

b (mod m).

a
b

Talloin on olemassa luvut k, [ € Z, joille pitee

a=a +km
b="b +Im.

Laskemalla ndmaé puolittain yhteen saadaan

a+b=d +km+b +Im
= +b)+ (k+1Dm,

mista seuraa, etta
a+b=d +b (mod m).
Siis
[a+ bl =[a + .
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Lause 3.5. Jddnnosluokkien joukossa Z,, voidaan mdidritelld kertolasku

[aln ® [b]y = [ab]m.

Todistus. [4,s.119] Oletetaan, ettd [al,, = [@']n ja[blm = [P']n joillakin a, a’, b, b’ €
Z. Talloin

a=d (mod m)
b=b (mod m).
Talloin on olemassa luvut &, [ € Z, joille pitee
a=d +km
b="b"+1Im.
Kertomalla ndmai puolittain saadaan
ab = (a’ + km)(b" + Im)

=adb +dlm+ kmb + kmlm
=a'b + (dl+kb + kim)m,
mista seuraa, etti
ab=d'b (mod m).
Siis
[ab]m = [a/b,]m-
O

Mairitelma 3.5. [6] Jaannosluokkaa [a],, sanotaan alkuluokaksi modulo m, mikali
syt(a, m) = 1. Kaikkien alkuluokkien joukko modulo m on joukko

7, ={lalm € Zy | syt(a,m) = 1}.

Maaritelma 3.6. [7,s. 161] Eulerin ¢-funktion arvo ¢(m) on niiden kokonaislukujen
1 < a < m lukuméird, joille syt(a,m) = 1. Ts. Eulerin funktio ¢ méiiritelldédn
kaavalla

¢p(m)={ae€Z:1<a<m,syt(a,m)=1}|, meZ*.
Eulerin ¢-funktion arvo ¢(m) voidaan miirittdd seuraavien lauseiden avulla.

Lause 3.6. Jos m on alkuluku, niin ¢(m) = m — 1. Vastaavasti, mikdli m on positii-
vinen kokonaisluku, jolle ¢(m) = m — 1, niin m on alkuluku.

Todistus. [7, s. 167] Todistus sivuutetaan. O
Lause 3.7. Olkoon m = p{'p3*-
hajotelma. Tilloin

. ka positiivisen kokonaisluvun m > 2 alkuluku-
1 1 1
P1 P2 Pk
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Todistus. [7, s. 169] Todistus sivuutetaan. O
Esimerkki 3.9. Esimerkkejd Eulerin ¢-funktion arvoista:

(i) Koska luku 19 on alkuluku, niin lauseen 3.6 perusteella luvun 19 Eulerin
¢-funktion arvo on
¢(19) = 18.

(i) Luvun 4312 = 237?11 Eulerin ¢-funktion arvo saadaan lauseesta 3.7

1 1 1
$(4312) =4312(1 - 5)(1 - 5)(1 - ﬁ)
I 6 10
= 4312 AT
= 1680.

Madiritelmien 3.5 sekid 3.6 perusteella Eulerin ¢-funktion arvo ¢(m) on myos
joukon Z alkioiden lukumaéra.

Esimerkki 3.10. Alkuluokkien joukko modulo 9, joukon alkioiden lukumaéra seka
Eulerin ¢-funktion arvo ¢(9) ovat:

Zg = {[11o,[2]o, [4]o, [0, [7]o, [810}
z5] =6
2

1
$(9)=9(1-3)=9-3=6.

Lause 3.8. [1, s. 42] Pari (Z};, ®) on Abelin ryhmd.

Todistus. Joukko Z), varustettuna laskutoimituksella ® on Abelin ryhmai, mikéli
seuraavat ehdot ovat voimassa: (i) laskutoimitus ® on maéritelty joukossa Z, (ii)
laskutoimitus ® on liitdnndinen, (iii) laskutoimitus ® on vaihdannainen, (iv) joukossa
Z), on neutraalialkio laskutoimitukselle ® ja (v) jokaisella joukon Z;; alkiolla on
kaanteisalkio laskutoimituksen @ suhteen.

(i) Olkoot [alm, [Plm € Z),. Nyt [aln ® [b],, = [abl,. Koska syt(a,m) = 1
ja syt(b,m) = 1, myos syt(ab,m) = 1, ja ndin ollen [ab],, € Z) . Koska
[abl, = [alm ® [D]y, niin myos [aln ® [b]n € Z;:r

(ii) Olkoot [alm, [blm, [c]lm € Z};,. Silloin
([alm ® [D]m) ® [clm = [ablm ® [clm
= [(ab)clm
= [a(bc)]m
= [alm ® [bclm
= [aln ® ([b]m @ [c]m),

koska (ab)c = a(bc).
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(iii)

@iv)

v)

Olkoon [aly, [b]m € Z;,. Nyt

[a]m ® [b]m = [ab]m = [ba]m = [b]m ® [a]m,
koska ab = ba. Eli laskutoimitus ® on vaihdannainen.

Alkio [1],, € Z}, silld syt(1,m) = 1. Laskutoimituksen ® neutraalialkio on
[1];, silla

[alm ® [1]n = [ally, = [aln

aina, kun [a],, € Z};,.

Olkoon [a],, € Z);. Todistetaan, ettd alkiolla [a],, on kdénteisalkio, eli ettd on
olemassa sellainen [x],, € Z), ettd [al,, ®[x]y, = [1]. Nyt [ax], = [1]4, joka
voidaan kirjoittaa muodossa ax = 1 (mod m). Lauseen 2.3 perusteella talld
kongruenssiyhtilolld on kokonaislukuratkaisu, jos ja vain jos syt(x,m) | 1 eli
syt(x,m) = 1. Siis [x],, € Z}; ja alkiolla [a],, on kéénteisalkio [x],, joukossa
zy,.

Lause 3.9. Olkoot a, m > 0, olkoon syt(a,m) = 1 ja olkoot i, j > 0. Tdlloin

d=d (modm) = i =j (mod ord,a).

Todistus. [3, s. 16]

@)

” &= ": Oletetaan ensin, ettd i = j (mod ord,,a). Voidaan my0s rajoituksetta
olettaa, ettd 0 < j < i. Oletuksesta saadaan, ettd

i =j+k(ordya), ke2Z,.

Koska = on ekvivalenssirelaatio, on se refleksiivinen. Talloin saadaan, etta

i i

a =a (mod m)
d' = g/ k(ordma) (mod m)
d = g/ gkerdma) (mod m)
(3.6) a' = al (g dmayk (mod m).

Mairitelmén 2.3 ja kongruenssin laskusddntojen avulla saadaan, etti

q®dmd = (mod m)

(@ k = 1 (mod m)

(3.7) al (@™ = g7 1K = g (mod m).
Kaavojen (3.6) ja (3.7) perusteella saadaan, etta

ai = aj(aordma)k (mod m)

al (a®mHk = g (mod m),
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mistd seuraa kongruenssin transitiivisuuden perusteella, etti
a =a’ (mod m).

” = ”: Oletetaan sitten, etti a’ = @/ (mod m). Koska syt(a, m) = 1, on myds
syt(a’/, m) = 1. Téll6in voidaan kéyttda kongruenssin supistussidintoi. Siis

a =a (mod m)

ativl = ql (mod m)
ald™ =d (mod m) || supistussdintod

ad =1 (mod m).

Lauseen 2.2 mukaan on oltava ord,,a | (i — j). Siis

i —j = kord,a, ke”Z
i =j+ kord,a, keZ
i=j (mod ord,a).

O

Lause 3.10. Jakoyhtdlo: Olkoot a ja b kokonaislukuja ja olkoon b > 0. Tdlloin on
olemassa sellaiset yksikdsitteiset q, r € Z,0 <r < b, ettd a = bg + r.

Todistus. [8, s. 13] Todistetaan (i) lukujen a ja r olemassaolo ja (ii) niiden yksika-
sitteisyys.

(i) Oletetaan, ettéd reaaliluku § = g + €, missd g on kokonaisluku ja 0 < € < 1.
Talloin
a=>b(g+¢€)=bg+ be.
Luvut a, b ja g ovat kokonaislukuja, niin myos bg on kokonaisluku. Néin ollen

myo6s luvun be on oltava kokonaisluku. Koska 0 < € < 1, niin 0 < be < b.
Merkitiddn r = be. Siis luvut g ja r ovat olemassa.

(ii) Oletetaan, ettd

(3.8) a=bqg+r, 0<r<b»b
(3.9 a=bq +7r, 0<r <b.

Vihentamailld yhtdlot puolittain saadaan

a—a=(bg+r)—(bg +r")
O0=bg—bg" +r—7r'

r'=r=>bqg-4q)

r—r

(3.10) 5

=q-4.
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Muokkaamalla kaavojen (3.8) ja (3.9) epayhtiloitd saadaan —b < —r < 0 ja
0 <7’ < b. Yhdistdmilld ndmi ja jakamalla puolittain luvulla » > 0 saadaan

-b<r' —r<b
r—r

b

Koska luvut ¢ ja ¢’ ovat kokonaislukuja, kaavan (3.10) perusteella myos luku
"1;’ on kokonaisluku. Kaavan (3.11) perusteella kyseinen kokonaisluku on

suurempi kuin —1 ja pienempi kuin 1. Télloin ainoa mahdollisuus on, etta

3.11) 1< <1.

r—r
b

Koska b > 0, on oltava r’ — r = 0. Yhdistamailld tdmai tieto kaavaan (3.10)
saadaan, ettd g — ¢’ = 0. Niistd seuraa, etti

(3.12) =0.

r=r'

’

q9=9q.

Lukua g kutsutaan osamiiriksi ja lukua r jidnnokseksi.
Rationaaliluvun desimaaliesitys voidaan 16ytdd jakokulman avulla, joka perustuu
jakoalgoritmiin.

3.3.1 Muotoa ; olevat rationaaliluvut

Tdma aliluku pohjautuu valtaosin ldhteeseen [5]. Tarkastellaan muotoa % olevan ra-
tionaaliluvun jakokulmalaskua ja osaméérien g, sekd jaannoksienr,,n =0,1,2,.. .,
muodostumista seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.11. Rationaaliluvun % jakokulmalasku.

0,07 609

131,0000 ---

1

o
o o

o O
— O

N O
oo O

_—
—_ N
N O

98]
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Siniselld merkityt luvut muodostavat osaméérien jonon qo, q1, ¢2, - - ., ja punaisella
merkityt luvut muodostavat jakojaannoksien jonon rg, 71, 1o, . . .

Muotoa % olevan rationaaliluvun, missi syt(b, 10) = 1, jakojaannokset r,, toteut-
tavat rekursion

(3.13) 10r, = bgps1 +1n+1, n=0,1,...
ro=1,

mistid saadaan, ettd

(3.14) 10r, =ry,y1 (mod b) n=0,1,...
ro=1.

Esimerkki 3.12. Tarkastellaan esimerkin 3.11 osamiirii ja jakojddnnoksid kaavan
(3.13) avulla, kun rg = 1 ja go = O:

10rg = 13g; + 1y eli 10-1=13-0+10
10r; = 13g2 + 12 eli 10-10=13-7+9

10r, = 13g3 + 13 eli 10-9=13-6+12
10r3 = 13g4 + 14 eli 10-12=13-9 + 13.

Kayttdmalld hyviaksi kaavaa (3.14) ja kongruenssin laskusdantoji voidaan kir-
joittaa

r, = 10r,_1 (mod b)

Fne1 = 1072 (mod b) .. 10r,_; =10 - 10r,_» (mod b)
Fn = 10r,_3 (mod b) . 10%r,_ = 10% - 10r,_3 (mod b)
Fne3 = 10r,_4 (mod b) .. 10%r,.3=10% - 10r,_4 (mod b)
ry = 10r; (mod b) .. 10" %r, =10"2-10r; (mod b)
r1 = 10rg (mod b) .. 10" 'r; =10"" - 10r (mod b).

Yhdistdmaillda nama saadaan

rn=10r,_; (mod b)
= 10°r,_, (mod b)
= 10°r,_3 (mod b)

=10""'7; (mod b)
= 10"r9 (mod b).
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Muotoa ll] olevalle rationaaliluvulle on r¢ = 1, jolloin saadaan
(3.15) r, =10" (mod b), n=0,1,...

Madritelmédn 2.3 mukaan luvun a kertaluku x > 0 modulo b on pienin sellainen
kokonaisluku, etta
a*=1 (mod b).

Olkoon syt(10, ) = 1. Merkitdaan luvun 10 kertalukua modulo b seuraavasti: [ =
ord,10. Tdlloin 10/ = 1 (mod b). Toisaalta kaavaan (3.15) mukaan r, = 10"
(mod b). Kongruenssin transitiivisuuden perusteella néisti seuraa, etti

rr=1 (mod b).

Jakojddnnosten jonossa ry, ro, .. .1, Fi1, F142, - - . lukul = ord, 10 on jakojdadanndsten
jonon jaksonpituus.

Lause 3.11. Rationaaliluvun %, missd syt(b, 10) = 1, jakolaskun jakojddnnoksille
rp pdtee riy, = 10" (mod b), missd | on luvun 10 kertaluku modulo b.

Todistus. Olkoon luku /! = ord,10 luvun 10 kertaluku modulo 5. Miéaritelmén 2.3
mukaan tillgin 10/ = 1 (mod b). Niin ollen

100=1 (mod b) | -10"
10-10"=1-10" (mod b)
(3.16) 104" = 10" (mod b).
Kaavoista (3.15) ja (3.16) saadaan kongruenssin transitiivisuuden perusteella
rizn = 10" (mod b).
|

Esimerkki 3.13. Olkoon / = ord;710 = 16. Esimerkkeja rationaaliluvun % jako-
jaannoksistd: r3 = 14, r19 = 2, r3+16 = 14, r1p+16 = 2. Kaavasta (3.15) seké lauseesta
3.11 saadaan, etta

r3=10° (mod 17)
ri9 = 10°  (mod 17)
rio = 10" (mod 17)
ra6 = 10'%  (mod 17).
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Lauseen 3.11 sekd kaavan (3.15) perusteella tapauksen ll] jakojadnnokset r, ovat
kongruentteja lukujen 10" kanssa seuraavasti:

ro=1 (mod b)
ri =10 (mod b)
ro = 10> (mod b)

ri-1 = 1071 (mod b)
rr=1 (mod b)

rie1 = 100 (mod b)

ris2 = 10> (mod b)

Tapauksen % jakojaannoksien r, muodostama jainnosluokkien modulo b joukko on

L = {[rolp, [r1lp, [r2]ps - - ., [F1=1]p)-

Korvataan jddnnosluokkien edustajat r,, niiden kanssa kongruenteilla luvuilla modulo
b, jolloin jakojddnnoksid vastaavien jidnnosluokkien modulo b joukoksi saadaan

L = {[115, [101p, [10?]p, . . ., [10"71 ], ).

Luku / on jakojaanndsten jonon jaksonpituus. Lisdksi / on joukon L alkioiden luku-
madrd madritelmén 2.3 perusteella.

Lause 3.12. Muotoa %, missd syt(b, 10), olevan rationaaliluvun desimaaliesityksen
Jaksonpituus A on yhtd suuri kuin jakojddnnosten r, muodostaman jonon jaksonpi-
tuus .

Todistus. Lauseen 3.3 perusteella muotoa © = 75, syt(r,s) = syt(U,10) = 1,
olevan rationaaliluvun desimaaliesityksen jaksonpituus 4 = ordy10, kun U > 1.
Kun r = T = 1 saadaan muotoa % oleva rationaaliluku, jonka jakojdannosten r,,

muodostaman jonon jaksonpituus / = ordy 10. Siis 4 = 1. O

Lause 3.13. Pari (L, ®) on ryhmdn (Z%,®) aliryhmd, missd L on jakojddnnoksid
rp vastaavien jadnnosluokkien modulo b joukko.

Todistus. Adfrellisten ryhmien aliryhmiikriteerin mukaan pari (L,®) on ryhmin
(Z};, ®) aliryhmi, mikili (i) 0 # L € Zj (i) Y [c]p, [d]p € L : [c]p ® [d] € L.

(i) Koska syt(b, 10) = 1, my0s syt(b, 10") = 1 aina, kun n € Z, U {0}. Néin ollen

syt(b,10") = 1, kunn = 0,1,...,1 — 1. Siis [10"], € Z7, joten L on joukon
Z3; epiityhji osajoukko.
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(ii) Olkoon [c], = [10], ja ldly = [10/]p, 0 < i,j < [. Tilléin lauseen 3.9
perusteella ' _ o
[10'], ® [10/], = [10™],, = [10"] € L,

missd n on luvun i + j jidnnos modulo /. Néin ollen n < [, joten [10"], € L.
Téten kertolasku ® on sulkeutuva joukossa L.

Pari (L, ®) on siis ryhmén (Z7, ®) aliryhma. O

Lause 3.14. Rationaaliluvun }—), missd syt(b, 10) = 1, desimaaliesityksen jaksonpi-
tuus A jakaa Eulerin ¢-funktion arvon ¢(b).

Todistus. Koskasyt(b, 10) = 1, niin rationaaliluvun }7 desimaalieistys on jaksollinen.
Olkoon A > 0 desimaaliesityksen jaksonpituus. Miiritelmistd 3.5 ja 3.6 saadaan, et-
tda alkuluokkaryhmén alkioiden lukumaira |Z§| on sama kuin Eulerin funktion arvo
¢(b). Olkoon L = {[rolp, [r1]ps [72]0s - - -, [F1-1]p} jakojddnnoksistd r,, muodostettu-
jen alkuluokkien joukko, joka on alkuluokkaryhmiin Z} aliryhmi. Jaksonpituus A
on lauseen 3.12 perusteella yhtd suuri kuin jakojaannosten r, muodostaman jonon
jaksonpituus /, joka on yhti suuri kuin joukon L alkioiden lukuméira. Lauseen 2.4
mukaan
iz

Siis

Ae(b).

Esimerkki 3.14. Tarkastellaan jakokulmalaskuja %
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Alkuluokkien joukko modulo 21 on

7%, = {1121, 2121, [4121, [5121, [8121, [10121, [ 11121, [13]21, [16121, [17121, [19]21, [20]21 }.

Eulerin funktion arvo luvulle 21 on ¢(21) = 12, eli alkuluokkaryhmin Z;(] alkioiden
lukumaéri on myos 12. Jakojaannoksisté r, muodostettujen alkuluokkien joukko on

L = {[1]21, [4]21, [10]21, [13]21, [16]21, [19]21 }-

Korvataan jakojaidnnoksien r,, edustajat niiden kanssa kongruenteilla luvuilla modulo
21 seuraavasti:

1=10° (mod 21)
4=10* (mod 21)
10=10" (mod 21)
13=10° (mod 21)
16 = 10> (mod 21)
19=10° (mod 21),

jolloin jakojadnnoksid vastaavien jadnnosluokkien joukoksi modulo 21 saadaan

L = {[10%T21, [10" 21, [10%]1, [10° 121, [10%]21, [10°]21 ).
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3.3.2 Muotoa l% olevat rationaaliluvut

Verrataan muotoa ]%, missid syt(b, 10) = 1, ja %, missd syt(b, 10) = 1, olevien ratio-
naalilukujen jakojadnnoksid esimerkin avulla. Aihetta on tarkasteltu yleisemmalla
tasolla tarkemmin ldhteessi [5, s. 14]

Esimerkki 3.15. Tarkastellaan jakokulmalaskuja 2—11 ja % Esimerkissd 3.14 on esi-
tetty rationaalilukuvun % jakokulmalasku.

0,095238009
21’2,00000000
0
20
0
200
189
110
105
50
4 2
80
63
170
168
20
0
200
189
11
621) = 12
7%, = {[1121, 2121, [4121, [5121, [8121, [10]21, [11121, [13121, [16]21, [17121, [19]21,
[20]21}

L = {[1]21, [4]21, [10]21, [13]21, [16]21, [19]21}
[2]21 ® L = [2]21 ® {[1]21, [4]21, [10]21, [13]21, [16]21, [19]21}
={[2- 1]21,[2 - 4]21,[2 - 10]21, [2 - 13]21, [2 - 16]21, [2 - 19]21}
= {[2]21, [8]21, [20]21, [26]21, [32]21, [38]21}
{[2]21, [S]21, [8]21, [11]21, [17]21, [20]21 }

Lauseen 3.13 perusteella pari (L, ®) on parin (Z;l, ®) aliryhmi. Joukko [2],1 ® L

on alkion [2],; mddrddama vasen sivuluokka modulo L. Kaikki vasemmat sivuluokat
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[c]21 ® L saadaan, kun [c],; kdy 1api kaikki ryhmén Z;l alkiot. Kaikki vasemmat si-
vuluokat muodostavat joukon Z7, osituksen. Joukolla Z7, on lauseen 2.5 perusteella

zx :
| | L2|1| = %2 = 2 vasenta sivuluokkaa:

[1121 ® L = {[1]21, [4]21, [10]21, [13]21, [16]21, [19]21 }
(2101 ® L = {[2]21, [S]21, [8121, [11]21, [17]21, [20]21 }.

Mikaili alkio [c],; kuuluu joukkoon L, on alkion [c];; middrddmé vasen sivuluokka
on [c]z1 ® L = L. Niin ollen kaikilla muotoa 2_C1’ missi [c]p1 € L, olevilla rationaali-
luvuilla on samat jakojdénnokset kuin rationaaliluvulla 2—11, eli rationaalilukujen de-
simaaliesityksien jaksot muodostuvat samoista luvuista, jotka esiintyvit samassa jir-
jestyksessd. Jakson ensimmadinen luku miirdytyy ensimmaisestd jakojadnnoksesta.
Mikali alkio [c]»>; kuuluu joukkoon Z;l mutta ei joukkoon L, on [c]o1 ® L = [2]21QL,
ja muotoa »7 olevilla rationaaliluvuilla on samat jakojdénnokset kuin rationaalilu-
vulla 2—21, eli niiden desimaaliesityksien jaksot muodostuvat samoista luvuista, jotka
esiintyvit samassa jirjestyksessid. Jakson ensimmadinen luku mééraytyy ensimméiisen
jakojddnnoksen perusteella.

28



Lahteet

[1] Haukkanen, P. Algebra I Tampereen yliopisto, 2004.

http://www.sis.uta.fi/matematiikka/arkisto/algebra/algl04.pdf. Viitattu
14.6.2015.

[2] Haukkanen, P. Algebra 11. Tampereen yliopisto, 2004.
http://www.sis.uta.fi/matematiikka/arkisto/algebra/algl104.pdf. Viitattu
27.6.2015.

[3] Haukkanen, P. Lukuteoriaa. http://www.sis.uta.fi/matematiikka/arkisto/algebra/
Lukuteoria/lukuteoria.pdf. Viitattu 30.6.2015.

[4] Hasd, J., Ramo, J. Johdatus abstraktiin algebraan, 1. painos. Gaudeamus, 2012.

[5] Poranen, J., Haukkanen, P. Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta ndko-

kulmasta. Tampereen yliopisto. http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/Poranen-
Haukkanen.pdf. Viitattu 16.5.2015.

[6] Ranto, S. Lukuteorian ja algebran digitaalinen oppimateriaali. Turun yliopisto,
2003. https://matta.hut.fi/matta/algebra/algebra.html. Viitattu 14.6.2015.

[7] Rosen, K. H. Elementary Number Theory and Its Applications, 1. painos.
Addison-Wesley, 1986.

[8] Vanden Eynden, C. Elementary Number Theory, 1. painos. The Random
House/Birkhduser Mathematics Series, 1987.

29



	Johdanto
	Valmistelevia tarkasteluja
	Tarvittavien käsitteiden määritelmiä ja merkintöjä

	Rationaaliluku ja desimaaliesitys
	Rationaaliluku
	Desimaaliesitys
	Algebraa ja lukuteoriaa
	Muotoa 1b olevat rationaaliluvut
	Muotoa cb olevat rationaaliluvut


	Lähteet

