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Tiivistelma

Tutkielma kasittelee todistamista suomalaisessa yladkoulumatematiikassa. To-
distamisen historiaa tarkastellaan Antiikin Kreikan ndkokulmasta ja myos
Suomen kouluopetuksen nakokulmasta 1900-luvulla. Lisaksi kidydéaan lapi to-
distamisen roolia matematiikassa yleisesti - miksi todistaminen on matematii-
kan ydin ja millaisilla menetelmilla matematiikassa todistetaan. Tutkielmassa
tarkastellaan myos sitd, miten perusopetuksen opetussuunnitelman perus-
teet ja oppikirjat kasittelevat todistamista 7.-9. luokilla; opetussuunnitelma
edellyttdaa yldkoulussakin todistamisajatteluun pohjustamista, ja selkeasti
oppikirjoissakin on painotettu muutakin kuin laskutaitoa. Kuitenkin se, mill&
tapaa ja kuinka tarkasti todistamista opetetaan ylidkoulussa, jaa paljolti opet-
tajan vastuulle. Lopulta tutkielmassa selvitetddn hieman alan toimijoiden -
kahden aineenopettajan ja yhden kirjantekijan - mielipiteita siitd, millainen
rooli todistamisella on tamén paivin yladkoulumatematiikassa ja miten todis-
tamista tulisi opettaa. Nakemykset ovat hieman eriavié, mutta jokaista niisté
yvhdistaa se, ettd todistaminen on kiinted osa matematiikkaa ja se on tehtéva
selviksi matematiikan kouluopetuksessa jo varhain.

Tarkeimpiéa ldhdeteoksia tamén tutkielman teossa ovat olleet Kenneth H.
Rosenin Discrete Mathematics and Its Applications [6] sekd David A. Reidin
ja Christine Knippingin Proof in Mathematics Education [2].
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1 Johdanto

Taman tutkielman aihe valikoitui paljolti omien koulumuistojeni takia ja
liséksi juuri ennen tutkielman aloittamista kdydyn keskustelun - joka kasitteli
lukiolaisen vaikeutta orientoitua todistamistehtaviin - vuoksi. Muistan omalta
kouluajaltani erityisesti yhden oppitunnin, joka kasitteli kolmion kulmien sum-
maa. Opettaja kertoi, ettd olipa kolmio millainen tahansa, kulmien summa on
aina 180°. Opettaja yritti vakuuttaa oppilaat asiasta silld, ettd jokainen piirsi
vihkoonsa mielivaltaisen kolmion, mittasi kulmat ja summasi ne. Jokaiselle
tuli tulokseksi yllattaen 180°. Muistan, ettd en hyvaksynyt tata vakuuttelua,
vaan koitin monta kertaa muodostaa sellaista kolmiota, jonka kulmien summa
ei ole 180°, siiné kuitenkaan onnistumatta. Jos yleisesti matematiikassa ei
voida osoittaa lauseen olevan totta yksittdistapausten totuuden perusteella,
miksi lapsia vakuutellaan koulussa nimenomaan télla tavalla uskomaan jokin
lause todeksi?

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden mukaan todistaminen on
sisallytettava koulumatematiikkaan jo yldkoulussa. Siella asiat on esitetty
aika ympéaripyoreasti eiké sitd, miten todistamista kuuluisi tarkalleen ottaen
opettaa, ole juurikaan eritelty. Onkin aiheellista pohtia, mitd tdmé todis-
tamisen perusteisiin tutustuminen voisi olla. Voisiko jopa osan nykyisesta
lukion materiaalista siirtaa ylakouluun opiskeltavaksi vai onko lahdettava
liikkkeelle huomattavasti pienemman mittakaavan todistusajatteluun valmen-
tavista tehtavityypeista ja opetustyylista? On selvad, ettd vaikka jo yla-
koulussa keskitytadn arkipédivin ongelmien matemaattiseen formalisointiin,
koulutodistuksessa ei voida vaatia tiukkaa formalismia - sen sijaan perustelua
ongelmanratkaisuprosesseille on tarpeen harjoitella.

Tassa tutkielmassa perehdytédan todistamiseen muun muassa selvittamalla
mikéd merkitys todistamisella on matematiikassa ja miksi sita tehdadn, mitka
ovat todistamisen historialliset juuret ja millaisia todistustekniikoita mate-
maattisissa todistuksissa kaytetdaan. Todistamiseen perehdytédan erityisesti
myos siitd ndkokulmasta, miten se on siséllytetty koulumatematiikkaan eli
miten esimerkiksi oppikirjat esittelevit todistamisen. Lisédksi esitelldén joitain
valmiita selkotajuisia geometrisia todistuksia, joita voisi peruskouluikaisille
esittaa.



2 Historiallisia nakokulmia todistamiseen an-
tiikin Kreikasta ja Suomen kouluopetukses-
ta 1900-luvulla

Tassa luvussa késitelladn valikoidusti matematiikan ja sen opetuksen histo-
riaa todistamisen ndkokulmasta. On mielekésté kiydéd hieman lapi antiikin
matematiikkaa, silla sieltd ovat lahtoisin ensimmaéiset todistukset ja monet
muut todistukset, jotka ovat tdnid paivandkin esityskelpoisia. Kuten mai-
nittu, ensimmaéiset matemaattiset todistukset liitetddn antiikin Kreikkaan,
erityisesti Thales-nimiseen matemaatikkoon (noin 600 eaa.). Hénen kerrotaan
todistaneen useita geometriaan liittyvia peruslauseita, muun muassa sen, etté
tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret ja ettd puoliympyran
kaaren sisaltdmé kehakulma on suora. Jélkimmainen lause kulkee nimel-
1& Thaleen lause. [I] TAma lause mainitaan myo6s uudessa perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteissa 2014. [12]

Fukleides (3657-3007 eaa.) on yksin merkittdvimmistd henkil6istd matematii-
kan historiassa. Eukleideen kuuluisin teos on Stoikheia eli Alkeet ja se koostuu
13 kirjasta, joihin oli koottu sen ajan matematiikan teoreemat ja ne esitet-
tiin osana laajempaa kokonaisuutta. Alkeet tarjosi mallin matemaattiselle
todistamiselle - kaikki lauseet olivat tasmallisesti todistettu alussa annettujen
maédritelmien, aksioomien ja postulaattien avulla. Kouluopetuksessa Alkeet
on ollut keskeinen oppikirja viime vuosisadalle asti, myos Suomessa. [1]
Seuraavana esitetdan esimerkki Alkeiden ensimmaéisesté todistuksesta:

Propositio 1: Voidaan piirtaa tasasivuinen kolmio annet-
tu darellinen suora viiva yhtena sivuna

Kuva 1.

Olkoon AB annettu dérellinen suora viiva. Tehtavina on muodos-
taa tasasivuinen kolmio, jonka yksi sivu on AB. Keskipisteenid A
ja pituutena AB muodostetaan ympyra BCD. Keskipisteenéd B ja
pituutena BA muodostetaan toinen ympyrda ACE. Pisteeessa C,



jossa ympyrét leikkaavat toisensa, muodostetaan pisteisiin A ja
B suorat viivat CA ja CB. Piste A on ympyran CDB keskipiste,
joten AC ja AB ovat yhtéa pitkédt. Edelleen, koska piste B on ym-
pyrin CAE keskipiste, BC ja BA ovat yhté pitkat. CA osoitettiin
yvhta pitkdksi kuin AB, joten CA ja CB ovat yhta pitkia kuin
AB. Ja ne, jotka ovat yhtd suuria saman suureen kanssa, ovat
myo6s yhta suuria keskenédédn. Siis CA ja CB ovat my0s yhtéd suuret.
Niinpa kolme aérellistd suoraa viivaa CA, AB ja BC ovat yhta
pitkia. Néain ollen kolmio ABC on tasasivuinen, ja se on piirretty
siten, ettd AB on yhtend sivuna, mika oli tehtévina. (Heath, 1956,
Vol 1. 8.241-242, ref. [2] s. 5])

Tamén lauseen todistamiseen kaytettiin seuraavia postulaatteja, aksioomaa
ja maaritelmaa:

e Postulaatti 1: Voidaan piirtaa suora viiva mista tahansa pisteestd mihin
tahansa pisteeseen.

e Postulaatti 3: Voidaan piirtad ympyrd minké tahansa keskipisteen ja
pituuden suhteen.

e Aksiooma 1: Ne, jotka ovat yhtd suuret saman suureen kanssa, ovat
myo6s yhta suuret keskenédan.

o Maaritelma 15: Ympyra on yhdesté viivasta koostuva sellainen tasoku-
vio, jossa eradstd kuvion sisapuolella olevasta pisteesté kuvion viivalle
piirretyt suorat viivat ovat kaikki yhtéa pitkia.

Huomioitavaa tdman todistuksen osalta on myos se, ettd Eukleides ei ollut
maééritellyt erikseen janaa eika sédetté. [3), s. 7]

Muita merkittdvid matematiikan historiaan liittyvid nimid Antiikin Kreikan
ajalta on muun muassa Pythagoras, Eudoksos ja Arkhimedes, joista kaksi
jalkimmaisté todistivat merkittavid integraalilaskentaan liittyvid lauseita. [1]

Antiikin Kreikan ajan jalkeen matematiikan tutkimus on edennyt ajoittain
suurinkin harppauksin, mutta tassa tutkielmassa jatetdan tarkempi historia-
katsaus tekeméattéd. Sen sijaan kaydaan lapi hieman Suomen koulumatematii-
kan vaiheita 1900-luvulla - millainen rooli todistamisella on ollut vuosisadan
eri vaiheina. 1900-luvulla Suomen kouluopetuksessa on ollut muun muassa
vanhan ja uuden matematiikan aika. Vanhan matematiikan alkamiselle ei ole
annettu tarkkaa vuotta tai vuosikymmenté, ja sen sanotaan siirtyneen uuden
matematiikan tieltd. Vanha matematiikka oli vahvasti jakautunut eri osa-
alueisiin — lahinna aritmetiikkaan, geometriaan ja algebraan. Kuten mainittu,
Eukleideen Alkeiden todistuksia kaytettiin kouluopetuksessa, ja todistaminen
oli formaalin kasvatuksen véline [10, s. 22].



1900-luvun alkuvuosikymmenina koulumatematiikka perustui pitkalti kirjoi-
hin, joiden kirjoittajana oli kouluhallituksen matemaattisten aineiden ylitar-
kastaja, tohtori Lauri Nevanlinna. Uudempia painoksia toimitti Laurin veli,
niinikaén tohtori Otto Nevanlinna ja myohemmin professori Rolf Nevanlinna.
Kirjoittajat olivat toki matematiikassa patevia, mutta kirjat vaativat pal-
jon - seka opettajilta etta oppilailta. 1930-luvulla professori Kalle Viiséla
puuttui matematiikan kouluopetukseen ja kyseenalaisti geometrian kouluope-
tuksen toimivuuden. Geometrian opettamisen ongelmallisuus aiheutui siité,
etta alkeisgeometrialla on kaksi eri hahmoa: toisaalta se on havainnollinen
luonnontiede, toisaalta abstraktinen matemaattinen teoria. Ongelmallista oli
kasittad se, miksi tarvitaan abstrakti teoria usein itsestadn selvilta nayttavien
tulosten todistamiseksi. Rolf Nevanlinna oli taas sitd mieltd, ettd Eukleideen
aksiomaattisella jarjestelmallé tulisi olla sija oppikoulussa, silla sen oli tarkoi-
tus antaa oppilaalle pohjasivistys - ja olihan Eukleideen Alkeet vaikuttaneet
vahvasti ldnsimaisen kulttuurin kehitykseen. Kuitenkin Vaisald katsoi Euklei-
deen jarjestelmaédn perustuvan geometrian opetuksen koulussa liian vaikeaksi.
Vaisalan mielestd geometrian opetus olisi uudistettava sithen suuntaan, etta
vedottaisiin oppilaan omaan havaintokykyyn ja todistettaisiin vain sellaisia
vaittamia, jotka paljaan havainnon perusteella eivét ole selvia. [4, s. 397-398]

Ville Mékeld on tarkastellut tarkemmin tutkielmassaan [3, s. 21] tdmén ajan
koulumatematiikassa kiytettyja kirjoja - Kallion Geometria I ja Vaisilan
Algebran oppi- ja esimerkkikirja I - ja toteaa, etta keskikoulun geometrian
kirjan ensimmaisissa luvuissa ei puhuta todistamisesta, mutta sitéd harjoitel-
laan Eukleideen mallin mukaisesti, joskin epamuodollisemmin tarkastelemalla
“probleemia” ja “ratkaisemalla” niitd. Probleemien ratkaisujen kautta saatiin
teoreemat. Vaikka tdsmallisyydesta tingittiin, teoreemat eivéit tulleet tyhjés-
ta, vaan niitd vahintdankin perusteltiin havainnollisesti. Kirjan viimeisessa
luvussa puhutaan todistamisesta: siinéd kerrotaan teoreemojen perustuvan
aikaisempiin teoreemoihin ja aksioomiin. Myos kielenkayttoa tasmannettiin
- kéytettiin sanoja oletus, viitos ja todistus. Algebran kirjoissa sen sijaan
todistamista oli vihemman.

1960-luvun lopulla havahduttiin siihen, ettd matematiikan kouluopetusta oli
syytd muuttaa, kun todettiin esimerkiksi Eukleideen geometrian aksiomaatti-
sen opettamisen hankaluus. Lisédksi muutokseen kannusti Piaget'n konstrukti-
vismiin liittyvét ajatukset lasten matemaattisen ajattelun kehittymisesté [9,
s. 104]. Todettiin myos, etta laskentoon, geometriaan ja algebraan rajoittunut
oppimaaré oli myos rajallinen sen ajan vaatimuksia ajatellen. Vuonna 1967
valmistui Pohjoismaisen Matematiikan Opetuksen Uudistamistoimikunnan
mietint0, jonka mukaan matematiikan oli tarjottava oppilaalle mahdollisuuk-
sia konstruoida matematiikkaa itse. Lisdksi painotettiin ilon ja kauneuden
elamyksien saamista matematiikan parissa tyoskenneltéessa [3, s. 26].

50-luvulta ldhtien todistamiseen oli alettu liittaa taustalle logiikan paattely-



sdantoja. Logiikka ja joukko-oppi tulivat osaksi matematiikan kouluopetusta
modernisoinnin yhteydessia. Matematiikan todistuksia oli vaikea rakentaa
tasmallisiksi logiikan péaattelysaantojen avulla - niista tuli monimutkaisia ja
epahavainnollisia. Kuitenkin looginen ajattelu on tarpeen, kun oppilaat muo-
dostavat reaalimaailmasta matemaattisia skeemoja ja keksivat niihin liittyvia
loogisia paattelymalleja muodostaen todistuksia. Niinpéa logiikka yritettiin
ottaa mukaan opetukseen liittden se kdytannon tilanteisiin ja ongelmanratkai-
suprosesseihin. Téma on tasmentanyt ja monipuolistanut todistamisajattelun
kehittymista, mutta kiinnostus todistustehtéviin on modernisoinnin alkuvai-
heen jélkeen vahentynyt, mika nidkyy Suomessa ainakin lukion oppikirjoissa:
todistustehtavista luovuttiin. [9, s. 103]

Mikela [3], s. 28] on tarkastellut myos uuden matematiikan ajan oppikirja-
sarjaa Valistuksen Matematiikkaa. Todistuksia ei seitseménnen eika kahdek-
sannen luokan oppikirjoista 16ydy. Geometrian osuus kirjoissa on pieni ja
esimerkiksi seitseménnen luokan oppikirjassa janan keskinormaali ja kulman
puolittaminen opetetaan konstruoimaan pinnallisesti piirrosten avulla.

Uutta matematiikkaa seurasi ongelmakeskeisen matematiikan aika, ja to-
distamisen kannalta tapahtui ikdva muutos. Malisen artikkelissa [10} s. 22]
viitataan Inkilén ja Keskitalon pro gradu -tutkielmaan, ja sen mukaan vuoden
1985 opetussuunnitelman mukaisissa lukion oppikirjoissa vain noin kolmannes
lauseista oli todistettu, kun taas 70-luvulla ldhes jokainen lause oli todistet-
tu. Mahdollisia syitd on Malisen mielesta useita: matematiikan tuntimaéran
pieneneminen, kaytannon sovellusten lisddminen ja todistamisen hankalaksi
kokeminen.

Todistamisesta tdaméan paivan koulumatematiikassa on olemassa tutkimuksia
ja tutkimushankkeita, muun muassa NorBa-projekti [5] ja joitain pro gra-
du -tutkielmia, jotka ovat keskittyneet lahinna lukion pitkdn matematiikan
oppimadrin tarkastelemiseen. Myohemmin téssa tutkielmassa on tarkoitus
tarkastella erityisesti sitd, mita todistaminen on ylakoulumatematiikassa.



3 Todistaminen matematiikassa

Monissa tieteissa on tyypillista kehitelld uusia hypoteeseja, jotka voivat ku-
mota vanhan tiedon. Matematiikassa sen sijaan tehdadn ennemminkin laa-
jennuksia, ja kun jokin véite on kerran todistettu, sen totuusarvo siilyy. Itse
asiassa todistaminen on ainoa tapa matematiikassa, jolla rakentaa uutta ma-
temaattista tietoa ja siséllyttda sitd matemaattisiin teorioihin. Lisdksi jotta
voit varmistua siité, ettd jokin lause on varmasti tosi, ainoa tapa on tehda
validi matemaattinen todistus. Myo0s intuitiivisesti selvalta tuntuvat asiat
tarvitsevat todistuksen, jotta niiden totuudesta voidaan olla varmoja. Esi-
merkiksi lausetta “on olemassa dadrettémdan monta alkulukua” voidaan pitaa
intuitiivisesti itsestdan selviané, jota se ei kuitenkaan ole. Lauseen paikkan-
sapitavyydestd voidaan olla varmoja vain siksi, etta sille on esitetty validi
todistus.

Todistaminen osoittaa, millaisia yhteyksid matematiikan eri tutkimusaloil-
la on toisiinsa - esimerkiksi joitain puhtaasti algebrallisia véitteitd voidaan
todistaa yksinkertaisesti topologian avulla. Tana paiviand matematiikan alo-
ja on kuitenkin monia, ja kaikilla matematiikan aloilla todistamisella ei ole
samanlaista merkitystd kuin esimerkiksi geometriassa, jossa todistuksilla on
hyvin pitké perinne. Esimerkiksi joillain sovelletun matematiikan tutkimus-
aloilla pyrkimys ei ole todistaa tuloksia, mutta siltikin heidan kdyttaméansa
matematiikan tulokset on todistettu ja nain ollen oikeita. Jonkin ndkemyksen
mukaanhan voidaan ajatella, ettei esimerkiksi vaikkapa tilastollinen matema-
tiikka edes ole matematiikkaa. Taménkaltaisiin matematiikan méaritelmiin
ei kuitenkaan keskityta tassa tutkielmassa.

Matematiikan avulla voidaan toki selvittda haastavien yhtaloiden juuria tai
se voi toimia aputieteend esimerkiksi luonnontieteissa, kuten vaikkapa fysii-
kassa, ja se on avain ongelmien ratkaisuun. Kuitenkaan tama proseduraalinen
tieto ei ole matematiikan ydin, vaan tarkoituksena on ymmaértaa periaatteet
numeroiden ja laskujen takana ja ennen kaikkea olla varma siita, etta ne ovat
oikeita.

3.1 Matematiikan todistusmenetelmat

Téssé luvussa kasitellaan joitain todistukseen liittyvia termeja ja paattelysaan-
toja. Selvennetadn, mitka paattelysaannot ovat oikeita, ja millaisia tyypillisi&
virhepéadtelmia usein esiintyy. Myo6s yleisimmét matematiikan todistusmene-
telmat kdydadn lapi. Tamén luvun lahteenéd on kaytetty Kenneth H. Rosenin
teosta Discrete Mathematics and Its Applications [6] s. 161-187] sekéd hieman
Tampereen yliopiston Logiikka 1B-kurssin luentomateriaalia [7) s. 72-85].

Teoreema on lause, joka voidaan osoittaa todeksi. Teoreema on tosi, kun



jono perikkéisia kaavoja muodostaa perustelun, jota kutsutaan todistukseksi.
Aksioomat ja postulaatit ovat vallalla olevia olettamuksia matemaattisista
rakenteista. Todistuksessa jonon jasenet on muodostettu aksioomeista, pos-
tulaateista tai ne on péatelty johon aiemmista jasenista. Pddttelysddannot,
joita kaytetdan johtopadtoksien tekemiseen, solmivat todistuksen eri vaiheet
yhteen. Termit lemma ja korollaari (tai seurauslause) ovat tietyntyyppisia
teoreemoja. Lemma on yksinkertainen teoreema, jota kidytetdédn toisten teo-
reemojen todistuksissa. Monimutkaiset todistukset ovat yleensa helpompia
ymmartad, kun ne on todistettu kayttaen sarjaa lemmoja, missa kukin lem-
ma on erikseen todistettu. Korollaari on teoreema, joka seuraa valittomaésti
jostain aiemmasta teoreemasta.

Paattelysaannot

Modus ponens -péaéttelysaanto (tai implikaation eliminointi) esitetdén usein

seuraavanlaisella kaaviolla:
P, P —4q

q
missé oletukset eli p ja p — ¢ ovat viivan ylapuolella ja johtopaatos, eli ¢ on
viivan alapuolella. Tama paéttelysaantd perustuu tautologiaan

(pA(p—q)—q).

Mikali siis implikaatio ja sen vasen puoli ovat tosia, niin my6s implikaation
oikean puolen on oltava tosi.

Esimerkki 3.1. Oletetaan, ettd implikaatio “jos n on jaollinen luvulla 3,
niin n? on jaollinen luvulla 97 on tosi. Jos myés oletus “n on jaollinen luvulla
3”7 on tosi, modus ponensin nojalla myés johtopéitos “n? on jaollinen luvulla
9” on tosi.

Muita paéttelysaantéja ovat muun muassa:

o Disjunktion tuonti eli:
p

A
joka perustuu tautologiaan

p—(pVa).

Sen mukaan mikali p on tosi, my6s p:n ja minka tahansa proposition
disjunktio on tosi.
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o Konjunktion eliminointi eli:

PAq

joka perustuu tautologiaan

(pAq) = p
Mikali siis p:n ja ¢:n konjunktio on tosi, niin silloin p on tosi.
e Modus tollens eli:
-q, p—q
—|p ’
joka perustuu tautologiaan

(=g A (p—q) = —p.

Mikali siis g ja p — ¢ ovat tosia, niin silloin oletuksena olevan impli-
kaation etulauseen on oltava epétosi, eli =p on oltava tosi.

o Ketjusdadanto eli:
p—q q—r
p—T

perustuu tautologiaan

(p=a)A(g—=7)) = (p—=7)
Mikali siis p — ¢ ja ¢ — r ovat tosia, niin my6s p — r on tosi.
e Modus tollendo ponens tai disjunktion eliminointi eli:

pVgq, p
q b)

perustuu tautologiaan
(pVa)A—p) =g
Mikali siis p V ¢ ja —p ovat tosia, niin silloin ¢: on oltava tosi.
Esimerkki 3.2. Seuraavat paattelyt ovat esimerkkeja yllamainituista saén-
noista.

e Disjunktion tuonti: “Luku 9 on jaollinen luvulla 3. Siis luku 9 on
jaollinen luvulla 3 tai luku 9 on parillinen.”

e Konjunktion eliminointi: “Luku n on alkuluku ja se ei ole jaollinen
luvulla 3. Siis luku n on alkuluku.”
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e Modus tollens: “Luku n on jaollinen luvulla nelji ja jos n on alkuluku,
niin n ei ole jaollinen luvulla neljd. Siis luku n ei ole alkuluku.”

o Ketjusddnto: “Jos n on parillinen, niin 2|n. Jos 2|n, niin on olemassa
m siten, ettd n = 2m. Siis jos n on parillinen, niin on olemassa m siten,
ettd n = 2m”

e Disjunktion eliminointi: “Luku 9 on jaollinen luvulla 3 tai luku 9 on
parillinen. Luku 9 ei ole parillinen. Siis luku 9 on jaollinen luvulla 3.”

Perustelu, joka on rakennettu paattelysdantojen avulla, on validi. Kun kaikki
propositiot validissa perustelussa ova tosia, se johtaa oikeaan johtopa#tok-
seen. Kuitenkin validi perustelu voi johtaa myo6s virheelliseen johtopééatokseen,
mikéli yhté tai useampaa virheellista oletusta on kaytetty perustelun rakenta-
misessa. Esimerkiksi jos halutaan osoittaa implikaation “Jos 101 on jaollinen
luvulla 3, niin 1012 on jaollinen luvulla 97 oikea puoli todeksi, niin oletta-
malla, ettd implikaatio ja sen vasen puoli ovat tosia seka kayttamallda modus
ponens -sidintod, padadytaan virheelliseen johtopaatokseen. 1012 ei ole jaolli-
nen luvulla 9. Virheelliseen johtopéaatokseen on tassa tapauksessa paadytty
olettamalla vaarin, etta 101 on jaollinen luvulla 3.

Virhepaatelmat

On olemassa useita tyypillisia padtelmid, jotka johtavat virheelliseen péat-
telyyn. Nama virhepadtelmét edustavat padttelysaantoja, mutta perustuvat
ennemmin toden mahdollisuuteen kuin tautologiaan.

Propositio ((p — ¢) A q¢) — p ei ole tautologia, silld se on epétotta silloin,
kun p on epatotta ja g on totta. Kuitenkin on olemassa monia virheellisia
paattelyita, jotka késittelevat tata tautologiana.

Esimerkki 3.3. Olkoon p propositio “n = 1 (mod 3)” ja ¢ propositio “n? = 1
(mod 3)”. Implikaatio p — ¢, joka on “jos n =1 (mod 3), niin n* =1 (mod
3)” on tosi. Jos ¢ on tosi, olisi virheellista padtelld, ettd myos p on tosi, silla
on mahdollista, ettd “n = 2 (mod 3)”. Jos johtopadtds “p on totta” tehdaan,
on kyseessa ylla mainittu virhepaatelma.

Propositio ((p — ¢) A =p) — —q ei ole tautologia, silla se on epéatosi silloin,
kun p on epatotta ja ¢ on totta.

Esimerkki 3.4. Olkoon p ja ¢, kuten esimerkissa 3. Jos implikaatio p — ¢
on tosi ja —p on my0s tosi, niin ei voida péatella, ettd —q olisi tosi, silla jos
implikaation etulause ei ole totta, mutta implikaatio on, voi johtopaétos olla
joko totta tai epéatotta.
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Moni virheellinen paattely perustuu kehdpddatelmddn. Tamé virhepaédtelma
ilmenee, kun yksi tai useampi todistuksen askel perustuu todistettavaan
lauseeseen. Toisin sanoen, tamé virhepaédtelmé ilmenee, kun lausetta todistet-
taessa oletetaan lauseen olevan tosi ja sitd (tai vaitosta joka on ekvivalentti
todistettavan lauseen kanssa) kdytetddn myos lauseen todistuksessa.

Esimerkki 3.5. Seuraavassa péattelyssa on kaytetty kehdpéaatelmad. “ Olete-
taan, ettd n® on parillinen. Siis n®> = 2k jollain k:n arvolla. Olkoon n = 21
jollain l:n arvolla. Tdma osoittaa, ettd n on parillinen”.

Vaite “olkoon n = 2l jollain arvolla [” esiintyy todistuksessa. Mikaén aiemmin
paatelty ei osoita taman vaitteen olevan totta. Taméa on kehépadatelma, silla
paattelyprosessissa on kédytetty sitd véitetta, mika pitaisi todistaa. Ratkaisu
sindnsé on kuitenkin oikein - ainoastaan todistamisen menetelmé on vaira.

Todistustekniikat

Koska monet lauseet ovat implikaatioita, on tarkead hallita niihin liittyvat
todistamistekniikat. Kun annetaan p:lle ja ¢:lle totuusarvot, niin implikaatio-
muotoinen lause p — ¢ on tosi silloin, kun p on epatosi tai ¢ on tosi, kuten
alla olevasta implikaation totuustaulusta néakyy.

pPlg|p—4q
111 1
01 1
110 0
010 1

Jos siis voidaan todistaa, ettd implikaation vasen puoli on epétosi tai ettéa
implikaation oikea puoli on tosi, kyseessa on triviaali todistus. Triviaalit
todistukset ovat téarkeita esimerkiksi induktiotodistuksissa ja silloin, kun
todistetaan joitain teoreemojen erikoistapauksia.

Esimerkki 3.6. Osoitetaan, ettd propositio P(0) on tosi, kun P(n) on “jos
n > 1, niin n®> > n”.

Propositio P(0) vastaa implikaatiota “jos 0 > 1, niin 0% > 0”. Koska impli-
kaation vasen puoli 0 > 1 on epétosi, implikaatio P(0) on automaattisesti
tosi. O

Esimerkki 3.7. Olkoon P(n) lause “jos a ja b ovat positiivisia lukuja siten,
etti a > b, niin silloin a™ > b"". Osoitetaan, ettd P(0) on totta.

Lause P(0) luetaan seuraavasti: “jos a > b, niin a® > 0°”. Koska a® =0° =1,
niin P(0) on tosi, silld implikaation oikea puoli on tosi. O
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Suora todistus tarkoittaa sitd, ettd implikaatio osoitetaan todeksi siten, etté
oletuksesta p todistetaan ¢. Suoraa todistusta kédyttadkseen on oletettava p:n
olevan totta ja paattelysdantojen ja jo todistettujen lauseiden perusteella
osoitettava, ettd myos ¢:n on oltava totta.

Esimerkki 3.8. Annetaan suora todistus sille, ettd “jos n on pariton, niin
n? on pariton”.

Oletetaan, etta “n on pariton” pitda paikkansa. Silloin n = 2k 4 1 jollain
kokonaisluvun £ arvolla. Siitd seuraa, etté

n? = (2k +1)* = 4k + 4k + 1 = 2(2k> + 2k) + 1.

Siis n? on pariton. O

Implikaatio p — ¢ on ekvivalentti kontrapositionsa, =¢ — —p, kanssa ja niinpé
implikaatio p — ¢ voidaan todistaa osoittamalla sen kontraposition =q¢ — —p
olevan totta. Tama jalkimmaéinen implikaatio on usein todistettu suoralla
todistuksella, mutta mita tahansa muutakin todistustekniikkaa voi kayttaé.
Taménkaltaista todistusmenetelméa kutsutaan kdadnteiseksi todistukseksi.

Esimerkki 3.9. Annetaan kdanteinen todistus lauseelle “Jos 3n+2 on pari-
ton, nitn n on pariton’”.

Oletetaan, etta implikaation oikea puoli on epéatosi. Oletetaan siis, ettd n on
parillinen. Silloin n = 2k jollain kokonaisluvulla k. Siis

3n+2=32k)+2=06k+2=2(3k+1).

Siis 3n + 2 on parillinen. Niinpéa implikaation oikean puolen negaatio osoit-
taa, etta implikaation vasen puoli on myo6s epatosi. Nain ollen alkuperainen
implikaatio on tosi. [

Implikaatio p — ¢ voidaan osoittaa todeksi myos ristiricdan avulla. Silloin
tehdaan vastaoletus, ettd —q on tosi, ja tastd seuraa oletuksen p avulla, ettéa
seké r etta —r ovat tosia, mika on ristiriita. Nain ollen implikaation p — ¢
on oltava tosi. Tata kutsutaan epdasuoraksi todistamiseksi.

Esimerkki 3.10. Osoitetaan ristiriidan avulla, ettd +/2 on irrationaalinen.
Olkoon p propositio “v/2 on irrationaalinen”.

Oletetaan, ettd —p on totta. Silloin v/2 on rationaalinen. Siis on olemassa
kokonaisluvut a ja b siten, etta

a
2 ="
V2=,
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missa luvuilla a ja b ei ole yhteisia tekijoita. Korottamalla puolittain nelioon,
saadaan

2
a
Edelleen
20 = a2,

Tama tarkoittaa, ettd a? on parillinen, ja niin ollen myds a on parillinen. Ja
koska a on parillinen, niin on olemassa c siten, ettd a = 2¢. Niinpa

20° = 4% < b? = 22

Timéi tarkoittaa, ettd b? on parillinen ja niin ollen my6s b on parillinen. Nyt
on osoitettu, ettd propositiosta —p seuraa, ettd /2 = 7, missd luvuilla a
ja b ei ole yhteisia tekijoita, ja luku 2 jakaa sekd luvun a ettd b, mika on
ristiriita. Néin ollen —p on epétotta. Niinpi p eli ettd “y/2 on irrationaalinen’

on tosi. O

Y

Implikaation kadnteinen todistus voidaan kirjoittaa uudestaan todistuksena
ristiriidan avulla. Kaanteisessé todistuksessa osoitetaan, etta p — ¢ on totta
kayttaen suoraa todistusta siité, etta sen kontrapositio on totta. Kéanteises-
sa todistuksessa oletetaan, ettd —q on totta ja osoitetaan, ettd —p on totta.
Uudelleen kirjoittamalla implikaation p — ¢ ja kdyttamalld epasuoraa to-
distamista oletamme, ettd p ja —q ovat totta. Sitten kaytetdén implikaation
—q — —p suoraa todistusta osoittaaksemme etta —p:n on oltava myos tosi.
Tamaé johtaa ristiriitaan p A —p, joka viimeistelee todistuksen.

Esimerkki 3.11. Osoitetaan, ettd “jos 3n + 2 on pariton, niin n on pariton”.

Oletetaan, ettd 3n + 2 on pariton ja ettd n ei ole pariton, siis ettd n on parilli-
nen. Kuten aiemmassa esimerkissa, voidaan todistaa, ettd jos n on parillinen,
niin 3n 4 2 on parillinen. Tama on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, etta
3n + 2 on pariton. Siis viite “jos 3n + 2 on pariton, niin n on pariton” on
tosi. O

Kun todistetaan implikaaatiota, joka on muodossa
(p1VpeVpsV...Vp,) —q,
tautologiaa

(V. Vpn) =)= (= )ANP2 = QN AP — q))

voidaan kayttad padttelysadntona. Tamé osoittaa, ettd alkuperdinen implikaa-
tio, jossa hypoteesind on disjunktio propositioista py,..., p,, voidaan osoittaa
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todistamalla jokainen n kpl implikaatioita p; — ¢, ¢ = 1,...,n todeksi. Joskus
todistettaessa, ettd implikaatio p — ¢ on totta, voidaan kdyttda p:n sijasta
disjunktioita p; V p2 V ... V p, implikaation vasemmalla puolella, missa p ja
p1 V...V p, ovat ekvivalentteja.

Esimerkki 3.12. Osoitetaan, ettd implikaatio “jos n on luku, joka ei ole
jaollinen kolmella, niin n> =1 (mod 3)” on tosi.

Olkoon p propositio “n ei ole jaollinen kolmella” ja olkoon g propositio “n? = 1
(mod 3)”. Silloin p on ekvivalentti lauseen p; V py kanssa, missa p; on “n =1
(mod 3)” ja py on “n =2 (mod 3)”. Niinpé osoitettaessa implikaatio p — ¢,
voidaan osoittaa, ettd p; — ¢ ja po — ¢. On helppoa antaa suora todistus
néaille implikaatioille. Ensin oletetaan, ettd p; on totta, eli n = 3k 4 1 jollain
luvulla k. Niinpa

n?® = 9k* + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1.

Siitd seuraa, ettd n? = 1 (mod 3). Niinpa p; — ¢ on totta. Seuraavaksi
oletetaan, ettd py on totta. Silloin n = 2 (mod 3), niinpd n = 3k + 2 jollain
luvulla k. Niinpa

n® = 9k* + 12k +4 =3(3k* + 4k + 1) + 1.

Siitd seuraa, ettd n? = 1 (mod 3), joten ps — ¢ on totta. Nyt on osoitettu,
ettd molemmat implikaatiot pitavat paikkansa, joten voidaan tehdé johto-
paatos, etta p; V ps — ¢ on totta. Koska p; V ps on ekvivalentti p:n kanssa,
voidaan todeta, ettd p — ¢ on totta. O

Todistettaessa ekvivalenssia p <> ¢, voidaan kayttaa tautologiaa

(P q) < ((p—=q AN(g—Dp).

Ekvivalenssi voidaan siis todistaa todistamalla implikaatiot jos p, niin q ja
jos q, nin p.

Esimerkki 3.13. Osoitetaan, etti “n on pariton jos ja vain jos n® on pariton”.

Olkoon p propositio “n on pariton” ja q propositio “n? on pariton”. On

osoitettava, ettd implikaatiot p — ¢ ja ¢ — p ovat tosia. On jo osoitettu, ettéd
p — q on tosi (esimerkki 3.8). Todistettaessa implikaatio ¢ — p kéytetéédn
kadnteista todistusta. Osoitetaan, ettd implikaation oikea puoli on epétosi,
eli etta “n on parillinen”. Silloin n = 2k jollain kokonaisluvulla k. Silloin

n® = 4k* = 2(2k?),

joten n? on parillinen. Tamé osoittaa sen, ettd ¢ — p. Koska ollaan osoitettu

molemmat implikaatiot tosiksi, myos ekvivalenssi p <+ ¢ on tosi. O
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Jos halutaan osoittaa lauseet pi, po, ..., p, ekvivalenteiksi, voidaan osoittaa,
etta

((p1 = p2) A (P2 = p3) A oo A (Pn — 1))

on tosi.
Eli jos implikaatiot p; — pa, ..., pn — p1 voidaan osoittaa olevan totta, niin
propositiot pi,...,p, ovat ekvivalentteja.

Huom! Joskus useamman proposition ekvivalenssia lyhennetdan kayttamalld
merkintda
P17 P2 <7 P37 .o 7 P,

joka on kyseenalainen sen vuoksi, ettd ekvivalenssin liitannaisyyden takia
merkinnéassa ei ole tarkalleen ottaen kyse siita, etta kullakin propositiolla olisi
sama totuusarvo, vaan etta ensimmaisen kahden proposition ekvivalenssin to-
tuusarvo on sama kuin kahden seuraavan proposition ekvivalenssin totuusarvo
jne.

Esimerkki 3.14. Osoitetaan, ettd seuraavat propositiot ovat ekvivalentteja.

p1: “n mod 3 =1 tai n mod 3 =27
p2:"n ei ole jaollinen kolmella”
p3:’n? =1 (mod 3)”.

Osoitettaessa, etta propositiot ovat ekvivalentteja, voidaan osoittaa, etta
implikaatiot p; — p9, p2 — p3 ja p3 — p; ovat totta. Kaytetddn suoraa
todistusta todistamaan, ettd p; — po. Oletetaan, ettd n mod 3 = 1 tai 2.
Jakoyhtalon perusteella n = 3¢ + r, missa 0 < r < 3. Modulon maaritelman
perusteella r = n (mod 3). Koska n on jaollinen kolmella, jos ja vain jos r = 0,
oletus, ettd n mod 3 = 1 tai 2 nayttéa, etta n ei ole jaollinen kolmella. Nain
ollen p; — ps. Implikaatio p, — p3 on todistettu esimerkissa 12. Kéaytetdaan
epasuoraa todistusta todistamaan, ettd ps — p;. Oletetaan, etta johtopaatos
on epatosi, eli ettd n mod 3 # 1 tai 2. Koska n mod 3 = 0, 1 tai 2, ndhdaan, etta
n mod 3 = 0. Tamé tarkoittaa, ettd 3|n, joten n = 3k jollain kokonaisluvulla
k. Tamé osoittaa, ettd n? = 9k? = 3(3k?), miké osoittaa, ettd n? = 0 (mod
3), joten ps ei ole tosi. TAmé& paattaa epasuoran todistuksen ps — p;. Nain
ollen propositiot py, ps ja p3 ovat ekvivalentteja. O

Teoreemat ja kvanttorit

Monet teoreemat on esitetty niin, ettd ne sisdltavat kvanttoreita, esimerkiksi
ne ovat vaitteita siita, ettd jotain on olemassa. Tamankaltainen teoreema
voidaan formalisoida muotoon JzP(x), ja sen todistusta kutsutaan olemas-
saolon todistukseksi. Todistamiseen on monia keinoja. Esimerkiksi voidaan
muodostaa a, jolla patee P(a). Tata kutsutaan konstruktiiviseksi todistukseksi.
On mahdollista todistaa olemassaolo myos ei-konstruktiivisesti, eli ei etsita

17



konkreettista esimerkkié, joka toteuttaisi lauseen. Yksi tyypillinen tapa on
osoittaa ristiriidan kautta, ettd olemassaolon negaatio johtaa ristiriitaan.

Esimerkki 3.15. Osoitetaan konstruktiivisesti, etta “jokaisella n on olemassa
n perdkkdistd lukua, jotka eivdt ole alkulukuja.” Siis Vn3azVi(i <n — z+1i+1
ei ole alkuluku).

Olkoon x = (n+1)!41. Tarkastellaan lukuja x+1, x+2, ..., z+n. Huomataan,
ettd i + 1 jakaa luvun z + 1= (n+ 1)! + (i + 1) kun ¢ = 1,2, ..., n. Niinpéd n
perakkaista lukua, jotka eivat ole alkulukuja, on loydetty. O

Esimerkki 3.16. Osoitetaan ei-konstruktiivisesti, etta “Jokaiselle luvulle
n on olemassa sitd suurempi alkuluku”. Formalisoituna Yn3xQ(n,x), missi
Q(n,x) on propositio “z on alkuluku ja suurempi kuin n”.

Olkoon n positiivinen luku. Osoitettaessa, ettd on olemassa suurempi alkuluku
kuin n, tarkastellaan lukua n! + 1. Koska jokaisella luvulla on alkulukutekijd,
on olemassa ainakin yksi alkuluku, joka jakaa n!+ 1:n. Yksi mahdollisuus on,
ettd n! + 1 on itsessaén jo alkuluku. Huomaa, ettd kun n! 4 1 jaetaan luvulla,
joka on pienempi kuin n tai yhtasuuri, jakojaénnos on 1. Siis minka tahansa
alkulukutekijan télle luvulle taytyy olla suurempi kuin n. Tama on esimerkki
ei-konstruktiivisesta todistamisesta, koska alkulukua, joka on suurempi kuin
n ei ole muodostettu. On vain osoitettu, etté sellaisen on oltava olemassa. [

Tarkastellaan lausetta Vo P(x). Muistetaan, ettd —VaP(z) <> Jx—P(x) on
validi. Tama tarkoittaa sitd, etta jos 10ydetaédn jokin a siten, ettd P(a) on
epatosi, niin olemme osoittaneet, ettd on olemassa x, jolla =P(x) on tosi, eli
lause Vo P(x) on epatosi. Téllaista todistamistapaa kutsutaan vastaesimerkin
avulla todistamiseksi. Vain yhden vastaesimerkin 16ytdminen johtaa siihen,
ettd ylla mainitun kaltainen lause saadaan todistettua epétodeksi.

Esimerkki 3.17. Osoitetaan vastaesimerkin avulla, ettd “kaikki alkuluvut
ovat parittomia” on epatotta.

Formalisoidaan vaittdma seuraavalla tavalla: VzO(x), missd O(z) on propositio
“x on pariton ja kuuluu alkulukujen joukkoon”. Luku x = 2 on vastaesimerkki,
silla 2 on alkuluku ja parillinen. Nain ollen véiite “kaikki alkuluvut ovat
parittomia” on epatotta. O

Matemaattinen induktio

Matemaattinen induktio on hyvin tarkea todistusmenetelmé. On térkead
huomata, ettei matemaattista induktiota voida kayttaa tyokaluna uusien
teoreemojen loytamiseen.

Matemaattisen induktion validisuus seuraa siita, etta luonnollisten lukujen
jarjestys on hyvinjarjestys eli siitd, etta jokaisella epatyhjalla luonnollisten
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lukujen osajoukolla on olemassa pienin alkio.

Todistetaan, ettd induktioperiaate seuraa luonnollisten lukujen hyvinjar-
jestyksestd. Olkoon S C N ja silld on seuraavat ominaisuudet:

1e8,

neS=n+1eSb.

Osoitetaan, ettd S = N.

Tehddan vastaoletus, ettd N #£ S. Oletetaan siis, ettd N\ S ei ole tyhji. Koska
N\ S ei ole tyhja, silla on pienin alkio. Olkoon se m.

Koska 1 € S, niin 1 ¢ N\ S. Siis m # 1. On siis olemassa jokin ¢ € N siten,
ettam=¢ =q+ 1.

q € S, koska muuten g € N'\ S ja silloin m ei olisi joukon pienin alkio. Koska
joukolla S on ominaisuus n € S = n+ 1 € S, niin oltava m = ¢’ € S, silla
q € S. Tama on ristiriita, silld m € N'\ S. Siispad N\ S on tyhja joukko. Néin
ollen S = N. ]

Matemaattisella induktiolla voidaan todistaa lauseita, jotka ovat muotoa
VnP(n), missa kasitellddn positiivisia lukuja.

Todistus sille, ettd P(n) on totta jokaisella n:lla koostuu kahdesta askeleesta:
1. Perusaskel. Osoitetaan, ettd P(1) on totta.

2. Induktioaskel. Osoitetaan, ettd implikaatio P(n) — P(n + 1) on totta
jokaisella positiivisella luvulla n.

Téassé lausetta P(n) kutsutaan induktio-oletukseksi.

Induktioaskeleen implikaatio osoitetaan usein suoralla todistuksella todeksi.
On kuitenkin huomattava, ettd matemaattisessa induktiossa ei oleteta, ettéa
P(n) on totta kaikilla positiivisilla luvuilla n. Sen sijaan todistetaan, etté jos
oletetaan, ettd P(n) on totta, niin silloin myos P(n + 1) on totta.

Esimerkki 3.18. Osoitetaan matemaattisen induktion avulla, ettd ensim-
méisen n:m positiivisen parittoman kokonaisluvun summa on n?.
Olkoon P(n) propositio, ettd ensimmadisen n:n parittoman positiivisen luvun
summa, on n?.
Perusaskel: Osoitetaan, ettd P(1) on totta. 1 = 12, joten P(1) on totta.
Induktioaskel: Osoitetaan, ettd P(n) — P(n + 1) on totta. Oletetaan, ettd
P(n) on totta, eli

14+3+5+...+(2n—1)=n%

Nyt P(n + 1) luetaan
1+34+5+..+2n—1)+2n+1)=(n+1)%
Koska P(n) on totta, niin

1+345+...+2n—1)+(2n+1)
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=(14+34+5+...+2n—-1))+(2n+1)
=n’+2n+1)=n*+2n+1=(n+1)>~%
O
Esimerkki 3.19. Osoitetaan matemaattisella induktiolla, ettd aarellisen
geometrisen jonon summa on

ar"t —q

arl =a+ar+ar’+ . +ar’t=———,
20 r—1

kun r # 1.

Olkoon P(n) propositio, jonka mukaan n + 1 termin summa on oikein.
Perusaskel: P(0) on totta, silla

ar — a
r—1"

a =

Induktioaskel: Oletetaan, ettd P(n) on totta, eli etta

ar™tt — ¢

atar+ar’+. . +ar"=——
r—1

Nayttiadksemme, ettd tdmé oletus johtaa siihen, ettd myds P(n + 1) on totta,

lisitadn puolittain ar™! ja saadaan

5 1 a'r’”“—a )
a+ar+ar®+...+ar +ar™t i + ar™tt,
r —

Muokkaamalla yhtélon oikeaa puolta saadaan

a,rnJrl —a N it ar"“ —a N aTn+2 _ CLTnJrl arn+2 —a
—tar™ = =
r—1 r—1 r—1 r—1
Saadaan "
ar"™ —a
atar+ar*+ .. Far" +ar"t = — 1
r —
Tama osoittaa, ettd jos P(n) on totta, niin my6s P(n + 1) on totta. Siispa
alussa kirjoitettu summalauseke on oikein. O]
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4 Todistaminen koulumatematiikassa

Tassa luvussa kasitelldan todistamista koulumatematiikan nadkokulmasta.
Kuinka tasmallista ja formaalia todistamisen on oltava? Entd miksi todis-
tamista ylipdataan tulisi sisdllyttaéd ylikoulumatematiikkaan? Lisaksi alalu-
vuissa kasitelldan sita, miten perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa
suhtaudutaan todistamiseen ja kuinka paljon oppikirjat sisaltavat todistami-
seen liittyvaa teoriaa ja tehtavi.

On vaikeaa antaa tarkkaa mééritelméa sille, mitd todistamisella tarkoitetaan
koulumatematiikassa, silla esimerkiksi matemaatikoilla ja opettajilla saattaa
olla erilaiset ndkemykset siitd, mikd on validi todistus. (Reid, 2005; ref. [8] s.
135]). Formaalisuuden ja tasmaéllisyyden aste on myoskin riippuvainen konteks-
tista. (Hanna, 1995; Hersh, 1993; ref. [8, s. 135]). Yldkoulussa harjoiteltavalla
todistamisella ja sen pohjustamisella ei ole viela valttamétta tarpeen hakea
tiukkaa formaaliutta, kun ylakoululaisilla formaali tapa ylipdatadn esittad
asioita hakee vasta muotoaan. Myos esimerkiksi koulumaailmassa varsin kes-
keisen konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaan symbolisen esitystavan
liséksi olisi hyodyllistd tukea oppilaan oppimista liittdmallé esitys myos reaa-
limaailman konteksteihin ja toisenlaisiin, tutumpiin esitysmuotoihin, kuten
kuvien ja luonnollisen kielen kéyttoon [3, s. 15]. Dimension artikkelissa |10}
s. 23] Paavo Malinen perustelee koulumatematiikassa kaytettavia vahaista
formaaliutta seuraavasti:

“Eukleideen Alkeet-teoksessa todistukset olivat erds taydentéava
tekijé esiteltdessd matemaattisen rakenteen selkeytta ja muodollis-
ta kauneutta. Valitettavasti tuollaisia tyylikkaita kokonaisuuksia
ei mahdu kunnolla kouluopetukseen, joten todistaminenkin on
padasiassa viela paattelyjen jarkeviksi todentamista ongelmanrat-
kaisussa. Onkin parasta nousta tyvesta puuhun myo6s formaalin
ajattelun kehittdmisessa. Silloin ehka havaitaan mychemmin sel-
kedn matemaattisen todistamisen kauneus ja arvo.”

Argumentointi-sanaa kaytetédan usein todistamisesta puhuttaessa, mutta néike-
mykset argumentoinnin ja todistamisen yhteydesté vaihtelevat. Argumentointi
voidaan nahda joko jonain erillisena todistamisesta tai vilttamattomané osana
todistusprosessia. Aika usein argumentointi viittaa ei-deduktiiviseen perustele-
miseen, joka perustuu induktioon, abduktioon, esimerkkien kayttoon, kuvien
tai konkreettisten mallien kdyttoon, mutta on myo6s tutkijoita, jotka pita-
vat todistamista argumentoinnin erikoistapauksena [8, s. 135-136]. Léhteessa
[2, s. 83-122] késitelladn tarkemmin deduktiivista, induktiivista, abduktii-
vista padttelyd seka analogiapaéttelyé, niihin nojautuvaa perustelemista ja
niiden yhteytta todistamiseen koulumatematiikassa. Puhuttaessa todistami-
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sesta ylakoulumatematiikassa, argumentointia ja varsinaista matemaattista
todistamista ei ole véalttamatonta erottaa toisistaan.

Lahteen [8, s.136-137] mukaan oppilaan erilaisista todistamiseen liittyvista
tyoskentelytavoista voidaan erotella seuraavia piirteita: induktiivinen /deduktiivinen
lahestymistapa, formaalius/epdmuodollisuus, ndkyméattomyys/nikyvyys. Jo-
kainen néistd pareista ovat osittain paallekkaisia ja yhteen kietoutuneita.
Induktiivinen lahestymistapa viittaa esimerkiksi tyoskentelyyn, jossa erityis-
tapausten tai esimerkkien avulla voidaan loytaa jokin yleinen malli. Deduk-
tiivinen lahestymistapa viittaa taas deduktiiviseen paattelyyn, joka onkin
varsinaisen matemaattisen todistamisen idea. Formaaliudella ja epamuodolli-
suudella taas viitataan ylla jo mainittuun tapaan ilmaista asioita: formaalius
perustuu tasmallisyyteen, aksioomien, jo todistettujen teoreemojen ja maé-
ritelmien kédyttdmiseen, kun taas epamuodollisuus sallii paattelyprosessissa
kaytettavian esimerkiksi kuvia ja ei-formaalia paattelya. Matematiikan kes-
keisié todistusmenetelmid (suora todistus, epdsuora todistus, jne.) voidaan
kayttaa ongelmanratkaisussa paattelya jasentamaan, mutta erityisen tas-
méllistd todistusajattelua kiytetdén vain harvoin koulutilanteissa [9] s. 106].
Nékyvyydella tarkoitetaan tassa sellaista tyoskentelya todistamisen kanssa,
jossa keskitytaan itse todistamiseen ja siihen liittyviin osasiin, esimerkiksi
todistamistekniikoihin ja logiikan ndkokulmiin. Nakymattomyydella tarkoi-
tetaan taas todistamisprosessia, jossa néihin ylla mainittuihin seikkoihin ei
kiinnitetd huomiota. [8, s. 137] Aiempien tutkimusten mukaan monet todista-
miseen liittyvat ndkokulmat pysyttelevat oppilaalle nakymattomina ja jopa
yliopistotasolla opiskelijat kamppailevat yksinkertaisten ongelmien - koskien
esimerkiksi todistamisen loogista rakennetta ja todistustekniikoita - kanssa
(Hemmi, 2008; Schoenfeld, 1991; ref. [8] s. 137]). Varmastikin samasta syysté
myos siirtymé ylakoulumatematiikan ja lukiomatematiikan osalta on haas-
tava - todistamistehtéavié ei kerta kaikkiaan valttamatta ymmaérreta ja niita
saatetaan jopa vieroksua.

Paavo Malinen erottelee [9, s. 105-106] todistamisen ja todistamisajattelun
koulumatematiikassa seuraavasti:

“1. Traditionaalinen malli tdhtda systemaattiseen todistamiseen
loogisten padttelysaantojen ja matematiikan tieteellisessé tutki-
muksessa hyvaksyttyjen metodien mukaisesti. Nama on mahdol-
lista omaksua jo koulussa intuitiivisesti, ja niiden systemaattiseen
kayttoon perehdytadn vahitellen.

2. Ongelmanratkaisun malli tahtaéd oppilaiden kannalta mielekkéi-
den ongelmien tutkimiseen. Kokeilujen ja arvailujen yhteydessa
tapahtuu varmistuksia ja toteen nayttamista, mika johtaa ongel-
man ratkaisuun. Ongelmanratkaisuun liittyy ajatuksia todistami-
sesta, vaikka péattely ei ole yleensd matemaattisen todistusmallin
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mukaista. Traditionaalisen mallin mukainen todistaminen voidaan
niahda omana kokonaisuutenaan. Ongelmanratkaisun mallissa taas
todistamisajattelu on osana péattelyprosessia. Tieteellisend meto-
dina ongelmanratkaisun mallissa on “guess and test”; ja induktion
kaytto hypoteesien koettelussa on tyypillista.

Miksi todistamista?

"Todistamisajattelun kehittamiseen kouluissa liittyy paljon koko
ikaluokalle arvokkaita tavoitteita. Se on osa sitd prosessia, jol-
la yksiloita kasvatetaan esimerkiksi itsendiseen tyoskentelyyn ja
kriittiseen ajatteluun tai tiedon kéyttokelpoisuuden arviointiin.
Todistaminen on padttelyprosessin varmistus ja huipennus. Se on
oleellinen osa ajattelun kehittamisté ja formaalia kasvatusta, miké
on taas todettu tarpeelliseksi nykyisessa tietoyhteiskunnassa.”,

muotoilee Paavo Malinen nékemyksensd todistamisajattelusta [9, s. 100].
Tama kattaa hyvin sen, mitd matemaattinen todistaminen parhaimmillaan
merkitsee ylakoulun oppilaalle. Lisdksi vaikka padpaino matematiikassa -
erityisesti arkipaivan matematiikassa - onkin laskutaidossa, miksi vaheksya
millaan tapaa niita tieteenalaan hyvin olennaisesti liittyvia piirteita, jotka
tekevat matematiikasta juuri matematiikkaa eikd vain numeroiden pyorittelyé
ja laskimen kanssa pelaamista?

Kouluopetuksen térkeéd tavoite on eriyttaéd oppilaita kiinnostuksen ja osaami-
sen mukaan ja siksi halukkaille ja lahjakkaille olisi tarkedd tuoda enemmaén
esille matematiikan todellista luonnetta. Siispé ei olisi valttaméatta lainkaan
huonompi idea jarjestaé jo ylakoulussa kurssi, jolla pohjustettaisiin todista-
mista niin, ettd kédytaisiin lapi esimerkiksi logiikan paéttelysadntojé, joitain
lukion todistamistehtéavia tai mahdollisesti jopa induktiotodistusta.

4.1 Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet

Todistaminen ei ole matematiikasta erilladn oleva asia, niin kuin se nayttaa
olevan opetussuunnitelmissamme. Se on téirked komponentti matematiikan
kannalta: sen avulla tehddéan, kommunikoidaan ja taltioidaan matematiikkaa.
Schoenfeld uskoo, etta se voidaan sisallyttad opetussuunnitelmaan kaikilla
asteilla. [Schoenfeld, 1994; ref. [13], s. 379] Vaikka todistaminen ja todistusajat-
telu ovat keskeisessa roolissa matematiikassa, ei ole jostain syysta vielé selvia,
millainen rooli todistamisella pitéisi olla peruskoulumatematiikassa. Tama
kay ilmi siitd, miten eri tavoin eri maiden kansallisissa opetussuunnitelmis-
sa todistaminen esitetaan ja miten sitd pitaisi opetukseen sisillyttaa. [, s. 132]
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Koska tama tutkielma projektina ajoittuu vuoden 2004 perusopetuksen opetus-
suunnitelman voimassaoloajalle, kisitellaédn todistamista kyseisen opetussuun-
nitelman mukaisesti. Kuitenkin vuoden 2014 perusopetuksen opetussuunnitel-
man perusteet on laadittu ja viimeistelty, ja koska opetus muuttuu piakkoin
sen mukaiseksi, on jarkevaa késitelld todistamista myos uuden opetussuunni-
telman nakokulmasta. Tastd eteenpéin kutsutaan néitd opetussuunnitelman
perusteita termeilla POPS 2004 ja POPS 2014.

POPS 2004:n mukaan [I1), s. 163-167] vuosiluokkien 6-9 matematiikan ope-
tuksen térkein tehtéva on syventda matemaattisten kasitteiden ymmartamis-
ta ja tarjota riittavét perusvalmiudet. Opetussuunnitelman mukaan perus-
valmiuksiin kuuluvat muun muassa arkipaivin matemaattisten ongelmien
mallintaminen, matemaattisten ajattelumallien oppiminen ja tédsmaéllisen il-
maisun harjoitteleminen. Vuosiluokkien 6-9 tavoitteisiin kuuluu muun muassa
se, ettd oppilas oppii loogista ja luovaa ajattelua, ilmaisemaan ajatuksensa
yksiselitteisesti ja perustelemaan toimintaansa ja paatelmidan seké esitta-
maan kysymyksia ja padtelmia havaintojen perusteella. Keskeisiin sisaltoihin
taas kuuluu esimerkiksi ajattelua tukevien piirrosten ja valineiden kaytto.
Varsinaisesta todistamisesta sanotaan seuraavaa:

“Todistamisen pohjustaminen: perustellut arvaukset ja kokeilut,
systemaattinen yritys-erehdysmenetelma, vaariaksi osoittaminen,
suora todistus.”

Vaikka todistamisesta mainitaan opetussuunnitelmassa vain ylla mainitun
yhden ranskalaisen viivan verran, todistamisajattelun vahvistamista ajatellen
on painotettu myos siithen olennaisesti liittyvia asioita, joita on ylla mainittu.
Omien ajatusten ilmaiseminen, toimintansa perusteleminen seké looginen
ja luova ajattelu ovat niita tarkeita taitoja, jotka pohjustavat todistamisen
taitoa. Piirrokset ja véilineet ovat hyva apuvéline esimerkiksi perustelemiselle,
kun oppilaan kyky formalisoida matemaattista esitystadn vasta kehittyy.

POPS 2014:ssa [12], s. 374-379] todistamisesta on mainittu siséltéihin lukeu-
tuvassa “Ajattelun taidot ja menetelméat” -kohdassa muun muassa seuraavaa:

"Harjoitellaan loogista ajattelua vaativia toimintoja kuten saanto-
jen ja riippuvuuksien etsimisté ja esittamistéd tasméllisesti. Poh-
ditaan ja maédritetaédn vaihtoehtojen lukuméaria. Vahvistetaan
oppilaiden péaattelykykya ja taitoa perustella. — — Tutustutaan to-
distamisen perusteisiin. Harjoitellaan vaitelauseiden totuusarvon
paattelya.”

Ylla lainatut saman sisallot ovat juurikin niité taitoja, joita varsinaiseen to-

distamiseen tarvitaan. Todistamisen pohjustamista kaymalla lapi maarattyja
todistamiseen liittyvid menetelmia ei ole kuitenkaan samalla tavalla nimetty
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kuin POPS 2004:ssa. Nain ollen opettajan vastuulle jaa se, milla tavalla tdmé&
opetussuunnitelman kohta toteutetaan. Myos opetussuunnitelman tavoitteis-
sa mainitaan sellaisia seikkoja, jotka ruokkivat todistamistaitoja: oppilasta
tuetaan muun muassa loogiseen ja luovaan ajatteluun. Oppimisymparistoi-
hin liittyvissa sisalloissa painotetaan jélleen piirrosten ja véalineiden kéyttoa,
mika on tarkea valivaihe todistamisajattelun kehittamisessa. POPS 2014:ssa
todistamisajattelua pohjustavat taidot on otettu huomioon myos arvioinnin
osalta:

”Arvioinnin kohteena ovat matemaattiset tiedot ja taidot seka
niiden soveltaminen. Liséksi arvioinnissa kiinnitetadn huomiota
tekemisen tapaan ja taitoon perustella ratkaisuja seka ratkaisujen
rakenteeseen ja oikeellisuuteen.”

Mielenkiintoista olisi selvittdd, miten opettajat suhtautuvat todistamista
koskeviin opetussuunnitelman kohtiin. Opetussuunnitelmien mainitsemat ym-
paripyoreat “todistamisen pohjustaminen” ja “todistamisen perusteet” antaa
opettajalle aika vapaat kadet valita tapansa toteuttaa opetus. Matemaatti-
sesti orientoituneet opettajat eivat valttaméttéd tarvitse opetussuunnitelmaa
madrdamaan sitd, kuinka todistamista tulisi opettaa. Téllaiset opettajat
todennakoisesti kokevat itsestaanselvyytena sen, ettd todistaminen kuuluu
koulumatematiikkaan, oli luokka-aste mika hyvansa. Mikéali taas opettaja ei
ole juurikaan syventynyt matematiikan luonteeseen eika koe todistamista niin
itsestadnselvané, voi olla varsin hyodyllistd muistuttaa opetussuunnitelman
muodossa, ettd todistaminen tulisi sisallyttad opetukseen myos yldkoulussa.
Toisen tutkielman aiheeksi jadkin opettajien suhtautuminen todistamiseen.
Esimerkiksi Eric J. Knuth on jo tehnyt aiheesta tutkimusta Secondary School
Mathematics Teachers’ Conceptions of Proof [13].

4.2 Oppikirjoista

Tassa tutkielmassa ei tehdd missadn maarin kattavaa oppikirja-analyysia,
mutta katsotaan hieman, miten oppikirjat késittelevat todistamista ja sithen
pohjustamista teoria- ja tehtaviosioissa. Kuinka paljon perustelujen térkeyttéa
painotetaan ja kuinka nakyvilld todistamistaitoa harjoittavat prosessit ovat.
Tarkemmassa kasittelyssé oli Pii-kirjasarjan kaikki kolme kirjaa, seka lisdksi
Kantti ja Kerroin, joista kaytossa ei ollut uusimpia painoksia.

Todistamistehtavia ei ylakoulun kirjasarjoissa valtavasti ole. Tehtévié, joissa
pyydetaan perusteluja, on joitain, mutta mielestani aika moni tehtava on
rajoittunut vain laskutaidon harjoittamiseen. Alla on joitain esimerkkejé siité,
millaisia aiheen mukaisia tehtévia kussakin kirjasarjassa on.

Seuraavat kaksi tehtavaa ovat Pii-kirjasarjan esimerkkitehtévia.
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Tehtava 75. |16, s. 234] Osoita, etta kolmesta perdkkéaisesta kokonaisluvusta
pienimman ja suurimman tulo on aina pienempi kuin keskimmaisen luvun
nelio.

Tehtdvd 193. [19] s. 65] Perustele kuvan avulla, miten suunnikkaan pinta-ala
muuttuu, kun sen kanta ja korkeus kasvavat kolminkertaisiksi.

Seuraavat kaksi esimerkkiad ovat taas Kerroin-kirjan esimerkkeja.

Tehtdvd 275. |17, s. 201] Osoita todeksi.

a) Kun ympyran siade kaksinkertaistuu, sen piiri kaksinkertaistuu.

b) Kun ympyran siade kaksinkertaistuu, sen pinta-ala nelinkertaistuu.
¢) Kun pallon séde kaksinkertaistuu, sen tilavuus kahdeksankertaistuu.

Tehtdva 325. [17), s.211] Osoita, ettd oheisen suorakulmaisen kolmion ABC

pinta-ala on % c? sinocosar.

Kuva 2.

Seuraavat kaksi esimerkkid ovat Kantti-kirjan esimerkkejé.

Tehtivd 19. [18, s. 190] Osoita, ettéd lausekkeet 22 ja 2z — 1 saavat saman
arvon, kun z = 1.

Tehtdva 20. [18, s. 190] Onko luku x=1 yhtélon juuri? Perustele.

o 12 =271

o 12— 21 =1

e 12— 2r+1=0
o 22 4+21-1=0
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Pii-kirjasarjassa todistamiseen liittyvat tehtévat oli melkein jokaisessa ta-
pauksessa muotoiltu siten, ettd tehtdvin lopussa oppilasta pyydetdan pe-
rustelemaan saatu vastaus. Sen sijaan Kertoimessa ja Kantissa oli kdytetty
muissakin kuin esimerkkitehtévissa sanoja “osoita” ja “todista”. Lukion kir-
joissa “osoita”- ja “todista’-alkuisia tehtavia alkaa olla useampia, joten olisi
mielenkiintoista tietdd, miksi Pii-kirjasarjan kohdalla on selkeésti tehty tie-
toinen valinta olla kdyttaméatta tietylla tapaa muotoiltuja tehtavia? Voi olla,
etta Pii-kirjoissa esiintyvat “perustele vastauksesi”’-tyyppiset todistamiseen
liittyvét tehtéavat nayttaytyvit oppilaalle aivan erilaisena tehtavatyyppina
kuin Kantti- ja Kerroin-kirjojen “osoita”- tai “todista’-tehtéavét, joista jalkim-
maiset tehtavityypit saattaisivat valmentaa jollain tapaa jo hieman lukion
tehtaviin.

Kirjojen teoriaosien tulisi olla johdonmukaisesti etenevia, helposti ymmaér-
rettavia ja loogisia. Nain ollen olisi hyodyllista esittda tiettyjen lauseiden tai
kaavojen kohdalla my6s perustelut. Esimerkiksi kolmiulotteisten kappaleiden
pinta-alojen lausekkeet ovat sellaisia, jotka olisi hyvé johtaa peruskoululai-
selle - ne saattaisivat jaada mieleen paremmin eivatkd ne nayttaytyisi vain
kryptisind kaavoina. Itse asiassa Pii-kirjoissa [I5] s. 84] on johdettu ympyrin
pinta-alan lauseke jakamalla ympyra sektoreihin, ja tama voidaan ajatel-
la jonkinlaisena perusteluna sille, mistd ympyran pinta-alan lauseke oikein
muodostuu, vaikkakaan se ei ole lahellakaan tasmaéllista perustelua.

Lisaksi Pii-kirjassa [14], s. 252] on todistettu johdanto-osiossa mainittu kolmion
kulmien summa, miké on sen verran yksinkertainen, ettd ihmettelen aiempaa
enemman sita, miksi oppilaille yritettaisiin syottaa pajunkoytta vakuuttamalla
askarreltujen kolmioiden perusteella lauseen olevan totta. Kirjassa kolmion
kulmien summa on todistettu seuraavalla tavalla:

1. Piirretdan suorat, jotka kulkevat kolmion sivujen kautta.

2. Piirretadn suora, joka kulkee karkipisteen kautta ja on yhden-
suuntainen suoran n kanssa (kts. kuva seuraavalla sivulla).

3. Merkitaan kulmien « ja [ kanssa samankohtaisia ja yhta suuria
kulmia a:lla ja g:lla ja y:n ristikulmaa ~:1la.

4. Kulmat a, 8 ja v muodostavat yhdessé oikokulman eli a+5+~v =
180°.
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Kuva 3.

Kirjoissa on jatetty myos syysta tai toisesta joitain tarkeita lauseita todista-
matta. Kuitenkin esimerkiksi Pythagoraan lauseelle on esitetty hyvin selko-
tajuisia todistuksia, joita yldkoululaisen olisi kohtalaisen helppo ymmértaa.
Esimerkiksi seuraavanlainen todistus Pythagoraan lauseelle voisi olla varsin
sopiva ylakoululaisille esitettavaksi:

b a
a
c
b

Kuva 4.

Kuvassa nakyvien nelididen sivujen pituudet ovat a + b ja c. Suu-
remman nelion pinta-ala voidaan kirjoittaa (a + b)? ja pienemmain
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nelién pinta-ala on taas ¢®. Suuremman nelién ala voidaan esittia
myo6s niin, etta se on pienemmén nelion ala laskettuna yhteen kul-
miin jadvien neljan suorakulmaisen kolmion pinta-alojen kanssa.
Toisin sanoen

1
(a+b)?=c+ 4(§ab).

Avaamalla sulkeet ja sieventdmalld oikeanpuoleista lauseketta
saadaan
a’ +b* + 2ab = ¢ + 2ab

a® + b = 02,

jossa a ja b ovat suorakulmaisen kolmion kateetit ja ¢ kolmion
hypotenuusa. Ollaan siis todistettu Pythagoraan lause

a’ +b* = 2.
O]

Pythagoraan lause on mahdollista todistaa myos graafisesti. Lahteessé [2] s.
137] on esitetty Tallin (1995) ehdottama esimerkki. Tall kommentoi esimerk-
kia:

“Jokaisessa piirroksessa a:lle ja b:lle saadaan jotkin tietyt arvot,
mutta piirros voidaan ndhda prototyyppind, mallina kaikille suo-
rakulmaiselle kolmiolle.”

Tallin esimerkki sisaltdd kaksi kuvaa:

a b

Kuva 5.

Pythagoraan lause on merkittéva ylakoulumatematiikassa, joten kaiken jarjen
mukaan se pitaisi myos vakuuttaa oppilaille todistamalla lause. Oppikirjo-
jen jattaessa tarkeiden lauseiden tai tulosten todistukset esittamaétté, jaa
opettajille padtettavaksi, esitetdanko todistuksia ja jos esitetdan, niin kuinka
tasmallisesti.
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Varsin ymmaérrettava todistus on myos aiemmin esitelty Fukleideen todistus.
Sindnsa tulos, joka todistetaan, ei ole valttamatta se tarpeellisin siind mielessa,
etta sita ei juurikaan kaytetéd tyypillisiin matematiikan ongelmanratkaisuteh-
taviin, mutta se perehdyttaisi oppilasta todistamisen maailmaan ja antaisi
ymmartaa, etta graafinen esitys voi vallan hyvin olla osana todistamista.

Eriyttavaa materiaalia - tai sitten vain hieman toisenlaista matematiikan
opiskelua - on huomattavissa esimerkiksi Pii-kirjasarjan eradssa Ekstraa-
osiossa. [15], s. 91] Sielld kerrotaan ympyran nelidinnin ongelman historiasta:
Antiikin Kreikassa taisteltiin pitkddn ympyrin nelidinnin kanssa, ja vasta
1800-luvun loppupuolella pystyttiin todistamaan, ettei viivaimella ja harpilla
voida muodostaa pinta-alaltaan yhta suurta neliota ja ympyrad. Sen jalkeen
havainnollistetaan ongelmaa esimerkilld 1 cm -sateisestda ympyrasté ja sen
kanssa pinta-alaltaan samansuuruisesta neliosté, jota ei voida geometrisesti
tarkalleen piirtda. Varsinaisesta todistamisesta ei ole sen enempéaé sanottu -
eika varmasti ole tarpeenkaan tamén aihepiirin ja yleison huomioon ottaen
- mutta ehkapa se jattaa oppilaille muistikuvan siita, etta todistaminen on
tarked osa matematiikkaa! Olisi ollut hauskaa, mikéli vastaavan henkinen
ongelma - kulman kolmiajako - olisi esitetty vaikkapa kulmia késittelevan
teoriaosan lopussa.
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5 Alalla toimivien nikemyksia

Osana tutkielmaa halusin myo6s selvittad mitd mieltd ammattilaiset - ai-
neenopettajat ja oppikirjantekijat - ovat todistamisesta koulumatematiikassa
ja siita, millaiseksi he kokevat sen tdméanhetkisen roolin kouluopetuksessa.
Selvitetddn myos, miten he suhtautuvat perusopetuksen opetussunnitelman
perusteisiin ja kuinka paljon jad opettajan vastuulle perehdyttaa oppilas-
ta todistamiseen. On myos mielekésta pohtia, kuinka lyhytjannitteisemmaét
oppilaat voidaan temmata mukaan todistamisen maailmaan.

Halusin ensin tietad hieman alalla toimivien taustoista: milloin he ovat saaneet
koulutuksensa ja missa. Liséksi halusin tietdd, ovatko opettajankoulutukseen
osallistuneet saaneet itse evaitd todistamisen opettamiseen. Molemmat ai-
neenopettajat ovat saaneet koulutuksensa 2010-luvulla ja heidan mukaan
todistamisella ei ainakaan ollut suurta roolia opettajankoulutuksessa.

Opettaja 1: “ — — Olen kdynyt opettajankoulutuksen. Sen yh-
teydessa oli puhetta myos todistamisesta jonkin verran. Siithen
ei kuitenkaan loppujen lopuksi hirveédsti paneuduttu. Se(kin) on
opettajan vastuulla ja padtettavissé, haluaako todistuksia oppilai-
den kanssa kayda lapi ja milla tavalla. Melko yleinen toteamus oli
se, ettd todistaminen vie aikaa ja se aika on aina sitten jostain
muusta pois. — — “

Opettaja 2: “— — Omassa opetusharjoittelussani kylla tuotiin esille
todistamisen merkitys matematiikassa, mutta muistaakseni sen
opettamista ei juurikaan kayty lapi. — — 7

Aineenopettajan pedagogiset opinnot on kokonaisuus, johon tulisi mahduttaa
hyvin paljon asioita, ja nain ollen minkaan yksittaisen asian kasittelyyn ei voi-
da kayttaa paljoa aikaa, mutta olisi kummallista, jos todistamista kéasitelladn
vain sivuten. Halusin myos tietdd, missa vaiheessa todistamisen opettaminen
(todistamisen pohjustaminen) tulisi ottaa mukaan koulumatematiikkaan. Ai-
neenopettajilta halusin kysya, ovatko he opettaneet yldkoulussa todistamista
ja jos, niin miten. Téhén kysymykseen sain hieman eridvia vastauksia, ja
epéilen sen johtuvan siité, ettd todistaminen ja/tai sithen pohjustaminen
merkitsee kullekin vastaajalle hieman eri asioita.

Aineenopettajat vastasivat kysymykseeni seuraavasti:

Opettaja 1: “Mielestani todistamista voisi alkaa kuljettamaan
mukana matematiikassa jo ihan ensimmaéiselta luokalta asti ala-
koulusta. Tarkoitan sitd, ettd matematiikan opetuksessa olisi hyva
alusta asti alkaa pohtimaan oppilaiden kanssa sité, miksi asioita
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lasketaan siten kun niita lasketaan. Hyvin aikaisessa vaiheessa
olisi mielesténi tdrkeda tuoda esille se, ettd matematiikka ei ole
pelkkéd laskemista ja kaavoja, vaan paljon muutakin. Olen opet-
tanut ylakoulussa todistamista siina mielessa, etta pohdimme ja
pyrimme perustelemaan asioita oppilaiden kanssa. Esim. sen si-
jaan, etta tyytyy toteamaan, ettd "piin arvo on 3,14... ja tdma
nyt sijoitetaan kaavaan piin paikalle ja lasketaan”, voisi pohtia
hiukan tarkemmin miksi sen arvo on se mika on. Tama pohdinta
ja perustelu taytyy tietysti tapahtua siten, etté se ei vie liikaa ai-
kaa. — — Olen esittanyt kahdeksannelle luokalle mm. Pythagoraan
lauseen todistuksen.”

Opettaja 2: “Mielestani todistamista ei tarvitsisi valttamatta ko-
vin ajoissa ottaa mukaan koulumatematiikkaan. Tamaé siksi, ettéa
vaikka todistaminen on yksi merkittdvimmista asioista matematii-
kassa, sitd ei kuitenkaan tarvitse alkaa esittelemaén perinpohjai-
sesti kaikille, vaan vain niille, jotka ovat kiinnostuneet matematii-
kasta ja jotka tulevat tarvitsemaan todistamista matematiikassa
jatkossa. Mielestani kuitenkin jotain yksinkertaisia todistushar-
joituksia on hyvé kayda esimerkiksi ylakoulussa. Néin saadaan
kaikille oppilaille jonkinlainen késitys matematiikan ajattelusta,
ja opettaa jonkin verran sitd, ettd asiat on todistettava ennen
kuin niitd voidaan pitaéd tosina ja ettd mitdan ei voi temmata
tuulesta ja kaikki pitda pystya perustelemaan. Todistamista on
hyvéa pohjustaa, jotta se ei lukiossa tulisi aivan uutena asiana
opiskelijoille.”

Ylla olevat mielipiteet eroavat toisistaan. Ei niinkéan siksi, etteikd molem-
mat pitdisi todistamista tarkedna osana matematiikkaa, vaan lahinné siksi,
ettd toinen aineenopettaja ei koe todistamisen olevan tarpeellinen asia opet-
taa kovin aikaisin. Liekd tama juurikin osa sitd todistamisen madrittelyn
ongelmaa? Molemmat ovat kuitenkin sitd mieltd, ettd todistaminen kuu-
luu erottamattomasti matematiikkaan, ja ettd se on tehtava selviaksi myos
oppilaille. Seuraavana kokeneen oppikirjantekijan niakemys asiaan:

“Peruskoulun ensimmaiselld luokalla. Tuollaisia paperinmakuisia
termeja kuin "todistamisen opettaminen'ja "todistusajatteluun
valmentaminen'varmaan tarvitaan kasvatustieteissi, mutta mate-
matiikassa ei ole mitdan erillistd "todistusajattelua'vaan kaikki
véitteet taytyy perustella (tai ainakin téytyy periaatteessa osata
perustella). Perustelun vaatimustaso riippuu tietenkin luokkatasos-
ta. Ajatellaanpa vaikkapa ekaluokkalaista, joka "laskee sormilla’,
ettd 2+3=>5. Tama on aivan kunniallinen todistus sikéli, etta se
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antaa oppilaalle taysin oikean sanoisinko "subjektiivisen kokemuk-
sen'siita, etta tuloksesta ei ole pienintédkadn epéilyé. Laskimella
suoritettuna tastéd tehtavasta ei sen sijaan ole hdnen matemaatti-
selle kehittymiselleen mitaan hyotya. — — 7

Paperinmakuisiin termeihin tarttuminen ja niiden kyseenalaistaminen viittaa
juurikin siihen tosiasiaan, ettd todistaminen ei ole matematiikasta erilladn
oleva asia, mistd aineenopettajatkin taitavat olla samaa mielta. Ne olisivat
kuitenkin saattaneet olla tarkeita termeja. Kun ne olisi méaritelty, ei olisi tar-
vinnut kyseenalaistaa sitd, ymmarsivatko kaikki kysymykset samalla tavalla.
Mielesténi on myos olennaista huomauttaa esimerkilla todistamisen vaatimus-
tasosta. Vaikka digitaalista oppimista tana paivana paljon painotetaankin,
on olennaista myos huomauttaa siita, ettd laskimeen naputtaminen ei kehitéa
matemaattisesti lainkaan samalla tavalla kuin vaikkapa esimerkissa kaytetty
sormilla laskeminen.

POPS 2004:ssa on mainittu todistamisen pohjustaminen ja siithen liittyvét
“menetelmat”; joista jo on mainittu aiemmin tassa tutkielmassa. Halusin
tietad, millaisiin tilanteisiin tai tehtavatyyppeihin menetelmét - perustellut
arvaukset ja kokeilut, systemaattinen yritys-erehdysmenetelma, vaariksi osoit-
taminen ja suora todistus - ja niiden harjoittelu sopivat. Seuraavat lainaukset
ovat aineenopettajien nakemyksid. Ainakin toinen niistd on hieman turhan
ylimalkainen, jotta siitd voisi minkaanlaisia yleistyksié tehda.

Opettaja 1: “Perustellut arvaukset ja kokeilut: En tiedd miten
tama liittyy varsinaisesti todistamiseen. Lahinna tulee mieleen se,
etta tehtavia laskettaessa tulee valivaiheet olla nakyvissa. Pelk-
ké vastaus tulkitaan aina perusteettomaksi arvaukseksi, vaikka
se olisi oikein. Tietysti valivaiheiden esittdminen laskuissakin on
tietynlaista todistamista.

Systemaattinen yritys-erehdysmenetelmé: Téman kohdalla tulee
mieleen ehka se, ettd oikea vastaus ei ole aina se téirkein osa, vaan
se miten siihen ollaan paésty. Tehtévien ratkaisutapoja on erilaisia
ja yritys-erehdysmenetelma on niista yksi eiké mielestani milladn
tavalla epdmatemaattinen tapa. Tamaé voi jollain lailla pohjustaa
jopa induktiiviseen ajatteluun. Esim. oppilas ei ymmérra tehta-
vissé esitettyja kirjainmuuttujia ja kokeilee sen sijaan ratkaista
tehtavaa lukuarvoilla kokeilemalla. Onnistuttuaan tassa, saattaa
olla tamén jalkeen helpompaa pyrkia yleistdmaédn saatu yksittais-
tulos yleiseksi ratkaisuksi. Téma on induktiivista ajattelua.
Viaaraksi osoittaminen: Vaikea sanoa missa téllaista tarvitsisi pe-
ruskoulumatematiikassa. Tama voisi jollain tapaa liittyé edelliseen
kohtaan (yritys-erehdysmenetelméd). Eli kun kokeillaan ratkaista
esim. jokin kirjainmuuttujia siséltavé tehtava lukuarvoilla ja paa-
dytédan virheelliseen vastaukseen.
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Suora todistus: Suoria todistuksia sellaisena kuin mind ne ym-
maérrian, ei peruskoulumatematiikassa tehda oikeastaan ollenkaan.
Ehk4 juuri Pythagoraan lauseen todistaminen voisi olla yksi (ja
ainoa=7) esimerkki.”

Opettaja 2: “Esimerkiksi geometria on hyvd matematiikan osa-
alue, jossa todistamista voidaan harjoittaa. Otetaan esimerkkiné
vaikka Pythagoraan lause. Tama lause on hyva esimerkki to-
distamisesta ylakoulussa, jossa oppilaat saavat kuvioiden avulla
todistaa lauseen oikeaksi.”

Itse tulkitsen vastaukset niin, ettd naméa menetelméat eivéit ole kovin tuttu-
ja vastaajille eika niiden yhteytta todistamisen opetteluun vélttamatta ole
ajateltu kovin syvéllisesti. Kirjantekijan vastaus taas oli seuraavanlainen:

“Todistamisen tuollainen 'lokerointi'on varmaan hyodyksi kas-
vatustieteissa, mutta minulle riittavét jaottelut induktiivinen vs.
deduktiivinen ja (miké on tavallaan sama asia) konkreettinen vs.
abstrakti. Tilanteiden ja tehtavéityyppien sijoittaminen naihin lo-
keroihin on varmaan sekin hyodyllista - ja kasvatustieteilijalle
hyva julkaisun aihe - mutta ei mielestani kovinkaan kiinnostavaa.
Siksi tyydyn vain sanomaan (miké on tietysti tdysin triviaalia), et-
td mita useammalla tavalla opetustilannetta tai harjoitustehtavaa
voidaan kasitellé sitd parempi. Mutta silloin joudutaan vaikeuksiin
"lokeroinnin"kanssa, silla yksi lokero ei riita.”

En ole varma, viittaako vastaaja lokeroinnilla opetussuunnitelman mainitse-
miin menetelmiin vai siithen, ettd kysymyksessani ehka johdattelin tarpeet-
tomasti lokeroimaan kunkin menetelmén johonkin tiettyyn tehtavatyyppiin
tai tilanteeseen. En itse née, etta opetussuunnitelmassa lokeroitaisiin, vaan
lahinné eritelldan ne menetelmat, jotka ovat yldkoululaiselle ymmaérrettavia
tapoja perustella laskujaan tai suorittaa ongelmanratkaisua. Sen sijaan oman
kysymykseni tajusin hieman lokeroivaksi ja ehkapé tédssa tapauksessa myos
huonosti muotoilluksi.

Suhtautumisesta opetussuunnitelmaan halusin tietdd enemmaén. Ovatko ope-
tussuunnitelman perusteissa mainitut todistamiseen liittyvét siséllot sopivat?
Onko tdméanhetkinen painotus ongelmallinen tai todistamista koskevan ope-
tussuunnitelman kohdan toteuttaminen hankalaa? Aineenopettajat vastasivat
seuraavasti:

Opettaja 1: “Sisallot ovat hyvin ympéaripyoreét, kuten opetussuun-

nitelmassa yleensa asiat ovat. Niita saattaa olla vaikea tulkita.
Toisaalta tama jattda opettajalle todella paljon pdatantavaltaa,
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miten asiat esitetddn. Téméa on mielestédni hyva asia, koska opet-
tajien taso Suomessa on korkea. Ymmarrdn toki senkin, etta
opetussuunnitelmaan ei voida alkaa kirjoittamaan sisaltdja kovin
pitkasti.”

Opettajien taso on ilman muuta Suomessa korkea. Ei ole kuitenkaan itses-
tdanselvéa, ettd vihemman matemaattisesti orientoituneet opettajat kokisivat
todistamisen olennaisena osana matematiikan opettamista yldkoulussa.

Opettaja 2: “Koen, etta todistamisen opettaminen on jokseenkin
hankalaa. Varmasti edistyksellisimmat opettajat, jotka suunnitte-
levat tuntejansa hyvin yksityiskohtaisesti, osaavat ottaa huomioon
todistamisen osana opetusta. Koen, ettd juuri asian linkittdminen
osaksi tavallista opetusta on hankalaa. Mielestéani todistaminen ei
saisi olla irrallinen osa, vaan se olisi ikddn kuin sisddnrakennettu-
na kaikessa matematiikassa, kuten esimerkiksi tuo Pythagoraan
lauseen todistamisen esimerkki. Oppilaat asiaan tutustuttaessa
huomaamattaan todistavat lauseen ensin todeksi, ennen kuin al-
kavat sita laskuissaan kayttamaan.”

Minulle herasi monia kysymyksia tésté vastauksesta: Miksi todistamisen opet-
taminen olisi hankalaa? Miksi vain yksityiskohtaisesti suunnittelemalla on
mahdollista ottaa todistaminen huomioon? Vastaaja selkeédsti ymmartaa niin
tdméan kuin muidenkin vastaustensa perusteella, etta todistaminen on matema-
tiikkaa, mutta voisikohan olla, ettd todistaminen (ja edelleen se todistamisen
méérittely) on opettajalle jotenkin vierasta - kuitenkin Pythagoraan lauseen
todistaminen on hanen mielestdén helppo opettaa vaivihkaakin. Kirjantekijé
suhtautuu opetussuunnitelmaan ehkapé hieman kriittisemmin:

“Lieneeko silla, mita opetussuunnitelmassa sanotaan todistami-
sesta, paljoakaan merkitysta? Muistaakseni jossakin vanhassa
matematiikan opetussuunitelmassa sanottiin mm., etta oppilaan
taytyy saada "miellyttavia elamyksia"! Ei opetussuunnitelmilla
synnyteta niitd - eika todistustaitojakaan. Opettajalle jaa vastuu
saada (ainakin parhaat) oppilaat ymméartaméaén, ettd matema-
tiikassa kaikki vaitteet taytyy perustella ja myos saada heidat
osaamaan tehda niin. Siitd, mitd opetussuunnitelmassa sanotaan
todistamisesta, ei (kuten jo sanoin) taida olla paljoakaan apua.’

Toki opettajan vastuulla on se, mitd hanen oppilaansa oppivat, mutta ainakin
opetussuunnitelman pitéisi taata se, ettd todistamista ei taysin sivuuteta
opetuksessa.

Enta oppikirjat? Oppikirjat ovat opetussuunnitelman mukaisia materiaali-
pankkeja, mutta miten opettajat ndkevat kirjojen esittelevin todistamista?
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Kuinka suuri vastuu opettajalle jaa todistamista koskevan opetussuunni-
telman kohdan toteuttamisessa? Aineenopettajat eivat juurikaan havaitse
oppikirjojen todistamista painottavaa puolta:

Opettaja 1: "Hyvin, hyvin vahén. Todistamisen vastuu on kaytén-
nossa taysin opettajalla, koska opetussuunnitelma ei anna mitéaan
konkreettisia tyokaluja tahan ja se on hyvin tulkinnanvarainen.”

Opettaja 2: “Tama mielestdni jad opettajan oman tuntisuun-
nittelun varaan eli on huomioitava todistaminen erikseen, silla
useimmat oppikirjasarjat eivét sitd noteeraa. Toki se kuuluu jokai-
sen opettajan tyohon seurata opetussuunnitelmaa eikd vain edeté
oppikirjan mukaan.”

Ehképé todistaminen ei vain nédyttaydy erillisend osana kirjoissa, vaan se
on osana teoriaosioita, osana tehtavianantoja, niinkuin aineenopettajat ovat
aiemmin luonnehtineet todistamisen olevan kiinted osa matematiikkaa. Oppi-
kirjantekija taas vastaa seuraavasti:

“Ainakin mind olen yrittdnyt tehdé niin. Olen nimittdin vuo-
desta 1974 alkaen kirjoittanut (ryhmén jasenend) matematiikan
oppikirjoja ensin peruskoulun ylaastetta ja sitten lukiota (laa-
ja/pitkd matematiikka) varten. Kirjat menivat pitkén aikaa melko
hyvin kaupaksi, mutta viime vuosina niiden myynti kdantyi jyrk-
kaan laskuun, eika niitd uudisteta tulevien opetussuunnitelmien
mukaisiksi. Téma ehké kertoo jotakin matematiikan kouluopetuk-
sen nykyisesta tilasta. Mita kokeneempi ja ammattitaitoisempi
opettaja on ja mita paremmin hén itse osaa matematiikkaa sita
vahemman hén tarvitsee tukea oppikirjoista ja opetussuunnitel-
mista, jolloin han menestyy tyossdan naissa olevista virheista ja
puutteista huolimatta.”

Viimeinen virke osuu mielestani naulankantaan.

Todistaminen on varmasti itsessadn jo motivoivaa osalle oppilaista. Kuinka
todistamisesta saataisiin motivoivaa kaikille, myos lyhytjanteisemmille ja
pinnalliseen opiskeluun taipuvaisille oppilaille? Aineenopettajat vastasivat
seuraavasti:

Opettaja 1: “Tama on hyvin paljon opettajasta kiinni. Todistami-
sesta saa kylla motivoivaa, kun sen osaa esittaé oikein. Itse tapaan
pohdiskella oppilaiden kanssa yhdessa asioita ja tatd kautta perus-
tellen ajautua lopulliseen tulokseen. Myos erilaisten konkreettisten
asioiden kdyttaminen apuna (esim. esimerkit elavista elamésté)
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tekee asiasta kiinnostavampaa. Todistamisen saaminen motivoi-
vaksi kaikille on tietysti mahdotonta, mutta valtaosa oppilaista
on mahdollista saada innostumaan pohdiskelusta.”

Opettaja 2: “Mielestani peruskoulussa, jossa jokainen oppilas,
mielenkiinnoistaan huolimatta, joutuu opiskelemaan matematiik-
kaa, todistaminen olisi enemmankin todistamisen pohjustamista
tai ylipadtadn matemaattisen ajattelun tyostdmista todistamisen
suuntaan. Néin ollen, kun asiaa ei niin sanotusti nosteta jalustalle,
vaan opetetaan sitd niin sanotusti vaivihkaa, niin voi monelle olla

9999

motivoivaa jo se, ettd tehdaan jotain “erilaista’”.

Ensimmaéisesta lainauksesta 10ysin pari ylipdatdaan matematiikan opiskeluun
liittyvaa, omasta mielestani tarkeda motivointiin liittyvaa seikkaa: asioiden
pohdiskelu yhdessa ja esimerkit eldvasta elamasta. Nama varmasti motivoi-
vat todistamisen opettelua, mutta myos mekaanisempaa laskujen ratkaisua.
Toisessa vastauksessa on otettava huomioon taas se, etta epailen vastaajan
kasittavan kaytettavat termit eri tavalla kuin olin itse ajatellut. Kuitenkin héin
toi ilmi olennaisen nakokulman siita, ettd kaikkia ei matematiikka kiinnosta
- ja koska sitda on pakollisena opiskeltava - on keskityttava heidan osaltaan
olennaisten taitojen hankkimiseen. Naihin kuuluu esimerkiksi laskujen perus-
telut ja tiettyjen perusperiaatteiden ymmartaminen. Kirjantekijan nakemys
on taas seuraavanlainen:

“Kaikkia ei tarvitse motivoida kaikkeen. Ne oppilaat, joilla ei ole
halua tai kykya oikeaan matematiikan opiskeluun, voivat tyytya
jokapéivaisessd elaméssa tarvittavaan "laskentoon'ja suuntautua
niihin aineisiin, joiden opiskeluun heill& on mielenkiintoa ja edel-
lytyksiéd. Erityistda huomiota tarvitsevat kuitenkin sellaiset mate-
maattisesti lahjakkaat oppilaat, jotka syysté tai toisesta pitavat
matematiikan opiskelua vastenmielisena. Heiddn on tiedostettava
lahjakkuutensa ja loydettavd motivaationsa. Sithen, miten tamé
saadaan aikaan, ei ole yleispatevaé keinoa, joten opettajalla on
ratkaiseva merkitys. Koska han tuntee kyseisen oppilaan, hanen
pitéisi tietdd, miten juuri tuon oppilaan kohdalla kannattaa mene-
telld. Kouluviranomaiset eivat tunne hanta eivatka tieda miten.”

Tassa tuleekin ilmi haaste, johon opettaja torméaa varmasti monesti tyoural-
laan. Kuinka opettajana loydéat luokasta ne lahjakkaat, mutta matematiikkaan
negatiivisesti suhtautuvat oppilaat ja vieldpa vaikutat heidan asenteisiinsa
oikealla tavalla?

Aikaisemmissa vastauksissa on tullut esiin havainnollisten perustelujen, kuten
esimerkiksi kuvien tai konkreettisten kappaleiden kayttoa osana perustelu-
prosessia. Mikd merkitys todistuksen muodollisuudella (paattely perustuu
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maéadaritelmiin, lauseisiin ja aksioomiin yksityiskohtaisesti ja eksaktisti perus-
tellen) vs. ei-muodollisilla perusteluilla (esimerkiksi kuvat tms.) on ajatellen
yléakoululaiselle sopivaa todistamista ja ylipadtdan todistusajattelun oppimis-
ta? Nain vastasivat aineenopettajat:

Opettaja 1: “Suuri merkitys! Mielesténi ylakoulussa todistuksen
tulisi olla nimenomaan ei-muodollista perustelua. Lukiossa to-
distuksen yhteyteen voisi sitten pitkdassa matematiikassa tuoda
madaritelma, lause, aksioomat —asiat mukaan.

Opettaja 2: “Ylakoululaiselle yleisesti sopii mielesténi ei-muodollinen
perustelu. Tama siksi, ettd mielestani ylakoulussa ei tarvitse kai-
kille opettaa muodollista todistusta, silla se ei kaikkia kiinnosta
eivatka kaikki sitd koskaan tule tarvitsemaankaan. Tarkeinta on,
ettéd kaikille opetetaan idea, ettd matematiikkaan liittyy vahvasti
todistaminen. Jos oppilas on yldkoulussa kiinnostunut todistami-
sesta, en nde syyté, miksi téllaisille oppilaille ei voisi opettaa myos
muodollista todistamista.”

Téarkeda on myos se, ettd oppilaan on ymmarrettava esimerkiksi syyt tiettyihin
matematiikkaan liittyviin tasmaéllisyytta vaativiin merkintéihin ja peruste-
luihin, ja se saattaa vaatia tietyissi tapauksissa paljon ns. esivalmisteluja.
Kirjantekijan lyhyt ja ytimekas nédkemys:

“Kéyttaisin mieluummin jaottelua tdsmaéllinen perustelu vs. ha-
vainnollinen perustelu. Kysymyksesi on vaikea ja laaja, mutta
vastaan siihen lyhyesti: Suuri!”

Halusin vield lopuksi kysyé, jaiko mielen paalle jotain muuta sanottavaa.
Alla olevassa aineenopettajalta lainatusta patkésta kay ilmi ne asiat, jotka
itsellenikin tuli mieleen vastauksia ldpikaydessani:

Opettaja 1: “— — Myo6s sanan "todistaminen” —maéaérittely ei ole
vksikasitteista. Miké on todistamista ja miké ei? — — Ehka to-
distamista tapahtuu kuitenkin tdméankin paivin peruskouluma-
tematiikassa enemman, mutta sitd ei aina huomata ja erikseen
noteerata.

Ainakin itselleni todistamisen maérittely on tietylla tasmaéllisyydella ajateltu-
na selvia, mutta sité se ei varmastikaan ole kaikille - sen huomasin tutkielman
teon eri vaiheissa - ja nain ollen jonkinlainen maaritelmé olisi ollut ainakin
paikallaan ennen kuin aloin selvittad alan toimijoiden ndkemyksié.
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6 Havaintoja

Késitan itse todistamisen luokka-asteesta ja matemaattisesta ymmarryksesta
riippuen johtopaétosten perustelemisena. Alakouluikéisen jo haastattelemani
kirjantekijan mainitsema “sormilla laskeminen” on todistamista. Ylakoulu-
lainen voi tehda todistuksen perustelemalla vaikkapa omaan kokemusmaa-
ilmaansa liittyvian ongelmanratkaisuprosessin. Lukiossa voidaan todistaa jo
formaalisti, mutta ei kuitenkaan yhtéa tasmallisesti ja aksiomaattisesti kuin
yliopistossa - kaikkia peruslauseita ei lukion todistuksissa ole todistettu ja méa-
ritelmid huomioitu. Yliopistossa siirrytdan taas askel eteenpéin, ja todistukset
ovat paikoitellen huomattavasti korkealentoisempia. Mielesténi todistamisen
opettaminen tulisi ottaa kouluihin jo heti ensimmaiselld luokalla. Alimmilla
luokilla todistamiseen voi johdattaa melkeinpa keinoilla mill& hyvénsé - kon-
kreettisin véalinein, tarinallisuuden kautta tai vaikkapa leikin varjolla. Alalla
toimiva aineenopettaja mainitsi haastatellessani hénté, ettd todistaminen
vie aikaa, ja se aika on jostain muusta pois. Uskon, ettd todistaminen on
kuitenkin useassa tapauksessa darimmaisen térkeédssa osassa oppilaan ma-
temaattisen ajattelun kehittymista enké itse opettajana haluaisi pihistaa
ainakaan siita.

Mielestani on myos tarkead, etta opetussunnitelmien perusteissa huomioidaan
todistaminen. Se osoittaa sen, ettd matematiikan ei tulisi olla ainoastaan
kaavojen ja laskimen kéyttoa, vaan koulumatematiikan tehtdava on todella
kehittda oppilaan loogista ajattelua ja matemaattisia taitoja. Opetussuun-
nitelmat ovat tietylld tapaa ymparipyoreita - siita olen samaa mielta toisen
haastatellun aineenopettajan kanssa - mutta mielestani olisi opettajia ja hei-
dan luovuuttaan aliarvioivaa kirjoittaa yksityiskohtaisia ohjeita siitéd, mita ja
miten kutakin asiaa tulisi opettaa. Koska opetussuunnitelmassa mainitaan to-
distamisesta, niin voidaan olettaa, ettei ole itsestadnselvia, ettd todistaminen
olisi jokaisen opettajan mielesté tiarkeéd ja matematiikasta erottamaton osanen.
Vuoden 2004 opetussuunnitelmassa mainitut todistamiseen liittyvat menetel-
mat ovat sellaisia, jotka tulisi oppilaalle opettaa. On tarkeéa, etté esimerkiksi
ongelmanratkaisuprosessissa tekemiset voidaan perustella. Se ei véilttaméattéa
kuitenkaan onnistu ylakouluikéiseltd kovinkaan tasméllisesti ja formaalisti,
ja téalloin perustelussa on oikeutettua kéayttaa juurikin esimerkiksi kokeiluja
ja yritys-erehdysmenetelmaa. Vaarédksi osoittamisella on mielestani siind mie-
lessa suuri merkitys ja hyoty, etté jonkin lauseen paikkansapitavyyden voi
kumota loytamalla vain yhden vastaesimerkin, ja toisinaan vastaesimerkin
loytaminen voi olla haastavakin tehtavéa. Suoria todistuksia voidaan kayttaé
monissa geometrian alkeisiin liittyvissé lauseissa, ja néin ollen sekin on varsin
hyodyllinen opettaa jo jossain mittakaavassa ylakoulussa.

Oppikirjoissa voitaisiin mielestani panostaa hieman enemmaén tulosten perus-
teluun. Tarkastelemani Pii-kirjasarjan geometrian osiossa oli joitain kaavojen
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johtamisia, mutta muilta osin kirjan teoriaosat antoivat vastaukset valmiina.
Tarkastellessani Pii-kirjasarjaa ja kahta muuta kirjasarjaa huomasin, ettéa
Piissa pyydettiin perusteluja joidenkin tehtavien ratkaisuille, mutta taas Kan-
tissa ja Kertoimessa oli sananvalinnoiksi valittu useassa kohdassa “Todista”.
Uskon, ettd namé ovat taysin tietoisia valintoja. Itse en haluaisi vieroksua
todista-sanan kayttoa esimerkiksi yldkoulussa, vaikka todistaminen ei niin
tasmallista olekaan kuin ylemmilla koulutusasteilla.

Toinen aineenopettaja, jota haastattelin, painotti todistamisen opettamises-
ta “vaivihkaa”. Jos todistamista opetetaan ainoastaan vaivihkaa, voi olla,
etta oppilaat kokevat melkoisen shokin siirtyessaén lukion pitkdn matema-
tiikan kurssille, kun todistaminen on taysin vierasta toimintaa - vaikkei se
oikeastaan sitd ihan tédysin olekaan. Sitd paitsi, ylakoulussa olisi tarpeen tu-
tustuttaa oppilaita siihen, millainen matematiikka on tieteena - ja tietysti
sithen kuuluu olennaisesti todistaminen - joten onko silloin jérkevéia vaivihkaa,
ikddn kuin “salaa”, opettaa jotain sellaista, joka jokaisen olisi ymmaérrettavé
matematiikasta ja sen luonteesta.

Kuitenkaan kaikkia ei tarvitse motivoida todistamiseen - kerta kaikkiaan
jokainen meisté ei koe matematiikkaa juuri itselleen mieleisimpéana aineena, ja
ndinhan on juuri hyva, kaikenlaisia osaajia tarvitaan. Kuitenkin haasteellista
on osoittaa niille matemaattisesti lahjakkaille tai matematiikasta kiinnostu-
neille matematiikan hienous ja kauneus, vielapa silla tavalla, etta pysytaan
oppilaan késityskyvyn rajojen sisapuolella, ja lisdksi tukea kunkin oppilaan
omia paattelyprosesseja ja todistamista oikealla tapaa.

Muodollisuuden ja havainnollisuuden oikealla tasapainolla on suuri merkitys
todistamista ajatellen koulumatematiikassa. Suuria vaatimuksia muodollisuu-
della ei monessa tapauksessa voi olla, kun muodollinen esitys vasta hakee
muotoaan. Varsinkin ylakoulussa olisi syyta muodollisuuden sijaan painot-
taa ymmaéartamista ja sen kehittamista, tukea oikeanlaisia paéttelyprosesseja
ja johdattaa oikealla tavalla oikeanlaisiin johtopaatoksiin. Koen, etta vas-
ta ymmarryksen jialkeen voidaan keskittya kayttamadn padttelyprosessin
muotoilussa matemaattisia symboleja ja tiukempaa tasmallisyytta.

Taman tutkielman teon aikana olen havainnut odotettua suurempia eroja
aineenopettajien nakemyksisséd.Olen huomannut myos sen, miten tarkeaé
todistaminen loppujen lopuksi on jo ylakoulumatematiikassa. Ei pelkédstaan
siksi, etta se vaan kuuluu matematiikkaan, vaan myos siksi, etta se todella
kehittaa oppilasta matemaattisesti - ja auttaa paasemaén niihin tavoitteisiin
joihin opetussuunnitelmankin mukaan on tahdattava.
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