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Tiivistelma

Tdssd matematiikan valinnaisten opintojen tutkielmassa tutkitaan derivoimissdin-
tojen esitystapoja lukion lyhyen matematiikan pakollisella Matemaattinen analyy-
si (MAB4) -kussin ja pitkdn matematiikan pakollisen Derivaatta (MAA7) -kurssin
osalta. Tutkielman alussa luodaan katsaus lukion opetussuunnitelman perusteisiin
matematiikan osalta. MyShemmin vertaillaan kurssisidltdjd oppikirjojen avulla. Kum-
mastakin kurssista on valittu tarkastelun kohteeksi kolme oppikirjaa. Huomataan, et-
td kurssit poikkeavat toisistaan sekd sisdllollisesti ettd esitystapojensa osalta. MAA7-
kurssilla derivoimissididntdjd opiskellaan MAB4-kurssia laajemmin ja lisdksi mate-
maattiset merkinnét ovat pitkédssd matematiikassa tdsmaéllisempié kuin lyhyessid ma-
tematiikassa.
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1 Johdanto

Matematiikkaa on kautta aikojen pidetty koulussa arvostettuna oppiaineena. Se he-
rattdd voimakkaita tunteita: matematiikassa onnistumista pidetdédn tirkednd, mutta
toisaalta matematiikka aiheuttaa usein myos kielteisii kokemuksia. Matematiikan
oppiaineen antama kvantitatiivisen ajattelun taito on vélttimittomyys myos koulun
ulkopuolisessa maailmassa. Matematiikkaa tarvitaan jokapdivéisessd eldmaéssi esi-
merkiksi rahan késittelyn, kellonaikojen ilmaisun tai ongelmanratkaisutilanteiden
muodossa [8, s. 241].

Suomalaisessa lukiossa opetetaan kahden eri oppiméérin mukaisesti matema-
titkkkaa: pitkdd matematiikkaa ja lyhyttd matematiikkaa. Ndistd oppiméiristd opiske-
lijan on valittava toinen jo ennen lukio-opiskelunsa aloittamista. Oppimaéérit eroa-
vat toisistaan sekd kurssimiérdnsi osalta ettd sisdllollisesti. Pitkddn matematiikan
oppimidrdin kuuluu nimensid mukaisesti enemmin seki opiskeltavia kursseja seki
opetussuunnitelmaan kuuluvia oppisiséltdja kuin lyhyeen matematiikkaan.

Olen itse opettanut lukiossa neljd kokonaista lyhyen matematiikan kurssia sekd
tehnyt paljon sijaisuuksia sekd lyhyen ettd pitkdin matematiikan opettajana. Koska
opetettavanani on ollut paljon eritasoisia opiskelijoita, huomasin pohtivani joiden-
kin kohdalla, olisiko toinen matematiikan oppimééra ollut sittenkin heille sopivam-
pi. Niinpd huomasin pohtivani, kuinka hyvin lukion lyhyen ja pitkdin matematiikan
oppimairit vastaavat toisiaan. Jos lukiolainen suorittaa lyhyen matematiikan oppi-
maiirin, jadko hineltd monta sellaista asiaa oppimatta, jotka pitkdssd matematiikassa
oltaisiin opiskeltu?

Koska koko pitkidn matematiikan ja lyhyen matematiikan oppisiséltdjen yksityis-
kohtainen vertailu olisi ollut turhan laaja aihe sivuainetutkielmalle, rajasin tutkimuk-
seni koskemaan yhtd lyhyen ja yhtd pitkdn matematiikan kurssia. Aiheeksi valitsin
matemaattisen analyysin ja erityisesti derivaatan, silld omissa yliopiston matematii-
kan sivuaineopinnoissani olen keskittynyt enimmékseen analyysin aihepiireihin. Li-
sidksi olen itse opettanut lukiossa kahdelle ryhmille lyhen matematiikan pakollisen
Matemaattinen analyysi (MAB4) -kurssin. Tarkastelen tdssd tutkielmassa kolmea
lyhyen matematiikan MAB4-kurssin ja kolmea pitkdin matematitkan MAA7-kurssin
oppikirjaa yksityiskohtaisesti.



2 Lukion matematiikan opetussisallot

Suomalainen lukio on toisen asteen koulutusmuoto, joka jatkaa perusopetuksen ope-
tus- ja kasvatustehtdavid. Lukiokoulutuksen tehtdvind on antaa laaja-alainen yleis-
sivistys sekd riittdvit valmiudet lukion oppiméiridin perustuviin jatko-opintoihin.
Lukiossa voidaan opiskella matematiikkaa joko lyhyen tai pitkdn oppimiirin mu-
kaisesti. Oppimaédrit eroavat toisistaan sekd sisillollisesti ettd kurssien lukumaérin
osalta. Kummankin oppimééridn mukaisen matematiikan opetuksen tehtivani on tu-
tustuttaa opiskelija matemaattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan perusideoi-
hin ja rakenteisiin, opettaa kdyttimiin puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd
sekd kehittda laskemisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja [9, s. 12, 118].

Suomalaisten lukioiden opetussuunnitelmatyotid ohjaa Opetussuunnitelman pe-
rusteet [9]. Opetussuunnitelman perusteiden lisdksi lukioiden opetussuunnitelmat
pohjaavat lukiolakiin ja -asetukseen seké valtioneuvoston asetukseen lukiolaissa tar-
koitetun opetuksen yleisistd valtakunnallisista tavoitteista ja lukiokoulutuksen tun-
tijaosta. Opetussuunnitelmassa piitetddn lukion opetus- ja kasvatustydstd. Opetus-
suunnitelman pohjalta jokainen lukio laatii oman lukuvuosittaisen suunnitelmansa
opetuksen kdytinnon jirjestamisestd. Opiskelija puolestaan laatii henkilokohtaisen
opiskelusuunnitelmansa lukion opetussuunnitelman sekd lukuvuosittaisen suunni-
telman pohjalta [9, s. 8].

Koska eri oppiaineilla on selkedsti omat erityiset luonteensa, on niiden opettami-
sessakin kiytettidvi erilaisia menetelmid. Koulumatematiikan ldhtokohtana on usein
10ytad yritysten ja erehdysten kautta kiyttdtarkoitukseen sopivia sddntdjd. Matema-
titkka on abstrakti aine, eiké siind kasiteltdville olioille tarvitse olla todellisia vas-
tineita. Matematiikan luonteeseen liittyy vahvasti ongelmanratkaisu seké loogisuus.
Siind toimivat aina tietyt periaatteet jirjestelmaillisesti ilman poikkeuksia. Yksinker-
taiset matemaattiset mallit nivoutuvat kokonaisuuksiksi, joiden avulla voidaan rat-
kaista aina vain monimutkaisempia ongelmia. Matematiikassa harjoitus ja harjaan-
tuneisuus palkitaan nopeasti onnistumisen tunteella.

2.1 Matematiikan pitka oppiméaira

Matematiikan pitkén oppimadrin (MAA) opetuksen tehtdvind on antaa opiskelijal-
le sellaiset matemaattiset valmiudet, joista on hyotyd ammatillisissa opinnoissa ja
korkeakouluopinnoissa. Pitkdn matematiikan opinnoissa opiskelijalla on tilaisuus
omaksua matemaattisia kisitteitd ja menetelmid sekd oppia ymmartdméddn mate-
maattisen tiedon luonnetta. Opetus pyrkii myds antamaan opiskelijalle selkeén kési-
tyksen matematiikan merkityksestd yhteiskunnan kehityksessi sekd sen soveltamis-
mahdollisuuksista arkieldmissi, tieteessd ja tekniikassa [9, s. 118].

Matematiikan pitkdn oppimédrin opetuksen tavoitteena on, ettd opiskelija tottuu
pitkdjidnteiseen tyoskentelyyn ja oppii sitd kautta luottamaan omiin matemaattisiin
kykyihinsd, taitoihinsa ja ajatteluunsa. Hénen tulisi rohkaistua kokeilevaan ja tutki-
vaan toimintaan, ratkaisujen keksimiseen sekd niiden kriittiseen arviointiin. Oppi-



laan tulisi ymmartéd ja osata kédyttdd matematiikan kieltd, kuten seuraamaan mate-
maattisen tiedon esittdmisti, lukemaan matemaattista tekstid, keskustelemaan mate-
matiikasta, ja oppia arvostamaan esityksen tasmaéllisyyttd ja perustelujen selkeyttd.
Hinen tulisi oppia nikeméin matemaattinen tieto loogisena rakenteena ja kehittda
lausekkeiden késittely-, pddttely- ja ongelmanratkaisutaitojaan [9, s. 118].

Pitkdn matematiikan opiskelija harjaantuu kisitteleméén tietoa matematiikalle
ominaisella tavalla, tottuu tekeméén otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja
laatimaan perusteluja sekd arvioimaan perustelujen pétevyyttd ja tulosten yleistet-
tavyyttd. Tarkeédtd on myos harjaantuminen mallintamaan kdytinnon ongelmatilan-
teita ja hyodyntdmaiin erilaisia ratkaisustrategioita seké tarkoituksenmukaisten ma-
temaattisten menetelmien, teknisten apuvilineiden ja tietoldhteiden kiyttdminen [9,
s. 118].

2.2 Matematiikan lyhyt oppiméaara

Matematiikan lyhyen oppiméédridn (MAB) opetuksen tehtiviné on tarjota valmiuk-
sia hankkia, késitelld ja ymmirtdd matemaattista tietoa ja kiyttdd matematiikkaa
elamin eri tilanteissa ja jatko-opinnoissa. Matematiikan lyhyen oppiméérin ope-
tuksen tavoitteena on, ettid opiskelija osaa kdyttdd matematiikkaa jokapdivdisen ela-
min ja yhteiskunnallisen toiminnan apuvilineend. Opiskelija my0s saa myonteisid
oppimiskokemuksia matematiikan parissa tydskennellessdén sekd oppii luottamaan
omiin kykyihinsd, taitoihinsa ja ajatteluunsa. Tavoitteena on, ettd hin rohkaistuu ko-
keilevaan, tutkivaan ja keksiviin oppimiseen [9, s. 125].

Oppilaan tulisi hankkia sellaisia matemaattisia tietoja, taitoja ja valmiuksia, jotka
antavat riittivan pohjan jatko-opinnoille. Hinen tulisi sisdistdd matematiikan merki-
tys vilineen, jolla ilmi6itd voidaan kuvata, selittdd ja mallintaa ja jota voidaan kéyt-
tdd johtopditosten tekemisessd. Opinnoissaan oppilas saa kisityksen matemaattisen
tiedon luonteesta ja sen loogisesta rakenteesta sekd harjaantuu vastaanottamaan ja
analysoimaan viestimien matemaattisessa muodossa tarjoamaa informaatioita ja ar-
vioimaan sen luotettavuutta. Opetuksessa tutustutaan myos matematiikan merkityk-
seen kulttuurin kehityksessé ja opitaan kidyttdmééin esimerkiksi erilaisia kuvioita ja
kaavioita ajattelun apuna [9, s. 125].

2.3 Oppimaiirien yhteneviisyyksii ja eroavaisuuksia

Nikyvin ero pitkén ja lyhyen matematiikan oppimaéérien vililld Lukion opetussuun-
nitelmien perusteissa 2003 [9, s. 118—128] on kurssien méird: pitkdssd matematii-
kassa pakollisia kursseja on kymmenen ja valtakunnallisia syventidvid kursseja kol-
me, kun taas lyhyessd matematiikassa pakollisia kursseja on kuusi ja valtakunnal-
lisia syventdvid kursseja kaksi. Kun yksi lukion kurssi vastaa karkeasti 38 opetus-
tuntia, pitkiin matematiikan opiskelija opiskelee pakollisia kursseja 152 opetustuntia
lyhyen matematiikan opiskelijaa enemmén. Kolmevuotisessa lukiossa se tarkoittaa
noin 50 opetustuntia vuodessa.



Lukion pitkdn matematiikan opetuksen tavoitteena on antaa lyhyttd matematiik-
kaa selvisti teoreettisemmat ja syvéllisemmiit tiedot ja taidot opiskelijalle. Vaikka
my0s lyhyessd matematiikassa tulisi saada kisitys matemaattisen tiedon luonteesta,
keskitytddn lyhyen matematiikan opetuksessa pitkdid matematiikkaa enemmaén joka-
pdivdisiin kdytdannon matemaattisiin taitoihin [9, s. 118—128].

Joillekin pitkédn matematiikan kursseille voidaan 10ytdd ldhes vastaavat sisdllot
lyhyen matematiikan kursseista. Lyhyen matematiikan kurssien sisdltd on kuitenkin
suppeampi kuin vastaavissa pitkdn matematiikan kursseissa. Kurssin Matemaatti-
sia malleja II (MAB®6) siséltd on lisdksi pitkdn matematiikan puolella sisdllytetty
useisiin eri kursseihin. Opetussuunnitelmia vertaillessa voidaan todeta, ettd sellai-
sia aiheita, joita pitkdn matematiikan opiskelijat pakollisissa kursseissa kdyvit lépi,
mutta lyhyen matematiikan lukijat eivit, ovat esimerkiksi analyyttinen geometria
ja integraalilaskenta. Sen sijaan talousmatematiikka ei kuulu pitkédn matematiikan
oppimddriin, vaikka lyhyen matematiikan lukijoille tarjotaan valtakunnallinen sy-
ventivi kurssi Talousmatematiikka (MAB7) [9, s. 118-128]. Monissa kouluissa on
kuitenkin paddytty ratkaisuun, jossa talousmatematiikan kurssi on seki pitkén ettd
lyhyen matematiikan lukijoille yhteinen, ja edelld mainituille kurssi on koulukohtai-
nen soveltava kurssi.

Yleisesti ottaen voidaan todeta, ettd pitkédn matematiikan oppimadri siséltia ly-
hyen matematiikan oppiméérdn mutta myos paljon muuta. Ainoa poikkeus tédstid on
jo mainittu talousmatematiikka, joka valtakunnallisesti kuuluu vain lyhyen mate-
matiikan oppimédridin valinnaisena syventdvidnid kurssina. Sekd pitkin ettd lyhyen
matematiikan opetukseen kuuluu oleellisesti jatko-opintovalmiuden antaminen [9,
s. 118, 125]. Mielenkiintoista voisikin olla tutkia, millaisten opiskelijoiden tarpei-
siin ndm& oppimddrit vastaavat ja mitd jatko-opintomahdollisuuksia lyhyen mate-
matiikan valitseminen pitkén sijaan sulkee pois tai vaikeuttaa.

2.4 MAB4- ja MAA7-Kkurssit

Tiassd tutkielmassa vertaillaan lukion lyhyen matematiikan pakollisen Matemaatti-
nen analyysi (MAB4) -kussin ja pitkdn matematiikan pakollisen Derivaatta (MAAT)
-kurssin opetussiséltdjd derivoimissddntdjen osalta. Kummassakin kurssissa deri-
vaatta kuuluu keskeisiin sisédltdihin. Molemmissa kursseissa késitelldédn erityisesti
polynomifunktion derivaattaa.

MAB4-kurssin tavoitteena on, ettid opiskelija tutkii funktion muutosnopeutta nu-
meerisin ja graafisin menetelmin, ymmartdd derivaatan kisitteen muutosnopeuden
mittana, osaa tutkia polynomifunktion kulkua derivaatan avulla sekéd oppii sovel-
lusten yhteydessd miirittimiin polynomifunktion suurimman ja pienimmén arvon.
Kurssin keskeisiin sisdltoihin kuuluu polynomifunktion derivaatta, polynomifunk-
tion merkin ja kulun tutkiminen, polynomifunktion suurimman ja pienimmén arvon
madrittdminen sekd erilaisten graafisten ja numeeristen menetelmien kdyttiminen
[9, s. 126].

MAA7-kurssin opiskeltuaan opiskelijan tulisi osata méérittii rationaalifunktion
nollakohdat ja ratkaista yksinkertaisia rationaaliepdyhtiloitd, omaksua havainnol-
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liset késitykset funktion raja-arvosta, jatkuvuudesta ja derivaatasta sekd midrittda
yksinkertaisten funktioiden derivaattoja. Tavoitteena on my0s osata tutkia derivaa-
tan avulla polynomifunktion kulkua ja médrittad sen ddriarvot sekd osata madarittda
rationaalifunktion suurin ja pienin arvo sovellusongelmien yhteydessad. Kurssin kes-
keisimpid sisdltojd ovat rationaaliyhtdlo ja -epayhtilo, funktion raja-arvo, jatkuvuus
ja derivaatta, polynomifunktion, funktioiden tulon ja osamééridn derivoiminen seki
polynomifunktion kulun tutkiminen ja dériarvojen madrittdminen [9, s. 121-122].

Lukion lyhyessd matematiikassa derivaattaa ei kisitellda MAB4-kurssin lisidksi
muissa kursseissa. Pitkdssd matematiikassa sen sijaan derivaatan késittelemisti jat-
ketaan my0s pakollisissa MAAS8- ja MAA9-kursseissa. Myos integraalilaskennan
kurssi MAAT1DO liittyy ldheisesti derivaattaan. Pitkdn matematiikan syventivilld kurs-
seilla MAA12 ja MAA13 syvennetidin lisidksi differentiaalilaskennan osaamista [9,
s. 122-128]. Niin ollen tédssd tutkielmassa esitetyt derivoimissadnnot eivit pitkdn
matematiikan osalta ole ainoita, jotka koko lukion oppiméddrdin siséltyvét. Sen si-
jaan lyhyen matematiikan osalta derivoimissidintoja ei lukion matematiikassa kisi-
telld muita kuin ne, jotka tissi tutkielmassa esitelldén.
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3 Matemaattinen teoria

Tiassd luvussa esitetddn derivointisddntoihin liittyvd matemaattinen teoria siten, kun
se Tampereen yliopiston Informaatiotieteiden yksikon matematiikan ja tilastotieteen
perusopintoihin kuuluvan MTTMP1 Analyysi 1 -opintojakson yhteydessd on esitet-
ty. Lukuvuonna 2013-2014 kyseisen opintojakson opetus perustui luentomateriaa-
leihin [5], joita on my®s tédssé tukielmassa kéytetty 1dhteend matemaattiselle teorial-
le.

3.1 Funktion raja-arvo

Olkoon f funktio, joka on mééritelty avoimella viélilld / lukuun ottamatta mahdolli-
sesti yhtd pistettd a € 1.

Mairitelmé 3.1. Funktiolla f on pisteessi a raja-arvo A, jos jokaista positiivilukua
£ > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd

|f(x) — Al <eaina, kun 0 < |x —al] < 6.

Talloin merkitdian
lim f(x) = A.
X—da

Huomautus. Toinen mahdollinen raja-arvon merkintéitapa on
f(x) > A kunx — a
Huomautus. Funktion raja-arvon médritelmésti seuraa, ettd
lim f(x) = lim f(a + h).
Esimerkki 3.1. Olkoon f : R — R, f(x) = c. Télloin
|lf(x)—cl=lc—c|=0<e

kaikilla & > 0 ja kaikilla x € R (ja kaikilla 6 > 0), joten funktion raja-arvon
maiiritelmin nojalla

lim f(x) =c kaikillax € R.

X—a

Esimerkki 3.2. Olkoon f : R — R, f(x) = x jaa € R. Osoitetaan, ettd
lim f(x) = a.
X—a
Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitdin ¢, = &, ja oletetaan, ettd 0 < |x — a| < J,.
Tilloin
|f(x) —al =|x—-a|l <d: =&,

joten tulos seuraa suoraan funktion raja-arvon miéritelmaista.
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Esimerkki 3.3. Olkoon f : R\ {-2,1} - R,
x—-1
fx) = X2+x=-2
Osoitetaan, etti .
li = —.
im fO) =3
Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitdin 6, = min{1, 6}, ja oletetaan, etti
0<|x—-1] < 6.

Talloin |x — 1| < 6¢. Lisdksi |[x — 1] < 1, joten x > 0. Jos x # —2, 1, niin

xX—a x-1 1

Crr—2 (x-Dx+2) x+2

joten
1 1 1
‘f(x)—g‘ B x+2_§‘
3—-(x+2)
3(x+2)
N Y
 3|x+2
1
= -1
3ar2 1
< g-lx—ll
1
< 668
= ¢

Mairitelmi 3.2. Funktiolla f on pisteessd a oikeanpuoleinen raja-arvo A, jos jo-
kaista positiivilukua &£ > 0 kohti on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd

|f(x) — Al < gaina,kuna < x < a + 0.

Talloin merkitdian
lim f(x) = A.
X—a+

Mairitelmi 3.3. Funktiolla f on pisteessd a vasemmanpuoleinen raja-arvo A, jos
jokaista positiivilukua & > 0 kohti on olemassa sellainen ¢ > 0, etté

|f(x) — Al <eaina,kuna-d0 <x <a
Talloin merkitdain

lim f(x) = A.

X—a—
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Lause 3.1. Funktiolla f on raja-arvo, jos ja vain jos sillid on samat toispuoleiset
raja-arvot. Toisin sanoen

lim f(x) = A& lim f(x) = lim f(x) = A

Todistus. Suunta’=’ on raja-arvon madritelmin perusteella ilmeinen. Tarkastellaan
suuntaa ’«<’. Valitaan & > 0. Jos

lim f(x)=Aja lim f(x)= A,
x—a+ x—a—

niin toispuoleisten raja-arvojen miiritelmien nojalla
on olemassa sellaiset

61 >0, jolle |f(x)—A|l<e kuna <x<a+0d;

ja 62>0, jolle [f(x)—A| <e& kuna -6 < x <a.

Merkitddn 6 = min {d1,0>}, ja valitaan sellainen x, ettd 0 < |x —a| < 6. Jos x > a,
niin
a<x<a+06<a+d,

jajos a < x, niin
a—-0r<a—-0<x<a.

Kummassakin tapauksessa
If(x) - Al <e,

joten funktion raja-arvon mééritelmén perusteella

lim £(x) = A.

3.2 Funktion jatkuvuus

Mairitelmé 3.4. Olkoon funktio f médritelty jossakin pisteen a ymparistossa (piste
a mukaan luettuna). Tdlloin f on jatkuva pisteessd a, jos jokaista positiivilukua
& > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

|f(x)— f(a) < €| aina, kun |x —a| < 9,

eli jos

lim f(x) = f(a).

Miiritelmi 3.5. Funktio f on oikealta jatkuva pisteessd a, jos jokaista positiivilu-
kua £ > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

|f(x)— f(a) < €| aina, kuna < x < a+ 6,
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eli jos
lim f(x) = f(a),

ja vasemmalta jatkuva pisteessd a, jos jokaista positiivilukua £ > 0 kohti on ole-
massa sellainen 6 > 0, ettd

|f(x) = f(a) < €| aina,kuna—-d <x<a
eli jos
Jim_ f(x) = f(a).

Huomautus. Edeltdvien miiritelmien ja lauseen 3.1 nojalla f on jatkuva pisteessd
a silloin ja vain silloin, kun f on sekd vasemmalta ettd oikealta jatkuva pisteessi a.

3.3 Funktion derivaatan méiritelmié ja perusominaisuuksia

Mairitelmi 3.6. Olkoon funktio f méiiritelty pisteen x jossakin ympéristossa piste
x mukaan luettuna. Jos raja-arvo

. fx+h) - fx)

m

|
x1—>0 h

on olemassa, sanotaan, ettid funktio f on derivoituva pisteessi x. Kyseistd raja-arvoa
kutsutaan tdlloin funktion f derivaataksi pisteessd x ja merkitddn f’(x).

Huomautus. Edellisessd miiritelmissi esiintyvdd osamairid

Jx+h) - fx)
h

sanotaan funktion f erotusosaméiiréksi pisteessd x.

Huomautus. Derivaatan miiritelméssi esiintyvd raja-arvo voidaan esittd myos muo-

dossa o) )
. - fx
llm M .
y—oXx y - X
Huomautus. Muita mahdollisia derivaatan merkitsemistapoja ovat esimerkiksi

d
d_f(x)’ Df(.X), Dxf(-x)
X

Esimerkki 3.4. Olkoon f(x) = x?. Tilloin f’(x) = 2x, silld

fx+h) - fx)  (x+h?-x?
h B h
x2 4+ 2xh + h? — x?
h
h? + 2xh
h
= h+2x—>2,kunh — 0.
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Miairitelmé 3.7. Mikili raja-arvo

fx+h) - fx)
h

f'(x+) = lim
x—0+

on olemassa, sanotaan sitd funktion f oikeanpuoliseksi derivaataksi pisteessd x. Vas-
taavasti mikéli raja-arvo

fx+h) - fx)
h

f(x=) = lim
x—0-
on olemassa, sanotaan siti funktion f vasemmanpuoliseksi derivaataksi pisteessa x.

Miairitelmé 3.8. Funktiota f sanotaan derivoituvaksi avoimella vililld (a,b), jos
se on derivoituva vilin jokaisessa pisteessi, ja derivoituvaksi suljetulla vililld [a, b],
jos liséksi f’(a+) ja f'(b—) ovat olemassa.

Lause 3.2. Jos funktio f on derivoituva pisteessd x, niin f on jatkuva pisteessd X.

Todistus. Jos f on derivoituva pisteessd x, niin

o fGeh) = £

h—0 h AR
Olkoon A # 0. Télloin
faemy = a LEEDZIE
= 0 f'(x)+ f(x)
= f(x),
kun /2 — 0. Siis f on jatkuva pisteessd x. O

3.4 Derivoimissaantoja

Seuraavana esitetyt esimerkit ovat sellaisia, jotka Analyysi 1 -monisteessa [5] anne-
taan esimerkkeini derivaatoista, mutta lukiokursseissa ne on annettu lauseina. Lu-
kiokursseissa niitd kutsutaan derivoimissdanndiksi tai -kaavoiksi.

Esimerkki 3.5 (Vakiofunktion derivaatta). Olkoon f(x) = ¢, missd ¢ € R. Télloin
f'(x) = 0 kaikilla x € R, silld jos & # 0, niin

fx+h) - f(x) c-c
h ok

EsimerkKi 3.6 (Identtisen funktion derivaatta). Olkoon f(x) = x. Talloin f/(x) = 1
kaikilla x € R, silld jos & # 0, niin

=0.

f(x+h)—f(x)_x+h—x_ﬁ_1
h h h
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Esimerkki 3.7 (Vakion siirtosddntd). Olkoon f(x) = cg(x), missd ¢ € R ja g(x)
on kaikkialla derivoituva funktio. Télloin f'(x) = cg’(x) kaikilla x € R, silli jos
h # 0, niin

f+h)—fx) _cgx+h)—cglx)  glx+h)—glx) _

0 0 c 0 c-g(x).

Lause 3.3. Olkoot funktiot f ja g derivoituvia pisteessd x. Tdlloin myos funktiot

f+8 f—g fg kfkeR)jaL (kung(x)#0)

ovat derivoituvia pisteessd x ja
() (f+8) =1 +¢,
(i) (f-8)'=f-¢,
(iii) (f8)" = f'e +&'f
(lV) ({é)’ — fgg—zfg .

Todistus. (i) Laskemalla saadaan

- (fre)+h) - (f+8)x)
m

(f+8)x) = lim h
_ i O AR + e+ W] - () + 8(0)]
- h
_ 1 [f(x+h) = f(X)]+[gx+h)—g(x)]
- h
= f0)+8 ).

(i1) Tulos seuraa kohdista (i) ja (iii), kun funktioksi g valitaan —g.
(iii) Laskemalla saadaan

o SO g+ ) — F(0g(x)
1m

(f8)'(x)

x—0 h

~ lim fx+hgx+h) - fx+h)gx)+ f(x+h)gx) - f(x)g(x)
x—0 h

~ lim fx+mIgx+h) —g()]+g(x)[f(x+h)— f(x)]
x—0 h

_ lin% f(x+h)g(X+h2—g(X) +g(x)f(X+h2—f(X)

= f0g' () +g0)f (%)

-
g g

(iv) Osoitetaan, ettid
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Laskemalla saadaan

(1)’ 1 ( 1 1 )
— = lim — -
g x—0h\gx+h) gx)
g(x)—g(x+h)
x=0h-g(x+h)- g(x)

L S —g0
x—0 h g(x + h)g(x)

_ &

T g)?

T4lloin viite seuraa kohdasta (iv), silld

(i) :(f.l) =f’-l+_§ .f:—fg—zfg_
8 8 8 8 8

O

Esimerkki 3.8 (Potenssifunktion derivaatta). Olkoon f(x) = x", n > 2. Osoitetaan

induktiota kiyttien, etti f’(x) = n - x"~! kaikilla x € R ja kaikilla n > 2.
Perusaskel. Esimerkin 3.4 nojalla tiedimme, etti Dx? = 2x = 2x>7!.
Induktioaskel. Teemme induktio-oletuksen, jonka mukaan

Dx* = kxk_l,kun k> 2.
Tilloin tulon derivoimissddnnon (Lause 3.3, kohta (iv)) mukaan myos funktio
g(x) = Xk = x . xK
on kahden derivoituvan funktion tulona derivoituva ja
DxX*'=Dx-xy =1 -xF+x - kx*1 = X + kxF = (k + Dx* = (k + Dx*D-L
Johtopdidtos. Induktioperiaatteen mukaan
n-1

Dx" = nx

kaikilla kokonaisluilla n > 2.
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4 Lisdesimerkkeja

Esimerkki 4.1. Olkoon funktio f = (3x> — 4)(6x — 5). Tillsin f on derivoituva
kaikkialla, ja f’(x) = 54x% — 30x — 24, silld

[DBx? —4)]- (6x —5) + [D(6x — 5)] - 3x*> - 4)
= 6x-(6x-5)+6-(3x*—4)

= 36x> —30x + 18x% — 24

= 54x> - 30x - 24.

D(3x? — 4)(6x - 5)

Esimerkki 4.2. Olkoon funktio f = % Télloin f on derivoituva kaikkialla, ja

, 1 —2x —x?
f(x) 112272 , silld
pltx _ D(1+x)-(1+x*)—(1+x)-D(1+x?)
1+x2 (1+ x2)2
1L (0+x) - (1 +x)-2x
- (1 +x2)2
1 =-2x- x2
1+
Esimerkki 4.3. Olkoon funktio f = m Tilloin f on derivoituva kaikkialla, ja
, 6x e
f (.X) = _(]+—xz)4’ silla
p—1 - D(1+xH73
(1 + x2)3
= —3-(1+xH)™* 2x
3 6x
(1)
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S Derivoimissiaintojen tarkastelua

Tiassd luvussa esitellddn, mitkd derivoimissdidnnot esitellddn kolmessa eri lukion ly-
hyen matematiikan ja kolmessa eri lukion pitkdn matematiikan oppikirjoissa. Ly-
hyen matematiikan oppikirjoista tarkastelun kohteena ovat kirjat Kertoma 4! [10],
Lyhyt matikka 4 [1] ja Sigma 4 [2]. Pitkédn matematiikan osalta tarkastellaan kirjoja
Matematiikan taito 7 [3], Pitkd matematiikka 7 [4] ja Pyramidi 7 [6].

5.1 Derivoimissainnot lukion lyhyessa matematiikassa

Kertoma 4!

Kertoma-kirjassa mééritelldin graafisten esitysten avulla ensin funktion keskimii-
rdinen ja hetkellinen muutosnopeus funktion sekantin ja tangentin kulmakertoimina.
Tamin jédlkeen derivaatta esitetddn funtion muutosnoputena tietyssi pisteessi [ 10, s.
83].

Mairitelmi 5.1. Funktion muutosnopeutta tietyssi pisteessi kutsutaan funtion de-
rivaataksi. Derivaatta médrittelee funktion, jonka arvo tietyssi pisteessa kertoo funk-
tion tangentin kulmakertoimen arvon. Funktion derivaatan arvoa pisteessi (xg, f(x0))
merkitddn f’(xg).

Kertoma-kirjassa esitelldédn ensin graafinen derivointi ja jatketaan sitten polyno-
mifunktion derivaattaan. Funktion kulkua tutkitaan derivaatan avulla. Kirjassa pu-
hutaan my0s funktion dédriarvokohdista, joiden ldhelld funktion muutosnopeus lidhe-
nee nollaa. Airiarvokohdassa derivaatta saa arvon nolla, ja diriarvokohtaan piirretty
tangentti on x-akselin suuntainen suora. Kirjassa kerrotaan, ettd korkeamman asteen
polynomifunktioiden kuvaajien piirtiminen on vaikeaa, joten graafisen derivoinnin
avulla saadaan vain derivaatan likiarvoja. Niinpi polynomifunktioita tutkitaan deri-
vaattafunktion avulla. Ndin pdistiddn derivoimissdintoihin [10, s. 88—89].

Lause 5.1. Potenssifunktion f(x) = x" derivaattafunktio on f’(x) = nx""!.
Lause 5.2. Vakiofunktion f(x) = a derivaattafunktio on f’(x) = 0.

Lause 5.3 (Vakion siirtosdantd). Funktion f(x) = ax" derivaattafunktio on
f'(x) = anx""1.

Lause 5.4 (Summan derivoimissdint). D(f +g) = Df + Dg

Lyhyt matikka 4

Lyhyt matikka -kirjassa funktion muutosnopeudesta kédytetddn nimitystd funktion
kasvunopeus [1, s. 32].
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Miairitelmé 5.2 (Kasvunopeus). Kasvukiyristd saadaan selville kasvunopeus jolla-
kin hetkelld, kun piirretdén kasvukédyrdi sivuava suora, niin sanottu kdyrdn tangentti.
Kasvunopeuden ilmaisee tangentin kulmakerroin

y:n muutos
X:n muutos

Kirjan seuraavassa luvussa mééritelldin funktion derivaatta [1, s. 38].

Miiritelmé 5.3 (Funktion derivaatta). Funktion f kuvaajalle muuttujan arvon a
kohdalle piirretyn tangentin kulmakerroin on funktion f derivaatta kohdassa a.

Huomautus. Ehtona derivaatan olemassaololle kohdassa a on, ettd funktion kuvaa-
jalle voidaan piirtdd muuttujan a arvon kohdalle yksikdsitteinen tangentti.
Seuraavassa luvussa Lyhyt matikka -kirjassa médritelldéin derivaattafunktio sekd

sen yhteydessi derivoimissddntoja [1, s. 47—49].

Maéiritelmé 5.4 (Derivaattafunktio). Funktio f’(x), jonka arvo kohdassa x on funk-
tion f derivaatta kohdassa x, on funktion f derivaattafunktio.

Jos tunnetaan funktion f derivaattafunktion lauseke, sen avulla voidaan laskea funk-
tion f derivaatta missi tahansa kohdassa.

Lause 5.5 (Funktioiden x? ja x seki vakiofunktion derivaattafunktiot).

e Funktion x* derivaattafunktio on 2x.
o Funktion x derivaattafunktio on vakiofunktio 1.

o Vakiofunktion c derivaattafunktio on vakiofunktio O.

Huomautus (Derivointimerkki D). Kun funktio ilmaistaan pelkéstddn lausekkeella
nimedmatti sitd f, g tms., derivoiminen voidaan merkitd derivointimerkin D avulla.
Esimerkiksi D(x% + x) = 2x + 1.

Tamin jidlkeen Lyhyt matikka -kirjassa kisitelldin toisen asteen polynomifunk-
tion kulkua ja kdydadn ldpi geometrisid sovelluksia. Myohemmin mééritelldén po-
tenssin derivoimiskaava [1, s. 78].

Lause 5.6 (Potenssifunktion x” derivoiminen). Jokainen potenssifunktio x", missd
n on positiivinen kokonaisluku, voidaan derivoida kdyttden kaavaa

Dx" = nx"!

Lause 5.7 (Polynomifunktion derivoiminen). Polynomifunktio derivoidaan termeit-
tdin niin, ettd derivoidaan jokainen muuttujan potenssi.
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Sigma 4

Myos Sigma-kirjassa késitelldaan aluksi funktion muutosnopeutta. Derivaatta mééri-
telldén tangentin kulmakertoimen avulla [2, s. 45]

Mairitelmi 5.5 (Funktion derivaatta). Funktion f derivaatta kohdassa x = a on
sama kuin kohtaan x = a piirretyn tangenttisuoran kulmakerroin k.

fi(a) =k

Graafisen derivoinnin jdlkeen esitetdén derivoimissdidntdjd ja -kaavoja [2, s. 54—
60].

Lause 5.8. Ensimmdisen asteen polynomifunktion f(x) = ax (a on vakio) derivaat-
ta:

flx)=a

Huomautus. Jos funktio on vakiofunktio f(x) = k (k on vakio), kuten f(x) = 4, on
sen derivaatta aina O.

Lause 5.9. Toisen asteen polynomifunktion f(x) = x> derivaatta:
f(x) =2x
Lause 5.10. Potenssifunktion f(x) = x" derivaatta:
fl(x)=n-x""
Lause 5.11 (Vakion siirtosdanto).
Dkf = kDf, missd k on vakio
Lause 5.12 (Summan ja erotuksen derivointi).

D(f+g)=Df + Dg

5.2 Derivoimissainnot lukion pitkissid matematiikassa

Matematiikan taito 7

Kuten lyhyen matematiikan kirjoissakin pitkdn matematiikan oppikirjoissa derivaa-
tan késitettd 1dhestytddn funktion muutosnopeuden ja graafisen merkityksen kaut-
ta. Médritelmét ovat kuitenkin lyhyttd matematiikkaa teoreettisempia. Matematii-
kan taito -kirja méirittelee ensin sekantin kulmakertoimen ja erotusosaméirin, min-
ki jilkeen paidstdaan derivaatan midritelmain [3, s. 65].

Maaritelma 5.6 (Derivaatta). Funktion y = f(x) derivaatta kohdassa xy on

o) = tim LS G0

X0 X — X0

mikaéli tdmi raja-arvo on olemassa. Télloin f on kohdassa xg derivoituva.
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Huomautus. Derivaatan geometrinen merkitys on funktion f kuvaajan pisteestd
(x0, f(xp)) piirretyn tangentin kulmakerroin. Derivaatta ilmoittaa funktion f muu-
tosnopeuden kohdassa x.

Matematiikan taito -kirjassa késitelldin myds funktion jatkuvuutta, joka lyhyen
matematiikan kirjoissa sivuutetaan [3, s. 67].

Lause 5.13 (Derivoituvuus ja jatkuvuus). Derivoituva funktio on aina jatkuva. Jat-
kuva funktio ei ole vilttamdittd derivoituva.

Derivointisddntdjd varten midritelldéin myos derivaattafunktio [3, s. 70-71].

Mairitelmai 5.7 (Derivaattafunktio). Funktion y = f(x) derivaattafunktion f’ arvo
f’(x) on funktion f derivaatta kohdassa x. Derivoiminen tarkoittaa derivaattafunk-
tion muodostamista. Derivaattafunktio f’ on mééritelty kaikissa niissd kohdissa x,
joissa f on derivoituva. Derivaattafunktiota voidaan kutsua lyhyesti my0s derivaa-
taksi, ellei vidrinkdsityksen vaaraa ole.

Lause 5.14 (Vakiofunktion ja identtisen funktion derivaatta). Vakiofunktion
f(x) = c derivaatta on 0. Identtisen funktion f(x) = x derivaatta on 1. Toisin
sanoen

Dc=0,Dx=1

Matematiikan taito -kirjassa esitellddn myos korkeamman kertaluvun derivaatat.
Seuraavassa luvussa késitellddn derivoimissddntoji [3, s. 77-82].

Lause 5.15 (Summan derivoimissddnto). Olkoot funktiot f ja g derivoituvia valilld
1. Tdlloin funktio f + g on derivoituva tdlld vdlilld. Sen derivaatta on yhteenlasket-
tavien derivaattojen summa eli

D(f(x) +g(x)) = f'(x) + &' (x).

Lause 5.16 (Tulon derivoimissaanto). Olkoot funktiot f ja g derivoituvia vdililld 1.
Tdlloin funktio fg on derivoituva tdlld valilld. Sen derivaatta saadaan kertomalla
tulon kumpikin tekijd toisen tekijin derivaatalla ja laskemalla néiin saadut tulokset
vhteen eli

D(f(g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g(x).

Lause 5.17 (Vakiotekijédn siirtosddntd). Olkoon funktio f derivoituva vililld I ja
olkoon c vakio. Télloin funktio c f on derivoituva tilld vdlilld ja D(c f(x)) = cf’(x).

Lause 5.18 (Potenssin derivoimissdantd). Olkoon n > 2 kokonaisluku. Potenssi-
funktio f(x) = x" on kaikkialla derivoituva ja f'(x) = nx"~\. Toisin sanoen

Dx" = nx"!.

Lause 5.19 (Yleistetty potenssin derivoimissdintd). Olkoon n > 2 kokonaisluku ja
olkoon f vdlilld I derivoituva funktio. Tdlloin funktio g(x) = f(x)" on derivoituva
talld vililld ja

g'(x) =nf()" f(x).
Toisin sanoen

Df(x)" = nf(x)"' £ (x).
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Lause 5.20 (Osamiirin derivoimissdantd). Olkoot funktiot f ja g derivoituvia vilil-
ld 1. Tdlloin funktio {Ec on derivoituva tdmdn vdilin kaikissa niissd kohdissa x, joissa
g(x) #0, ja

pd & _ J (x)g(x) — f(x)g'(x)

glx) g(x)?

Edelldmainitut lauseet myoskin todistetaan Matematiikan taito -kirjassa tasmal-
lisesti. Derivaattaa sovelletaan tehtidvissd, joissa midritetddn kdyrdn tangenttia ja
normaalia, nopeuteen ja kiihtyvyyteen liittyvissd soveltavissa tehtidvissa sekéd funk-
tion ddriarvoja ja ja jatkuvan funktion ominaisuuksia tutkittaessa [3].

Pitkd matematiikka 7

Myos Pitkd matematiikka -kirjassa kdytetddn funktion muutosnopeudella nimitysta
funktion kasvunopeus. Derivaattaa ldhestytdin nédin havainnollisuuden kautta [4, s.
42].

Lause 5.21. Jos funktion f kuvaajalle voidaan piirtdd yksiselitteiselld tavalla tan-
gentti muuttujan ervon a kohdalle, niin funktio f on derivoituva kohdassa a. Tan-
gentin kulmakerroin on funktion f derivaatta kohdassa a. Se merkitddn f'(a).

Pitkd matematiikka -kirjan seuraavassa luvussa miiritelldan Matematiikan taito
-kirjan tavoin derivaatta erotusosamédrin raja-arvona [4, s. 51].

Miiritelmé 5.8 (Erotusosamiirid). Jos suora leikkaa funktion f kuvaajan muut-
tujan arvojen a ja x kohdalla pisteissi (s, f(a)) ja (x, f(x)), suoran kulmakerroin

on
f(x) - f(a)
x—-a
Lauseke on funktion f erotusosamdidird kohdassa a.

Mairitelmi 5.9 (Derivaatta). Jos funktion f erotusosamiirilld kohdassa a on raja-
arvo kohdassa a, niin funktio f on derivoituva kohdassa a.
Raja-arvoa kutsutaan funktion f derivaataksi kohdassa a ja sitd merkitddan f’(a).

Siis
f/(a) — llm f(x) _f(a).
x—a X —-a
Samassa kappaleessa kisitelldin vield derivaatan ominaisuuksia [4, s. 54-55].
Lause 5.22 (Vakiolla kerrotun funktion derivaatta).

(kf)(a) = kf'(a),

missd merkintd k f tarkoittaa funktiota, jonka arvo jokaisessa kohdassa on funktion
f arvo kerrottuna luvulla k eli (kf)(x) = kf(x).
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Lause 5.23 (Funktioiden summan derivaatta).

(f +8)(a) = f'(a) + &'(a),
missd merkitd f + g tarkoittaa funktiota, jonka arvo jokaisessa kohdassa on funk-

tioiden f ja g arvojen summa, eli (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Edelliset lauseet on Pitkd matematiikka -kirjassa my0s todistettu erotusosamaii-
rdn raja-arvoa kiyttden. Seuraavassa luvussa syvennytddn derivaattafunktioon [4, s.
58-62].

Miiéritelmé 5.10 (Derivaattafunktio). Funktio f’, jonka arvo on funktion f deri-
vaatta jokaisessa kohdassa, jossa funktio f on derivoituva, on funktion f derivaat-
tafunktio. Derivaattafunktion midrittdmistd kutsutaan derivoimiseksi.

Lause 5.24 (Vakiofunktion ja potenssifunktion derivoiminen).
e Dc=0 Vakiofunktion derivaattafunktio on vakiofunktio 0.
e Dx=1 Funktion x derivaattafunktio on vakiofunktio 1.
e Dx?>=2x  Funktion x* derivaattafunktio on funktio 2x.

Yleisesti, kun n on positiivinen kokonaisluku:

Dx" = nx"!

Lause 5.25 (Polynomifunktion derivoiminen). Polynomifunktio derivoidaan termeit-
tdin niin, ettd derivoidaan jokainen muuttujan potenssi.

Tamin jédlkeen Pitkd matematiikka -oppikirjassa tutkitaan kiyrén tangenttia, po-
lynomifunktion kulkua, polynomifunktion pienimmaén ja suurimman arvon méiérit-
tamistd sekd soveltavia tehtdvid edelld mainituista aiheista. Vasta sitten esitetdin de-
rivoimissidinnot funktioiden tulolle, funktion potenssille ja funktioiden osamaéérille
[4,s. 111-120].

Lause 5.26 (Funktioiden tulon derivaatta). Derivoituvien funktioiden f ja g tulo-
funktion fg derivaattafunktio on

(fe) =fg+fg
eli
D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

Lause 5.27 (Funktion potenssin derivaatta). Funktion f potenssi f", missd n on
positiivinen kokonaisluku, derivoidaan kaavalla

Df(x)" =nf(x)"" - f'(x).
Lause 5.28 (Funktioiden osaméirin derivaatta). Funktioiden f ja g osamddrdn {EF
derivaattafunktio on
pl_ 8- 1¢

g g?

Funktio g Jja sen derivaattafunktio eiviit ole mddriteltyjd nimittdjin g nollakohdissa.
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Pyramidi 7

Pyramidi-oppikirjassa derivaattaa ldhestytddn ensin graafisesti funktion kuvaajan
tangentin kulmakertoimena. Sen jéilkeen annetaan derivaatalle mééritelma [6, s. 125—
126].

Mairitelmé 5.11. Oletetaan, ettd funktio f on madritelty valilla ]x1, x;[ ja
X0 €]x1,x2[. Jos erotusosamiirin raja-arvo

o L0 = o)

X—X( X — X0

on olemassa, niin funktio f on derivoituva kohdassa x.

Erotusosamddriin raja-arvoa sanotaan funktion f derivaataksi kohdassa xq ja
merkitddn f’(xg).

Derivaatta on tangentin kulmakerroin.

Jos funktiolla on derivaatta avoimen vilin / jokaisessa kohdassa, funktiota sano-
taan derivoituvaksi avoimella viililld 1.

Funktion derivaatan mééritelméd annetaan Pyramidi-kirjassa [6, s. 125] my0s

muodossa
lim f(xo+h) —f(xo).
h—0 h

Seuraavassa luvussa esitellddn derivoimissddnnot, joista todistetaan sdédnnot 1, 2
ja 7. Sdinnot 5 ja 8 todistetaan harjoitustehtivissi [6, s. 133, 140].

Lause 5.29 (Derivoimissddntdjd). Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat derivoituvia
ja c on vakio.

1. Dc =0 vakiofunktion derivaatta

2. Dx=1 identtisen funktion derivaatta

3. Dx"=nx"'nelk potenssifunktion derivaatta

4. D(cf)=c(Df) vakion siirto

5. D(f+g)=Df + Dg summan derivaatta

6. D(f—-g)=Df—-Dg erotuksen derivaatta

7. D(f-g)=(Df)-g+(Dg) - f tulon derivaatta

8. D(g) = (Df)'gg% osamddrdn derivaatta
Huomautus.

e Edellisten sddntdjen mukaan polynomifuktio ja rationaalifunktio ovat deri-
voituvia (madrittelyjoukossaan).

e Derivoituva funktion on aina jatkuva.

o Kaikki jatkuvat funktiot eivét ole derivoituvia.
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e Mikiin epijatkuva funktio ei ole derivoituva.

Tdmadn jdlkeen Pyramidi-kirjassa derivaatan avulla mééritetddn kiyrien tangent-
tien ja normaaleiden yhtiloitd ja tutkitaan derivoituvan funktion kasvamista ja vihe-
nemistd. Lisédksi tutkitaan funktion kulkua dériarvojen avulla. Kirjaan kuuluu myos
erityiset Lisdtietoa-sivut, joissa esitelldiin muun muassa potenssifunktion derivoi-
miskaavan todistus sekd Rollen lause ja viliarvolause todistuksineen [6, s. 221-228].

5.3 Vertailua

Lyhyen matematiikan oppikirjat

Yleisesti ottaen kaikkien kolmen tarkastelun kohteena olleen lukion lyhyen mate-
matiikan oppikirjan sisdlto derivoimissddntdjen osalta on hyvin samankaltainen. Sa-
ma pitee myos kaikkiin tarkasteltuihin kolmeen pitkéin matematiikan oppikirjaan.
Kirjoissa on kuitenkin my®ds joitakin eroavaisuuksia.

Lyhyen matematiikan oppikirjat lihestyvét derivaatan késitettd graafisen esityk-
sen kautta, vaikka sanamuodot ja esitystavat hieman poikkeavatkin toisistaan. Kaikki
kirjat esittdvit derivaatan funktion hetkellisend muutos- tai kasvunopeutena. Jokai-
sessa kirjassa funktion derivaatta tietyssd pisteessd miiritelldan kyseisessid kohdassa
funktiolle piirretyn tangentin kulmakertoimena.

Derivoimissddnnoistd kaikissa lyhyen matematiikan oppikirjoissa esitelldin sa-
mat: potenssifunktion derivaatta, vakiofunktion derivaatta, vakion siirtosdinto ja
summan derivoimissddntd. Kertoma-kirjasssa esitetddn suoraan yleinen potenssi-
funktion derivoimissdintd, kun taas Sigma- ja Lyhyt matikka -kirjoissa annetaan
esimerkinomaisesti ensin sdinndt ensimmaiisen ja toisen asteen polynomifunktioi-
den seké vakiofunktion derivoimiselle.

Derivoimissdintdjd ei tarkastelun kohteena olleissa lyhyen matematiikan oppi-
kirjoissa todisteta. Sigma-kirjassa ensimmaéisen ja toisen asteen polynomifunktioi-
den derivoimissddntd perustellaan kuitenkin graafisesti. Esitystavoiltaan selkeim-
miltd lyhyen matematiikan oppikirjoista omasta mielestini tuntuu Lyhyt matema-
tiikkka, mutta ulkoasultaan eniten miellyttdd Kertoma. Kertomaa voisi kutsua myos
matemaattisesti tisméllisimmaéksi tarkastelluista oppikirjoista. Sigma-kirja, joka on
ainoa lukion lyhyen matematiikan oppikirja, jota olen itse kdyttianyt opetuksessa, on
kuitenkin my0s jdsentelyltddn looginen.

My®0s derivoimissddntdihin liittyvien tehtdvien osalta lukion lyhyen matematii-
kan oppikirjoissa on eroja. Lyhyt matikka -kirjan tehtidvissad derivoidaan aluksi vain
ensimmadisen ja toisen asteen polynomifunktioita sekd vakiofunktioita. Tdmén jal-
keen seuraa soveltavampia tehtidvid esimerkiksi toisen asteen polynomifunktion kul-
kuun liittyen. Vasta my6hemmin késitelldéin korkeamman asteen polynomifunktioi-
den derivointia. Sigma- ja Kertoma-kirjoissa sen sijaan yleisen polynomifunktion
derivoiminen esitetdin jo aikaisemmassa vaiheessa, joten jo ensimmaéisissi derivoin-
titehtivissi kisitellddn myos kolmannen ja sitd korkeamman asteen polynomifunk-
tion derivaattoja.
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Polynomifunktioiden derivoimissddntdji kiytetdéin lyhyen matematiikan oppi-
kirjoissa erityisesti funktion kulun tutkimiseen. Sdintdjd sovelletaan muun muassa
tasogeometriaan, avaruusgeometriaan, talouteen ja fysiikkaan liittyvissé tehtivissa.
Lisidksi Kertoma-kirja esittelee sovelluksia myos maantieteeseen ja biologiaan.

Pitkdn matematiikan oppikirjat

Kaikissa pitkin matematiikan oppikirjoissa késitelldéin useampia derivoimissdintoja
kuin lyhyen matematiikan oppikirjoissa: potenssifunktion derivaatan, vakiofunktion
derivaatan, vakion siirtosaannon ja summan derivoimissdaannon liséksi pitkdssd ma-
tematiikassa esitetdin my0s funktioiden tulon ja osamiirin derivaatta. Lisiksi Mate-
matiikan taito ja Pitkd matematiikka -oppikirjoissa esitetdin myos derivoimissdinto
funktion potenssille. Pyramidi-kirjassa ei titd sddntdd anneta. Lisdksi pitkdssd ma-
tematiikassa kisitellddn derivaattoja myds myohemmissd kursseissa. Niissd anne-
taan derivoimissdadnnot esimerkiksi trigonometrisille funktioille, kddnteisfunktioille
ja yhdistetylle funktiolle.

Pyramidi-kirjassa derivoimissdadnnot on koottu yhdelle sivulle [6, s. 133]. Myos
Matematiikan taito -kirjassa derivoimissdédnnot ovat vain yhden luvun keskeisend
sisdltond [3, s. 77-83], kun taas Pitkd matematiikka -kirjassa derivoimissdantdjen
kisittely on jaettu selkedsti kahteen osaan: aluksi annetaan peruskaavat polynomi-
funktion derivoimiselle [4, s. 58—63] ja sovelletaan niiden kiyttod, ja myohemmin
kisitellddn my0Os derivoimissddnndt funktioiden tulolle ja osaméérélle ja funktion
potenssille [4, s. 111-123].

Pitkd matematiikka -kirjassa derivoimissddnnot todistetaan erotusosaméadrid kayt-
taen. Pyramidi-kirjassa sdédnnoisti todistetaan osa erotusosamiirin raja-arvon avul-
la. Matematiikan taito -kirjassa perustelu tehdédin vield tisméllisemmin. Matematii-
kan taito -kirjan matemaattisen teorian esitystapa on tarkastelluista kolmesta kirjasta
tasmillisin. Siind kédytetddn nimityksid méiéritelmé ja lause, ja lauseita seuraa niiden
todistus. Kyseisessd kirjassa derivoimissidintdjen johdot on haluttu esittdd, vaikka
ne eivit opetussuunnitelman mukaan kuulu kurssiin keskeisimpiin sisiltoihin. Kir-
jan kirjoittajat nimittdin ovat sitd mieltd, ettd sellaisten opiskelijoiden, jotka tavoit-
televat jatko-opintokelpoisuutta matemaattis-luonnontieteellis-teknisilld aloilla, on
perehdyttdvi niihin [3, s. 3].
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6 Pohdintaa

Lukion matematiikassa uusia aiheita ldhestytidin usein kdytdnnonldheisesti ja ha-
vainnollistamisen kautta. Pitkdn matematiikan oppikirjat kdyttavit lyhyen matema-
titkkan oppikirjoja tdsméllisempid matemaattisia merkintdjd. Tasméllisyys vaihtelee
kuitenkin my06s saman oppiméérin eri kirjasarjojen vililld. Lisdksi pitdd tietysti ot-
taa huomioon, ettd oppikirjat toimivat vain opetuksen tukena ja ettd myds opettajan
esitys- ja merkintitavat nousevat suureen rooliin lukiokurssien puitteissa.

Pelkistddn oppikirjoja keskendin vertailemalla ei vield vilttdmittd voida an-
taa tarkkaa kuvaa lukion kurssien oppisisilldistd;. Opetussuunnitelman mukainen
opetus voidaan antaa muutoinkin kuin oppikirjoja kiyttien tai kirjaa voidaan kiyt-
tdad kurssilla vain osittain. Kunkin kurssin opiskelukéytiinteet valitsee viimekddessi
kurssia pitdva opettaja itse, ja oman kokemukseni mukaan moni opettaja pitdd oppi-
kirjoja tirkeind tyovilineini. Niin ollen oppikirjan roolikin on yhi edelleen lukion
matematiikan opiskelemisessa merkittava.

Monilla aloilla lukion jélkeissd koulutuksessa tarvitaan matematiikan osaamis-
ta. Esimerkiksi yliopistossa matematiikkaa tarvitaan erityisesti tekniikan, luonnon-
tieteiden, lddketieteen ja kauppatieteen opinnoissa. Pitkdn matematiikan opintoja lu-
kiossa pidetddnkin usein edellytykseni joillekin aloille, ja pitkin matematiikan péét-
toarvosanasta tai ylioppilaskokeen arvosanasta voi saada enemmin lisédpisteitd kuin
lyhyen matematiikan arvosanoista. Lisidksi padsykoetehtédvit saattavat liittyd pitkén
matematiikan oppiméiriin tai opintojen alussa voidaan olettaa, ettd pitkdn matema-
titkkan oppimééri on uudella opiskelijalla hallussa, ja lyhyttd matematiikkaa lukiossa
opiskelleille voidaan tarjota tiydentdvid kursseja.

Kuitenkin jatko-opintokelpoisuus sekd lyhyttd matematiikka ettd pitkdd mate-
matiikkaa opiskelleilla on teoriassa yhtéldinen, vaikka timénkin tutkimuksen perus-
teella voidaan todeta, ettd asiasisdllot lukion lyhyessi ja pitkédssd matematiikassa
poikkeavat jonkin verran toisistaan. Pitkd matematiikka on jonkin verran kasvatta-
nut suosiotaan: vuodesta 2002 vuoteen 2010 on matematiikan pitkdn oppimiirdn
suorittaneiden maard lievésti kasvanut ja lyhyen oppimééridn suorittaneiden maird
vastaavasti laskenut. Naisten osuus pitkdn matematiikan suorittaiden joukosta on hi-
venen kasvanut [7, s. 108].

Tamin tutkimuksen perusteella voidaan huomata eroja lukion lyhyen ja pitkin
matematiikan derivoimissddntdjen opetuksessa. Ensinnédkin: lyhyen matematiikan
opiskelijat oppivat derivoimaan vain polynomifunktioita, kun taas pitkdssd matema-
titkassa derivoitavat funktiot voivat olla monimutkaisempiakin. Pitkin matematiikan
MAAT7-kurssilla késitellddn tulon ja osaméédridn derivaattaa, jotka lyhyen matematii-
kan MAB4-kurssilta puuttuvat. Lisdksi pitkdssd matematiikassa derivoimissidintoja
ja -kaavoja opiskellaan myos MAA7-kurssia seuraavilla muilla kursseilla — sekd pa-
kollisilla kursseilla ettd valtakunnallisilla syventévilld kursseilla. Toki koulukohtai-
silla soveltavilla kursseilla voidaan opiskella differentiaalilaskentaan liittyvid asioita
niin lyhyessa kuin pitkdssdkin matematiikassa, mutta timé lienee harvinaista.

Toisena nikyvind erona lyhyen ja pitkdn matematiikan derivoimissiintdjen ope-
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tuksessa on merkintdjen matemaattinen tdsmaillisyys. Vaikka kursseilld kéytetyt esi-
tystavat riippuvat tietysti seki kurssin opettajasta ettd kiytdssd olevasta oppikirjas-
ta, voidaan yleisesti ottaen todeta, ettd pitkdssd matematiikassa matemaattiset mer-
kinnit ovat tasméllisempid. Lisdksi pitkdssd matematiikassa ainakin osa annetuista
lauseista todistetaan, kun taas lyhyessd matematiikassa lauseita ei perustella tai ne
perustellaan havainnollisesti.
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