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Tiivistelma

Tama tutkielma késittelee numeerisen integroinnin kahta integrointimene-
telméaa, Newton-Cotesin ja Gaussin integrointimenetelmia. Graafisesti in-
tegrointi tarkoittaa tietyn kayréan ja x-akselin véliin jadvin pinta-alan maarit-
tamista integrointivéilin pdatepisteiden vélissd, kun kayrda vastaava funktio
on positiivinen.

Newton-Cotesin integrointimenetelmé on yleisin numeerisista integrointi-
menetelmistda. Menetelma perustuu siihen, ettd hankalasti integroitava funk-
tio korvataan approksimoidulla funktiolla, joka on helppo integroida. Kun
tarkastellaan integrointivélin tasavalista jakoa ja kaytetddn Lagrangen in-
terpolaatiokaavaa, approksimoidulle polynomille saadaan johdettua summa-
lauseke painoineen ja pisteineen. Eri painot vastaavat Newton-Cotesin kaavo-
ja. Yleensa Newton-Cotesin kaavoja ei sovelleta koko integrointivalille, vaan
yksitellen osavaleilld, joihin integrointivali on jaettu. Kun integraalia arvioi-
daan osavalien approksimaatioiden summalla, saadaan yhdistettyja saantoja.

Gaussin integrointimenetelmaéssé integraali on esitetty painofunktion ja
funktion tulona. Integrointivilid ei kuitenkaan jaeta tasaisiin valeihin, sil-
la padstaan parempiin tuloksiin, jos pisteet valitaan tarkan integroitumisen
kannalta optimaalisella tavalla. Ennen Gaussin integrointisdant6jen muotoi-
lua kaydaan lépi keskeisia tuloksia painofunktioista, ortogonaalisista polyno-
meista ja tridiagonaalimatriiseista. Painofunktio ja skalaaritulo maaritellaén,
ja kdydaan lapi ortogonaalisiin polynomeihin liittyvia lauseita, jotka karakte-
risoivat painoja ja pisteitd. Lopuksi tarkastellaan Gaussin integrointikaavoja
etukateen kiinnitetyilla luvuilla ja painoilla. Nain saadaan sdannot Radaun
ja Lobatton integroinnille.

Tarkeimmaét viitekirjat tyossa ovat J. Stoerin ja R. Bulirschin Introduc-
tion to Numerical Analysis ja P. J. Davisin ja P. Rabinowitzin Methods of
Numerical Integration.
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1 Johdanto

Olkoon f(x) jokin annettu reaalinen funktio. Kyseisen funktion méaaratyn
integraalin

/bf(m) dx

arvon laskeminen on klassinen ongelma. Voimme esittda joidenkin yksinker-
taisten integrandien f(x) integraalin

/ fla)de = F(z), missi F'(z) = f(),

suljetussa muodossa, muuttujan z algebrallisena esityksena ja tunnettuina
alkeisfunktioina. Tall6in saamme integraalille tarkan arvon laskemalla

(1.1) [ 1@)dz = F@) - F(a),

missd F(z) on funktion f(x) madrddmaton integraali (antiderivaatta). Jos
maaraamaton integraali on helposti saatavissa ja riittdvan yksinkertainen,
kaavalla (1.1) voimme saada erittdin nopeita laskutoimituksia. Usein in-
tegrointi johtaa kuitenkin uusiin alkeisfunktioihin. Esimerkiksi integroimalla
lausekkeen funktion .
/ —dx
x

saamme logaritmin, miké ei ole algebrallinen funktio, vaikka se onkin alkeis-
funktio. Toisaalta integroimalla funktion

/6_362 dz,

saamme funktion, jota emme voi esittad alkeisfunktioiden avulla. Vaikka
maaraamaton integraali olisi alkeisfunktio ja saisimme sen ilman kohtuu-
tonta tyoméarad, sen lauseke voi olla niin pitka ja monimutkainen, etta kes-
keytdmme laskemisen ennen kaavan (1.1) soveltamista. Néiden syiden takia
arvioimme usein integraaleja. (Vrt. [2, s. 2]).

Yleensa laskemme méaaréattyja integraaleja arvioimalla integraalia darelli-
silld summilla siten, ettd summat vastaavat integrointivélin [a, b] jakoa. Simp-
sonin saanté on tyypillinen esimerkki edelld mainitusta menetelmasta, ja se
on yha parhaiten tunnetttu ja eniten kaytetty integrointimenetelmé Newton-
Cotesin kaavoista. (Vrt. [6], s. 117]).

Téssa pro gradu -tutkielmassa tarkastelemme Newton-Cotesin ja Gaus-
sin integrointimenetelmié. Luvussa 2 esitimme interpolaation perusidean se-
ka Lagrangen ja Hermiten interpolaatiokaavat lauseina. Luvussa 3 esitimme
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muutamia Newton-Cotesin integrointisdantoja koko integrointivalille ja sen
osavéleille. Luvussa 4 méarittelemme painofunktion, skalaaritulon, ortogo-
naalisuuden ja todistamme keskeisia tuloksia ortogonaalisista polynomeista.
Lopuksi esitimme Gaussin integrointisaéntojen erikoistapauksia seké Lobat-
ton ja Radaun integroinnin.

Edellytamme lukijalta joidenkin analyysin, diskreetin matematiikan ja li-
neaarialgebran perusasioiden tuntemista. Edellytdmme muun muassa, etta
lukija tuntee yhden muuttujan differentiaali- ja integraalilaskennan perus-
teet. Péddasiallisina lahdeteoksina kdytamme J. Stoerin ja R. Bulirschin Int-
roduction to Numerical Analysis -kirjaa ja P. J. Davisin ja P. Rabinowitzin
Methods of Numerical Integration -kirjaa.



2 [Esitietoja

Kéaymme tassé luvussa lapi pro gradu -tutkielmassa kaytettavia merkintoja
sekd Lagrangen ja Hermiten interpolaatiokaavat. (Vrt. [0, s. 38-39, s. 49,
s. 52-53, s. 56]).

Esitdmme aluksi muutaman merkinndn huomatuksina.

Huomautus 2.1. Merkitsemme symbolilla IT,, kaikkien polynomien P,
P(z)=ay+ a1z + -+ + a,z",
joukkoa, joiden aste on korkeintaan n.
Huomautus 2.2. Kidytamme merkintaa
I, :={P|Px)=ay+ax+ -+ a, 12" " +2"}

astetta n olevien normeerattujen polynomien joukolle. Normeeraamme poly-
nomit P siten, ettd polynomin korkeimman asteen termin kerroin on 1.

Huomautus 2.3. Merkinnalld ”:=" tarkoitamme ”"on maaritelméan mukaan”.
Merkinnélld ”=" tarkoitamme, ettd "ovat yhtapitavia (ekvivalentteja)”. Ol-
koot p ja ¢ lauseita. Nyt lause p := ¢ tarkoittaa, ettd p on mééaritelméan

mukaan ¢. Lause p = ¢ tarkoittaa, ettd p on yhtapitava lauseen ¢ kanssa.

Huomautus 2.4. Merkinnélla V' = C"[a, b] tarkoitamme funktioiden, joilla
on jatkuva n:s derivaatta valilla [a,b], muodostamaa joukkoa. Merkinnalla
C'la, b] tarkoitamme jatkuvien funktioiden joukkoa.

Huomautus 2.5. Merkinnalld Iz, ..., z,,z] tarkoitamme pieninta véalié,
joka sisaltda luvut zo,...,x, ja .

Maarittelemme seuraavaksi, mitéa tarkoitamme integrointimenetelmén ker-
taluvulla. Voimme tarkastella kertalukua polynomien integrointitarkkuuden
tai virhearvion avulla. Esitimme seuraavaksi méaritelman kertaluvusta, joka
perustuu virhearvioon ja jota kiaytamme jatkossa tarkastellessamme Newton-
Cotesin yhdistettyja saéntoja (ks. luku [3.2)).

Maaritelma 2.1. Jos osavalien jakamiseen perustuvan yhdistetyn séannon
virhe on suuruusluokkaa O(h"), mutta ei suuruusluokkaa O(h"*1), sanomme,
ettd kyseenomaisen menetelméan kertaluku on r. (Vrt. [3, s. 10-12]).

Yleisesti, jos r = m + 1, numeerinen saantod integroi osavaleilld tarkasti
polynomin, jonka aste on m, mutta ei polynomia astetta m + 1. Télloin
menetelman kertaluku on m, ja kertaluku perustuu integrointitarkkuuteen.
Kéytamme tatd mééritelméd kertaluvulle luvussa [4.1]



Ennen kaytimme polynomien interpolaatiota, kun interpoloimme taulu-
koista kerattyjen funktioiden arvoja. Menetelmalld arvioimme annettua funk-
tiota annetulla valilla. Nykyisten tietokoneiden aikakaudella meilla ei ole
enaa tarvetta kayttda taulukoituja funktioiden arvoja. Kuitenkin polyno-
mien interpolaatio on térkea teoreettinen pohja useille numeerisen integroin-
nin kaavoille, joten kdymme seuraavaksi ldpi interpolaation perusidean ja
muutamia interpolaatiokaavoja.

Tarkoitamme polynomien interpolaatiolla polynomin sovitusta dataan.
Olkoot annettu datapisteet

Loy L1yeooyTn_1,
Yo, Y1, -+ Yn—-1-

Kun haluamme sovittaa polynomin dataan, meidan on valittava korkeintaan
(n — 1):ttéd astetta oleva polynomi, jolle

(2.1) p(Tg) =~ yp, missd k=0,...,n— 1.

Jos vaadimme, ettéd ylla oleva ehto toteutuu tasmallisesti, kyseessa on inter-
polaatiotehtéva. Jos pisteet x; ovat erillisid, saamme yksikésitteisen ratkai-
sun.

Esitdmme seuraavaksi lauseen, jonka mukaan voimme ratkaista interpo-
laatio-ongelman aina polynomien avulla.

Lause 2.1 (Lagrangen interpolaatiokaava). Olkoot n+ 1 kappaletta pistepa-
reja

(i, fi), missai=0,...,n, x; # xy jokaisella i # k.
Ndita pistepareja kohti on olemassa yksikdsitteinen polynomi P € 11,,, jolle

P(x;) = fi, missii=0,...,n.

Todistus. Todistamme ensin yksikésitteisyyden. Olkoot P, P, € II, kaksi
mielivaltaista polynomia, joille on voimassa

Pl(l'z) :PQ(ZEZ):fZ, mlSS&Z:(),,TL

Polynomin P := P, — P, € II,, aste on korkeintaan n, ja silli on vahin-
tdan n + 1 eri nollakohtaa, nimittédin x;, missa ¢ = 0,...,n. Jos polynomi ei
ole identtisesti nolla, algebran peruslauseesta seuraa, ettd polynomin juurien
méara on korkeintaan polynomin asteen verran. Polynomin P aste on kor-
keintaan n, mutta silla on nollakohtia n 4+ 1 kappaletta, missa on ristiriita.
Taten polynomin P taytyy olla identtisesti nolla, jolloin P, = Ps.

Todistamme seuraavaksi olemassaolon. Konstruoimme interpoloivan po-
lynomin P eksplisiittisesti polynomien L; € II,,, missa ¢ = 0,...,n, avulla,
joille on voimassa

1, josi=k,

(22) Lilor) = ou = {0, jos i #£ k.
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Seuraavat Lagrangen polynomit

(x—20)(r —w1)(x —wi11) - (T — 1)

L) = T e N —e ) (e 2
(2.3) (: w(;?) (25 = 2i2) (2 = iga) - (i — 20)
T —m)w ()

n

w(z) = [[(z — z),
i=0
tayttavat ehdon (2.2). Huomautamme, ettd tdhdn astinen todistus osoittaa
ainoastaan sen, ettd ehto (2.2) maaraa yksikasitteisesti Lagrangen polyno-
mit. Voimme nyt ilmaista interpolaatio-ongelman ratkaisun P suoraan poly-
nomien L; termien avulla, jolloin

n n

Pa) =3 fiLie) =S £

i=0 i=0 k=0
[

T — Ty

T;— Ty

Maaritelma 2.2. Sanomme lauseessa 2.1 esiintyva kaavaa

(2.4) P(x) =Y fiLi(z) = f:fi ﬁ T — T

i=0 i=0 k=0 i — Tk

le#i
Lagrangen interpolaatiokaavaksi.

Lagrangen interpolaatiokaava osoittaa, ettd polynomin P kertoimet riip-
puvat lineearisesti luvuista f;. Vaikka Lagrangen kaava on teoreettisesti tér-
ked, emme voi yleensa kéyttaéd sitd varsinaiseen laskemiseen, varsinkin jos
datapisteita on paljon. Joka kerta kun vaihdamme datapistetta x;, joudum-
me laskemaan uudelleen kaikki Lagrangen polynomit. Lagrangen kaava on
kuitenkin hyodyllinen tilanteessa, jossa ratkaisemme interpolaatio-ongelman
samoilla datapisteilld z;, mutta eri luvuilla f; (i =0,...,n).

Esitdmme seuraavaksi esimerkin Lagrangen interpolaatiokaavan kaytosté.

Esimerkki 2.1. Olkoon n = 3. Olkoot (z;, f;) pareja siten, etté

;11
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kun ¢ = 0,1, 2, 3. Etsimme polynomin P(z) € I3 arvoa muuttujan z arvolla 5,
kun P(z;) = f; kaikilla ¢ = 0, 1,2, 3. Saamme Lagrangen polynomeiksi

L) = Emme—a)e—z) _ (@=D(e=2(=3)
(20 — x1) (w0 — x2) (2o —23)  (0—1)(0—2)(0—3)’
Li(z) = (x — x0)(x — z2) (2 — x3) _ (x —0)(x —2)(z — 3)
(1 — xo) (@1 — ) (x1 —23) (1 —0)(1—2)(1—3)°
LQ(I) _ (JZ — ZEO)(CL’ — :L‘1)(JZ — :L‘g) _ (5(: — 0)(1; — 1)@; _ 3)
(xg — xo) (g — 1) (T —23) (2—0)(2—1)(2—3)’
O k[ 2 N ) [ [ )
(x5 — m0) (w3 — 1) (23 —22) (3—0)(3—-1)(3—2)°

Saamme

P(5)=1-Lo(5) +0-Li(5) + 3+ Lo(5) + 4 - Ls(5)

24 30 40 60
=1.== il R

SRl R T R O
—1-(—4)+0+3-(—20)+4-10
= —24.

Esitamme seuraavaksi Hermiten interpolaatiokaavan, jonka avulla voim-
me myos ratkaista interpolaatio-ongelmia.

Lause 2.2 (Hermiten interpolaatiokaava). Mielivaltaisia reaalilukuja

§o<& < <ém
ja yl-(k), missdé k = 0,1,...,n; — 1 ja v = 0,1,...,m, kohti on olemassa
tasmdalleen yksi polynoms

m
Pell,, missi n:=Y» n;—1,
i=0

joka toteuttaa ehdon

2.5 PWE&) =y®, missi k=0,1,....n;—1jai=0,1,...,m.
Todistus. Osoitamme ensin yksikasitteisyyden. Tarkastelemme polynomeja
P, P, € 11,,, joille Q(z) := Py(z) — Py(x). Valitsemme polynomit siten, ettéi
ehto (2.5) on voimassa polynomeille P; ja P,. Koska

QW) =0, missa k=0,1,...,n,—1jai=0,1,...,m,
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niin &; on polynomin () ainakin n;-kertainen juuri. Polynomilla @) on yhteensé
ainakin

m

i=0

juurta, joista jokainen on laskettu esiintymiskertojensa mukaan. Taten Q):n
on oltava nolla, silla sen aste on pienempi kuin n + 1.

Olemassaolo seuraa yksikésitteisyydestda. Kaavan (2.5) yhtélot muodos-
tavat yhtaloryhman, jossa on n + 1 lineaarista yhtaloa ja n + 1 kappaletta
polynomin

Plx)=cy+cx+---+cpzy

tuntemattomia kertoimia c;. Tata yhtaloryhmaa vastaava matriisi on kaan-
tyva, koska silla on yksikasitteiset ratkaisut. Taten télloin lineaarisella yh-
taloryhmalla (2.5) on yksikéasitteiset ratkaisut mielivaltaisille oikean puolen
arvoille yfk . O

Esitdmme lopuksi lauseen, jota tarvitsemme mychemmin luvussa [

Lause 2.3. Olkoon reaalifunktio f n+ 1 kertaa differentioituva valilla [a, b).
Tarkastelemme pisteitd & € [a, b], joille

S <& <<

ja joita on m—+1 kappaletta. Jos polynomi P on korkeintaan astetta n, toisin

sanoen
m
Z n;=mn-+1,
i=0

ja P toteuttaa interpolaation ehdot

PR (&) = fR(E), missi k=0,1,...,n;,—1jai=0,1,...,m,

niin tillvin jokaista lukua T € [a,b] kohti on olemassa € € I[&,. .., Em,Z]
siten, etta -
. L w(@) )
_pP(7) = 20 \S)
@) - Pla) = 2
missd w(x) = (x — &) (x — &)™ - (x — &n)™™.
Todistus (vrt. [3, s. 311]). Sivuutamme todistuksen. O
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3 Newton-Cotesin integrointimenetelmista

Téssé luvussa tarkastelemme Newton-Cotesin integrointimenetelmié. Ensiksi
esitimme Newton-Cotesin kaavat koko integrointivélille, ja sitten sovellam-
me kaavoja integrointivélin osavileille, jolloin saamme yhdistettyja sadantoja.

(Ks. [6, s. 119-122]).
3.1 Newton-Cotesin kaavoista

Saamme Newton-Cotesin integrointikaavat, kun korvaamme integrandin so-
pivalla polynomilla P(z). Talléin integraali

/bP(x) dx

on approksimoitu arvo integraalille

/f(x) dx.

a

Tarkastelemme suljetun vélin [a,b] tasavélistd jakoa, jonka jakopisteet
voimme kirjoittaa muodossa

ri=a-+1th, missai=0,...,n,

missa jakovéilin pituus h on

h—
h = ( a)7 missa n € Z,.
n

Olkoon P,(x) interpolaatiopolynomi, jolle deg (P,) < n ja jolle pitee
Py(x;) = fi = f(z;), missda1=0,1,...,n.

Lagrangen interpolaatiokaavan nojalla saamme, etta

. . n :L‘ _mk
P.(z) = E :szZ(x)7 missé Li(x) = H T, — Th
i=0 k=0
ki

Kun esittelemme uuden muuttujan ¢ siten, ettd x = a+ ht, voimme kirjoittaa
jalkimmaisen lausekkeen uudelleen muodossa

t—k
Li(z) = pi(t) =[] p—

k=0

ki
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Integroimalla saamme

missa .
0

Kertoimet tai painot «; riippuvat ainoastaan n:sta. Erityisesti huomaamme,
ettd painot eivit riipu integroitavasta funktiosta f tai integrointivalin péate-
pisteista a ja b.

Seuraavaksi esitimme kaksi esimerkkid, jotka havainnollistavat approksi-
mointia.

Esimerkki 3.1. Olkoon n = 2. Téalloin

2
t—1 t—2 1 1/8 12 1
= 7-7&—*/1&2—1& 2tdt_(— 4)_,
o 0/0—10—2 20< siradi=5{3-3+ 3
2 2
t—0 t—2 8 4
alz/-dt——/(t2—2t)dt:—<—4):,
1-0 1-2 3 3
0 0
2 2
t—0 t—1 1 1/8 4\ 1
aQZ/— dt—/(tQ—t)dt:<—>—
J2-0 2-1 2/ 2\3 2/ 3

Saamme seuraavan approksimaation

b

[ Pawyde = S0+ 451+ o)

a

integraalille
b
/ f(z)de.

Approksimaatiossa fy ja fo ovat funktion f arvot integrointivélin paétepis-
teissa ja fi on funktion arvo valin keskipisteessa. Taméa on Simpsonin sdaanto.
Simpsonin sadnnossa interpoloimme funktiota 2. asteen polynomilla tasava-
lisella jakovalilla eli sovitamme datapisteisiin paraabelin.
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Esimerkki 3.2. Olkoon n = 3. Téall6in saamme painoiksi

3 3
-1 t-2 t-3
j/ (/’ (=3 4+ 612 — 11t + 6) dt
0

a“:00—1fwa'0—3 ~ 6
1/ 81 99 3
_ - 4— 22 118) =2
6( 70 2‘%8> 8’
3 3
=0 t=2 t-3 . 1 )
ay_01_0-1_2.1_3 2! 562+ 6t) dt

1 /81 135 9
— (=97 =2
2(4 3 * 7)

Ft—0 t—1 t—3 17
2-0 2—1 2—-3 " 2
0 0
1 ( 81 108 27) 9

(—t3 + 4¢* — 3t) dt

Qo =

4+3 2

3 3
t—0 t—1 t—2 1
— : . dt:—/t3—3t2 2t) dt
as !3—0 3-1 3-1 60( +2t)
1 /81 3
5 (G 2r) =

Saamme seuraavan approksimaation
b

/Pg(x) de = Ss(fo +3f1+3f2+ f3)

a

integraalille

/bf(:c) dx

Taméa on 8/8-sddanto. Approksimaatiossa fo ja f3 ovat funktion f arvot in-
tegrointivélin paatepisteissa seké fi ja fo ovat funktion arvoja paatepisteiden
valissa.

Voimme johtaa muita Newton-Cotesin kaavoja vastaavalla tavalla kuin
esimerkeissa 3.1 ja 3.2. Newton-Cotesin kaavoilla

(3.1) /P ¢m_h2ﬁ%
missd f; = f(a +ih) ja h = %", missd n € Z,, saamme approksimaation
integraalille

b

/ f(z)de.

a
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Painoja «;, missd ¢ = 0,1,...,n, on taulukoitu. Ne ovat rationaalilukuja,
joilla on ominaisuus

(3.2) Zai =n.

Saamme johdettua tdmén ominaisuuden seuraavalla tavalla. Asetamme, ettéd
f(z) := 1. Télléin soveltamalla funktion arvoa kaavaan (3.1) saamme, etta
polynomi P, (z) := 1, silld Newton-Cotesin kaava on integraalin f(z) tarkka
approksimaatio. Talloin saamme ominaisuuden (3.2).

Jos s on painojen «; yhteinen jakaja, niin talléin luvut

o; = sq;, missai=0,1,...,n,

ovat kokonaislukuja. Saamme kaavan (3.1) muotoon

i

(3.3) /P )dz = hz i =

Approksimoinneissa syntyy aina virheita, koska arvioimme alkuperéistéd
integraalia. Voimme osoittaa, ettd saamme approksimointivirheen seuraavaan
muotoon (ks. [B, s. 167])

(3.4) /P dx—/f Ydr = WP K - f0(€),  missi € € (a,b),

missd h = b_T‘l on jakovéilin pituus, K on reaalilukuvakio, p on derivaatan

kertaluku ja f® on funktion f p:s derivaatta. Edelld (a,b) tarkoittaa avointa
valid a:sta b:hen. Lukujen p ja K arvot riippuvat vain luvusta n, mutta
eivat integrandista f. Esimerkiksi puolisuunnikassiannon (ks. taulukko
approksimointivirhe on

1 e
W T,

kun p=2ja K = % kaavassa (3.4). Myos virheita on taulukoitu.

Seuraavaan taulukkoon olemme koonneet Newton-Cotesin kaavoja, kun
n = 1,2,...,6. Suuremmilla n:n arvoilla joistakin luvun o; arvoista tulee
negatiivisia. Naita arvoja vastaavat kaavat ovat sopimattomia numeerisiin
tarkoituksiin, silld termejé kumoutuu laskiessamme summaa (3.3) ja talloin
laskuihin syntyy virheita.
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Taulukko 1: Newton-Cotesin saéntoja.

n o; ns Virhe Nimi

11 1 2 RLF() Puolisuunnikassianto
2 1 4 1 6 h'g 1 @ () Simpsonin séénto

3 1 3 3 1 8 h53 @) 3/8-sdanto

4 7 3212 32 7 90 h79§5 fO(€)  Milnen sdéntd

5 19 75 50 50 75 19 288 h71§gg6 ©g) -

6 41 216 27 272 27 216 41 840 R°—f®(¢)  Weddlen sidnto

1400

Esitdmme seuraavaksi esimerkin 3/8-sdannosta.

Esimerkki 3.3. Etsimme funktion
f(z) = 5002° — 4002 + 3002® — 20022 + 100z + 0, 25
integraalin approksimaatiota 3/8-sédénnolléd integrointivalillda nollasta kah-

teen. Tiedamme, etta f(0) = 0,25 ja f(2) = 11400, 25 ja integraalin tarkka
arvo on 3640, 5.

Kuva 1: Funktion f(x) maaratty integraali valilla [0, 2].

nnnnn

Nyt
b—a 2-0 2
h —= = —= -,
3 3 3
Luvun h avulla saamme tasavélisen jaon ja sitd vastaavat funktion arvot,

jolloin

02243 4 1294643

£0) = 0,25, 1(5) = S22 1(5) = o

,f(2) = 11400, 25.
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Pisteet g, 21,22 ja x3 ovat tasavilisen jaon pisteet, joiden arvot olemme
laskeneet edella. Nyt

2
[ 1@) ~ T (o) + 3 (@) + 3f (22) + fas)]
0
2 52243 1294643
- 2102 . . 11400, 2
8[0, 543 oo 3 = 11400, 5]
= 3889, 3889.

Integraalin tarkka arvo ja approksimaatio eroavat toisistaan

3889, 3889 — 3640, 5
3640, 5

Virheen ylarajassa luku & on tuntematon, mutta voimme arvioida, etté lause-
ke |fW(€)] on suurimmillaan silloin, kun funktion f(z) neljis derivaatta
fW(x) = 600002 —9600 saa suurimman arvonsa valilla [0, 2]. Talloin saamme
lausekkeen f)(z) arvoksi 110400. Nyt saamme virheeen ylirajaksi

3 32 3 96
= @) -110400 = - 110400 = 545, 1851,
80 FE = 243 80 19440

kun h = % on jakovalin pituus.

-100% = 6,8 %.

h5

Saamme lisda integrointikaavoja integrandin f Hermiten interpolaatiolla
(ks. luku [2[ lause kayttamalla polynomia P € II,, jonka aste on pie-
nempi tai yhta suuri kuin n. Yksinkertaisimmassa tapauksessa korvaamme
integrandin f polynomilla P € Il3, jolle

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a),

P(b) = f(b), P'(b) = f'(b).
Kun kdytdmme yleistettyd Lagrangen kaavaa (ks. [0, s. 53]) tapauksessa a = 0
ja b =1, polynomille P péatee

P(t) =f(O)[(t = 1)* + 2t(t — 1)°] + f(1)[t* — 2*(t — 1)]
+ f0)t(t — 1)* + f()E(t - 1).

Kun integroimme témén polynomin, saamme

/ P(t)di = 5 (£(0) + F(1)) + 15 (£1(0) = /(1))

Saamme ylla olevasta kaavasta integrointisdannon yksinkertaisella muut-
tujan vaihdoksella yleisessa tapauksessa, kun a < b (h := b — a), jolloin

35) [ f)de~ M) = 2(7@) + F0) + () ~ F(0)).

16



Jos f € C*a,b], voimme kirjoittaa sdénnon (3.5) approksimointivirheen
seuraavassa muodossa (ks. [0 s. 120])

(3.6) M(h) — /f(x) dr = — 2= fD(¢), missi € € (a,b) ja h = (b— a).

a

Jos luvut x;, missa 7t = 0,1,...,n, g = a ja x, = b, eivait ole jakautuneet
tasaisesti vélille h, saamme integrandin f(z) interpoloinnilla eri integrointi-
sdantoja. Talla tavalla saamme myds Gaussin integrointisaantoja, joita ké-
sittelemme mychemmin luvussa [4]

3.2 Yhdistetyistid saannoista

Emme yleensi sovella Newton-Cotesin kaavoja tai muita vastaavia kaavoja
koko integrointivélille [a, b], vaan kdytamme niitd yksitellen osavéleilld, joihin
kyseinen integrointivéli on jaettu. Arvioimme koko integraalia osavélien ap-
proksimaatioiden summalla. Sanomme, etta paikallisesti kaytetty integroin-
tisddnto on laajennettu, mistd saamme yhdistetyn sdadinnon. Jatkamme tar-
kastelemalla joitakin tallaisia yhdistettyja sadntoja téssa aliluvussa.

Kun n = 1, saamme puolisuunnikassaannosté (ks. taulukko [1)) approksi-
moidun arvon

h

I = §[f(f7€i) + f(@it1)]
osavalilla [z;, z;41] ja osituksella z; = a + th, missd ¢ = 0,1,..., N ja missd
h:= (b—a)/N. Saamme koko integrointivilille approksimaation
N-1 b
T(h) := ]Z:h[f(;)—I—f(a+h)+f(a+2h)+---—|—f(b—h)+f(z)],
=0

mika on puolisuunnikassumma jakovalin pituudelle h. Jokaisella osavalilla
[;, x;41] saamme virheeksi

I; — 71f(93) dr =

T

3
Zf(g)(fi% missé & € (4, Tit1),

kun oletamme, ettd f € C?[a,b]. Kun laskemme kaikkien osavélien virheet
yhteen, saamme

b
h3 N-1 h2 N-1
T(h) [ fayde =55 Y 16 = S0 -0y X fAE)
a =0 1=0
Koska
1 N-1



ja funktio f@(z) on jatkuva, niin on olemassa ¢ € [min; &;, max; & C (a, b) ja

1N
O=w g

kun [min; &, max; &] on véli &:n pienimméstd arvosta suurimpaan arvoon.
Nyt saamme virheeksi

/f hgf@)(f), missé € € (a, b).

Kun pienenndmme jakovilin pituutta h (ja kasvatamme samalla lukua N),
approksimaatiovirhe lihestyy nollaa nopeudella h?, joten menetelmé on tois-
ta kertalukua.

Jos N on parillinen, voimme soveltaa Simpsonin saantoéd yksitellen jokai-
sella osavalilla [xo;, To;y1, Tojro], missd i = 0,1,..., N/2 — 1, jolloin saamme
approksimaation

h

g(f(l’m) + 4f (22i41) + f(T2i12))-
Kun laskemme yhteen N/2 approksimaatiota, saamme Simpsonin sdannén
yhdistetyn sadnnon

S(h) = ﬁ[f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+

3
+2f(b—2h)+4f(b—h)+ f(b)]

koko integrointivilille. Saamme yhdistetyn séénnon S(h) virheen, kun las-
kemme kaikki yksittédiset N/2 virhetta yhteen, jolloin

b
Lo (N/2)— Wb—a? (N/2)—1
—!f(dmgolzgfsz TReR AR IR

Voimme saada vastaavilla perusteluilla kuin puolisuunnikassummalla vir-
heeksi

b
— / f(z)de = blgoai# FOE), missa € € (a,b),

kun f € C%a,b]. Télloin menetelmé on neljitti kertalukua, silli approksi-
maatiovirhe lihestyy nollaa nopeudella h*.

Kun laajennamme yhtélon (3.5) integrointisaantod M (h), huomaamme
merkittavan vaikutuksen. Kun laskemme yhteen jokaisen osaintegraalin arvot

Tit1
/ f(z)dx, missdai=0,1,...,N —1,

Ty
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kaikki "sisdpuoliset” derivaatat f’(x;), missd 0 < ¢ < N, kumoutuvat. Saam-
me nyt seuraavan approksimaation koko integraalille. Tall6in

U(h) :==h fg@+f(a+h)+---+f(b—h)+f(2b) +g[f’(a) — f'(b)]
—T(h) + (70 - £ ).

12

Voimme ajatella tétd kaavaa puolisuunnikassumman 7'(h) korjauksena. Voim-
me laajentaa integrointisaannon M (h) virheen (3.6) yhdistetyn saannén U (h)
virhekaavaksi vastaavalla tavalla kuin aiemmin. Taten

b—a
720

b
37)  Uh) - / Fla)de = — 2Rt fD (), missi € € (a,b),

kun f € C*[a,b]. Kun vertaamme tété virhettd puolisuunnikassumman vir-
heeseen, huomaamme, ettd menetelméan kertaluku on parantunut kahdella.
Saimme parannuksen aikaan hyvin pienella lisatyolla - derivaattojen f'(a) ja
f'(b) laskemisella. Jos namé kaksi rajaderivaattaa ovat samoja (esimerkiksi
jaksoittaisilla funktioilla), puolisuunnikassumma itsessién tarjoaa menetel-
mén, jonka kertaluku on vahintédan 4.
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4 Gaussin integrointimenetelmista

Tassa luvussa tarkastelemme integraaleja, jotka ovat muotoa

Téssa integrandissa funktio w(x) on annettu ei-negatiivinen painofunktio vé-
lilla [a, b]. Painofunktioiden méérittelyn jilkeen kdymme lapi keskeisid tulok-
sia ortogonaalisista polynomeista. Naiden tulosten avulla voimme myohem-
min muotoilla Gaussin integrointisddntoja. (Ks. [0, s. 142-151] ja [2, s. 21-22,
s. 29]).

4.1 Painofunktioista

Maarittelemmme ensin painofunktion w(z) valilld [a, b].

Maiaritelmé 4.1. Olkoon w(z) annettu ei-negatiivinen funktio vélilld [a, b].
Sanomme funktion w(z) olevan painofunktio, jos se toteuttaa seuraavan eh-
don. Jos funktio w(z) > 0 kaikilla = € [a,b] ja

b

/w(a:) dx >0,

a
niin téll6in painofunktio w(z) on méaritelty valilla [a, b].
Esitdmme seuraavaksi esimerkin painofunktiosta.

Esimerkki 4.1. Jos funktio w(z) on positiivinen ja jatkuva &érelliselld sul-
jetulla vélilld [a, b], niin maéritelmén [4.1] ehdo toteutuu. Tallsin funktio w(z)
on painofunktio.

Oletamme jatkossa, ettd integrandi w(x) f(z) on Riemann-integroituva ja
painofunktio w(z) on jatkuva.

Huomautus 4.1. Olkoot s(x) ei-negatiivisia polynomeja vélilld [a,b]. Jos
integraali

niin télloin kaikille polynomeille s(x) patee s(x) = 0. Taméa on ekvivalenttia
sen kanssa, etta

b
/w(aj) dx > 0.
(Ks. [6, s. 156]). )
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Siirrymme seuraavaksi tutkimaan integraalin approksimaatioita ja sum-
malausekkeita, jotka ovat muotoa

(4.1) i(f) = iwiﬂm,

missé I tarkoittaa integraalin I likiarvoa.

Newton-Cotesin kaavat (ks. luku [3) ovat myds tédtd muotoa, mutta tal-
16in vaadimme lukujen x; muodostavan tasavélisen jaon valilla [a,b]. Tassa
luvussa lievennamme kyseista rajoitusta. Yritdmme valita luvut x; ja pai-
not w; siten, ettd saamme mahdollisimman suuren kertaluvun integrointime-
netelmalle. Téssé kertaluku perustuu integrointitarkkuuteen. Yritamme siis
saada mahdollisimman suuren asteen, johon asti polynomit integroituvat tar-
kasti kaavan avulla. Huomaamme, ettd tama on mahdollista ja ettéd se
johtaa luokkaan hyvinmaariteltyja Gaussin integrointisadntoja tai Gaussin
kvadratuuristen kaavojen luokkaan.

Tarvitsemme ensin joitakin perustuloksia ortogonaalisista polynomeista
ennen, kuin voimme méérittdéd Gaussin integrointisadntojen pisteet ja painot.

4.2 Perustuloksia ortogonaalisista polynomeista

Madrittelemme aluksi, mita tarkoitamme funktioiden ortogonaalisuudella.

Maaritelmé 4.2. Olkoon V = Cla,b]. Olkoon painofunktio w(z) > 0
Riemann-integroituva vélilld [a, b] siten, ettd

/bw($) dx > 0.

Sanomme, ettd funktioiden f,g € V' skalaaritulo on

b

(f,9) = /w(:c)f(x)g(a:) dx.

a

Sanomme, etta funktiot f ja g ovat ortogonaalisia, mikali niiden skalaaritu-
lolle patee (f,g) = 0.

Olkoon edelleen V' = Cla,b]. Jos fy, f1,... on V:n darellinen tai dédreton
osajoukko siten, etta

(fi, f;) =0, missd i # j,
niin osajoukko on ortogonaalinen. Jos lisaksi
(fi,fi)=1, missdai=0,1,...,

niin osajoukko on ortonormaali.
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Huomautus 4.2. Merkinta zp; tarkoittaa polynomia, joka saa arvon zp;(z)
kaikilla z.

Seuraava lause osoittaa pareittain ortogonaalisten polynomien, jotka liit-
tyvat painofunktioon w(x), jonon olemassaolon.

Lause 4.1. On olemassa polynomit p; € l:[j, missi j =0,1,2,..., siten, ettd
(pi, pr) = 0 kaikilla © # k. Ne voidaan mddritelld yksikasitteisesti rekursiolla

(4.2) po(z) =1,

(4.3) Pir1(x) = (2 = i41)pi(2) — V2 pica(2), jos i >0,

missd p_1(x) = 0,

ja
(4.4) Sivt = (zpi, pi) josi >0,
0, kuni=20
2 . ) 7
(45) T { S i > 1,

Todistus. Todistamme lauseen 4.1 induktiolla. Voimme konstruoida polyno-
meja rekursiivisesti Gram-Schmidt ortogonalisaatio -tekniikalla. Ndemme sel-
visti, ettd polynomi po(z) = 1, silli Iy = {p | p(z) = 2° = 1}.

Oletamme sitten induktio-oletuksena, ettd kaikki ortogonaaliset polyno-
mit, joilla on lauseessa mainitut ominaisuudet, on konstruoitu jokaisel-
le j < 1. Oletamme lisdksi, ettd ndma polynomit on osoitettu yksikésit-
teisiksi. Osoitamme seuraavaksi, ettd on olemassa yksikasitteinen polynomi
Pir1 € ﬁiﬂ, jonka skalaaritulo

ja joka toteutaa lauseen |4.1| ehdon (4.3).
Jokainen polynomi p;.; € Il;1; voidaan kirjoittaa yksikasitteisesti muo-
dossa

Pi1(x) = (& — 0i11)pi(x) + cimapi—1(x) + ciapi—a(x) + ... + copo(z),

koska suurimman termin ja polynomien p;, missé j < 4, suurimpien termien
kertoimien arvot ovat 1. Koska (p;, px) = 0 kaikilla j, joille k£ < i ja j # k,
kaava (4.6) on voimassa, jos ja vain jos

(4.7) (pit1,pi) = (xpi, pi) — 6iv1(pispi) =0,
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(4.8) (Pit1,pj—1) = (xpj—1,pi) + ¢j—1(pj—1,pj—1) = 0 kaikilla j <.
Huomautuksen [4.1| ehto, missé on vastaavasti kdytetty polynomeja p? ja p?_l
ei-negatiivisena polynomina s, estda sen, etta skalaarituloille patisi
(pzapz) = 07

(pj-1,pj-1) =0,
kun 1 < j <. Taten voimme ratkaista yhtdlot (4.7) ja (4.8) yksikésitteisesti.
Yhtalosta (4.7) saamme yhtdlon (4.4). Induktio-oletuksesta seuraa, etta

pi(x) = (x — 6;)pj—1(x) — 77pj—2(z) kaikilla j < i.

Kun ratkaisemme tasté polynomin zp;_;(x), ratkaisun avulla voimme osoit-
taa, ettd (xp;_1,pi) = (pj, p:i) jokaisella j < 4. Taten saamme ratkaisemalla
yhtélon (4.8), etté

Cii = i) [ =R, k=i,
7 (Pj—1,Pj-1) 0, kun j <.
Téaten lauseen kohta (4.3) pétee arvolla i + 1. =

Huomautus 4.3. Jatkossa polynomi p, tarkoittaa lauseessa 4.1 esiintyvaa
polynomia.

Voimme esittdaa jokaisen polynomin p € Il ortogonaalisten polynomien p;,
kun ¢ < k, lineaarikombinaationa. Saamme seuraavan seurauksen.

Seuraus 4.1. Skalaaritulo (p,p,) = 0 kaikilla polynomeilla p € 11,,_;.

Lause 4.2. Polynomin p, juuret x;, missi © = 1,...,n, ovat reaalisia ja
yksinkertaisia. Kaikki polynomin p, juuret x; kuuluvat avoimelle vdlille (a, b).

Todistus. Tarkastelemme polynomin p, juuria, jotka kuuluvat avoimelle va-
lille (a,b) ja jotka ovat paritonta kertalukua. Toisin sanoen juuret ovat koh-
dissa, joissa polynomi p, vaihtaa merkkia eli

a<x<---<x<b.

Polynomi
!
q(z) = [[(z —2;) € II;
j=1

on sellainen, ettd polynomi p,(z)q(z) ei muuta merkkidnséi suljetulla valilla
[a, b], joten huomautuksen |4.1| nojalla

b

() = [w@)pa(@)ale)de #0.

a

Téten polynomin ¢ asteelle on voimassa, etta deg(q) = [ = n, silld muuten
patisi (p,, q¢) = 0 seurauksen nojalla. O]
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Lause 4.3. Jos A on n X n matriisi, missd

po(t) ... polts)
A= : 5 )
pn—l(tl) cee pn—l(tn)
niin matriisi A on kddantyvd kaikilla keskenddn erillisilla argumenteilla t;,
missat=1,...,n.

Todistus. Teemme vastaoletuksen, ettei matriisi A ole kadntyva. Télloin on
olemassa sellainen rivivektori ¢, ettd ¢! = (cg,...,c,1) # 0, ja rivivektorin
ja matriisin tulolle on voimassa ¢I' A = 0. Siis polynomilla

q(r) = 2 cipi(),

jolle deg (p) < m, on n erillistd juurta tq,...,%, ja polynomin taytyy olla
identtisesti nolla. Olkoon [ suurin indeksi, jolla ¢; # 0. Talloin patee

n(x) = _l i cipi().

G iZo

Tama on ristiriita, silla oikeanpuoleisen polynomin aste on pienempi kuin
polynomin p; € II; aste. O

Edellinen lause osoittaa, etta interpolaatio-ongelma, joka koskee muotoa

(4.9) p(z) = 2 cipi(x),

missa p(t;) = fi (i = 1,...,n), olevan funktion 16ytamistd, on aina yksiké-
sitteisesti ratkaistavissa. Lauseen ehdon mukaan milld tahansa muotoa (4.9)
olevalla polynomilla on korkeintaan n — 1 nollakohtaa.

Seuraavaksi toteamme ja todistamme tdman luvun paatuloksen.

Lause 4.4.

(a) Olkoot xq,xs, ..., x, n:nnen asteen ortogonaalisen polynomin p, () juu-
ret. Olkoon wy,ws, . .., w, kidntyvid matriisia vastaavan yhtaléryhman

- ) o <p07p0)7 jOS k= O;
(4.10) ;pk(zl)w’_ { 0, josk=1,2,...,n—1,
ratkaisu. Tdlloin w; > 0 kaikilla i = 1,2, ..., n, ja kaikilla polynomeilla
p € Iy, 1 pdtee, ettd
b n
(4.11) /w(:v)p(x)dx = w;p(z;).
2 i=1

Sanomme, ettd posititviset luvut w; ovat "painoja’.
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(b) Kadntden, jos luvut x; ja w;, missi i = 1,...,n, ovat sellaisia, ettd
ehto (4.11) pitdd paikkansa kaikilla p € 1y, 1, niin luvut z; ovat poly-
nomin p, juuret ja painot w; toteuttavat ehdon (4.10).

(¢) Ei ole mahdollista loytdd sellaisia pisteitd x; ja w;, missi i =1,...,n,
ettd ehto (4.11) pitdisi paikkansa kaikilla polynomeilla p € Ty,.
Todistus. Lauseen [£.2] mukaan polynomin p, juuret z;, missii = 1,...,n,
ovat reaalisia ja pareittain erillisid lukuja valilla (a, b). Talloin n X n-matriisi

po(r1) ... po(wy)
(4.12) A= : :
pn—l(«rl) e pn—l(xn>

on kaantyva lauseen (4.3) nojalla, silld kaikki argumentit ovat erillisia. Téten
yhtéloryhmélla (4.10) on yksikésitteinen ratkaisu.

Tarkastelemme satunnaista polynomia p € Ily, ;. Voimme kirjoittaa sen
muodossa

(4.13) p(x) = po(2)q(x) + 7(2),

missd ¢ ja r ovat polynomeja joukosta II,_;. Voimme ilmaista polynomit ¢
ja r ortogonaalisten polynomien lineaarisina kombinaatioina

q(z) :Z_: agpr ()

ja
r(z) = kz_: Bepr ().

Koska po(z) = 1, ehdosta (4.13) ja seurauksesta [4.1| seuraa, etté
b

[ w@)p@)ds = (pn,0) + (rp0) = olpo, po)

a

Toisaalta ehdosta (4.13) (silla p,(z;) = 0) ja yhtélosta (4.10) seuraa, etté

zn:lwip(xi) = zn:lw,r(xz) = :z_: Br (i} wiPk(%)) = Bo(po, o)

Siis
b n
/W(ﬂi)p(fv) dz = Bo(po, po) = > wip(x;).
a =1
Téaten ehto (4.11) on taytetty.
Todistamme seuraavaksi apuvaitteen ennen, kuin saatamme todistuksen

loppuun.
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Apuviite 4.1. Jos luvut x; ja w;, missd © = 1,...,n, ovat sellaisia, ettd
yhtalo (4.11) pitda paikkansa kaikilla polynomeilla p € 1lg,_q, niin w; > 0
kaikilla v =1,...,n

Voimme todentaa tdmén tuloksen soveltamalla yhtaloa (4.11) polynomei-
hin .
= H T — Tp) ? € Ty o,
o1

missa 7 = 1,...,n. Huomaamme, etta

>
S

b

O</w() () dx—Zwlpij: H — )

a =1

huomautuksen [4.1| nojalla. Tamé tédydentédé lauseen 4.4 kohdan (a) todistuk-
sen.

Saatamme nyt loppuun lauseen todistuksen. Oletamme, ettd luvut z;
ja w;, missd i = 1,...,n, ovat sellaisia, ettd ehto (4.11) patee kaikilla po-
lynomeilla p € Ily,. Talloin

n
EHx—xj € Iy,

mika aiheuttaa ristiriidan oletuksemme kanssa, silld huomautuksen no-

jalla
b

0< /w(m)ﬁ(m) de =Y wp(z;) = 0.
2 i=1
Tama todistaa lauseen 4.4 kohdan (c).

Todistaaksemme lauseen 4.4 kohdan (b) oletamme seuraavaksi, ettd lu-
vut z; ja w;, missd i = 1,...,n, ovat sellaisia, ettd yhtdlo (4.11) pitédéd paik-
kansa kaikilla p € Il,,_;. Pisteiden z; pitdé olla erilliset, silla muuten voi-
simme muodostaa saman integrointisdannon kayttéden vain n — 1 kappaletta
lukuja x;, mika on ristiriidassa lauseen 4.4 kohdan (c) kanssa. Soveltamalla
yhtéloéd (4.11) ortogonaalisiin polynomeihin p = py, missd k = 0,...,n — 1,
saamme

n , jos k=0,
sz’pk( /w )pk(x) dz = (pk, po) = {(po po()) ;OS k=1 n—1
P , e :

Toisin sanoen painojen w; taytyy toteuttaa yhtélo (4.10).
Kun sovellamme yhtéloéd (4.11) polynomeihin

p(z) = pr(x)py(x), missa k=0,...,n—1,
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saamme seurauksen 4.1 nojalla

0= (pr,pn) = Zwipn(xi)pk(xi), missa k=0,...,n— 1.
i=1

Toisin sanoen vektori ¢ := (wip,(71), ..., wpn(x,))T ratkaisee homogeeni-
sen yhtéloryhmén Ac = 0, misséd matriisi A on muotoa (4.12). Koska pis-
teet x;, missd ¢ = 1,...,n, ovat erilliset, matriisi A on kééntyva lauseen (4.3)
nojalla. Taten ¢ = 0 ja w;p,(z;) = 0 kaikilla ¢ = 1,...,n. Koska painoille
pétee w; > 0 apuvditteen 4.1 nojalla, saamme p,,(x;) = 0, missd i = 1,...,n.
Tamé saattaa loppuun lauseen 4.4 kohdan (b) todistuksen. O

Gauss on ensimmadisend todistanut lauseen yleisimmalla painofunk-
tiolla w(z) = 1 ja suljetulla valilla [—1, 1]. Vastaavat ortogonaaliset polyno-
mit ovat

k' d

(4.14) pr(z) = @%(ﬁ —1)*,  missi k=0,1,....

Niille polynomeille on voimassa, ettd py, € I, ja osittaisintegrointi osoit-
taa, ettd skalaaritulolle patee (p;, pr) = 0, kun ¢ # k. Sanomme, etta polyno-
mit (4.14) ovat Legendren polynomeja kerrointa lukuun ottamatta. Legendren
polynomit ovat Legendren differentiaaliyhtélon (ks. [2], s. 33-34])

(1—a%)y" —2zy' +n(n+1)y =0, missiy = Py(z),

ratkaisut, kun n on luonnollinen luku. Legendren polynomit voidaan méari-
telld myos rekursiivisesti siten, etta

(n+1)Pyi1(x) = (2n+ DzP,(z) — nP,_1(z),

missa Py(z) = 1 ja Pi(z) = 1. Voimme esittaa Legendren polynomit myos
Rodriguesin kaavan avulla muodossa

1 a

Po(@) = 5 (@2 = 1))

Seuraavassa taulukossa annamme joitakin arvoja luvuille x; ja painoille w;
téssa tarkeassa erityistapauksessa. Enemman arvoja 16ytyy kirjasta National
Bureau of Standard’s Handbook of Mathematical Functions (ks. [1, s. 916]).
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Taulukko 2: Painoja w; ja lukuja x;.

n w; xT;

1 w; =2 r1 =0

2 W1 = Wy = 1 To = —T1 = 0, 5773502692 ..

3 w; =ws = g x3 = —x; = 0,7745966692 . ..
Wy = % To = 0

4wy =wy =0,3478548451 ... x4 = —x; =0,8611363116...
Wy = wy = 0,6521451549 ... x5 = —x9 = 0, 3399810436 . . .
5 wp =ws=0,2369268851... x5=—x1 =0,9061798459 ...
Wy = wy = 0,4786286705... x4 = —x = 0,5384693101 ...

wy = 358 =0,5688888889... x3=0

Muita térkeitd tapauksia, jotka johtavat Gaussin integrointisddntoihin,
on myos taulukoitu (ks. [6l, s. 148]).

4.3 'Tridiagonaalimatriiseista

Olemme karakterisoineet luvut z; ja painot w;, jotka voimme sijoittaa Gaus-
sin integrointisdannoille annetuille painofunktioille. Emme ole vielé esitelleet
menetelmia, joilla varsinaisesti laskemme Gaussin integrointisdantojen sijoi-
tuksia. Sijoitamme Gaussin integrointisaédntoihin pisteité, jotka ovat ortogo-
naalisen polynomin nollakohtia. Voimme ilmaista Gaussin integrointiséannot

muodossa .

[ ot @) e =3 (@)

b

missa w(z) on annettu painofunktio ja missd n on annettu luonnollinen luku
(ks. [, s. 121]). Tarkastelemme edelld mainittua ongelmaa sellaisen oletuk-
sen pohjalta, ettd rekursion (4.2) ja (4.3) kertoimet ¢; ja v; on annettu (ks.
lause [4.1]).

Ortogonaalisten polynomien teoria liittyy reaalisten tridiagonaalimatrii-
sien
[01 72 |
Yo
(4.15) Iy =
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ja niiden padalimatriisien

01 Y2
Yoo

Vi
Y 0

teoriaan. Havaitsemme, etta padalimatriisin J; karakteristiset polynomit p;
toteuttavat rekursion (4.2) ja (4.3) lauseessa 4.1, kun matriisin alkiot d; ja ;
ovat kertoimina (ks. [6, s. 149]). Téten p,, on tridiagonaalimatriisin J,, karak-
teristinen polynomi. Saamme seurauksena seuraavan lauseen.

Lause 4.5. Ortogonaalisen polynomin p, juuret x;, missi i =1,...,n, ovat
tridiagonaalimatriisin J,, ominaisarvot.

Esitamme seuraavaksi lauseen, joka liittda painot w; tridiagonaalimatrii-
seihin J,,.

Lause 4.6. Olkoon J, tridiagonaalimatriisi (4.14) ja v := (vgi), o uN)T
sen ominaivektori ominaisarvolla x; siten, etti J,0®@ = z;09 . Olkoon lisik-
si v skaalattu siten, ettd

b
2OT () — (po,po) — /w<x) dr.

Tdlloin painoille patee
w; = (vgi))Q, missai=1,...,n.
Todistus (ks. [6l, s. 149-150]). Todistus sivuutetaan. O

Lopuksi arvioimme Gaussin integrointimenetelman virhetta.

Lause 4.7. Jos f € C*"[a,b], niin

b

[etenfto)de = 3wt () = L o

jollekin & € (a,b).

Todistus. Tarkastelemme Hermiten interpolaatio-ongelman (ks. luku [2] lause

79)
h(z;) = f(x;), W(x;) = f'(x;), missai=1,...,n,

ratkaisua h € Il,_;.
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Koska deg(h) < 2n, niin lauseen [4.4| nojalla
b

/w(x)h(x) dx = iwlh(aﬁl) = z:wlf(xl)

a
Taten saamme virhetermille integraaliesityksen
b b

/w(a:)f(x) dx — ngf(ﬂfz) = /w(az)f(a:) dx — /bw(x)h(a:) dx

a

= [w(@)(f(2) = h(a)) do.

Polynomin p,(x) € II,, juuret ovat x;. Nyt saamme lauseen nojalla

7em(Q) 2 1O 5

(@) = h(a) = P =)o (o =) = S S

jollekin ¢ = ((x) valilla I (x4, ..., z,, ). Tassa véli I(zy, ..., z,, z) tarkoittaa
pieninta avointa valid, joka sisdltaa luvut xq, ..., z, ja x. Lisaksi
fe(C() _ f(z) — (x)
(2n)! pi(x)
on jatkuva valilld [a, b], joten voimme kayttaa integraalilaskennan yleistettya
valiarvolausetta. Télloin

jollekin luvulle £ € (a,b). O

Kun vertaamme Newton-Cotesin ja Gaussin integrointimenetelmié, huo-
maamme, ettd Gaussin menetelmé on numeerisesti stabiili. Gaussin integroin-
tikaavojen painot ovat aina positiivisia riippumatta pisteiden lukumaéras-
tad n. Gaussin integrointimenetelmé antaa myos tarkimmat tulokset, jos las-
kennallinen tyoskentely on samanveroista molemmissa menetelmissé. Jos tie-
taisimme etukéateen, kuinka n pitaisi valita siten, etté saavuttaisimme ennal-
ta maaratyn tarkkuuden mille tahansa integraalille, Gaussin integrointimene-
telma olisi ylivoimainen verrattuna muihin numeerisiin integrointimenelmiin.
Valitettavasti meilld ei kuitenkaan usein ole mahdollisuutta kéyttaa lauset-
ta [4.7] tata tarkoitusta varten, koska derivaatan korkean kertaluvun vuoksi
tarvittavien pisteiden maaran ennalta arvioiminen voi olla vaikeata. Edella
mainittujen syiden takia sovellamme yleensa Gaussin integrointimenetelmaé
kasvavilla n:n arvoilla, kunnes perdkkéiset approksimaatiot tasmaavat tietyl-
le tarkkuudelle. Koska emme yleensa voi kdyttaa luvulle n laskettuja funk-
tion arvoja my6s luvulle n + 1 (ainakaan klassisessa tapauksessa w(z) = 1),
menetamme nopeasti Gaussin integraatiomenetelman ilmeiset edut.
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4.4 Gaussin integrointikaavoista etukateen maaratyil-
14 luvuilla

Tassa aliluvussa tarkastelemme Gaussin integrointikaavoja, kun meilld on
tietty méérd etukateen maarattyja lukuja (ks. [2], s. 101-106]). Tarkoitamme
talla kaavaa, joka on muotoa

b

(4.16) /w(x)f(x) dr ~ i ar f(yx) + iwkf(a:k),

a

missd olemme kiinnittaneet ja madranneet luvut y; etukateen ja maaritamme
m + 2n vakiota ai,w; ja xp siten, ettd sdantd on tarkka mahdollisimman
korkea-asteiselle polynomille (eli polynomille, jonka aste on m + 2n — 1).
Olkoot r(z) ja s(x) sellaisia polynomeja, etté

r(@) = (z —y)(@ —y2) - (& = Ym)
ja
s(x)=(r—mz)(x —29) - (& — ).

Lause 4.8. Sddnto (4.16) on tarkka kaikille polynomeille, joiden aste on
pienempi tai yhtd suuri kuin m + 2n — 1, jos ja vain jos

(a) se on tarkka kaikille polynomeille, joiden aste on < m+mn —1,

(b) jos jokaisen polynomin p(z) asteluku on korkeitaan n — 1, niin talloin

/w(x)r(x)s(m)p(x) dx = 0.

a

Todistus. Lauseen 4.8 kohdan (a) vilttdméttomyys on triviaalia. Olkoon po-
lynomi p(z) astetta deg(p(z)) < n—1. Talloin polynomi t(x) = r(x)s(z)p(x)
on polynomi, jonka aste on korkeintaan m + 2n — 1. Téten, jos kaava (4.16)
on tarkka polynomille ¢(z), niin

a

/w(a:)t(x) dr = i art(yr) + zn: wit(xy).

Mutta nyt on voimassa t(yx) = 0, missé k = 1,2,...,m, ja t(xy) = 0, missi
k=1,2,...,n. Taten kohdan (b) vilttdmattomyys seuraa.

Oletetaan kddntden, ettd kohdat (a) ja (b) pitavét paikkansa. Olkoon ¢(x)
polynomi, jonka aste on korkeintaan m + 2n — 1. Talloin kyseinen polynomi
voidaan kirjoittaa muodosssa t(x) = r(z)s(z)q(x) 4+ v(z), missi ¢(z) on poly-
nomi korkeintaan astetta n—1 ja v(z) on polynomi, jonka aste on korkeintaan
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m + n — 1. Nyt on voimassa, etta t(yx) = v(yx), missa k = 1,2,...,m, ja
t(zg) = v(xg), missd k = 1,2,...,n. Talloin saamme

/w(x)t(x) dx /w(x)[r(x)s(a:)q(x) +v(x)] dx

%
/w(w)v(x) dx,

silld kohdan (b) nojalla [’ w(x)r(z)s(z)q(z)dx = 0. Mutta kohdasta (a)
saamme, etta

n

v(yx) + Z_: wrv ()

m
D> ax

k=1

m n
D a

k=1

/bw(x)v(x) dx

tye) + Y wit (k).

k=1
Tama todistaa riittavyyden. O

Jotta voisimme edetd numeerisesti, meidan taytyy maéritelld polynomit
s(x) = (x —x1) -+ (x — x,) ortogonaalisina polynomeina vélilla [a, b] painon
w(z)r(x) suhteen. Talloin saamme Gaussin integrointimenetelmén pohjaksi
kyseiset polynomit siten, ettd niiden ortogonaalisuusrelaatioissa esiintyvat
painofunktiot ovat integrandin tekijoina.

Lause 4.9. Olkoot p,(x), missi n = 0,1,..., ortonormaalisia polynomeja
valilla [a,b] painon w(x) suhteen. Olkoon

r(x) = (x—y)(@—y2) - (T —ym) 20

valilla [a, b]. Oletetaan, ettd luvut y; ovat erillisia. Oletetaan lisiksi, ettd poly-
nomit q,(x), missa n = 0,1, ..., ovat ortogonaalisia polynomeja vililld [a, b]
painon w(z)r(x) suhteen. Tdlldin

pn(l') anrl(x) e pn+m(x)
(4.17) r(2)gn () = pn<:y1) Pn+1:(l/1) T pnﬂr:z(yl) .
Pa(Ym) PoyiWm) = Prim(Ym)

Todistus. On selvéd, ettd kaavan (4.17) oikea puoli kuuluu joukkoon II,,4,,.
Lisaksi oikea puoli katoaa, kun x = y;, £ = s, ...,z = y,, eli determinantin
vaakarivit ovat yhta suuret. Taten se voidaan kirjoittaa muodossa r(z)g,(z),
missi g, (x) € 11,,.
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Osoitamme seuraavaksi, ettd polynomi g,(x) on ortogonaalinen eli koh-
tisuorassa kaikkia joukon II,_; alkioita vastaan painon w(x)r(z) suhteen.
Olkoon ¢(z) € II,,_;. Koska r(z)g,(x) on selvésti tietty lineaarikombinaatio
polynomeista p,(z), ..., Paim(z), niin saamme

r(2)gn(z) = c1pp(@) + - + Co1Ppam (2).

Saamme, etta

[e@r@a@)a@) de = [w@)epa() + -+ mipum(@)a(@) dz =0,

a a

sillé jokainen ortonormaali polynomi on ortogonaalinen alemman asteen po-
lynomien suhteen.

Lopuksi osoitamme, ettd polynomin g¢,(x) aste on tédsmaélleen n. Saam-
me osoitettua tdméan nayttamalld, ettei polynomin p,,.,,(x) kerroin ¢, ole
nolla. Tama kerroin on

pa(y1)  Porr(y1) o Patm—1(y1)
(4.15) S s s
Pa(Ym) Povi(Um) *++ Pnrm—1(Ym)
Jos olisi ¢,,11 = 0, 1oytaisimme vakiot dy,ds, ..., d,,, joista kaikki eivat ole

nollia, siten, ettd polynomi
(4.19) s(x) = dipn(x) + doppir(z) + -+ - + dpPrym-1(2)

katoaisi, kun z = y1, = ya,...,& = Y. Nyt polynomi s(z) olisi muotoa
s(x) = r(z)t(z), missé t(z) € II,,_;. Lisdksi s(z) olisi tietenkin ortogonaalinen
kaikkien joukon II,,_; alkioiden suhteen. Tésté seuraisi, etta

b b

0= /w(ac)s(m)t(a:) dx = /w(x)r(x)t2(x) dx.

a a

Talloin ¢(z) = 0 huomautuksen 4.1| nojalla. Tamé on ristiriidassa sen kanssa,
ettd kaikki luvut d; eivét ole nollia. O

Jos otamme integrointivalin péatepisteet mukaan kahteen yleisimpaéan
Gaussin integrointisdantoon ja valitsemme painoiksi w(xz) = 1 ja loput pis-
teet x;, siten, ettd saamme mahdollisimman korkean kertaluvun menetelmél-
le, pdddymme Radaun ja Lobatton integrointiin. (Ks. [2 s. 103-104]). Esi-
tdmme nama lauseina 4.10 ja 4.11.
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Lause 4.10 (Radaun integrointi). Olkoon funktio f(x) € C*"~'[—1,1]. Til-
loin
1

(4.20) / (o) da

-1

2

n2

F-1)+ X s e) + B,

missa x; on j:s nolla lausekkeessa

P, 1(x) + P,(z)

(4.21) ] ., P(z) = Legendren polynomi (ks. luku[4.9),
r —
missa
1 1—-uz; 1 1
4.22 w; = — l_ — ’
422 TR B 1w PP
ja missa
22n—1p 4 £(2n—1) .o

Seuraavassa lauseessa esitamme Lobatton integroinnin.

Lause 4.11 (Lobatton integrointi). Olkoon f(z) € C*"~2[—1,1]. Tdlldin

2 n—1
@2t) [ fyde = TS0 + DD () + B,

Jj=2

missd x; on polynomin P)_,(x) (j —1):s nollakohta, kun P(x) on Legendren
polynomi. Tdssd kaavassa (4.24) luvuille w; ja E pdtee, ettd

2
(4.25) w; = =P missi x; # 1,x; # —1,
ja
(4.26)
392n—1 4
E=E(f) = —n(n—1)°2"|(n — 2)1] FC D () missi — 1< €< 1.

2n —1)[(2n — 2)1p

Radaun ja Lobatton integrointiséannot ovat usein hyodyllisia approksi-
moinnissa seuraavissa tilanteissa (vrt. [2, s. 104-105]).

(1) Funktio saa pisteessa 1 tai —1 yksinkertaisen arvon, esimerkiksi nollan.
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(2) Radaun kaava on hyddyllinen, kun ratkaisemme tavallisen yhden muut-
tujan differentiaaliyhtélon

(4.27) y = f(z,y)

seuraavasti

y() =y~ + [ f(z.y)de
(4.28) -1 B

S y(=1) (- Ly(-1) + 3w (e ()

i=1

Tassa luvut x; ovat Radaun integrointisdannon lukuja ja w; vastaavia
painoja. Jos laskemme arvot f(z;,y(z;)) jollakin standardimenetelmaél-
14, niin yllaoleva approksimaatio “parantaa” termin y(1) arvoa.

Lopuksi annamme esimerkin Radaun ja Lobatton integrointisdannoista
eri integrandeilla.

Esimerkki 4.2. Olkoot L, Lobatton neljin pisteen saanto, Liy Lobatton
kymmenen pisteen séanto, Rg Radaun kuuden pisteen vasemman puoleinen
sédanto ja Rg kuuden pisteen oikean puoleinen sadntd. Néissd sadnnoissé esi-
merkiksi neljén pisteen sdannossa n = 4 ja kymmenen pisteen sadnnossé
n = 10. Radaun vasemman puoleisella sdannolla tarkoitamme, ettéd olemme
valinneet pisteet integrointivélin osavéilien vasemmalta puolelta. Vastaavas-
ti Radaun oikean puoleisella sdannolla tarkoitamme, ettd olemme valinneet
pisteet integrointivalin osavélien oikealta puolelta. Alla oleviin taulukkoihin
olemme koonneet sdantoja vastaavia tuloksia eri integrandeilla.

Taulukko 3: Saéntojéa vastaavia tuloksia.

Saanto Iy z2 dx Iy z? dx Ik u%:c dx Iy ﬁ dx

Ly 0,65682580 10,4003 5217 0,69318182 0,8662 6092
Lo 0,66619841 0,40000199 0,69314718 0,8669 7299
Rg 0,66480585 0,40002032 0,69314718 0,8669 7523
Re 0,66715566 0,39998857 0,69314718 0,8669 7059

Tarkka arvo 0,6666 6667 0,40000000 0,69314718 0, 8669 72987
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Taulukko 4: Saéantojé vastaavia tuloksia.

Saanto o 1 +1€I de  Jy m dx
L, 0,37988574 1,10729967
Ly 0,37988549 1,19119517
Ry 0,37988549 1, 32584956
Re 0,3798 8549 0, 8793 0050

Tarkka arvo 0,37988549 1,15470054

Kun tarkastelemme n:n pisteen Gaussin séannoén G, ja n — 1:n pisteen
Lobatton saannon virhetermejé (ks. lauseet 4.7 ja 4.11), huomaamme, etté
termien f"(€) kertoimet niissid kahdessa sidinndsssid ovat melkein samat
ja vastakkaismerkkiset. Talloin jos f*™ ei muuta merkkidnsi integrointivi-
lill4, niin integraalin I(f) arvo on naiden kahden arvon vélilld. Painotetulla

keskiarvolla
n+1 n

2n+1 " o +1
saamme yleensd paremman approksimaation integraalin I(f) arvolle kuin

kummallakaan sdannolla G, tai L,,;. Kun luvun n arvo on suuri ja funktio
on hyvin kayttiaytyvé, tama pitda yleisesti paikkansa.

Ln+1

36



Viitteet

1]

Abramowitz, M., and Stegun, I. A., Handbook of Mathematical Functions.
National Bureau of Standards, Applied Mathematics series 55. 6th ed.
Washington DC.: U.S. Government Printing Office, 1967.

Davis, P.J., and Rabinowitz P., Methods of numerical integration, 2nd ed.
The United States of America: Academic Press, Inc., 1984.

Kincaid, D., and Cheney, W., Numerical Analysis, International Student
Edition. The United States of America: Wadsworth, Inc., 1991.

Press, W. H., Flannery, B. P., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., Nu-
merical Recipes. The Art of Scientific Computing. The United States of
America: The Cambridge University Press, 1986.

Steffensen, J. F., Interpolation, 2nd ed. New York: Chelsea Publishing
Co., 1950.

Stoer, J., and Bulirsch, R., Introduction to numerical analysis, The United
States of America: Springer-Verlag New York Inc, 1980.

37



	Johdanto
	Esitietoja
	Newton-Cotesin integrointimenetelmistä
	Newton-Cotesin kaavoista
	Yhdistetyistä säännöistä

	Gaussin integrointimenetelmistä
	Painofunktioista
	Perustuloksia ortogonaalisista polynomeista
	Tridiagonaalimatriiseista
	Gaussin integrointikaavoista etukäteen määrätyillä luvuilla

	Viitteet

