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Tiivistelma

Tiassd tutkielmassa tarkastellaan lukujonojen késittelyd lukion pitkdn matematiikan
kurssien 9 ja 13 kurssikirjoissa Matematiikan taito, Pyramidi ja Pitkd matematiikka.
Tampereen yliopiston matematiikan kursseista tarkastelu kohdistuu erityisesti kurs-
siin Analyysi 1 seki tietyin osin kurssien Matematiikan peruskdsitteitd, Johdatus
analyysiin ja Johdatus matemaattiseen pdittelyyn lukujonojen materiaalina toimi-
vaan kirjaan Johdatus diskreettiin matematiikkaan. Tarkastelun ldhtokohtana on tut-
kia, kuinka kyseisten lukion pitkdn matematiikan kirjojen sisilto soveltuu yliopiston
matematiikan lukujonojen opintojen pohjaksi. Liséksi tarkastellaan kyseisten mate-
matiikan oppikirjojen lukujonojen kisittelyn vilisid eroavaisuuksia ja yhtéldisyyk-
sid.

Tutkielman alussa tarkastellaan lukion pitkdn matematiikan ja yliopiston kurs-
sin Analyysi 1 lukujonojen opetuksen keskeisid tavoitteita ja sisidltdjd. Matemaat-
tisessa osiossa tarkastellaan analyysin kohteena olevien oppikirjojen matemaattista
sisdltod ja niiden eroavaisuuksia ja yhtildisyyksid sekd pohditaan niiden tarjoamaa
pohjaa yliopistomatematiikkaa varten. Tutkielman lopussa tarkastellaan ehdotusta
e-tekniikan opetukseen lukiossa.

Tutkielman perusteella voidaan havaita eroja kirjojen tarjoamassa lukujonojen
aihesisillossd, etenkin sisdllon erilaisessa painotuksessa kursseissa 9 ja 13. Voidaan
myo6s paitelld lukion e-tekniikan opetuksen olevan vield hakemassa lukiolaiselle
sopivaa esitysmuotoa ja sisiltod.
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1 Johdanto

Ehké tunnetuin lukujono on Fibonaccin lukujono eli jono
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,. . .).

Sen jdsenet noudattavat yksinkertaista sadantod. Ensimmaiiset kaksi lukua ovat ykko-
sid ja muut aina kahden edeltidvin luvun summa. Lukujono on my6s esimerkki re-
kursiivisesti eli palautuskaavan mukaan mairdytyvéstd lukujonosta. Tami lukujono
voidaan maédritelld seuraavasti:

0, kunn =0,
F(n) =11, kunn =1,
Fn-1)+F(n-2), kunn > 1.

Jono on nimetty kauppias Bonaccion pojan Leonardo Pisanon (n. 1170-1250) mu-
kaan [4, s. 96]. Fibonacci esitti lukujononsa vuonna 1202 kirjassaan Liber arabi.
Fibonaccin kirja lienee ollut merkittdvin yksittdinen arabialaisen numerojirjestel-
min vakiinnuttamista edistdavi teos. Lukujonon kaltaiset ongelmat havainnollistivat,
kuinka helppoa arabialaista jarjestelmii oli kadyttda.

Matematiikan asema meidin ajassamme ja kulttuurissamme edellyttdd valmiut-
ta ymmartdd, hyodyntéd ja tuottaa matemaattisesti esitettyd tietoa. Lukion matema-
titkkan opetuksen tehtdvi on tutustuttaa opiskelija matemaattisen ajattelun mallei-
hin sekid matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa kdyttdméén puhuttua
ja kirjoitettua matematiikan kieltd seki kehittdd laskemisen ja ongelmien ratkaise-
misen taitoja. Lukion matematiikan opetuksen tulisi olla innostavaa ja laadukasta,
silld yhd useammalla alalla sovelletaan matematiikkaa. Lukion matematiikan pitkén
oppimiirian opetuksen lakisddteinen tehtdvdand on antaa opiskelijalle matemaattiset
valmiudet, joita tarvitaan ammatillisissa opinnoissa ja korkeakouluopinnoissa. Pit-
kidn matematiikan opinnoissa opiskelijalla on tilaisuus omaksua matemaattisia késit-
teitd ja menetelmid sekd oppia ymmaértdmain matemaattisen tiedon luonnetta. Ope-
tus pyrkii my0s antamaan opiskelijalle selkein késityksen matematiikan merkityk-
sestd yhteiskunnan kehityksessd sekéd sen soveltamismahdollisuuksista arkieldmas-
sd, tieteessd ja tekniikassa.

Lukujonon raja-arvo on matemaattisen analyysin tarkeimpii késitteitd, silld sen
avulla voidaan maééritelld suurin osa analyysin muista késitteistd, kiteyttdd Markku
Halmetoja Solmu-lehdessé [1]. Raja-arvon mééritelmén avulla on my0s helpointa
oppia analyysin keskeisimmén tydvilineen, e-tekniikan, kdyttd. Vaikka raja-arvon
tarkka médritelma ja siihen liittyvé e-tekniikka eivit ole koskaan kuuluneet lukion
oppimiirdin, Halmetojalle on kokemus osoittanut, ettd matematiikasta todella kiin-
nostuneella lukiolaisella ei ole mitdén ikddn liittyvid kehityspsykologista estetté nii-
den omaksumiseen. Kuitenkin lukiossa tulokset annetaan valmiina laskusidintdina
ilman tdsmillistd perustelua. Mihin siis tarvitaan tarkkoja médritelmid? Erityisesti
mihin tarvitaan raja-arvon e-méadritelmaa? Lukiossa raja-arvo ja sitd kautta funktion



jatkuvuus médritelldéin usein graafisen tulkinnan kautta. Monissa yksinkertaisissa ti-
lanteissa tdmd on riittdva. Jatkuvuuden médrittely graafisen tulkinnan kautta saattaa
kuitenkin aiheuttaa viérinkdsityksid, jos funktio ei ole méidritelty kaikilla reaalilu-
vuilla.

Tamin tutkimuksen tarkastelun ldhteind ovat lukion kurssien 9 ja 13 oppikirjat
Matematiikan taito, Pyramidi ja Pitkd matematiikka. Yliopistosta tarkastelun koh-
teena ovat Tampereen yliopiston matematiikan kurssin Analyysi 1 kurssimateriaa-
li sekd kurssien Matematiikan peruskésitteitd, Johdatus matemaattiseen paittelyyn
ja Johdatus analyysiin lukujonojen materiaalina toimiva kirja Johdatus diskreettiin
matematiikkaan. Lukiokirjat ovat tarkoitettu samalle kohderyhmadlle, samoille lu-
kion kursseille 9 ja 13. Niille kaikille pitevit samat opetussuunnitelman mukaiset
vaatimukset ja niiden tulisi ohjata opiskelijaa yhdenvertaisesti eteneméin matema-
titkassa. Kurssit Analyysi 1 ja Johdatus matemaattiseen pédttelyyn ovat yliopistoma-
tematiikan peruskursseja, jotka sisdltyvét niin matematiikan kandidaatin tutkintoon
kuin matematiikan sivuaineopintoihin. Kurssit Matematiikan peruskisitteet ja Joh-
datus analyysiin ovat yliopistomatematiikan opintoihin orientoivia kursseja. Yliopis-
tokursseista pddpaino lukujonojen tarkastelussa on kurssin Analyysi 1 materiaalissa.
Muista yliopistokursseista tarkastellaan ainoastaan aritmeettista, geometrista ja re-
kursiivista lukujonoa. Tarkastelun ldhtokohtana on tutkia, kuinka kyseisten lukion
pitkdn matematiikan kirjojen sisdltdo soveltuu yliopiston matematiikan lukujonojen
opintojen pohjaksi.

Tutkielman alussa tarkastellaan lukion pitkdn matematiikan ja yliopiston kurs-
sien lukujonon opetuksen keskeisid tavoitteita ja sisdltdjd. Matemaattisessa 0sios-
sa tarkastellaan analyysin kohteena olevien oppikirjojen matemaattista sisdltdd ja
niiden eroja ja yhtildisyyksid ja pohditaan niiden tarjoamaa pohjaa yliopistomate-
matiikkaa varten. Raja-arvon e-tekniikkaa lukiolaisille -kappaleessa tarkastellaan,
kuinka e-tekniikkaa voitaisiin opettaa lukiossa.



2 Lukion opetussuunnitelma

Téassd luvussa kisitellddn voimassa olevaa lukion opetussuunnitelmaa vuodelta 2003
ja 13.11.2014 hyvéksyttyd uutta lukion tuntijakoa, miki tulee voimaan vuonna 2016.

2.1 Voimassa oleva opetussuunnitelma

Nykyiset lukiokoulutuksen opetussuunnitelman perusteet ovat vuodelta 2003. Lu-
kion opetus ja muu toiminta tulee jédrjestdd valtioneuvoston asetuksessa (955/2002)
miiriteltyjen yleisten valtakunnallisten tavoitteiden mukaan siten, ettid opiskelijalla
on mahdollisuus laaja-alaisen yleissivistyksen hankkimiseen ja jdsentyneen maail-
mankuvan muodostamiseen. Opiskelijan tulee saada olennaista luontoa, ihmisti, yh-
teiskuntaa ja kulttuureja koskevaa eri tieteen- ja taiteenalojen tuottamaa tietoa [10].
Lukio-opinnot muodostuvat valtioneuvoston antaman asetuksen mukaisesti pa-
kollisista, syventidvistd ja soveltavista kursseista. Syventédvit kurssit ovat opiskeli-
jalle valinnaisia, oppiaineen pakollisiin kursseihin liittyvid kursseja, joita opiskeli-
jan on valittava opinto-ohjelmaansa vihintdin kymmenen. Lisidksi lukiossa voi olla
koulukohtaisia, lukion opetussuunnitelmassa méiriteltivid syventivid kursseja. So-
veltavat kurssit ovat eheyttivid kursseja, jotka sisiltdvit aineksia eri oppiaineista,
menetelmikursseja taikka saman tai muun koulutuksen jirjestdjdn jirjestdmid am-
matillisia opintoja tai lukion tehtidvéidn soveltuvia muita opintoja.
Opetussuunnitelman pohjalta lukio laatii lukuvuosittaisen suunnitelman opetuk-
sen kiytdnnon jirjestimisestd. Opiskelija laatii henkilokohtaisen opiskelusuunnitel-
mansa lukion opetussuunnitelman seké lukuvuosittaisen suunnitelman pohjalta.

2.2 Matematiikan opetussuunnitelma

Matematiikan opetuksen tehtdvinid on tutustuttaa opiskelija matemaattisen ajatte-
lun malleihin sekd matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa kdyttdiméin
puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd sekid kehittdd laskemisen ja ongelmien
ratkaisemisen taitoja. Erityisesti opiskelijaa ohjataan hahmottamaan matemaattisten
kisitteiden merkityksii ja tunnistamaan, kuinka ne liittyvit laajempiin kokonaisuuk-
siin [10, s. 177].

Matematiikan pitkin oppimiirin opetuksen tehtivdni on antaa opiskelijalle ma-
temaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatillisissa opinnoissa ja korkeakouluopin-
noissa. Pitkdn matematiikan opinnoissa opiskelijalla on tilaisuus omaksua mate-
maattisia késitteitd ja menetelmid sekd oppia ymmartdméin matemaattisen tiedon
luonnetta. Opetus pyrkii myds antamaan opiskelijalle selkein késityksen matematii-
kan merkityksesté yhteiskunnan kehityksessi sekd sen soveltamismahdollisuuksista
arkieldmassd, tieteessd ja tekniikassa.

Matematiikan pitkdn oppiméérin opetuksen tavoitteena on, ettd opiskelija

— tottuu pitkdjinteiseen tydskentelyyn ja oppii sitd kautta luottamaan omiin ma-
temaattisiin kykyihinsi, taitoihinsa ja ajatteluunsa,



— rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimiseen seki
niiden kriittiseen arviointiin,

— ymmirtii ja osaa kiyttdd matematiikan kieltd, kuten seuraamaan matemaatti-
sen tiedon esittamistd, lukemaan matemaattista tekstid, keskustelemaan mate-
matiikasta, ja oppii arvostamaan esityksen tdsmaillisyyttéd ja perustelujen sel-
keytti,

— oppii ndkemidn matemaattisen tiedon loogisena rakenteena,
— kehittdd lausekkeiden késittely-, paittely- ja ongelmanratkaisutaitojaan,

— harjaantuu késitteleméén tietoa matematiikalle ominaisella tavalla, tottuu te-
kemiin otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laatimaan perusteluja
seki arvioimaan perustelujen pitevyyttd ja tulosten yleistettdvyyttd,

— harjaantuu mallintamaan kdytinnon ongelmatilanteita ja hyddyntiméén eri-
laisia ratkaisustrategioita,

— osaa kayttii tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmid, teknisid apuvéi-
lineitd ja tietolédhteita.

Pitkdn matematiikan pakolliset kurssit ovat:

Funktiot ja yhtidlot (MAATL)
Polynomifunktiot (MAA2)
Geometria (MAA3)

Analyyttinen geometria (MAA4)
Vektorit (MAAS)

Todenndkdisyys ja tilastot (MAAG6)
Derivaatta (MAA7)

Juuri- ja logaritmifunktiot (MAAS)

A A R R

Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAA9)
. Integraalilaskenta (MAA10).

p—
=)

Syventévit, vapaaehtoiset pitkdn matematiikan kurssit ovat:

11. Lukuteoria ja logiikka (MAAT11)
12. Numeerisia ja algebrallisia menetelmia (MAA12)
13. Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi (MAA13).

Huomattavaa on, etti lukioilla on mahdollisuus jirjestdd myOs muita matematii-
kan syventivid opintoja niiden omien opetussuunnitelmien mukaisesti.
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2.3 Lukion matematiikan opetussuunnitelman tulevaisuus

Opetus- ja kulttuuriministerio asetti 21.12.2012 ty6ryhmin, jonka tehtivéna oli val-
mistella esitys valtioneuvoston asetukseksi lukiokoulutuksen yleisiksi valtakunnalli-
siksi tavoitteiksi ja lukion tuntijaoksi seki arvioida taloudelliset, yhteiskunnalliset ja
muut vaikutukset. Valtakunnallisia tavoitteita ja tuntijakoa seké lukion opetussuun-
nitelman perusteita koskevat uudistukset tuli valmistella siten, ettd niiden mukaisesti
laaditut opetussuunnitelmat voidaan ottaa kédyttoon lukiokoulutuksessa 1.8.2016 lu-
kien. Tavoitteena oli, ettd nuorille annettavan lukiokoulutuksen opetussuunnitelman
perusteet olisivat valmiit syyskuun 2015 lopussa [11].

Tyoryhmd on laatinut ehdotukset lukiolaissa tarkoitetun koulutuksen yleisten
valtakunnallisten tavoitteiden seki tuntijaon uudistamiseksi. Tavoitteena on yleissi-
vistyksen vahvistaminen. Opiskelijoilla tulisi olla jatko-opintojen ja tydeldmin kan-
nalta tarvittavat tiedot ja taidot. Tulevan yhteiskunnan kehityksen seurauksena on en-
nakoitu tydeldmassi tapahtuvan merkittdvid muutoksia, jotka asettavat uusia haas-
teita koulutukselle. Etenkin tietotekninen kehitys tulee muuttamaan yhteiskunnan
ammattirakenteita ja osaamistarpeita seuraavien kahdenkymmen vuoden kuluessa
merkittdvasti [12, s. 5].

Péditoksen mukaan lukiossa korostuvat tiedot, jotka jdsentyvit ja integroituvat
osiksi laajempia kokonaisuuksia. Tietoon yhdistyvit erilaiset taidot kuten kriittinen
jaluova ajattelu, koskien myos matemaattisia taitoja. Halu elinik&iseen itsensi kehit-
tamiseen korostuu. Yleissivistys on entistd syvempii ja jisentyneempéd tietojen ja
taitojen keskiniistid symbioosia, jonka kehittymisessd opiskelijan innostuneisuudella
oppimiseen on aikaisempaa suurempi merkitys. Jatkossa on entistd paremmin mah-
dollista joustavien opintopolkujen rakentaminen osaamisen laajentamisessa ja sy-
ventdmisessd myOs muiden koulutuksen jérjestdjien, koulutusmuotojen ja -asteiden
opetustarjontaa hyodyntiden. Uudistukset vahvistavat opiskelijoiden tietoja ja ennen
kaikkea taitoja sekd niihin liittyvad kypsyytti soveltaa lukiossa hankkimaansa osaa-
mista ja siten parantavat heidén jatko- ja tydeldmidvalmiuksiaan.

Ehdotetun lukiolain pykildn 9 mukaan matematiikka on jatkossakin pakollinen
oppiaine. Matematiikkaa on pidettdvi lukion ydinoppiaineena, jonka osaaminen luo
pohjaa menestyd muissa lukion oppiaineissa. Menestys matematiikassa on keskeisin
indikaattori selitettdessd opiskelijoiden jatko-opintomenestystd. Matematiikan anta-
mat tiedot ja taidot ovat my0s oleellinen osa tulevaisuudessa tarvittavaa yleissivis-
tystd [12, s. 36].

Matematiikan kurssimiérat eivit muutu voimasta olevasta siddoksestid. Matema-
titkan opintojen nykyisiin tuntimédriin ei ehdoteta muutoksia. Matematiikan opinto-
ja muutetaan siten, ettd opinnot alkavat yhteiselld opintokokonaisuudella, jonka jal-
keen opiskelijan opinnot eriytyisivit joko pitkédén tai lyhyeen matematiikkaan. Muu-
toksen on arvioitu rohkaisevan nykyistd enemmén pitkin matematiikan opiskeluun,
etenkin tyttdjd. Uusi lukion tuntijako hyvéksyttiin 13.11.2014.
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3 Lukujonojen opetuksen tavoitteet
lukiossa ja yliopistossa

Tiassd luvussa tarkastellaan opiskelijalle asetettuja lukujonojen opetuksen tavoittei-
ta lukion opetussuunnitelmassa, tutkimukseen valituissa lukion matematiikan kurs-
sien 9 ja 13 kurssikirjoissa Matematiikan taito, Pyramidi ja Pitkd matematiikka seki
Tampereen yliopiston kursseilla Matematiikan peruskisitteitd, Johdatus matemaat-
tiseen piittelyyn, Johdatus analyysiin ja Analyysi 1.

3.1 Lukujonot lukion opetussuunnitelmassa
Tama tutkielma painottuu erityisesti pakolliseen kurssiin 9, Trigonometriset funk-
tiot ja lukujonot, ja syventdviin kurssiin 13, Differentiaali- ja integraalilaskennan

jatkokurssi, joiden sisédltoni lukujonot lukion pitkdssd matematiikassa ovat.
Kurssin 9 tavoitteet lukujonojen osalta ovat, ettd opiskelija [10, s. 122]

— ymmirtii lukujonon kisitteen,
— oppii médritteleméén lukujonoja palautuskaavojen avulla,

— osaa ratkaista kilytdannon ongelmia aritmeettisen ja geometrisen jonon ja niistid
muodostettujen summien avulla.

Kurssin 9 keskeinen sisiltd lukujonojen osalta on

lukujono,

rekursiivinen lukujono,

aritmeettinen jono ja summa,

geometrinen jono ja summa.

Kurssin 13 tavoitteet lukujonojen osalta ovat, ettid opiskelija [10, s. 124]
— tutkii lukujonon raja-arvoa,

— tutkii sarjoja,

— tutkii sarjojen summia.

Keskeisti sisdltod lukujonojen osalta kurssilla 13 ovat funktioiden ja lukujonojen
raja-arvot ddrettomyydessi.
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3.2 Matematiikan taito

Kirjan Matematiikan taito 9 tavoitteena lukujonoille on, ettd oppilas tutustuu luku-
jonoihin, joiden luvut médrdytyvit matemaattisen sdinnon perusteella. Oppilaalle
opetetaan myos keinoja, joilla lukujonojen luvuista muodostuvia ddrellisen pitkid
summia voidaan tutkia ja laskea. Osan 9 lukujonoja varten ei vaadita tai suositella
aiempien kurssien suorituksia [3, s. 3].

Kirja Matematiikan taito 13 médrittelee siséltdvénsa paitsi lukiotason myos yli-
opistotason asiaa ja sitd suositellaan erityisesti niille, jotka suunnittelevat korkeakou-
luopintoja matemaattisissa tieteissd ja tekniikassa. Keskeisend tavoitteena pidetdén,
ettd opiskelija syventidd teoreettisten perusteiden tuntemustaan. Ehtona télle syven-
tamiselle pidetddn aiemman teorian osaamista. Tdtd syventdmistd varten tarjotaan
lukujonon raja-arvojen tdsméllisid médritelmii ja niithin perustuvia todistuksia.

Erityisesti korostettavaa kirjassa Matematiikan taito 13 on maininta, ettid pait-
si lukion oppikirjaksi, se sopii myds analyysin yliopisto-opintoihin valmentavaksi
materiaaliksi ja yliopistollisen analyysin alkeiskurssin tukimateriaaliksi [2, s. 4].

Kirja Matematiikan taito 9 ehdottaa lukujonojen késittelylle seuraavaa jakoa,
suluissa ehdotettu oppituntimairi [3, s. 5]:

— lukujonon kisite, miiritelmai ja rekursiivinen lukujono (2),
— monotoniset ja rajoitetut jonot (1),

— aritmeettinen jono ja summa (2),

— geometrinen jono ja summa (3),

— lukujonon raja-arvo, raja-arvon laskusiintdjd, monotonisen ja geometrisen jo-
non suppeneminen (3),

— ensimmaisen kertaluvun rekursiot (1).

Siséllollisesti lukujonojen kisittely muodostaa kirjasta Matematiikan taito 9 noin
puolet. Ehdotettu 12 oppituntia ei tdysin vastaa puolta koko kurssin késittelyyn aja-
tellusta 30 oppitunnista.

Kirjassa Matematiikan taito 13 kisitelldin lukujonon raja-arvoa. Raja-arvon k-
sittely jaetaan seuraavasti tirkeimpiin sisiltoihin [2, s. 80]:

— raja-arvo déreton,

— raja-arvo ddrettomassi,

— epdolennaisten raja-arvojen laskusidintoja,
— lukujonon suppeneminen,

— rajoitetut ja monotoniset lukujonot,

— lukujonon hajaantuminen.
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Kaikkiaan lukujonon raja-arvon késittelyyn kirja Matematiikan taito 13 ehdottaa
kahta oppituntia. Yhteensd lukujonojen opetukseen kiytettiisiin siis 14 oppituntia,
yhden oppitunnin ollessa 45 minuuttia.

3.3 Pyramidi

Kirjassa Pyramidi 9 ei anneta erillistd tavoitetta oppilaalle kurssin sisdllon suhteen
tai médritelld keskeistd siséltod. Kirja Pyramidi 13 méérittelee oppilaalle yleistavoit-
teeksi syventiid opiskelijan differentiaali- ja integraalilaskennan teoreettisten perus-
teiden tuntemusta. Opetussuunnitelman mukaisina tavoitteina ja keskeisend sisilto-
ni lukujonoille ovat niiden raja-arvot [8, s. 5].

Kirjan Pyramidi 9 késittely lukujonolle jakaantuu seuraavasti [4, s. 3]:

— johdanto,

peruskdsitteitd; rekursiivisesti méiiritelty jono,

lukujonon ominaisuuksia; rajoitettu lukujono, monotoninen lukujono,

aritmeettinen lukujono,

geometrinen lukujono.

Lukujonojen kisittely muodostaa kirjan Pyramidi 9 siséllostd noin neljanneksen.
Kirjassa Pyramidi 13 kisitellddn lukujonon raja-arvoa. Raja-arvon késittelyyn
on sisdllytetty seuraavat asiat [8, s. 3]:

raja-arvon madritelma,

lukujonon raja-arvon médrittiminen; raja-arvon laskusiintoja,

geometrinen lukujono ja sen suppeneminen,

rekursiivinen lukujono.

Ajankiyttoehdotusta opetukseen ei ole annettu Pyramidi -kirjoissa.

3.4 Pitka matematiikka

Kirjojen Pitkd matematiikka 9 ja 13 tavoitteena on, ettd opiskelija matematiikan
tietojen ja taitojen lisdksi oppii ymmaértdméin matematiikan erityisluonteen tiedon-
alana, jossa teoreettinen kohtaa kidytdnndllisen ja jossa luova oivaltaminen kohtaa
tasmaéllisen loogisuuden [5, s. 3].

Kirjassa Pitkd matematiikka 9 todetaan lukujonoista seuraavasti [5, s. 4]: "Lu-
kujono on tirked ja hyodyllinen késite sekd teoreettisessa ettd sovelluksiin suun-
tautuvassa matematiikassa. Kurssilla opitaan tutkimaan ja kdyttimééan lukujonoja ja
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lukujonoista muodostettuja summia." Néiden liséksi tavoitteiksi ja keskeiseksi sisél-
16ksi annetaan lukion opetussuunnitelman mukaiset tavoitteet ja keskeinen sisiltd
[5,s. 6].

Kirjassa Pitkd matematiikka 9 ehdotetaan lukujonon kisittelylle seuraavaa jakoa,
suluissa ehdotettu oppituntimairi [3, s. 5]:

lukujono; médritelmi, aidosti kasvava ja vihenevi lukujono (2),

aritmeettinen jono (1),

geometrinen jono (2),

rekursiivinen jono (1).

Lukujonon kisittely muodostaa kirjan Pitkd matematiikka 9 sisdllostd noin vii-
denneksen. Ehdotettu ajankédyttd, 6 oppituntia, on samassa suhteessa ehdotettuun
koko kurssin pituuteen, 28 oppituntiin.

Kirjassa Pitkd matematiikka 13 kisitelldéin lukujonon raja-arvoa. Raja-arvon k-
sittely jakaantuu seuraavasti [8, s. 3]:

lukujonon raja-arvon méadritelma,

lukujonon hajaantuminen,

lukujonon suppeneminen,

geometrisen jonon raja-arvo,

rekursiivinen lukujono,

rekursiivisen jonon raja-arvo.

Kirjassa Pitkd matematiikka 13 ehdotetaan kidytettdviksi 3 oppituntia lukujo-
nojen opetukseen. Yhteensd lukujonojen opetukseen kdytettéisiin siis 9 oppituntia,
yhden oppitunnin ollessa 45 minuuttia.

3.5 Matematiikan peruskasitteiti

Kurssin Matematiikan peruskisitteiti tavoitteita ovat, ettd opiskelija ymmaértdd ma-
tematiikan peruskisitteitd ja osaa soveltaa niitd yksinkertaisten matemaattisten on-
gelmien ratkaisemiseen. Hén tuntee joukko-opin alkeet seki relaatioiden ja funktioi-
den perusominaisuudet. Opiskelija ymmartid matemaattisen todistamisen péddperi-
aatteet ja osaa analysoida kirjallisuudessa esitettyji alkeellisia matematiikan todis-
tuksia. Opiskelija osaa tehdi itse yksinkertaisia todistuksia. Lukujonoille ei aseteta
erillisid tavoitteita [16].
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3.6 Johdatus analyysiin

Kurssin Johdatus analyysiin tavoitteita ovat, ettd opiskelijan laskurutiinit vahvistu-
vat sille tasolle, jota varsinaisten analyysin opintojaksojen suorittaminen edellyttéa.
Opiskelija osaa laskea raja-arvoja, derivaattoja ja yksinkertaisia integraaleja. Hin
ymmartdad derivaatan muutosvoimakkuutena ja integraalin pinta-alana. Hin pystyy
kisitteleméédn sekéd vektoriarvoisia ettd usean muuttujan funktioita. Han osaa myos
laskea kompleksiluvuilla. Lukujonoille ei aseteta erillisid tavoitteita [14].

3.7 Johdatus matemaattiseen paittelyyn

Kurssin Johdatus matemaattiseen piittelyyn tavoitteita ovat, ettd opiskelija ymmér-
tdd ja osaa soveltaa ekvivalenssirelaatioihin ja funktioihin liittyvid kisitteitd ja osaa
johtaa ja todistaa niitd koskevia tuloksia. Opiskelija osaa ratkaista my0s sellaisia dis-
kreetin matematiikan ongelmia, jotka eivét suoraan muistuta annettuja esimerkkeja.
Opiskelija osaa analysoida ja vertailla kirjallisuudessa esitettyjé relaatioita ja funk-
tioita koskevia vaativahkojakin perustason todistuksia. Opiskelija ymmirtdd mahta-
vuuden kisitteen ja mahtavuuksiin liittyvid todistuksia. Lukujonoille ei anneta eril-
lisid tavoitteita [15].

3.8 Analyysil

Kurssin Analyysin 1 tavoitteita ovat, ettd opiskelija osaa madritelld ja kdyttdd reaa-
lianalyysin peruskaésitteitd tasmaéllisessd muodossa ja hin ymmaértdd, miksi jo osin
koulusta tutut laskurutiinit toimivat kuten toimivat. Hin osaa muotoilla matemaat-
tisia lausekkeita tdsmillisesti sekd todistaa yksinkertaisia perustuloksia. Hdn osaa
mairittdd lukujoukon pienimmaén yldrajan ja suurimman alarajan yksinkertaisissa ti-
lanteissa, osaa tutkia lukujonojen suppenemista ja perusominaisuuksia, osaa méadrit-
tdd raja-arvoja ja derivaattoja sekd suoraan maédritelmien avulla ettd eri tekniikoita
kidyttden, osaa tutkia funktion jatkuvuutta, osaa johtaa ja todistaa jatkuvien funktioi-
den perusominaisuuksia sekid osaa hyodyntidd derivaattaa funktion kiyttdytymisen
tutkimisessa [13].
Lukujonojen kisittely jakaantuu seuraaviin aiheisiin [7]:

mddritelmi ja perusominaisuuksia; raja-arvo, suppeneminen, hajaantuminen,
raja-arvon yksikdisitteisyys, rajoitetut lukujonot,

lukujonojen laskusididntoja,

monotoniset lukujonot; Bolzano-Weierstrassin lause lukujonoille,

Cauchyn jonot,

raja-arvokdsitteen laajentaminen.

Lukujonojen opetukseen kiytetddn 15 luentoa, yhden luennon ollessa 45 minuut-
tia, ja kolme harjoituskertaa, yhden harjoituskerran ollessa kahden luennon mittai-
nen [13].
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4 Lukujonojen matemaattisen esittimisen
tarkastelua

Tissd tutkielmassa tavoitteena on tarkastella lukion kurssien 9 ja 13 oppikirjojen
Matematiikan taito [3], [2], Pyramidi [4], [8] ja Pitkd matematiikka [5], [6] tarjoa-
maa matemaattista pohjaa erityisesti Tampereen yliopiston kurssin Analyysi 1 [7]
lukujonon kisittelyyn.

Yliopiston matematiikan kursseilla Matematiikan peruskésitteitd, Johdatus ana-
lyysiin ja Johdatus matemaattiseen paittelyyn késitelldédn aiheita aritmeettinen luku-
jono, geometrinen lukujono ja rekursiivinen lukujono siini laajuudessa kuin kirjas-
sa Johdatus diskreettiin matematiikkaan [9]. Vastaavasti kyseisten aiheiden tarkempi
kisittely on péillekkdisyyden vélttdmiseksi jatetty kurssilta Analyysi 1 pois. Tdmén
takia kyseisten aiheiden tarkastelu tehdiin vasten kirjaa Johdatus diskreettiin mate-
matiikkaan.

Oleelliset osa-alueet lukujonon kaésittelyssd, joihin tarkastelu kohdistuu, ja nii-
den kisittelyjérjestys on seuraava:

lukujonon mééritelma ja esitystapa,

lukujonon raja-arvo, suppeneminen ja hajaantuminen,

rajoitetut ja monotoniset lukujonot,

lukujonon raja-arvon laskusdintoja,

aritmeettinen lukujono,

geometrinen lukujono,

rekursiiviset lukujonot.

Aihealueet méaraytyvit lukion kurssikirjojen siséllostd. Kurssi Analyysi 1 vie luku-
jonojen kisittelyn lukiotasoa huomattavasti pidemmalle, eiki siksi kaikkea kurssin
Analyysi 1 lukujonojen aiheita ole otettu tarkasteluun mukaan. Aiheiden jdrjestys on
kompromissi lukiokirjojen ja kurssin Analyysi 1 aiheiden esitysjirjestyksen vililta.
Aiheiden esityksessd on pyritty kiyttiméin ldhteiden muotoilua ja termeja.

Kaikki oleelliset lukiokurssien saatavilla olevat lauseiden todistukset ja joitakin
yliopiston matematiikan kurssien lauseiden todistuksia on tuotu tarkasteluun mu-
kaan, jotta matemaattinen eroavaisuus yliopistomatematiikan ja lukiomatematiikan
vililld korostuisi. Samalla voidaan havaita lukion matematiikan lauseiden todistus-
ten lukumédrdinen véhiisyys. Téssd tutkimuksessa ei kaikkia kurssin Analyysi 1
lauseiden todistuksia ole ldhdetty esittimiin, koska se ei ole tarkoituksenmukaista
tatd tutkimusta varten.

Valitut esimerkit ovat oppikirjoista tai kurssin Analyysi 1 materiaalista. Esimerk-
kien tehtdvinid on korostaa lukion ja yliopiston matematiikan rajapintaa, joko tuo-
den esille sitd, miten liki ne ovat ajoittain toisiaan tai sitd, miten kaukana ne usein
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ovat toisistaan. Joistakin lukion oppikirjojen esimerkeisti on triviaaleja vélivaiheita
jdtetty pois siten, ettd laskun etenemisen seuraaminen ei ole tédsti héiriintynyt.

4.1 Lukujonon méiiritelma ja esitystapa

Tiassd kappaleessa tarkastellaan lukujonon miiritelmii ja lukujonon esittdmisté tar-
kasteltavissa materiaaleissa. Lukion oppikirjoissa lukujonon médritelmé on esitetty
kurssin 9 kirjoissa.

4.1.1 Matematiikan taito

Kirja Matematiikan taito 9 késittelee alkupalana lukujonoa tuoden peruskdsitteiti
tutuksi [3, s. 78].

Lukujono voi olla pdiittyvd eli ddrellinen tai pddttymditon eli dicireton. Paittyma-
ton lukujono voidaan antaa luettelona

a,az,ad3z,...,Ay,. ...

Talloin a; on lukujonon ensimmediinen termi, a, toinen termi, jne. Jonon n. eli yleinen
termi on a,,.
Lukujono voidaan esittdi graafisesti merkitsemilld koordinaatistoon pisteet

(1,a1),(2,a2),(3,a3),. . ..

Saatu pistejoukko on lukujonon kuvaaja.

Lukujonon yleinen termi ilmaistaan usein muuttujan n = 1,2,3,... funktiona
muodossa a, = f(n).

Varsinaisesti Matematiikan taito méérittelee lukujonon seuraavasti [3, s. 80].

Miiritelmé 4.1. Positiivisten kokonaislukujen joukossa Z. = {1,2,3,...} mii-
riteltyd reaaliarvoista funktiota f sanotaan pddttymdttomdksi lukujonoksi. Lukujo-
no on pddttyvd, jos madrittelyjoukko on Z,:n ddrellinen osajoukko. Lukujonon n.
termi a, = f(n). Lukujonon kuvaajan muodostavat tilloin koordinaatiston pisteet

(n, f(n)) = (n,an).

Lisdksi Matematiikan taito antaa lisdselvennyksii. Padttymittomaélle lukujonolle
(ar,az,...,ay,,...) kiytetdan merkintoja

(al’a29- <5 Ap, .. ')’ (al’l) tal (an);ozl'

Indeksijoukkona voi myos olla joukon Z sijasta joukko N = {0,1,2,3,...} eli luon-
nollisten lukujen joukko, jolloin jonoa merkitdin

(ao’al’az" . ) tal (an);o:()

Jonon ensimmdinen termi on tilloin aq ja n. termi on a,_.

Lisdksi kirjassa sovitaan, ettd indeksijoukko on Z,, ellei toisin ilmoiteta. Mer-
kinnén (a,);? , sijaan voidaan kdyttdén silloin, kun sekaannuksen vaaraa ei ole, mer-
kintdd (a,) [3, s. 80].
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4.1.2 Pyramidi

Kirjoissa Pyramidi 9 ja 13 ei ole lukujonolle mééaritelméd. Kirjassa Pyramidi 9 ké-
sittellddn kuitenkin lukujonon peruskésitteitd maaritelmén omaisesti [4, s. 98].

Jonoa, jonka jidsenet ovat reaalilukuja, kutsutaan /ukujonoksi. Jisenid sanotaan
my®os termeiksi tai alkioiksi. Lukujonossa sama luku voi toistua. Lukujonot ovat sa-
mat, kun niissi on samat alkiot samassa jirjestyksessd. Lukujono merkitiin yleensi
sulkuihin ja jdsenet erotetaan toisistaan pilkulla, esimerkiksi (0,7,0,5,2,0,0,0).

Lukujonoa kutsutaan pituutensa mukaan joko ddrelliseksi eli pdicittyviiksi, koska
siind on viimeinen jdsen, tai ddrettomdksi eli pddttymdttomdksi, koska siini ei ole
viimeistd jasent.

Joskus on mahdollista ilmoittaa lukujonon »n. termi a, analyyttisessda muodossa
eli indeksin n lausekkeena. Tilloin a, on lukujonon yleinen termi. Lukujono voidaan
merkitd tidlloin

(ai’l)7 n= 152939~ ey (an)n€Z+ tal (an):;l-

4.1.3 Pitki matematiikka

Kirja Pitkd matematiikka 9 kasittelee lukujonon peruskasitteet ensin. Lukujonon lu-
kuja kutsutaan jonon jédseniksi. Lukujono kuvaillaan antamalla sdanto, joka mairda
yksikésitteisesti jonon jokaisen jdsenen. Lukujonon jdsenid merkitddn alaindeksil-
14 varustetulla kirjaimella. Yleensd indeksit ovat positiivisia kokonaislukuja. Talldin
lukujono on muotoa ay,as,as,. . .. Indeksi ilmaisee jdsenen jirjestysnumeron jonos-
sa. Jonon n. jdsen on a,. Jonoa ay,ay,as, . . . voidaan merkité lyhyesti (a,) [5, s. 84].

Lukujonossa jokaiseen positiiviseen kokonaislukuun 1,2,3,... liittyy vastaava
lukujonon jidsen aj,as,as,.... Lukujono voidaan siis tulkita funktioksi f, jonka
muuttujan arvot ovat positiivisia kokonaislukuja, siis

ar = f(1), a2 = f(2), az = f(3),...
eli yleisesti
an = f(l’l)

Téstd padstddn kirjan Pitkd matematiikka 9 lukujonon mééritelmiin ja huomautuk-
seen [5, s. 85].

Miiritelmé 4.2. Lukujono on funktio, jonka muuttujan arvot ovat positiivisia ko-
konaislukuja.

Mairitelmé 4.3. Jos funktiolla f on lauseke, niin jonon (a,), missid a, = f(n), ja-
senet voidaan laskea lausekkeeseen sijoittamalla. Lauseketta sanotaan jonon lausek-

keeksi.

Huomautus. Jonon jisenet voidaan kuvailla my6s jollain muulla yksikésitteiselld
tavalla.
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4.1.4 Analyysil

Kurssin Analyysi 1 lukujonoja kisittelevissi kappaleessa 2 ldhdetédén liikkeelle lu-
kujonon miiritelmilld seki tarvittavilla lisshuomautuksilla [7, s. 23].

Miiritelmé 4.4. Lukujono (x,) on lukujen
X1,X2,X3,. ..

muodostama jono, missd x, € R kaikillan € Z,.

Lukujonon maédrittelyssi ei ole oleellista, ettd lukujonon indeksointi alkaa ykko-
sesti tai, ettd jono on médritelty kaikilla indekseilli n € Z..
Lukujonoa

XnpsXngsXns - o

missi
n,n,n3,...€ 2., n<np<n<...,

sanotaan lukujonon xy, x», x3,. . . osajonoksi.
Huomautus. Osajonot ovat lukujonoja.
Huomautus. Lukujono (x,) on eri asia kuin joukko {x, | n € Z.}.

Esimerkki 4.1. Olkoon x, = (—1)". Nyt lukujono (x,) = —-1,1,-1,1,—-1,... ja
joukko {x, | n € Z,} = {-1,1}.

4.1.5 Lukujonon méiritelmin vertailua

Matematiikan taito keskittyy lukujonon miiritelmissid voimakkaasti padttymatto-
mien ja paittyvien lukujonojen esitykseen. Merkinndisséd saatetaan lukijaa hima-
td indeksijoukoilla, mihin kuluu indeksi n = 0. Ensin kirjassa médritelldédn, ettd
Z, =1{1,2,...}, jolloin (an)l‘;":1 ja, etti N = {0,1,2,3,...}, jolloin (a,,)z"zo. Seuraa-
vaksi sovitaan, ettd indeksijoukko on Z,, ellei toisin ilmoiteta. Merkinnén (a,,),‘;":O
sijasta, kun sekaannuksen vaaraa ei ole, voidaan kdyttdd merkintda (a,). Kirjan teks-
tistd jad epdselviksi onko lukujoukko (a,) sama kuin (a,);?, vai (a,),?, [3, s. 80].
Toinen erityinen vain kirjoissa Matematiikan taito esiin tuotu seikka on lukujonojen
graafinen esitys, mikd korostuu myds méadritelmén muodossa.

Huolimatta siitd, etti kirjasarjassa Pyramidi ei ole lukujonolle erillistd mééritel-
mid, tavoittaa se peruskisitteiden selventdmiselld médritelmédn hengen varsin mal-
likkaasti. Myos Pyramidi tuo peruskisitteissdin heti esiin padttyméattomat ja paétty-
vit lukujonot.

Kirjasarja Pitkd matematiikka jittdd lukujonon médrittelyssd paittyméttomat ja
paittyvit lukujonot pois. Kirjat etenevit melko sujuvasti peruskdsitteistd méadritel-
miin. Héiritsevidksi nousee médritelmien esittiminen siten, ettd madritelmén alku ja
loppu on erotettu toisistaan selventivilld esimerkilld keskelld médritelmaa [5, s. 85].
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Lukujonon merkinndissd on eroja kirjosarjojen vililld. Kirjoissa Matematiikan
taito ja Pitkd matematiikka merkintétavat vaihtelevat myos yksittdisen kirjan sisilla.
Tami korostuu etenkin kirjojen esimerkeissi ja harjoitustehtivissd. Kirjassa Pyra-
midi kédytetddn samaa sovittua merkintdd lukujonoille koko aihealueella. Padsiin-
toisesti lukujonosta kiytetddn lyhyttd merkintidd (a,) kaikissa kirjoissa. Vaihtelevia
merkint6ji ei ole korjattu tdhin tutkimukseen, vaan on tarkoituksella kiytetty kirjo-
jen muotoilua.

Yksikéédn lukion kirjoista ei huomioi lukujonojen ja joukkojen eroa, vaikka ky-
seessd on merkittdvd eroavaisuus. Kurssin Analyysi 1 materiaalissa tdimi on tuotu
huomautuksena selkeisti esille. Lukiokirjoissa kédytetdaan termid indeksijoukko. Ta-
mi voi aiheuttaa lukujonojen sekoittumisen joukkoihin. Oppikirjoissa tulisi korostaa
lukujonojen ja joukkojen eroa selkeisti.

4.2 Lukujonon raja-arvo, suppeneminen ja hajaantuminen

Tiassd kappaleessa tarkastellaan lukujonon raja-arvon esittdmisti, e-tekniikan hyo-
dyntamistd sekd lukujonon suppenemista ja hajaantumista. Matemaattisesti tarkas-
tellaan kysymysté, miten lukujono (x,) kdyttdytyy, kun n saa yhi suurempia arvo-
ja. Lukion oppikirjoissa lukujonon raja-arvo kuuluu opetussuunnitelman mukaisesti
kurssin 13 sisédltoon. Poikkeuksen tdhén tekee Matematiikan taito.

4.2.1 Matematiikan taito

Kirjassa Matematiikan taito 9 mééritelldin muista kirjoista poiketen lukujonon raja-
arvo [3, s. 115].

Miiritelmi 4.5. Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos sen termit a, saa-
daan mielivaltaisen ldhelle lukua a, kun n valitaan riittdvian suureksi. Talloin merki-
tdan

lima, =a tai a, — a, kunn — oo.

n—0oo

Jos lukujono ei suppene, niin se hajaantuu.

Matematiikan taito korostaa, ettd mikéli raja-arvo on olemassa, se on yksikdsit-
teinen. Siis lukujonolla voi olla vain yksi raja-arvo.

Kirjan Matematiikan taito 9 alkupaloina kisitelladn funktiota f, joka on mii-
ritelty joukossa R;. Jos funktion raja-arvo lim,_, f(x) = a, niin f(x) saadaan
mielivaltaisen ldhelle a:ta, kun valitaan x mielivaltaisen suureksi positiiviseksi ko-
konaisluvuksi eli kun mennédén ddrettoméan. Merkitsemilld a,, = f(n) saadaan siis
lukujonon raja-arvon miidritelmé palautetuksi funktion f epédolennaisen raja-arvon
miiritelmiin ddrettomissid. Tami on esitetty miéritelménd kirjassa Matematiikan
taito 13 seuraavasti [2, s. 81].

Mairitelmé 4.6. Lukujono (a,) = (ai,az,as,...) suppenee kohti raja-arvoa a, jos
seuraavat toimenpiteet voidaan aina tehda.

1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku &.
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2. Valitaan sellainen positiivinen kokonaisluku ng, etti kaikki ne termit a,,, joiden
indeksi toteuttaa epdyhtdlon n > no, toteuttavat myos epéayhtilon |a, —al < €.
Toisin sanoen

n>ny=la,—al <e.

Esimerkki 4.2. Osoita, ettd lukujonolle a, = 25 on lim a, = 1.
n—oo

Todistus. Olkoon & > 0. Meidédn on nyt ndytettdavi, ettd 10ytyy sellainen positiivinen
kokonaisluku ng, jolle

n
nZno:'——1’<8.
n+1
Tastd saadaan
n n+1
- < e,
n+l n+1

miki sievenee muotoon
-1

n+1

<éE.

Koska riittii, ettd tarkastellaan suuria n:n arvoja ja n on positiivinen, saadaan epiyh-
tdl0 muotoon

1
<e,
n+1
eli |
n>-—-1,
£

mutta nyt ei voida valita ny = é — 1, silléd ng:n tdytyy olla kokonaisluku. Kayttimalld
kattofunktiota [z] = pienin kokonaisluku, joka on suurempi tai yhtdsuuri kuin z,
voidaan valita esimerkiksi .
=]l]
e

Kirjassa Matematiikan taito 13 késitellddn seuraavaksi rajoitettuja ja monoto-
nisia lukujonoja. Téssd tutkielmassa tarkastellaan kuitenkin seuraavaksi lukujonon
hajaantumista [2, s. 87].

O

Miiritelmé 4.7. Lukujonolla (a,) on epdolennainen raja-arvo ddreton, jos seuraa-
vat toimenpiteet voidaan aina tehda.

1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku m.

2. Valitaan sellainen positiivinen kokonaisluku n, etti kaikki ne termit a,,, joiden
indeksi toteuttaa epdyhtdlon n > ng, toteuttavat myos epdyhtilon a, > m.
Toisin sanoen

n=nyg= a, > m.

Talloin merkitddn, ettd

lim a, = co.

n—oo
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Miiritelmé 4.8. Lukujonolla (a,) on epdolennainen raja-arvo miinus ddreton, jos
seuraavat toimenpiteet voidaan aina tehda.

1. Valitaan mielivaltainen negatiiviluku m.

2. Valitaan sellainen positiivinen kokonaisluku ng, etti kaikki ne termit a,,, joiden
indeksi toteuttaa epdyhtdlon n > ng, toteuttavat myos epdyhtidlon a, < m.
Toisin sanoen

n>nyg= a, <m.

Talloin merkitddn, ettd

lim a, = —oo.

n—o0
Esimerkki 4.3. Osoita médritelmin 4.6 perusteella, ettd lukujono
(ap) = (1,-1,1,-1,...)
hajaantuu.
Todistus. Kuten kirjassa sanotaan, on hajaantuminen niin selvé, ettei sitd perustel-

taisi, ellei médritelmén mukaista perustelua nimenomaan vaadittaisi. Tehddédn vas-

taoletus, etti kyseinen lukujono suppenee. Olkoon sen raja-arvo a. Valitaan & = 1.

2
On olemassa sellainen ny, ettid
1
n>ny=la, —a <§.
Jos n on téllainen pariton luku, niin (a,) = 1. Jos n on parillinen, niin (a,) = —1.
Ndin ollen toisaalta
|1 | < ! li ! <a< >
—al<= eli —<a< -,
2 2 2
mutta toisaalta | |
-l-al<=- ei -=-<a<-z
| | 2 2 2
mika sisdltda ristiriidan. O

4.2.2 Pyramidi

Kirjassa Pyramidi 13 ldhdetédén liikkeelle paattymittomistéd lukujonoista, joiden ter-
mit (a,) ldhestyvit jotain reaalilukua a, kun indeksi n kasvaa rajatta. Tama esitetdan
mairitelméini seuraavassa [8, s. 56].

Miiritelmé 4.9. Paittymittomin lukujonon (ay,as,as,. . .) termit ldhestyvit lukua
a € R, kun jokaista mielivaltaista positiivista lukua & kohti 16ytyy sellainen indeksin
arvo N, ettd kaikilla n > N lukujonon termin a, poikkeama luvusta a on pienempi
kuin timé mielivaltainen positiivinen luku ¢ eli

la, —a|l < e, kunn > N.
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Tilloin lukua a sanotaan lukujonon (a,) raja-arvoksi ja merkitddn

lim a, = a.

n—oo
Kun lukujonolla on raja-arvo, sanotaan, ettd lukujono suppenee. Jos lukujono ei sup-
pene, se hajaantuu.

Pyramidi méiirittelee lukujonon raja-arvon myds seuraavasti, ilman e-tekniikkaa
[8,s. 57].

Miiritelmé 4.10. Piittyméttomén lukujonon (ay,as,as,. . .) termit ldhestyvit lu-
kua a € R, kun luvun q sisdltimén avoimen vilin, a:n ympdriston, ulkopuolelle jaa
vain ddrellisen monta lukujonon jidsentd valittiinpa vili miten tahansa. Télloin tatd
lukua a sanotaan lukujonon (a,) raja-arvoksi ja merkitdéan lim, . a, = a.

Kasvaville ja hajaantuville lukujonoille kirjassa Pyramidi 13 maééritellddn seu-
raavasti [8, s. 62].

Miiritelmé 4.11. Olkoon lukujono (a,) kasvava. Jos se saa mielivaltaisen suu-
ria arvoja, niin sanotaan, ettd lukujono hajaantuu kohti ddretontd. Téata merkitdin
lim a, = .

n—0o00

Tarkastellaan vielid kirjan esimerkkeja.
Esimerkki 4.4. Osoita, ettd lukujono (0,1,0,1,0,1,...) hajaantuu.

Todistus. Olkoon a € R mielivaltainen. Tutkitaan, voiko a olla kyseisen lukujonon
(0,1,0,1,...) raja-arvo. Avoimen vélin U = Ja — 0,1, a + 0,1[ pituus on 0, 2. Jos se-
ki 0 € U ettd 1 € U, niin avoimen vilin U pituuden tdytyisi olla suurempi kuin
|0 — 1| = 1. Kuitenkin U:n pituus on vain 0,2, joten joko nollat tai ykkoset jadvit
lukujonosta U:n ulkopuolelle. Siis ddrettomédn monta lukujonon termid jad U:n ul-
kopuolelle. Siis mikéén reaaliluku a ei voi olla lukujonon raja-arvo, joten lukujono
hajaantuu. O

Esimerkki 4.5. Olkoon a, = 25, n € N. Tiedetén, ettd lim, a, = 1, joten
lukujono (a,) suppenee. Kuinka monennesta termistd alkaen lukujonon a, termit
poikkeavat lukujonon raja-arvosta vihemmaén kuin 0,017

Termin a, ja raja-arvon 1 poikkeama on

n

ol
n+3
Saadaan epiyhtdlo
" 1' <0.01,
n+3
miki sievenee muotoon
—~ | <0,01.
n+3
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Poistamalla itseisarvot saadaan

3 < 0,01,
n
jolloin

3<0,01-(n+3).

Nyt voidaan ratkaista n eli
n > 297.

Eli tehtdvén vastaus on termistd 299 alkaen (huomaa, ettd n € N).

4.2.3 Pitkid matematiikka

Kirjassa Pitkd matematiikka 13 lukujonon raja-arvon miiritelmiin johdatellaan ly-
hyiden esimerkkien kautta, kuten kysymykselld miti lukua lukujonon a,, = % jasenet
laheneviit, kun n kasvaa. Tarkemmin raja-arvo mééritelldédn seuraavasti [6, s. 137].

Miaéritelmé 4.12. Lukujonolla (a,) on raja-arvo a, jos arvon n kasvaessa lukujo-
non jisenet ldhestyvit lukua a. Lihestymisen tulee olla sellaista, ettd kun » on tar-
peeksi suuri, lukujonon jdsenet ovat niin ldhelld lukua a kuin suinkin halutaan. Jos
lukujonolla (a,) on raja-arvo a, merkitddn

lim a, = a

n—oo

tai
a, — a, kun n — oo.

Mairitelmé 4.13. Jos lukujonolla on raja-arvo, sanotaan, ettd lukujono suppenee.
Jos lukujonolla ei ole raja-arvoa, jono hajaantuu [6, s. 138].

Kirjan Pitkd matematiikka 13 esimerkeissd hyodynnetdédn erityisesti seuraavaa
aputulosta [6, s. 138]. Olkoon lukujono

1
(an) = n_p

Jos p on positiivinen kokonaisluku, niin lim — =0.
n—oo P

Esimerkki 4.6. Osoita, ettd lim SR 0.

n—oo n

Todistus. Lukujono suppenee kohti nollaa, jos ja vain jos jdsenten itseisarvojen jo-
no suppenee kohti nollaa. Kaikilla muuttujan arvoilla on |sin x| < 1. Siis kaikilla
arvoilla n on

sinn| |sinn| 1
0<|—|= < —.
n n n
.1 . 1 .. .. sinn
Koska lim — = 0, niin myds lim = 0. Siis lim =0. O
n—oo n n—oo n n—oo n
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4.2.4 Analyysil

Analyysi 1 etenee heti lukujonon miiritelmén jidlkeen lukujonon raja-arvoon. Seu-
raavassa oleellisimmat lauseet, miiritelmét ja huomautukset [7, s. 24].

Miiritelmé 4.14. Lukujonolla (x,) on raja-arvo x € R, jos jokaista lukua & > 0
kohti on olemassa sellainen luku n, € Z,, ettid

|x, — x| <&

aina, kun n > n.. Tdlloin sanotaan, ettd lukujono (x,) suppenee kohti reaalilukua x,
ja merkitdin
lim x, = x.

n—oo

Jos lukujono (x,) ei suppene kohti mitdidn reaalilukua x, sanotaan, ettd jono (x;)
hajaantuu.

Huomautus. Vaihtoehtoinen merkintidtapa lukujonon suppenemiselle on esimerkik-
si

X, — x, kunn — oo
ja
lim x,, = x, kun on selvii, ettd n — oo.

Huomautus. Lukujonon raja-arvon miéritelmé voidaan ilmoittaa myds muodossa

limx,=x©Ve>0:dn, € Z, : |x, — x| < € aina, kun n > n,.

n—0o0

Huomautus. Lukujonolla (x,) on raja-arvo x tdsmaélleen silloin, kun jostakin indek-
sin n arvosta n, ldhtien kaikki jonon termit x, kuuluvat raja-arvon x ympéristoon
U.(x) eli siis vilille ]x — &,x + g[. Télloin lukujonon raja-arvo voidaan ilmoittaa
muodossa

Iimx,=x©Ve>0:3dn, € Z, : x, € Ug(x) aina, kun n > ng.

n—oo

Esimerkki 4.7. Olkoon x,, = a (a € R) kaikilla n € Z,. Osoita, ettid

lim x, = a.

n—oo

Todistus. Valitaan ensin mielivaltainen £ > 0. Talloin
|x,—al=|la—a]l =0<¢g& kaikillan € Z,.

Siis lukujonon raja-arvon médritelmén 4.14 nojalla lim x, = a. |

n—oo

Lause 4.1. Suppenevan lukujonon (x,) raja-arvo on yksikdsitteinen [7, s. 28].
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Todistus. Tehdiin vastaoletus, ettd lukujonolla (x,) on raja-arvot x ja y siten, ettd
x # y. Télloin lukujonon raja-arvon mééritelmén nojalla

1
dny e Z, - |xn—x|<§|x—y| Yn > ny,

1
Ay, eZ,: |x,—yl < Elx—yl Vn > ny.
Olkoon nyt n > max{n,n,}. Tdlloin kolmioepiyhtélostd saadaan

lx =yl = 1(x = xp) + (xn = y)I
< x = xal + [x, =yl
<Slx=yl+alx—yl
2 2
= lx —yl,
missd on ristiriita. O

Kurssin Analyysi 1 materiaalissa todetaan, ettd suppenevan lukujonon jokainen
osajono suppenee kohti samaa raja-arvoa kuin alkuperdinen lukujono, miki esitetdin
seuraavassa lauseessa [7, s. 28].

Lause 4.2. Jos lim x, = x ja (x,, ) on lukujonon (x,) osajono, niin
n—>o0o0

lim x,, = x.
k—o0

Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [7, s. 28]. O

Lauseen 4.2 seurauksena saadaan tulos, jota voidaan kéyttdd lukujonon hajaan-
tumisen osoittamiseen.

Seuraus 4.3. Jos lukujonolla (x,) on kaksi osajonoa, jotka suppenevat kohti eri

raja-arvoa (tai osajono, joka hajaantuu), niin (x,) hajaantuu.

Esimerkki 4.8. Olkoon lukujono (x,)
= (D' (neZ,).

n+1

Osoita lukujonon suppeneminen tai hajaantuminen.

Todistus. Tarkastellaan tdimin lukujonon (x,) kahta osajonoa. Olkoon k € Z,. Tél-
16in

2k
xzk:2k+1—>1, kun k — oo, ja
2k -1
Xok—1 = —T - —1, kun k — .
Raja-arvojen tdsmillinen perustelu on jétetty harjoitustehtiviksi. O
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4.2.5 Raja-arvon Kkisittelyn vertailua

Kisiteltdaessd lukujonon raja-arvoa siirrytddn lukion kirjasarjoissa syventivien, va-
paaehtoisten kurssien puolelle, kurssiin 13. Poikkeuksen tédssi tekee Matematiikan
taito, missd lukujonon raja-arvo miiritelldin ensimmadisen kerran jo kirjassa 9. On
havaittavissa matemaattisen esittimisen tarkentuminen mééritelmissd verrattaessa
syventédvien kurssien sisiltod peruskursseihin. Valituista esimerkeistd voidaan ndhdi
selkedd yhteneviisyyttd lukion haastavampien tehtédvien ja kurssin Analyysi 1 tehti-
vien vililld. Raja-arvon kisite on esitetty kaikissa kurssien 13 kirjoissa. Kirjasarjo-
jen vilisiksi eroiksi nouseekin erityisesti raja-arvon tarkka maéirittely e-tekniikalla
ja sen kdyttd. Tamé e-tekniikka aiheuttaa monelle haasteita vield yliopistomatema-
titkassa.

Tutkittavana olevista kirjasarjoista Matematiikan taito médrittdd raja-arvon eri-
tyisesti e-tekniikkaa kdyttden. Lukijalle e-tekniikkaa on koetettu avata hyddyntden
kuvaajia, eiki askel yliopistomatematiikkaan pitiisi olla siltd osin kovin suuri. My0s
e-tekniikan kdytostid on esitetty esimerkkejd. Valitettavasti kirjassa Matematiikan
taito 13 lukujonon hajaantumista kisittelevéssid kappaleessa ei itse termi hajaantu-
minen ole péddssyt mukaan mééritelméin, vaan on jddnyt muun tekstin joukkoon
maiiritelmin ulkopuolelle [2, s. 87].

Kirjassa Pyramidi 13 raja-arvon mdiiritelmi e-tekniikkaa hyodyntden jad ly-
hyemmaiksi kuin Matematiikan taidossa, kuten mééritelméstd 4.9 voidaan havaita.
Kirjan esimerkeissid e-tekniikan kdyttoon ei kuitenkaan tarjota yhtddn esimerkkii,
vaan kuten esimerkissi 4.4 hyodynnetidin kirjan antamaa toista, ilman e-tekniikkaa
olevaa, lukujonojen raja-arvon médritelméd 4.10. Tamai heikentdd kirjan kayttod it-
sendiseen opiskeluun. Myos kirjan harjoitustehtdvit on suunniteltu laskettaviksi il-
man &-tekniikan kayttod.

Pitkd matematiikka ei médrittele raja-arvoa e-tekniikkaa kdyttiden ollenkaan. On
muistettava, ettd lukion opetussuunnitelma ei sitd vaadi. Kirjassa Pitkd matematiik-
ka pyritdéin lyhyeen ja ehkd turhankin ytimekkddseen esitykseen erityisesti miéritel-
missd. Yllittavan monessa esimerkissé ja harjoitustehtdavissd hyodynnetdidn yksino-
maan esitettyd aputulosta lim,,—, o nlp =0.

Kirjassa Matematiikan taito 9 tuodaan esille suppenevan lukujonon raja-arvon
yksikésitteisyys. Muissa lukiokirjoissa titd ei ole lukujonojen yhteydessid ldhdetty
kisittelemiin. Yksikasitteisyys on kuitenkin lukiossa kdytetty ja tiedossa oleva asia.
Lukujonojen osajonot ja niiden raja-arvot, suppeneminen ja hajaantuminen on myos
jatetty lukiokurssien ulkopuolelle, vaikka kyseesséd olisi melko pieni lisdys sisil-
toon. Seurauksen 4.3, lukujonon kahden osajonon suppeneminen eri raja-arvoihin,
soveltamiseen sopivia harjoitustehtidvid on lukion kurssikirjoissa. Osajonojen ja seu-
rauksen 4.3 lisddminen lukion matematiikan sisdlt6on olisi luontevaa ja suhteellisen
yksinkertaista.

Kurssin Analyysi 1 todistuksissa tulee esille kolmioepédyhtdlon kiyttd. Kysei-
nen tekniikka on yliopistomatematiikassa paljolti kéytetty. Lukiossa kolmioepéayh-
talo esitetddn liian suppeasti ja pintapuolisesti pohjustamaan yliopisto-opiskelua.
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4.3 Rajoitetut ja monotoniset lukujonot

Tiassd kappaleessa tarkastellaan rajoitettuja ja monotonisia lukujonoja.

4.3.1 Matematiikan taito

Matematiikan taito méidrittelee rajoitetut ja monotoniset jonot kurssin 9 kirjassa ja
tarjoaa niille kertauksen kirjassa 13. Kuten aiemmin, alkuun tarjotaan alkupala, jolla
tulevaa méidritelméé pyritddn avaamaan lukijalle [3, s. 86].

Esimerkki 4.9. Lukujonolle
n+1

a, =
n

on voimassa kaikilla arvoilla n

n+1 1
anp = =1+ -.
n n

Koska termi % on aina positiivinen, niin jokainen termi toteuttaa ehdon a, > 1. Siksi

sanotaan, ettd lukujono (a,) on alhaalta rajoitettu. Jonon erds alaraja on m = 1.
Alarajaksi voidaan valita miki tahansa luku, joka on < 1.
Koska termin % suurin arvoon 1 (kunn = 1), niin g, < 1+1 = 2. Siksi sanotaan,
ettd lukujono (a,) on ylhddiltd rajoitettu. Jonon eris yldraja on M = 2. Yldrajaksi
voidaan valita miké tahansa luku, joka on > 2.

Koska (a,) on alhaalta ja ylhéalti rajoitettu, 1 < a, < 2, sanotaan, ettd (a,) on

rajoitettu.
Rajoitetun lukujonon médritelmd Matematiikan taidossa on seuraava [3, s. 86].
Miiritelmé 4.15. Lukujono (a,) on

— ylhdadltd rajoitettu, jos on olemassa sellainen luku M, etté kaikilla arvoilla n
ona, <M,

— alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen luku m, ettd kaikilla arvoilla n
ona, = m,

— rajoitettu, jos se on sekd ylhailtd ettd alhaalta rajoitettu.
Jonon yldraja on M ja sen alaraja on m.

Matematiikan taito 13 on sisdllyttanyt seuraavan mairitelmén harjoitustehtdaviin
142b [2, s. 90].

Esimerkki 4.10. Todista, ettid lukujono (a,) on rajoitettu, jos ja vain jos (|a,|) on
rajoitettu.
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Todistus. Kirjassa annetaan todistus vain toiseen suuntaan. Jos jono (|a,|) on rajoi-
tettu, niin on olemassa sellainen M, ettd kaikilla arvoilla n on |a,| < M. Talloin
-M < a, < M, joten jono (a,) on rajoitettu. Todistetaan toinenkin suunta. Jos jo-
no (a,) on rajoitettu, niin on olemassa sellainen ylédraja M’, ettd kaikilla arvoilla n
on a, < M’, ja sellainen alaraja m’, ettid kaikilla arvoilla n on a, > m’. Tilloin

la,| < M, kun M = max{|M’|,|m’|}, joten jono (|a,|) on rajoitettu. O

Huomautus. Suppeneva lukujono on rajoitettu, mutta rajoitettu lukujono ei ole aina
suppeneva.

Tamin huomautuksen todistuksen Matematiikan taito esittdd kahdessa osassa.
Rajoitettu, mutta hajaantuva lukujono on tarkasteltu jo esimerkissé 4.3. Kirjan har-
joitustehtdvissd 145 todistetaan suppenevan lukujonon rajoittuneisuus [2, s. 90].

Esimerkki 4.11. Todista, ettd suppeneva lukujono (a,) on rajoitettu.

Todistus. Todistus on annettu kirjan harjoitustehtidvien ratkaisuissa [2, s. 176]. Ol-
koon lim,_,« a, = a. Valitaan raja-arvon mééritelméssd € = 1. Erdistd indeksin n
arvosta ng alkaen on

la, —al < 1.

Kolmioepidyhtdlon perusteella
lan| = la + (an — a)|
< lal +lay — a
<lal+1 Yn > ng.

Niin ollen kaikilla indeksin » arvoilla

lan| < max{lail,lazl,....|an-1],lal + 1}.

O

Lukujonojen monotonisuus madritellddn kirjassa Matematiikan taito 9 seuraa-
vasti [3, s. 87].

Miiritelmé 4.16. Lukujono (a,) on

- aidosti kasvava, jos kaikilla arvoilla n on a, < a1,

aidosti vihenevd, jos kaikilla arvoilla n on a,, > a,+1,

kasvava, jos kaikilla arvoilla n on a, < a,41,

vihenevd, jos kaikilla arvoilla n on a, > a,41.

Lukujono on monotoninen, jos se on joko kasvava tai vihenevd, ja aidosti monoto-
ninen, jos se on joko aidosti kasvava tai aidosti viheneva.

Kirja Matematiikan taito 9 esittdd monotonisille jonoille seuraavan tirkedn omi-
naisuuden suppenevaisuudesta [3, s. 120].

Lause 4.4. Jos lukujono on kasvava ja ylhddltd rajoitettu, niin se suppenee. Jos
lukujono on vihenevd ja alhaalta rajoitettu, niin se suppenee.

Todistus. Lauseelle ei esitetd todistusta, joten se sivuutetaan. O
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4.3.2 Pyramidi

Pyramidi kisittelee rajoitetut ja monotoniset lukujonot kirjassa 9. Kirjassa 13 niihin
ei endd palata. Aluksi lukijalle esitetddn padttyvistd lukujonosta (ap,az,as,. .. ,a,)
seuraavia ominaisuuksia [4, s. 104].

Péittyvin lukujonon ensimméinen termi on a; ja viimeinen termi a,. Termeja
on n kappaletta.

Padttyvilld lukujonolla on aina pienin arvo m ja suurin arvo M.

Péittyvi lukujono on rajoitettu eli sen jdsenet sisiltyvit johonkin suljettuun
viliin [a, b]. Viliksi voidaan valita [m, M.

Paittyvin lukujonon termit voidaan laskea yhteen, jolloin saadaan summa

n

Zai:a1+a2+a3+...+an.
i=1

Vastaavasti esitetddn paittyméttomasti lukujonosta (ay,az,as,. ..) ominaisuuk-
sia [4, s. 105].

— Padttymittomédn lukujonon ensimmiinen termi on a; ja viimeistd termié ei
ole.

— Paittymiton lukujono voi olla rajoitettu tai rajoittamaton.

— Vaikka péadttymiton lukujono olisi rajoitettu, silld ei vélttimétti ole pienintid
tai suurinta arvoa.

— Paittyméttomén lukujonon termien summaa ei voida laskea, koska yhteenlas-
ku ei koskaan paittyisi.

Nédmai lukujonon ominaisuudet esitetidin seuraavassa madritelmaissa [4, s. 105].

Miiritelmé 4.17. Lukujono on ylhddltdi rajoitettu, kun on olemassa sellainen lu-
ku T € R, ettd jokainen lukujonon jdsen on korkeintaan 7. Lukujono on alhaalta
rajoitettu, kun on olemassa sellainen luku € R, ettd jokainen lukujonon jdsen on
vihintdédn 7. Lukujono on rajoitettu, kun se on alhaalta ja ylhdilta rajoitettu. Talloin
lukujonon jisenet sisiltyvit esimerkiksi suljettuun véliin [z,T].

Kirjassa Pyramidi 9 tarkennetaan lukujonon médritelmié kahdella huomautuk-
sella.

Huomautus. Piittyméton lukujono (ay,az,as,. . .) voidaan ymmartaa funktioksi f,
jonka muuttuja on lukujonon indeksi » ja arvo

f(n) = dap.
Yleensin € N=1{0,1,2,3,...}taine Z, =1{1,2,3,...}.
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Huomautus. Myos péittyvi lukujono (ay,as,as,. . .,ax) voidaan ymmartdd funk-
tioksi f(n) = a,, n=1,2,3,... k.

Kirjassa Pyramidi 9 mééritellddn monotoninen lukujono seuraavasti [4, s. 107].
Miiritelma 4.18. Paidttyméton lukujono (a,), n = 1,2,3,..., 0on

aidosti kasvava, kun a, < a,+1 kaikillan =1,2,3,.. .,

kasvava, kun a, < a,+; kaikillan =1,2,3,...,

aidosti vihenevd, kun a, > a,4+1 kaikillan =1,2,3,...,

vihenevd, kun a, > a,,+1 kaikillan = 1,2,3,.. ..

Lukujono on (aidosti) monotoninen, kun se on (aidosti) kasvava tai (aidosti) vihe-
neva.

Tarkastellaan Pyramidin esimerkkid monotonisista funktioista [4, s. 110].

Esimerkki 4.12. Osoita, ettd lukujono (a,), kun

an = —» n=3,4,5,...,
n!

on aidosti viheneva.

Todistus. Lukujono on positiiviterminen, joten riittdd osoittaa, ettid

an > dne1 eli 2L <1 kaikillan = 3,4,5,.. ..
an

Sijoittamalla saadaan

dnsl 3n+1 . X _ 3

a, (m+D! nl o+l

Nyt

3

<1 kaikillan = 3,4,5,....
n+1

4.3.3 Pitkd matematiikka

Kirjasarjan Pitkd matematiikka rajoitettujen ja monotonisten lukujonojen kisittely
on hajautettu kirjoithin 9 ja 13. Lukujonojen rajoittuneisuus késitelldén kirjan Pitka
matematiikka 13 laskuharjoitustehtidvéssd 262 [6, s. 149].

Esimerkki 4.13. Lukujono on rajoitettu, jos se on sekd yldpuolelta ettd alapuolelta
rajoitettu eli jos on olemassa sellaiset luvut M ja m, ettd a, < M kaikilla n (yla-
puolelta rajoitettu) ja a, > m kaikilla n (alapuolelta rajoitettu). Pitdvitko seuraavat
viitteet paikkaansa? Perustele todeksi tai osoita vastaesimerkilld vairiksi.
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(a) Jos jono (a,) on rajoitettu, se suppenee.
(b) Jos jono (a,) suppenee, se on rajoitettu.
(c) Jos jono (a,) ei ole rajoitettu, se hajaantuu.
Tarkastellaan esimerkin ratkaisua [6, s. 235].

(a) Ei pidd paikkaansa. Esimerkiksi jono a, = (—1)" on rajoitettu jono, joka ei
suppene.

(b) Pitdd paikkaansa. Jos lim,_,« a, = a, niin on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku ny, ettd |a, —a| <1, kunn > njelia—-1 < a, < a+ 1, kun

n>n1. Yldrajaksi M kelpaa miki tahansa luku, joka on suurempi kuin dérellisen

lukujoukon a+1,ay,az,. . .,a,,—1 suurin luku. Alarajaksi m kelpaa miki tahansa
luku, joka on pienempi kuin &dérellisen lukujoukon a — 1,ay,as,. . .,a,,—1 pienin
luku.

(c) Pitdd paikkaansa. Jos jono suppenisi, niin b-kohdan nojalla se olisi rajoitettu.

Lukujonojen aidolle monotonisuudelle on kirjassa Pitkd matematiikka 9 seuraa-
va médritelma [5, s. 89].

Mairitelmé 4.19. Lukujono (a,) on aidosti kasvava, jos jonon seuraava jdsen on
aina edellistd suurempi eli
ag<amp<ayz<....

Lukujono (a,) on aidosti vihenevd, jos jonon seuraava jasen on aina edellistd pie-
nempi eli
ay>ay)>az>....

Jos jono on aidosti kasvava tai aidosti vihenevd, se on aidosti monotoninen.

Mairitelmaéstd on 10ydettidvissa viittaus sivun alareunaan, jossa on seuraava lisi-
huomautus [5, s. 89].

Huomautus. Lukujono (a,) on kasvava, jos a; < a» < a3z < ..., ja lukujono
on vdhenevd, jos a; > a; > a3 > .... Jos jono on kasvava tai vihenevid, se on
monotoninen.

4.3.4 Analyysil

Kurssin Analyysi 1 materiaalissa kisitelldén rajoitettua lukujonoa seuraavin lausein,
miiritelmin ja huomautuksin [7, s. 29-31].

Mairitelmé 4.20. Jos joukko {x,} on rajoitettu, sanotaan, etti myos vastaava lu-
kujono (x,) on rajoitettu. Edelleen, jos {x,} on ylhddltd rajoitettu, niin jono (x,)
on ylhddiltd rajoitettu, ja jos {x,} on alhaalta rajoitettu, niin jono (x,) on alhaalta
rajoitettu.
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Huomautus. Lukujono (x,) on
— ylhéilta rajoitettu, jos AM e R:Vne Zy: x, < M,
— alhaalta rajoitettu, jos Am € R: Vn € Z,: x,, > m,
— rajoitettu, jos AM e R:Vn € Z,: |x,| < M.

Lause 4.5. Jos lim x, = x, niin lukujono (x,) on rajoitettu.

X—00
Todistus. Jos lim,_, X, = x, niin lukujonon raja-arvon médritelmin nojalla on ole-

massa sellainen ny € Z,, ettd |x,, — x| < 1 kaikilla n > ny. Talloin

[xn] = |x + (x, — x)|

< |x| + [xp — x|

< |x|+1 Vn > ny.
Merkitddn
M = max{|xi|,[x2[,...,[xn |, [x] + 1}.
Talloin |x,| < M kaikillan € Z,, joten lukujono (x,,) on rajoitettu. O

Huomautus. Lause 4.5 ei ole kddntden voimassa. Tdma voidaan ndhda esimerkis-
td 4.8.

Lause 4.6. Olkoon lim x, = x.

X—00

—Josdng e Z,:V¥n > ng: x, < M, niin x < M.
— Josdng € Z,:Vn > ng: x, > m, niin x > m.
Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [7, s. 30]. O

Huomautus. Vaikka lim,_ x, = x ja x, < M kaikilla n € Z,, niin silti saattaa
olla x = M. Vastaavasti, vaikka lim,_, x,, = x ja x,, > m kaikilla n € Z,, niin silti
saattaa olla x = m.

Lause 4.7. Jos lim x, = x # 0, niin on olemassa sellainen ng € 7, ettd

X—00

[xp| > 7

kaikilla n > ny.

Todistus. Jos lim,_,« x,, = x ja x # 0, niin lukujonon raja-arvon méiiritelmén nojal-
la on olemassa sellainen ng € Z., ettd

34



Talloin

x| = lxn = (xn — X)|

joten

O

Lause 4.8. Jos lim,_,., x,, = x > 0, niin on olemassa sellainen ny € Z,, etti x,, > 0
kaikilla n > ny.

Todistus. Lauseen todistus on jitetty harjoitustehtdviksi ja sivuutetaan. O

Kurssin Analyysi 1 materiaalissa késitelldén seuraavaksi lukujonojen laskuséén-
t0jd, joiden jidlkeen kisitelldin monotoniset lukujonot [7, s. 41]. Materiaalissa tode-
taan, ettd seuraavan tyyppisid lukujonoja x1, x2, X3, . . . sanotaan monotonisiksi:

kasvava lukujono, jolle x; < xp < x3 < ...,

vdhenevd lukujono, jolle x; > x» > x3 > ...,

aidosti kasvava lukujono, jolle x; < xp < x3 < ...,

aidosti vithenevd lukujono, jolle x; > xp > x3 > .. ..

Huomautus. Koska x, < x,4+1 © x,+1 — x, > 0, niin lukujonon kasvavuus voi-

daan usein osoittaa tutkimalla kahden perédkkéisen termin erotusta. Myods osaméérda
voidaan tutkia. Jos esimerkiksi termit ovat positiivisia, niin

X
n+l > 1.

Xn

Xn S Xpt1 ©

Seuraavaa lausetta voidaan pitdd kurssin Analyysi 1 monotonisten jonojen pe-
ruslauseena [7, s. 41].

Lause 4.9. Jos lukujono (x,) on kasvava ja ylhddltd rajoitettu, niin jono (x,) sup-
penee.

Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [7, s. 41]. O

Lause 4.10. Jos lukujono (x,) on vihenevdi ja alhaalta rajoitettu, niin jono (x,)
suppenee.

Todistus. Todistus jatetty harjoitustehtdviksi ja sivuutetaan. O
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Esimerkki 4.14. Olkoon |
xp=1—— (neZy).
n

Osoita, ettd lukujono (x,) suppenee.
Todistus. Osoitetaan taméa kahdessa vaiheessa

1. Lukujono (x,) on kasvava, silld

1 1
e )

1 1
n o n+1

1
=—>0
nn+1)

kaikillan € Z,.
2. Lukujono (x,) on ylhéilti rajoitettu, silld 1 — % < 1 kaikillan € Z,.

Kohdista 1 ja 2 seuraa monotonisten jonojen peruslauseen 4.9 nojalla, ettd lukujono
(x,) suppenee. O

Kurssilla Analyysi 1 esitetdédn myos seuraava Bolzano-Weierstassin lause luku-
jonoille [7, s. 52].

Lause 4.11. Rajoitetulla lukujonolla on suppeneva osajono.
Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [7, s. 52]. O

Kurssin Analyysi 1 rajoitettujen ja monotonisten lukujonojen sisidltéon kuuluu
myo6s eksponenttifunktion e* raja-arvon lause, ks. [7, s. 45] ja useampia aiheeseen
kuuluvia huomautuksia. Niitid ei kuitenkaan ole otettu mukaan tdhén tutkielmaan,
koska ne menevit selvisti yli lukiotason ja siten timén tutkielman aihealueen ulko-
puolelle.

4.3.5 Rajoitettujen ja monotonisten lukujonojen vertailua

Matematiikan taito ja Pyramidi késittelevét rajoitetut ja monotoniset lukujonot kir-
jassa 9. Ei ehkd ole endd yllattivad havaita, ettd teoreettisimman ja kattavimman
kokoonpanon muodostaa Matematiikan taito 9. Samalla sen sisdltd on kuitenkin
kaikkein hajanaisin ja kaipaisi selkedmpii jirjestystd. Pyramidi etenee aiheen la-
pi selkeisti ja johdonmukaisesti. Matematiikan taito 13 sisdltdd eniten kertausta ja
viittauksia kirjaan 9 rajoitetuista ja monotonisista lukujonoista.

Kirjasarjan Matematiikan taito matematiikan laajuus korostuu suppenevan lu-
kujonon rajoittuneisuuden todistuksessa esimerkissd 4.11. Todistuksessa on kdytet-
ty seki e-tekniikkaa ettd kolmioepédyhtilod, joita kumpaakaan ei lukiossa yleensi
kisitellda. Todistus on vastaava kuin kurssin Analyysi 1 lauseen 4.5 todistus, mutta
kirjassa Matematiikan taito on tilanpuutteen takia vastausta lyhennetty, mika tekee
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vastauksesta vaikeaselkoisen. Tdhén tutkielmaan on kirjan Matematiikan taito todis-
tuksesta puuttuvat kohdat lisétty.

Pitkd matematiikka ei juuri kisittele rajoitettuja ja monotonisia lukujonoja. Ra-
joittuneisuuden kisittely on jétetty yksinomaan kirjan 13 harjoitustehtivén varaan.
Ainoastaan aito monotonisuus on haluttu tuoda selkeésti esiin, monotonisuuden jaa-
dessd pelkiksi sivun alareunan lisédtiedoksi.

Analyysi 1 vie selvisti rajoittuneisuuden késittelyn pidemmidlle kuten yliopisto-
kurssilta kuuluu odottaakin. Taéméin mahdollistaa jo aiemmin kurssilla Analyysi 1
esitetty tidydellisyysaksiooma. Monotonisten ja rajoitettujen lukujonojen vélille on
loydetty useampikin yhteys. Téssd kohtaa ero etenkin kirjasarjan Pitkdn matema-
titkkka hyvin suppeaan aiheen kisittelyyn kasvaa, eiki kirjasarjan Pitkd matematiik-
ka tarjoama pohja ole enii ldhelldkiin samaa tasoa kuin kirjojen Matematiikan taito
tai Pyramidi.

Kirja Matematiikan taito 9 on hyvé esimerkki lukujonon kisittelyjarjestyksen
vaikutuksesta. Matematiikan taito jittdd raja-arvon kisittelyn melko loppupuolel-
le lukujonojen esityksessi, vasta monotonisten ja rajoitettujen lukujonojen jilkeen.
Tistd atheutuu selvésti kirjan esityksen etenemiselle epédloogisuutta. Esimerkki tdsti
on monotonisten jonojen suppeneminen, miki esitetddn vasta raja-arvon kisittelyn
jilkeen, eikd samalla kertaa monotonisten lukujonojen yhteydessd, miki olisi sel-
kedmpdd. Toisaalta kirjan kertausosiossa on aiheiden jérjestys aivan toinen. Lukujo-
non raja-arvo esitetddn ennen rajoitettuja ja monotonisia lukujonoja ja kokonaisuus
on selvésti loogisempi [3, s. 135].

4.4 Lukujonon raja-arvon laskusaantoja

Seuraavassa tarkastellaan raja-arvon laskemiseen liittyvid laskusididntdjd. On oleel-
lista huomioida, ettd lukujonon raja-arvo noudattaa samoja laskusiintdjd kuin funk-
tion raja-arvo.

4.4.1 Matematiikan taito

Kirjassa Matematiikan taito 9 on esitetty seuraava lause raja-arvon laskusddnnoille
[3,s. 117].

Lause 4.12. Jos lim a, = a ja lim b, = b, niin

n—o0o0o n—>oo
lim ca, = c lim a, = ca (vakiotekijdn siirto),
n—->o0o n—oo

lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =a+ b (summan raja-arvo),
n—>oo0 n—oo n—>o0o

lim (a,b,) = lim a, - lim b, = ab (tulon raja-arvo).

n—>00 n—00 n—-00

Jos lisdksi b # 0 ja b, # 0 kaikilla n € N, niin

lim a,
Iim — = — = — (osamddrdn raja-arvo).
n—co b, lim b, b

n—oo

Todistus. Matematiikan taito ei esitd lauseelle todistusta, joten se sivuutetaan. O
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4.4.2 Pyramidi
Kirjassa Pyramidi 13 esitetdédn seuraava lause raja-arvon laskusdinnoille [8, s. 62].

Lause 4.13. Olkoot (ay) ja (b,) lukujonoja. Jos lim a, ja lim b, ovat olemassa,

niin seuraavat laskuscdnnot ovat voimassa:

1. lim ka, = k- lim a, vakion siirto,

n—>o00 n—>o0
2. lim (a, + b,) = lim a, + lim b, summan raja-arvo,
n—->o00 n—oo n—>o00
3. lim (a, — b,) = lim a, — lim b, erotuksen raja-arvo,
n—->o0 n—oo n—>o00

4. lim (a, - b,) = lim a, - lim b, tulon raja-arvo,
n—oo n—oo n—oo

lim a,
. ap n—oo vae .
5. lim |— ] == osamdidirdn raja-arvo,
n—eo \ b, lim b,
n—oo

6. lim f(a,) =f (lim an), kun f on jatkuva funktio.
n—oo n—0o0

Kirjassa Pyramidi 13 mainitaan, ettd sddnnot 2, 4 ja 6 todistetaan kuten funktion
tapauksessa ja siis oletetaan todistetuiksi. Kirjassa todistetaan sdannét 1, 3 ja 5 nii-
den avulla. Tarkastellaan niistd osamiirin raja-arvon laskusddnnontodistusta, muut
sivuutetaan [8, s. 63].

Todistus. Todistetaan osaméirén raja-arvon laskusidianto eli

lim (a,-b,') | sinto 4

n—oo

S
jay

55

—_

@‘lQ

N N

~————
Il

lim a, - lim b,' | siint 6 ja funktio f(x) = x™! jatkuva

n—00

-1
lim a, - (hm bn)

n—->oo n—o0o
) 1
= lim a, - —
n—oo lim b,
n—>o0o0
lim a,
_ n—-oo
lim b,
n—>o0o0

O

Erityisesti on mainittavaa, ettd kirjassa Pyramidi 13 ei méiritelld osaméérin raja-
arvon laskusddnnon yhteydessd, ettd on oltava b, # 0 ja lim,—. b, # 0, vaan ne
jatetddn lukijan huomioitaviksi.

4.4.3 Pitka matematiikka

Pitkd matematiikka ei esitid lukujonojen raja-arvoille laskusdantoja.

38



4.4.4 Analyysil

Kurssin Analyysi 1 materiaalissa esitetddn ennen raja-arvojen laskusdint6jd niiden
todistamista helpottava apulause [7, s. 32].

Lause 4.14. Olkoon a > 0 (a € R). Oletetaan, ettd jokaista lukua € > 0 kohti on
olemassa sellainen luku ng, € 7., etti

|x, — x| <a-&
aina, kun n > ng. Tdlloin

lim x, = x.

n—oo

Todistus. Valitaan mielivaltainen £ > 0. Merkitidin & = &/a. Koska a > 0, niin
g > 0. Jos lauseen oletukset ovat voimassa, niin tidlloin on olemassa sellainen luku
ng € Z,, etta

|x, —x|<a-&=a-(g/a)=¢

aina, kun n > n,. Viite seuraa nyt lukujonon raja-arvon méaaritelmasta. |
Analyysi 1 esittidd seuraavat lukujonon raja-arvon laskusdannot [7, s. 32].
Lause 4.15. Olkoon nh_)rglo X, =X ja nh_)rgo yn = y. Tdlloin
() lim (x, +yn) = X+,
(i) lim (xy = yn) =x =y,
(i) lim (x,y,) = xy,
(iv) ,}i_{{}o(kxn) =kx, (keR).

Todistus. Todistetaan kohta (i). Valitaan mielivaltainen & > 0. Koska lim,,_,o X, = x
jalim,— e y, =y, niin lukujonon raja-arvon médritelmén 4.14 nojalla

dnie”Z, :|x,—x|<e VYn>ny,
Ay eZ, |y, —yl <& VYn>np.

Olkoon nyt n > max{ny,n,}. Tdlloin

(X +y0) = (x+ ) = 1(xp = %) + (Y — ¥)
< xp = x|+ |yn =yl

<&+ &
=2¢g,
joten viite (i) seuraa lauseesta 4.14.
Muiden kohtien todistukset sivuutetaan, ks. [7, s. 32]. O
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Kurssin Analyysi 1 materiaalissa jatketaan huomautuksella, ettid jos lukujonon
(yn) termit ovat nollasta eroavia, voidaan tarkastella myos lukujonojen (x,) ja (y,)
osamaaraa.

Lause 4.16. Olkoon lim,_,o x, = x ja lim,_e y, = y. Jos tdlloin y # 0 ja y, # 0
kaikillan € Z ., niin
X
ooy, oy

Todistus. Osoitetaan, ettd

n—oo yl’l y ’
Talloin véite seuraa lauseen 4.15 kohdasta (iii). Hyodynnetdin taas lausetta 4.14.
Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska lim,_,o y, = y, niin lukujonon raja-arvon
maiiritelmin nojalla on olemassa n; € Z. siten, ettd

vy, —yl <& VYn>n.
Koska y # 0, niin lauseen 4.7 perusteella on lisdksi olemassa sellainen n, € Z,, ettd

|yn|>m>0 Yn > np.

2

Olkoon nyt n > max{ny,n,}. Talloin

1 1‘_ y=yal _ Iy =yal _ 2

Sl bl By P

2
lyn=yl<—=-&
Yn Y y

Koska y2—2 > 0 on vakio, viite seuraa lauseesta 4.14. O

Kurssin Analyysi 1 materiaalissa esitetddn myos, ettd jos mikddn lukujonon (x;,)
termi ei ole negatiivinen, voidaan tarkastella myos lukujonon (x;) nelidjuurta.

Lause 4.17. Olkoon lim x, = x ja x,, > 0 kaikillan € Z.. Tdlloin
n—oo

lim Vx, = Vx.
n—oo
Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [7, s. 35]. O

Lukion kurssikirjoissa ei esitetd vastaavaa sdiantod lukujonon nelidjuurelle. Kir-
jan Pyramidi 13 lauseen 4.13 sdantd 6 antaa mahdollisuuden kiyttdd neliojuurelle
vastaavaa sddntod, mutta asia on jétetty lukiolaisen itsensd huomioitavaksi. Kurssin
Analyysi 1 materiaalissa korostetaan vield edellisten lauseiden vaatimuksia.

Huomautus. Lauseissa 4.16 ja 4.17 ei ole oleellista, ettd lukujono on méiiritelty
kaikilla n € Z,. Oleellista on, ettd ehdot y, # 0 ja x,, > O pitevit kaikille lukujonon
alkioille.

Analyysi 1 tuo raja-arvon laskusédéntoihin vield yhden lisdyksen, jossa oletetaan,
ettd kahdella lukujonolla on sama raja-arvo. Lausetta kutsutaan suppiloperiaatteeksi.
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Lause 4.18. Olkoon lim x, = lim y, = x. Jos on olemassa sellainen ng € Z., ettd
n—o0

n—o0o0

anZnSyn Vn>n0a

niin
lim z, = x.
n—oo
Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [7, s. 39]. O

Huomautus. Jos jostakin indeksin n arvosta ng ldhtien x,, < z, < y,, mutta luku-
jonoilla (x,) ja (y,) on eri raja-arvot, niin lukujonon (z,) raja-arvon olemassaolosta
el voida sanoa lauseen 4.18 perusteella mitdén.

4.4.5 Lukujonon raja-arvon laskusiintojen vertailua

Matematiikan taito esittdd lukujonon raja-arvon jo kirjassa 9, joten my0s raja-arvon
laskusddannot 10ytyvit samasta kirjasta. Vastaavasti Pyramidi esittdd lukujonon raja-
arvon kirjassa 13 ja raja-arvon laskusdinnot 10ytyvit samasta kirjasta. Erot Matema-
titkkan taidon ja Pyramidin lauseiden vililld ovat erittdin pienet. Pitkd matematiikka
el esitd lukujonojen raja-arvojen laskusddnnoistd mitdin.

Pyramidi 13 on jittdnyt lauseen 4.13 sdénnon 5 eli osaméérédn raja-arvon las-
kusddnnosti pois nimittdjin médrittelyn. On siis oltava b, # 0. Tdma jitetdédn lukijan
huomioitavaksi, mutta lukiokirjasta kyseisen miirittelyn olettaisi 16ytyvén. Kurssin
Analyysi 1 materiaalissa nimittdjan méaéarittely on selkeédsti huomioitu.

Lukujonon raja-arvon osaméérén laskusddnnolle esitetién kirjan Pyramidi 13 to-
distus ja kurssin Analyysi 1 todistus. Ero on merkittivi, kurssin Analyysi 1 todis-
tuksen hyodyntiessd e-tekniikkaa ja kirjan Pyramidi 13 todistuksen ollessa ldhinni
laskentaa. Esitetty kurssin Analyysi 1 lauseen 4.15 todistus summan raja-arvon las-
kusddnnolle kidvisi hyvin lukiotasolle esimerkiksi todistamisesta e-tekniikalla sel-
keytensi ja johdonmukaisuutensa puolesta.

Kurssin Analyysi 1 materiaalissa esitetdén laskusidintd myos lukujonojen ne-
lidjuurelle. Vastaavaa ei ole lukiokirjoissa, vaikka télle tuskin olisi mitdéin estetta.
Pyramidi ilmaisee asian laajemmin lauseessa 4.13 sddnnon 6 avulla jatkuville funk-
tioille, mutta asia ei ole lukiolaiselle selked yhdistdéd nelidjuuren kisittelyyn. Lukio-
kirjoihin on kuitenkin sisillytetty lukujonon nelidjuuritehtdavid. Suppiloperiaate on
selvi lisdys lukion lukujonojen raja-arvon laskusdént6ihin. Vaikka asia on intuitii-
visesti ehkd hyvinkin selked, on asian syvempi tarkastelu ja lauseen todistaminen
syyti jattdad yliopiston analyysikurssille. Toisaalta se, ettd lukion matematiikan kir-
jojen lauseita ei aina todisteta, ei sindnsd lukion matematiikan opiskelua haittaa tai
ole este lauseiden esittamiseen kurssikirjoissa.

4.5 Aritmeettinen lukujono

Aritmeettinen lukujono késitelldén lukiossa lukujonojen yhteydessd kurssissa 9 ja
on siksi tdssd tutkielmassa. Koska aritmeettisia jonoja kisitellddn Tampereen yli-
opistossa kursseilla Matematiikan peruskaésitteitd, Johdatus matemaattiseen paitte-
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lyyn ja Johdatus analyysiin siini laajuudessa kuin se on esitetty kirjassa Johdatus
diskreettiin matematiikkaan, on tarkastelu suoritettu kyseisti kirjaa vasten.

4.5.1 Matematiikan taito

Matematiikan taito 9 tarjoaa alkupalana pohdittavaksi kysymyksen, mitké ovat jonon
1,5,9,13,. .. kaksi seuraavaa termié?
Kirjassa Matematiikan taito 9 méadritellddn aritmeettinen jono [3, s. 91].

Mairitelmé 4.21. Lukujonoa (a,), jossa jonon seuraava termi saadaan edellisesté
lisddmailld vakio d eli
Qpy1 = ap +d,

sanotaan aritmeettiseksi. Jos jonon ensimmadinen termi on a, niin jono on
a,a+d,a+2d,a+3d,....
Jonon yleinen termi on
a,=a+ (n-1)d.
Vakio d on aritmeettisen jonon erotusluku.

Lisdksi kirjassa todetaan, ettd aritmeettisessa jonossa kahden peridkkéisen termin
erotus on aina sama vakio eli
Qpe1 — Ay = d.

Esimerkki 4.15. Tutki, onko lukujono a, = 1 — % aritmeettinen.
On, silléd erotus

n+1 n 1
—(1=2)=—=
2 )= ( 2) 2

apyl — Ap = (1 -

on arvosta n riippumaton vakio.

Matematiikan taito sisdllyttdd lukujonon kisittelyyn myos aritmeettisen sum-
man. Aritmeettiselle jonolle miiritellddn aritmeettinen summa seuraavasti [3, s. 94].

Miaéritelmé 4.22. Jos paittyva lukujono (ax) = (ai,as,as,. . .,a,) on aritmeetti-
nen, niin

Sn:a1+a2+a3+...+an:Zak

on aritmeettinen summada.
Lause 4.19. Aritmeettisen summan S, arvo on ensimmdisen ja viimeisen termin
keskiarvo kerrottuna termien lukumdidrdlld eli

ay +ay
Sn:a1+a2+...+an=nT,

missd ay on ensimmdinen termi, a, on viimeinen termi ja n on termien lukumddrd.
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Todistus. Ryhmitellddn summa kahdella tavalla eli
S, =ar+ay+...+a,_1 +a,,
S, =a,+a,_.1+...+ay+a
ja lasketaan summat yhteen eli
28, = (a1 +ap) + (@ +ap-1)+ ...+ (ay-1 + a2) + (a, + ay).
Perikkdiiset suluissa olevat summat ovat keskenéén yhti suuret, silld

ar+ a1 =(a+d) +(a,—d) =a + ay,
az + a,_p = (a1 +2d) + (a, —2d) = a1 + a,,

jne.

Saadaan siis
28, = n(a; + a,),

misti viite seuraa. i

Esimerkki 4.16. Laske kaikkien 7:114 jaollisten kolminumeroisten lukujen summa.

Kyseiset luvut ovat
105,112,119, ...,987,994.

Luvut muodostavat aritmeettisen jonon, jonka ensimmiinen termi on 105 ja viimei-
nen termi on 994. Jonon vakioerotus on 7, joten

ap =105+ (n—-1)7 =7n + 98.

Yhtilosta
Tn + 98 = 994

saadaan termien lukuméériksi n = 128. Summakaavaan sijoittamalla saadaan

1 4
S12g = 128 - % = 70336.

4.5.2 Pyramidi
Kirjassa Pyramidi 9 méiritelldén aritmeettinen lukujono seuraavasti [4, s. 113].

Mairitelmé 4.23. Lukujono on aritmeettinen, jos lukujonon termit (ensimmaéisté
termid lukuun ottamatta) saadaan lisdamalld edelliseen termiin vakio.

Tamin médritelmin jilkeen kirjassa todetaan, ettd padttyméton lukujono
(a}’l) = (al 7a27a37 .. )
on aritmeettinen, jos on olemassa sellainen vakio d, ettid

a, =a,—1+d
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kaikilla n = 2,3,4,.... Aritmeettisen jonon seuraava termi saadaan siis lisdéamallad
edelliseen termiin vakio d.
Ehdosta a,, = a,,—; + d saadaan

ap —dp-1 = d,

eli aritmeettisen lukujonon kahden perédkkiisen termin erotus on aina vakio d. Va-
kiota d sanotaan erotusluvuksi.
Aritmeettisen jonon yleiselle termille on annettu seuraava lause [4, s. 115].

Lause 4.20. Aritmeettisen lukujonon n. termi on
a,=a1+ n-1)d,
jossa ay on lukujonon ensimmdinen termi ja d erotusluku.
Todistus. Lauseelle ei esitetd kirjassa todistusta, joten se sivuutetaan. O
Lause johtaa seuraavaan huomautukseen [4, s. 115].

Huomautus. Aritmeettisen lukujonon miké tahansa termi a,, saadaan minki tahan-
sa termin ay ja erotusluvun d avulla seuraavasti:

a, =ar + (m—k)d.

Esimerkki 4.17. Miiritd x ja lukujonon 4. termi, kun lukujono (2,x,6x,...) on
aritmeettinen.
Lukujono (2, x,6x,. . .) on aritmeettinen, joten kahden perédkkéisen termin erotus
on aina vakio. Talloin
x—2=06x—x.

Tastd saadaan ratkaistua x eli

1
xX=-=.
2
Sijoittamalla saatu x saadaan erotusluvuksi
1
d=x-2=-2-.
* 2
Lukujonon 4. termi on siten
1
a4:a3+d:6x+d:—5§.

Péittyvissd lukujonossa voi olla vain dédrellisen monta jdsentd, joten ne voidaan
laskea yhteen. Tilloin puhutaan lukujonon summasta. On huomattava, etti kirjassa
Pyramidi 9 ei siséllytetd aritmeettista summaa lukujonon késittelyn yhteyteen, vaan
omaksi aiheekseen. Kirjassa Pyramidi 9 médritelldédn aritmeettinen summa seuraa-
vasti [4, s. 127].
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Lause 4.21. Pddttyvin aritmeettisen lukujonon (ay,as,. . .,a,) termien summa on
n
S,,:Zai:a1+a2+...+an:n
i=1

ay +ay
2

eli termien lukumdcdrd kertaa ensimmdisen ja viimeisen termin (aritmeettinen) kes-
kiarvo.

Todistus. Todistus on identtinen kirjan Matematiikan taito 9 lauseen 4.19 todistuk-
sen kanssa ja sivuutetaan. O

4.5.3 Pitki matematiikka

Kirjassa Pitkd matematiikka 9 1ihdetidin méidritteleméén aritmeettinen lukujono seu-
raavasti [5, s. 95].

Mairitelmé 4.24. Lukujono, jonka jdsenen ja edellisen jisenen erotus on aina sama,
on aritmeettinen jono. Jos jonon perdkkdisten jdsenten erotus on d, niin jokainen jo-
non jidsen saadaan lisddmilléd edelliseen jdseneen luku d. Jonon kahden perikkiisen
jdsenen erotus on yleisimmin merkittyni a,+1 — aj,.

Jonolle annetaan aritmeettisuusehto seuraavan miiritelmén mukaisesti [5, s. 95].

Miiritelmé 4.25. Jono aj,a»,as,. .. on aritmeettinen jono, jos ja vain jos on ole-
massa luku d niin, etti
Qne1 —ap =d

kaikilla n.

Esimerkki 4.18. Osoita, ettid lukujono a, = 7n — 3 on aritmeettinen jono.

Todistus. Jonon a, = 7n — 3 jasenelle a,; saadaan lauseke sijoittamalla lausekkee-
seen 7n — 3 luvun n paikalle n + 1 eli

any1 =7T(n+1) =3,

Saadaan
ani1—ap=Tn+1)-3-(Tn=-3)=7

kaikilla n. Siis jono (a,) on aritmeettinen. O
Aritmeettisen jonon n. jisen médritetddn seuraavasti [5, s. 97].

Mairitelmi 4.26. Aritmeettiselle jonolle

ai,
a; +d,
a3:a2+d:a1+d+d,

a

jne.

saadaan n. jisen a, ensimmdiisestd jisenestd a; lisddmilld sithen n — 1 kappaletta
lukuja d eli
a,=a1+n-1)d.
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Aritmeettista summaa ei kirjassa Pitkd matematiikka 9 kédydé lukujonojen yh-
teydessd ldpi vaan omana aiheenaan, kuten kirjassa Pyramidi 9. Aritmeettisen jo-
non perdkkiisten jisenten summaa kutsutaan aritmeettiseksi summaksi. Aritmeetti-
sen summan laskukaavaksi kirjassa Pitkd matematiikka 9 esitetdén seuraava lause
[5,s. 119].

Lause 4.22. Aritmeettisen summan S,, = a; + a» + ... + a, arvo voidaan laskea
kaavalla
ay +ay
Sy = nT,

missd ay on ensimmdinen yhteenlaskettava, a, on viimeinen yhteenlaskettava, n on
yvhteenlaskettavien lukumdidrd.

Todistus. Todistus on identtinen kirjan Matematiikan taito 9 lauseen 4.19 todistuk-
sen kanssa ja sivuutetaan. O

Kaavan mukaan aritmeettisen summan arvo on ensimméisen ja viimeisen yh-
teenlaskettavan keskiarvo kerrottuna yhteenlaskettavien lukumaiirilla.

4.5.4 Johdatus diskreettiin matematiikkaan

Kirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan tarkastellaan aritmeettista jonoa eli
jonoa (ap,as,...), missd kahden perdkkiisen fermin erotus on vakio d [9, s. 35].
Siis

Qni1 —ap =d

kaikilla n € Z,. Merkitsemilld a; = a saadaan timin joukon yleiseksi termiksi
a,=a+ (n-1)d.

Todistus. Todistetaan tdmi vdite induktiolla. Arvolla n = 1 saadaan a; = a ja viite
on tosi. Tehddin induktio-oletus, ettd viite on tosi arvolle n. Nyt induktiovdite on,
ettd vdite on tosi arvolle n + 1. Induktio-oletuksen perusteella a, = a + (n — 1)d,
joten

ape1 = a, +d
a+(n-1)d+d
a+nd
a+((n+1)-1)d.

O

Kirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan esitetddn vastaavan aritmeettisen

sarjan osasumma eli
ay +ay

ayt+ay+...+a,=n 2
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Todistus. Todistetaan tdmad induktiolla. Kun n» = 1, saadaan a; = a; eli viite on
tosi. Tehdéédn induktio-oletus, ettd viite on tosi arvolle n. Kdyttdmalla titi ja yleisen
termin lauseketta saadaan

al+ar+...+a,+ay1 =@ +a+...+ay)+ ag

:”Z%‘Fanﬂ
:na+a+2(n—1)d+a+nd
_2an+n2d—nd+2a+2nd
B 2
_2a(n+1)+ndin+1)
B 2
a+ (a+nd)

2
ap + apyi

2

= (n+1)

=(n+1)

4.5.5 Aritmeettisen lukujonon vertailua

Kaikki tarjoavat saman sisdllon aritmeettiselle jonolle. Matematiikan taito 9 esit-
tdd aritmeettisen jonon midritelmit tiiviisti ja sujuvasti. Pyramidi 9 jdi pyorittele-
miin ja tarkentelemaan samoja midritteitd eikd tunnu etenevin asiaan. Pitkd mate-
matiikka 9 sijoittuu ndiden kahden esitystavan viliin. Sovitusta lukujonon merkinta-
tavasta poikkeaminen korostuu jilleen etenkin kirjassa Matematiikan taito, miké né-
kyy médritelmésséd 4.21. Ensimmaisté kertaa kahdesta kirjasta 10ytyy sama esimerk-
ki, Matematiikan taito 9 yhteydessi esitetty esimerkki 4.16 on annettu esimerkkina
my0s kirjassa Pitkd matematiikka 9.

Matematiikan taito siséllyttdd aritmeettisen summan kisittelyn lukujonojen yh-
teyteen, kun taas Pyramidi ja Pitkd matematiikka eivit. Kirjojen Pyramidi ja Pit-
kd matematiikka lukujonojen sisdltod voi pitdd paremmin rajattuna ja aritmeettisen
summan késittelyd omana osuutena selkeimpind, koska aritmeettisen summan ké-
sittely on ldhempéni sarjoja kuin lukujonoja. Téssd tutkielmassa aritmeettinen sum-
ma paitettiin kuitenkin sisdllyttii tarkasteluun, koska aihe oli kirjassa Matematiikan
taito lukujonojen yhteydessd. Niin saatiin yhtendisempi késittely kaikille kolmelle
kirjasarjalle.

Lukion kurssikirjojen ja kirjan Johdatus diskreettiin matematiikkaan teoriaosuu-
den vilinen nédkyvi ero aritmeettisen jonon késittelyssd on, ettd kirjassa Johdatus
diskreettiin matematiikkaan suoritetaan todistukset induktiolla. Induktio kuuluu lu-
kion matematiikan sisédltéon, mutta sen kdyton vihiisyys lukiomatematiikassa siir-
tdd sen kdyton sisdistimisen yliopistoon. Lukiokirjoissa ei viitata millddn muotoa
jonon yleisen termin todistuksen olemassaoloon. Kuitenkin oleellisin ero on harjoi-
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tustehtédvissi, jotka kirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan ovat vaativampia
kuin lukion kurssikirjoissa, kuten odottaa sopiikin.

4.6 Geometrinen lukujono

Geometrinen lukujono késitelldédn lukiossa lukujonojen yhteydessi kurssissa 9. Geo-
metrisen jonon raja-arvon ja suppenemisen tai hajaantumisen kisittely vaihtelee kir-
jan 9 ja 13 vililla. Koska geometrisia jonoja kisitellddn Tampereen yliopistossa
kursseilla Matematiikan peruskdsitteitd, Johdatus matemaattiseen piittelyyn ja Joh-
datus analyysiin siind laajuudessa kuin se on esitetty kirjassa Johdatus diskreettiin
matematiikkaan, on tarkastelu suoritettu kyseistd kirjaa vasten.

4.6.1 Matematiikan taito

Kirjassa Matematiikan taito 9 méadritellddn geometrinen lukujono [3, s. 103].

Mairitelmé 4.27. Lukujonoa (a,), jossa jonon seuraava termi saadaan kertomalla
edellinen termi vakiolla ¢ eli

ap+1 = Anqg,

sanotaan geometriseksi. Vakio g on geometrisen jonon suhdeluku. Jos jonon ensim-
mdinen termi on @, niin jono on

2 3
a,aq,aq”°,aq’,....

Jonon yleinen termi on
a, = aq”_l, n=1,23,....

Matematiikan taito 9 tarkentaa mairitelmai toteamalla, ettd tdllaisessa geomet-
risessa lukujonossa kahden peridkkiisen termin suhde

Ap+l
ap

on siis aina sama vakio g.

Esimerkki 4.19. Tutki, onko lukujono a, = % geometrinen.
Ei ole, sillad

4n+1
an+l _ 3D 4n
a, ‘3‘_;' n+1

ei ole vakio.

Kirja Matematiikan taito 9 sisdllyttdd geometrisen summan késittelyn lukujono-
jen kisittelyn yhteyteen. Péittyville geometriselle lukujonolle médritetddn summa
seuraavasti [3, s. 106].
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Miaéritelmé 4.28. Jos paittyvi lukujono (ag) = (aj,a,. . .,a,) on geometrinen eli
ar = a1q" ™",

niin summa

n

S, =ai+aig+aiq*+...+aiqg"! :Zalq -
k=1

on geometrinen summa.

Lause 4.23 (Geometrisen summan kaava). Kun g # 1, on

n

1—

Sn:Zaqk_l:a+aq+aq2+...+aqn_l:al_qq.
k=1

Kun g =1, on

n
Sn:Za:a+a+a+...+a:na.
k=1
Kaavoissa a on ensimmdinen termi, q on suhdeluku ja n on termien lukumdidird.
Todistus. Tapaus g # 1. Kerrotaan summa
S,=a+aq+aq*+...+aq""!
suhdeluvulla g,
_ 2 3 n—1 n
qS, =aq+aq” +aq’ +...+aq  +aq .
Vihennetédédn saadut yhtilot S, ja ¢S, toisistaan eli

Sy —qS, =a-aq",

josta saadaan

1_ n
S,=a q'
l-¢q
Tapaus g = 1.Summa S, =a+a+a+a+...+a=na. O

Kirjassa Matematiikan taito 9 esitetdin Geometrisen jonon suppenemiselle seu-
raava lause [3, s. 120].

Lause 4.24. Geometrinen jono
ap =aq"' (a #0)

suppenee, kun —1 < g < 1. Muutoin geometrinen jono hajaantuu. Jos —1 < q < 1,
niin lim,_e ag"™' = 0. Jos ¢ = 1, niin a, = a - 1" = a on vakiojono ja
lim,_ a, = a.
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Todistus. Jaetaan todistus osiin suhdeluvun g arvon mukaan.

g = 1: Tilléin a, = a - 1"~! = a on vakiojono, joka suppenee. Raja-arvo
on a.
q =—1: Nyton (a,) = (a- - = (a,-a,a,—-a,...). Jono hajaantuu.
Jono (ay,) heilahtelee rajoitetusti.

g > 1: Merkitddan g = 1 + h, missd 2 > 0. Binomikaavan mukaan on
=0+ >1+(m-1h

Koska 1 + (n—1)h — oo, kun n — oo, niin myds ¢"~' — co. Jono
hajaantuu.

g < —1: Jonon termien itseisarvot kasvavat rajatta. Jono heilahtelee rajat-
tomasti ja siis hajaantuu.

lg| < 1: Jos g = 0, niin raja-arvo on 0. Jos taas ¢ # 0, niin g = 119’ missi
n—1[ _ 1

q | - |p|n—1

g > 1). Siis myos ag"' — 0, kun n — co.

Ip| > 1. T#ll6in — 0, sillid [p|"™! — oo (ks. kohta

4.6.2 Pyramidi
Kirjassa Pyramidi 9 médritelldin geometrinen lukujono seuraavasti [4, s. 119].

Miiritelmé 4.29. Lukujono on geometrinen, jos lukujonon termit (ensimméisti
lukuun ottamatta) saadaan kertomalla edellinen termi vakiolla.

Mairitelmén ulkopuolella todetaan, ettd padttymiton lukujono
(an) = (ar,a2,a3,...)
on geometrinen, jos on olemassa sellainen vakio g, etti
ap = dp-194

kaikillan =2,3,4,....
Vastaavasti paittyva lukujono

(an) = (ar,az,. .., ax)
on geometrinen, jos on olemassa sellainen vakio ¢, ettad
an = ap-19

kaikillan = 2,3,4,...,k.
Jos a,, # 0 kaikilla n, ehdosta a, = a,-1q saadaan

An

= q.
ap-1

Geometrisen lukujonon kahden perdkkéisen termin suhde on vakio ¢, jos lukujonon
kaikki termit ovat nollasta poikkeavia. Vakiota g sanotaan suhdeluvuksi [4,s. 119].
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Esimerkki 4.20. Osoita, ettd lukujono (a,), jossa

2n
a,=—, n=1,2,3,...,

3n-1’
on geometrinen.

Todistus. Jokainen termi a, # 0, koska 2" # 0 kaikilla n. Lasketaan kahden perik-

kiisen termin suhde eli o
an - 3n—l 2

on-1
dn-1 T 3moD-1

Siis kahden peridkkiisen termin suhde on aina vakio eli riippumaton indeksin » ar-
vosta, joten lukujono (a,) on geometrinen. O

Geometrisen lukujonon yleiselle termille annetaan seuraava lause [4, s. 121].

Lause 4.25. Geometrisen lukujonon n. termi on

n—1
al’l = alq D)
jossa ay on lukujonon ensimmdinen termi ja q suhdeluku.

Todistus. Olkoon geometrisen lukujonon ensimmdiinen termi a; ja suhdeluku ¢g. Nyt
saadaan

a = aq,

a3 = axq = aiq-q = a1q>,

a4 = azq = alq2 q = 611613,

_ _ -1
an = ay-19 = a1q" .
Siis havaitaan, ettid a,, = alq”_l. O

Huomautus. Geometrisen lukujonon miki tahansa termi a,, saadaan minké tahansa
termin ay ja suhdeluvun g avulla seuraavasti:

ay = akqm_k.
Kirjassa Pyramidi 9 ei sisillytetd geometrista summaa lukujonojen yhteyteen,
vaan omaksi aiheeksi. Geometriselle summalle annetaan seuraava lause [4, s. 132].

Lause 4.26. Pddttyvin geometrisen lukujonon (ay,an,. . .,a,), jonka suhdeluku on
q ja jossa on n termid, termien summa, kun g # 1, on

n

1=g"
Sn:Zai:a1+a2+...+an:al(qu)
i=1

b

ja, kun g =1, on
n

Sn:Zai:a1+a1+...+a1:na1.
i=1
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Todistus. Lauseelle ei esitetd kirjassa todistusta, joten se sivuutetaan. O

Geometrisen lukujonon suppeneminen kisitellddn kirjassa Pyramidi 13. Geo-
metrisen lukujonon suppenemiselle Pyramidi 13 antaa seuraavan lauseen [8, s. 73].

Lause 4.27. Pddttymdton geometrinen lukujono

(an) = (a1,a19,a1¢%,a1q’,....)
suppenee tdasmdlleen silloin, kun —1 < g < 1 tai a; = 0.
— Jos —1 < g < 1, niin lukujono suppenee kohti nollaa.
— Jos g = 1, niin lukujono suppenee kohti lukua a;.
— Jos ay = 0, niin lukujono suppenee kohti nollaa.

Todistus. Todistus on kirjan Matematiikan taito 9 lauseelle 4.24 esitetyn todistuksen
kaltainen ja sivuutetaan. O

4.6.3 Pitkid matematiikka

Kirjassa Pitkd matematiikka 9 miiritellddn geometrinen jono seuraavasti [5, s. 102].

Mairitelmé 4.30. Lukujono, jonka jokaisen jdsenen suhde edelliseen jonon jdse-
neen on yhti suuri, on geometrinen jono. Jos suhde on ¢, niin jonon jdsen saadaan
aina kertomalla edellinen jidsen luvulla g.

Lisdksi annetaan seuraava huomautus.

Huomautus. My®os jono ap,0,0,. .. luetaan geometristen jonojen joukkoon, vaikka
jonon perikkdisten jisenten suhde ei ole miiritelty.

Seuraavaksi mééritellddn jonon geometrisuusehto [5, s. 102].

Mairitelmé 4.31. Jono aj,a;,as,... on geometrinen jono, jos ja vain jos on ole-
massa luku ¢ niin, etti
an+1
an

kaikilla n.

Geometrinen jonon nimen taustaan on lukijalle annettu perehdytys kirjan tehta-
vissd 268 [5, s. 109].

Esimerkki 4.21. Kahden positiivisen luvun geometrinen keskiarvo on lukujen tu-
lon nelidjuuri. (Yleisemmin positiivisten lukujen geometrinen keskiarvo on lukujen
tulon 7 juuri, kun lukuja on n kappaletta.) Osoita, ettd jos geometrisen jonon jasenet
ovat positiivisia, niin toisesta jdsenestd alkaen jokainen jonon jdsen on edellisen ja
seuraavan jasenen geometrinen keskiarvo. Nimitys geometrinen jono juontaa tasti
jonon ominaisuudesta.
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Todistus. Todistus on annettu kirjan harjoitustehtidvien ratkaisuissa [5, s. 199]. Ol-
koon g geometrisen jonon aj,az,as,. .. perakkiisten jisenten suhde. Jonon jdsentd
an, missd n > 2, edeltdvi jdsen on %", jajdsentd a, seuraava jiasen on ga,. Edeltivin
ja seuraavan jisenen geometrinen keskiarvo on

[a, N
—qa, = \/an = a,.
q

Geometrisen jonon n:lle jasenelle annetaan seuraava kaava [5, s. 104].

Mairitelmé 4.32. Geometrisen jonon 7. jisen a, saadaan ensimmadisestd jasenesti
a; kertomalla se n — 1 kertaa luvulla g eli

a, =q"a.
Esimerkki 4.22. Kuinka moni geometrisen jonon 100,% - 100,. . . jdsenistd on suu-
rempi kuin 0,017
Ratkaistaan epéayhtilo
2

n—1
- -100 > 0,01,
[5) -

josta saadaan
1g0,0001
n< S 10237,
Jonon viimeinen jédsen, joka on suurempi kuin 0,01, on jonon 23. jidsen.
Kirjassa Pitkd matematiikka 9 ei siséllytetd geometrista summaa lukujonon k-
sittelyn yhteyteen, vaan omaksi aiheekseen kuten kirjassa Pyramidi 9. Geometriselle

summalle annetaan seuraava méiritelma [5, s. 127].

Miiritelmé 4.33. Geometrisen jonon peridkkdisten jisenten summaa kutsutaan geo-
metriseksi summaksi. Kun lasketaan yhteen geometrisen jonon n ensimmaisti jasen-
ti a,aq,aqz,. .., lin summan arvo on
a(l-q")
Sp=———.
I-q
Kaavassa a on summan ensimméinen jdsen, g on jonon perdkkiisten jasenten suh-

deluku ja n on yhteenlaskettujen jidsenten lukumaiird. Kaava pitee, kun g # 1. Jos
g = 1, niin jonon n:n ensimmadiisen jdsenen summa on nd.

Todistus. Todistus on kirjan Matematiikan taito 9 lauseelle 4.24 esitetyn todistuksen
kaltainen ja sivuutetaan. O

Geometriselle jonolle esitetdin raja-arvo kirjassa Pitkd matematiikka 13 lukujo-
nojen raja-arvon yhteydessi [6, s. 138].

Mairitelmé 4.34. Geometrisen jonon a, = ¢" raja-arvolle pitee, ettd jos —1 <g <1,
niin lim, . ¢" = 0. Ehto —1 < ¢ < 1 voidaan ilmaista itseisarvon avulla: |g| < 1.
Jos g = 1, jono a, = ¢" on vakiojono 1,1, 1,. . ., jonka raja-arvo on 1. Jos g < —1 tai
q > 1, jono a, = ¢" hajaantuu.
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4.6.4 Johdatus diskreettiin matematiikkaan

Yliopiston oppikirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan tarkastellaan geomet-
rista jonoa (ap,as,...). Tdssd jonossa a; = a ja jonon kahden perdkkiisen termin
suhde on vakio ¢ [9, s. 36]. Siis

Ap+1

an
kaikilla n € Z,. Tdmén jonon yleinen termi on
an = aqg™ .
Todistus. Todistetaan edellinen viite induktiolla. Arvolla n = 1 saadaan a; = a ja
viite on tosi. Tehdédédn induktio-oletus, ettd viite on tosi arvolle n. Nyt induktioviite
on, ettd vdite on tosi arvolle n + 1. Koska g = %, niin saadaan

1 (n+1)-1

ane1 = anq =aq" -q=aq" =aq

O

Lisiksi kirjassa sovitaan, ettd jos a = 0, niin kyseessd on jono (0,0,...), ja jos
q = 0, niin kyseessd on jono (a,0,0,...).
Vastaavan geometrisen sarjan osasumma, kun g # 1, on
2 1 _ l—gq
aj+a+...+a,=a+aq+aq”+...+aq =a .
—q
Todistus. Todistetaan edellinen viite induktiolla. Arvolla n = 1 saadaan a; = a ja

viite on tosi. Tehdédédn induktio-oletus, etti viite on tosi arvolle n. Nyt induktioviite
on, ettd vdite on tosi arvolle n + 1. Koska a,,+1 = aq”, niin saadaan

n

Al +ar+...+ap+an =a+aqg+aq® +...+aq""" +aq"

1-4g"
l-g¢g
1=g"
:a( q +qn)
l-g¢g
l_qn+1
1—q'

=a + aq"

=a
O

Jos ¢ = 1, niin jono (a,) = (aj,az,as,...) = (a,a,a,...). Tilloin jonoa (a,)
vastaavan geometrisen sarjan osasumma on

al+ay+...+ta,=a+a+...+a=na.

Jos ja vain jos |g| < 1, niin geometrisen sarjan summalla on (ddrellinen) raja-
arvo, kun n — oo. Till6in geometrinen sarja suppenee ja sen summa on
a

l-q

a+aq+aq®+...=

Muutoin sarja hajaantuu.
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4.6.5 Geometrisen lukujonon vertailua

Geometrisen jonon kisittelyssi ei kirjasarjoissa ole oleellisia eroja. On kuitenkin
loydettdvissd selvit erot geometrisen summan ja geometrisen jonon raja-arvon ka-
sittelysti eri kirjasarjoissa.

Matematiikan taito siséllyttdd geometrisen summan kisittelyn lukujonojen yh-
teyteen vastaavasti kuin aritmeettisen summan. Pyramidi ja Pitkd matematiikka ka-
sittelevit geometrisen summan omana aihealueena, miti voi pitdd parempana tapa-
na. Téssi tutkielmassa geometrinen summa péétettiin siséallyttia tarkasteluun, koska
aihe oli kirjassa Matematiikan taito lukujonojen yhteydessd. Niin saatiin yhtenii-
sempi késittely kaikille kolmelle kirjasarjalle.

Geometrisen jonon raja-arvo sekéd suppeneminen ja hajaantuminen on esitetty
kirjassa Matematiikan taito 9, kun taas Pyramidi ja Pitkd matematiikka esittidvét sen
kurssin 13 kirjassa. Ero on merkittdvi, koska kirja 9 kuuluu pakollisiin kursseihin,
kurssin 13 ollessa vapaaehtoinen.

Koska geometrinen jono on késitelty muilla yliopiston matematiikan kursseilla,
sen teoriaa ei kisitelld endd kurssilla Analyysi 1. Kurssin Analyysi 1 materiaalissa
on kuitenkin mukana useampikin esimerkki, joissa hyddynnetdén geometrisen jo-
non ominaisuuksia, ks. [7, s. 27], [7, s. 43] ja [7, s. 57]. Kyseisistd esimerkeisti
16ytyy yhtdldisyyksid kirjan Matematiikan taito lauseeseen 4.24 ja sen todistukseen.
Kurssin Analyysi 1 esimerkkejd ei ole kuitenkaan otettu tihéin tutkimukseen mu-
kaan ja voidaankin todeta niiden késittelyn olevan yli lukiotason. Kirjassa Johdatus
diskreettiin matematiikkaan aihe késitellddn selkeisti. Lauseiden todistamiset on ja-
tetty harjoitustehtiiviksi ja ne noudattavat samaa induktiotodistuksen periaatetta kuin
aritmeettisen jonon lauseen todistukset.

4.7 Rekursiiviset lukujonot

Lukion opetussuunnitelman mukaisesti oppikirjoissa esitetddn rekursiivinen lukujo-
no. Tunnetuimpia rekursiivisia jonoja on Fibonaccin lukujono. Koska rekursiota k-
sitelldadn Tampereen yliopistossa kursseilla Matematiikan peruskaisitteitd, Johdatus
matemaattiseen péittelyyn ja Johdatus analyysiin siind laajuudessa kuin se on esi-
tetty kirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan, on tarkastelu suoritettu kyseisti
kirjaa vasten.

4.7.1 Matematiikan taito

Matematiikan taito tuo rekursiiviset lukujonot erittdin lyhyesti kurssin 9 kirjassa
esille [3, s. 82].

Mairitelmé 4.35. Rekursiivinen lukujono voidaan méiiritelld antamalla jonon en-
simmdinen termi a; sekd palautuskaava eli rekursioyhtdlo, jonka mukaan a4 saa-
daan, kun sitd edeltdvi termi a,, tunnetaan.

Kirjassa huomautetaan, ettd induktioperiaatteesta seuraa, etti a, tulee néin yksi-
kisitteisesti médritellyksi kaikilla arvoilla n. Tédssd kohtaa induktiota ei kuitenkaan
lahdeti kirjassa késitteleméén.
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Matematiikan taito jatkaa rekursiivisten lukujonojen késittelyd seuraavalla mia-
ritelmélla [3, s. 124].

o0

o On saatu ensimmdiisen kertaluvun rekursiolla,

Mairitelméi 4.36. Lukujono (y;)
jos se toteuttaa muotoa

Ynel =Cyp+d

olevan yhtdlon, missi ¢ ja d ovat vakioita. Tama yhtdlo on ensimmdiisen kertaluvun
rekursioyhtdlo.

Rekursioyhtédlén y,.; = cy, + d ratkaisu on sellainen lukujono (y,), joka to-
teuttaa rekursioyhtilon kaikilla arvoilla n. Ratkaisu on yksikésitteinen, jos lisdksi
on annettu alkuehto, joka kiinnittdd jonon ensimmaéisen termin yy.

Lause 4.28. Kun yo on annettu, niin rekursioyhtdlon y,+, = cy, + d ratkaisukaava
on, kun c # 1,

Yn = yoc" + dll__cn
ja, kunc =1,
Yn = Yo +nd
kaikillan = 1,2,3,....
Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. [3, s. 125]. O

Kirjassa Matematiikan taito 13 rajoitetun ja monotonisen lukujonon suppene-
mista kisiteltdessd nousee esille seuraava esimerkki rekursiivisesta lukujonosta ja
induktion hyodyntdmisesti.

Esimerkki 4.23. Osoita, ettd lukujono (a,), jolle ap = 1 ja a,+1 = 2an 3 suppenee

4
ja mddritd sen raja-arvo [2, s. 86].

Todistus. Alkuun nidytetdin, ettd lukujono (a,) on aidosti kasvava. Kéytetdédn in-

duktiota. Nyt

_2+3_5>
a) = 4 —4 ag.

Tehdédédn induktio-oletus, ettd a, < a,+1. Nyt kertomalla timé induktio-oletuksen
epdyhtdlo luvulla 2, lisddmalld 3 ja jakamalla sitten luvulla 4 saadaan

2an +3 < 2an+1 +3
4 4

eli
Ap+l < Ap+42,
joten induktioaskel on suoritettu.
Toiseksi nidytetddn, ettd lukujono (a,) on ylhdiltd rajoitettu. Etsitdén aluksi jo-
non yldraja kokeellisesti laskimella. Nyt ag = 1,a; = 1,25,...,a10 = 1,49951.
Havaitaan, ettd lukujonolla néyttdisi oleva yldraja ja raja-arvo % Todistetaan tima
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induktiolla. Koska ag = 1 < % viite on tosi arvolla n = 0. Tehdédin induktio-oletus,
ettd a, < % Vastaavasti kuin edelld saadaan télle epiyhtilolle

2a,+3 2-1,5+43
<

4 4
eli
3
ap+1 < 57
joten induktioaskel on suoritettu. Siis lukujono suppenee ja raja-arvo on olemassa.

O

4.7.2 Pyramidi

Kirjassa Pyramidi 9 esitelldén rekursiivinen lukujono Fibonaccin lukujonon kautta.
Rekursiivisesti mddritellyssd jonossa tiedetddn yksi tai useampi jdsen jonon alusta
(alkuehdot). Lisdksi tiedetddn, miten jonon seuraavat jisenet voidaan laskea jonon
aikaisempien jdsenten avulla (rekursiokaava). Joissain tapauksissa voidaan paitelld
rekursiivisesti mééritellyn jonon analyyttinen muoto eli yleisen termin lauseke ja to-
distaa paittelyn tulos oikeaksi. Todistuksessa tarkastetaan, ettid pédtelty (tai arvattu)
yleisen termin lauseke noudattaa rekursioyhtéloité eli rekursiivisen lukujonon méaa-
rittelevid sddntdja. Kun ndin kiy, tiedetddn, ettd lauseke on rekursiivisen lukujonon
yleisen termin lauseke [4, s. 100].

Rekursiivisen lukujonon raja-arvon laskentaan esitetdén seuraava apulause kir-
jassa Pyramidi 13 [8, s. 76].

Lause 4.29. Jos jonolla (a,) = (ay,az,as,...) on raja-arvo, niin tdlloin lukujonolle
(ans1) = (ar,as,aq,...) on voimassa

lim a,,1 = lim a,,
n—oo n—0oo
eli jonon raja-arvo ei muutu, vaikka jonosta jdtetddn ensimmdinen termi pois.

Todistus. Olkoon a = lim,_,« a, ja U luvun a ympiristd. Ympériston U ulkopuo-
lelle jdd vain ddrellisen monta lukujonon (a,) termid, joten myds lukujonon (a,+1)
jasenid jad ympdriston U ulkopuolelle vain dédrellinen méara. Siis myos

lim a,4+1 = a.
n—00

Esimerkki 4.24. Rekursiivisesti madritellylle lukujonolle (a,) on voimassa

a; =1
an+1:%(an+%), n=12,3,....

Lukujonolla on raja-arvo. Médriti se.
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Olkoon lukujonon

() = (1 3 17 577 )

271274087

raja-arvo lim a, = a. Alkuehdosta
n—oo

saadaan
20,0041 = a,% + 2.
Talle
lim (2a,an1) = lim (a; +2).
n—oo n—oo

Koska lukujono (a,) on suppeneva, niin lim,,_,« a, = lim, e a,+1. Lisdksi f(x) =

x2 on jatkuva. Tilloin saadaan

2-a-a=a*+2.

Tastd voidaan ratkaista a eli

a==V2.

Lukujonon (a,) rekursiivisesta miérittelystd voidaan havaita, etti lukujonon termi
a, > 0 kaikilla n. Télloin lukujonon raja-arvo lim,_,e a, = a > 0. Siis a = V2.

4.7.3 Pitkid matematiikka

Pitkd matematiikka esittdi rekursiiviset lukujonot kirjassa 13, mutta kirjassa 9 anne-
taan kuitenkin lyhyt mairitelma rekursiiviselle lukujonolle [5, s. 112].

Miaritelmé 4.37. Rekursiivinen lukujono kuvaillaan ilmoittamalla jonon ensim-
miinen jdsen (ensimmadiset jasenet) ja antamalla rekursiokaava, joka ilmaisee, kuin-
ka muut jasenet lasketaan edellisten jdsenten avulla.

Kirjassa Pitkd matematiikka 13 esitelldin rekursiokaavan miiritelmai [6, s. 144].

Miiritelmé 4.38. Olkoon aj,as,as,. .. rekursiivinen lukujono, jonka jédsenet toi-
sesta jdsenestd alkaen lasketaan rekursiokaavalla

a, =g(an-1), kunn > 2.

Oleellisempi madritelma kirjassa Pitkd matematiikka 13 on rekursiivisen jonon
raja-arvon midritelmi [6, s. 144].

Mairitelmé 4.39. Jos jonolla (a,) on raja-arvo a ja jos funktio g on jatkuva koh-
dassa a, niin

a=g(a).
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Todistus. Jos lim,_,« a, = a, niin myos lim,_,« a,—1 = a, silld jonon (a,-1) jdsenet
ovat jonon (ay,) jdsenet eri tavalla indeksoituna.
Siis
a = lim a, = lim g(a,-1) = g(lim a,—1) = g(a).
n—0oo n—0oo n—00

Raja-arvo a on siis funktion g niin sanottu kiintopiste.

4.7.4 Johdatus diskreettiin matematiikkaan

Kirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan ldhdetddn kuvauksesta f : N — R,
mikd esitetdéin tavallisesti ilmoittamalla, miten f(n) riippuu arvosta n. Joskus se
kuitenkin kannattaa miiritella rekursiivisesti seuraavasti [9, s. 41].

Miiritelmé 4.40. Kuvauksen f : N — R rekursiivinen méiritelma.
1. (Alkuarvot). [lmoitetaan f(0), f(1),..., f(k).
2. (Rekursiokaava). Kun n > k, niin esitetddn, miten f(n + 1) riippuu luvuista
f),f(n-1),...,f(n—k).

Kirjassa huomautetaan, etti merkinndn f(n) sijasta kdytetddn usein merkintda
[ tai y, ja, ettd nimityksen rekursio lisiksi kdytetddn nimityksid rekursiivinen jono,
rekursioyhtdlo ja differenssiyhtdlo.

Esimerkki 4.25. Osoita, ettid rekursioyhtdlon f,41 = 2f, + 3 ratkaisu alkuehdolla
fo=1lon f,=4-2"-3.

Todistus. Sijoittamalla f;, rekursioyhtdloon saadaan
2fn+3=2{4-2"-3)+3
=2(2-2-2"-3)+3
=2(2-2""-3) +3
=4. 2n+1 -3
= fn+1 .

Lisiksi fo = 4 - 2% — 3 = 1. Siis viite pitee. O

4.7.5 Rekursiivisten lukujonojen vertailua

Matematiikan taito kisittelee rekursiiviset lukujonot jo kirjassa 9, kun taas ilmeisin
laskuesimerkki rekursiosta ja induktion hyddyntdmisestd 10ytyy kirjasta 13. Mate-
matiikan taidon rekursioyhtélot ovat selkeidsti muita kirjoja vaativampia lukijalle.

Kirjat Pyramidi 9 ja Pitkd matematiikka 9 pohjustavat rekursiivisen lukujonon
kisittelyd, mutta jattdvit sen varsinaisesti kurssin 13 kirjoihin. Kirjassa Pyramidi 13
kisitelladn melko vaativia rekursiotehtidvid. Pitkd matematiikka tuo jatkuvan funk-
tion raja-arvon rekursion késittelyyn midritelmissi 4.39.
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Kisittelytavat eroavat kirjoissa oleellisesti. Matematiikan taito korostaa rekur-
sioyhtdlod ja etenkin sen ratkaisukaavaa. Pyramidi kisittelee rekursiivisen jonon
raja-arvoa. Pitkd matematiikka esittdd rekursioyhtdlon ja rekursiivisen jonon raja-
arvon, mutta ei rekursioyhtilon ratkaisukaavaa.

Vaikka yliopiston kurssilla Analyysi 1 ei rekursiivisen lukujonon teoriaa enaa
kisitelld, on kurssimateriaalissa esimerkki rekursiivisesta lukujonosta, ks. [7, s. 44].
Kyseisesti esimerkistd on 10ydettdvissd yhtéldisyyksid kirjan Pyramidi esimerkkiin
4.24. Kurssin Analyysi 1 esimerkkid ei kuitenkaan ole tdhin tutkimukseen otettu
mukaan, mutta voidaan todeta sen olevan vaativampi ja perustellummin esitetty kuin
kirjan Pyramidi esimerkki. Kirjassa Johdatus diskreettiin matematiikkaan késitel-
ldaédn rekursiota myos muissa yhteyksissi, tdssd vertailuun on otettu vain lukujonoja
koskeva osuus. Vaikka kirjan rekursiomiiritelmi ja esimerkki antaa ymmirtii sen
olevan melkein lukiotasolla, varsinaiset erot 10ytyvit harjoitustehtiivistd ja niiden
vaatimuksista.
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5 Raja-arvon e-tekniikkaa lukiolaisille

Lukujonon méiritelmé kuuluu lukion opetussuunnitelman mukaisesti matematiikan
peruskursseihin. Peruskurssien puolella on oppikirjasta riippuen otettu lukujonojen
késittelyyn kasvavat ja vihenevit lukujonot, rajoitetut ja monotoniset lukujonot, re-
kursiiviset lukujonot ja jopa lukujonon raja-arvo, miki opetussuunnitelman mukaan
kuuluu syventéviin kursseihin [10, s. 124]. Lukujonon raja-arvon tarkka méaritelma
e-tekniikalla ei kuulu nykyisellddn lukion oppimiirdin ja tuleva opetussuunnitel-
man muutos ei tule tdhin tuomaan muutosta.

Lukion syventivdssd kurssissa 13 kisitellddn raja-arvon laskeminen, mutta e-
tekniikkaa pyritddn viltteleméén esittimélld se lyhyesti tai jopa jattdmailld se koko-
naan pois. Hyvéni esimerkkini e-tekniikan esittimisestd toimii kirja Matematiikan
taito 13. Kuitenkin vaikuttaisi, ettd esitykset ovat paljolti kopioita yliopistomatema-
titkasta ja kaikkia yksityiskohtia ei ole tdysin selvennetty. Hyvilld kielentdmiselld
oppimista ja asioiden selventdmistd voidaan tukea. Lukiossa tdmi korostuu erityi-
sesti. Kyse on nuorista, joille asioiden selkei esitystapa on keino piistd sisdén ma-
temaattiseen ajatteluun. Seuraavassa tarkastellaan Solmu-lehdessé ollutta Markku
Halmetojan ehdotusta e-tekniikan opetukseen lukiossa [1].

Lukiossa olisi hyvi aloittaa kertomalla lukujonon e-tekniikan tarkoitus. Silli ei
voida laskea annetun jonon raja-arvoa, vaan sen avulla voidaan todistaa, ettd annettu
luku joko on tai ei ole annetun jonon raja-arvo.

Olkoon nyt lukujono (a,), minki raja-arvoa ldhdetdin tarkastelemaan. Voidaan
miiritelld, ettd lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos jonon termit a, la-
hestyviit rajattomasti lukua a eli tulevat mielivaltaisen ldhelle lukua a, kun n kasvaa
rajattomasti. Téatd ei kuitenkaan kédytetd matemaattisena madritelmini, koska termit
rajaton ldhestyminen ja rajaton kasvaminen sekid mielivaltaisen ldhelld ovat kuvai-
levia késitteitd. Myos lukiota varten tarvitaan raja-arvolle miéritelmi yksinomaan
reaalilukujen ominaisuuksia kdyttden.

Termien a, rajattomalla ldhestymiselld eli mielivaltaisen ldhelle lukua a tulemi-
sella ja luvun n rajattomalla kasvamisella ovat kiytossd merkinnit

a, > a, kunn — oo,

Koska lukujen a, ja a vilinen etdisyys on niiden erotuksen itseisarvo eli |a, — al,
saadaan
a, — a, josjavainjos |a, —a|l — 0, kunn — oo.

Tarkastellaan seuraavaksi sitd, kuinka suureksi arvon n pitéi tulla, jotta raja-arvo
saavutettaisiin? Vastauksena tdhin tarkastellaan jonoa

a, = —.
n

Termit ldhestyvét nollaa, kun n kasvaa, mutta raja-arvoa 0 ei saavuteta milldédn ar-
volla n, vaikka otettaisiin kuinka suuri arvo n. tahansa. Arvo n on siis valittava suu-
remmaksi kuin mikédén ennalta asetettu ddrellinen rajakohta n, € N. Tétd merkitdin
siis lyhyesti n — oo ja sanotaan, ettid n ldhestyy ddretontd.
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Erotus |a, — a| on arvosta n riippuva ei-negatiivinen reaaliluku. Jos tdmi erotus
voidaan arvoa n kasvattamalla tehdid pienemmiksi kuin mikdin mielivaltaisesti etu-
kiteen valittu pieni positiivinen reaaliluku &, niin erotus tulee mielivaltaisen ldhelle
nollaa. Néin ollen saadaan lukujonon raja-arvolle tarkka miiritelma.

Miiritelmé 5.1. Lukujonolla (a,) on raja-arvo a, a € R, jos jokaista mielivaltai-
sen pientd positiivista lukua & kohden voidaan miérité sellainen kokonaisluku #ng,
ne € N, ettd
|la — a,| < & heti, kun n > ng.
Vaikka midritelmidsséd 5.1 on tietoisesti haettu selventdavid sanamuotoa tukemaan
e-tekniikkaa, jad vield paljon tehtivai opettajalle ja opiskelijalle asian sisdistimisek-
si. Vaihtoehtoisesti voi raja-arvon tilalla puhua suppenemisesta kohti raja-arvoa a.

Voidaan vield verrata mééritelmdi 5.1 seuraavaan yliopistomatematiikan lukujonon
raja-arvon miiritelméaén.

Miaritelmé S.2. Lukujonon (a,) raja-arvo on a, jos
VeeR,:dn, € Z, :n>n;, = |la, —al < e.

On selvii, ettei tiatd madritelmad 5.2 tule kdyttdd lukiossa e-tekniikan opetuk-
seen sen liiallisen tiiviyden ja lukiolaisille vieraan merkintédtavan takia. Lopuksi on
hyvi selventii asiaa esimerkeilld.

Esimerkki 5.1. Olkoon lukujono (a,), jolle

2n+ 1
a, =

n—1"

Todista, ettd lukujonon (a,) raja-arvo on 2.

Todistus. Todistetaan raja-arvon maéritelmad 5.1 kdyttamalld, ettd lim, o a, = 2.
Olkoon & > 0 mielivaltaisen pieni. Télloin

2n+1
la, - 2| = |2 —2‘
n-1
_2n+1 2n -2
T ln-=-1 n-1
_2n+1—2n+2
B n-1
3 <
= £,
n-1
jos
3
n>1+-—.
£

Jos siis kokonaisluku n. on vihintdédn yhtidsuuri kuin reaaliluku 1+43/¢ ja n suurempi
kuin ng, niin |a, — 2| < & olipa positiivinen € kuinka pieni tahansa. Siis a, — 2,
kun n — oo. O
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Esimerkki 5.2. Olkoon lukujono (a,), jolle

3n—1
n—1"

a, =
Osoita, ettd lim a, # 2.
n—oo

Todistus. Helposti ndhddén, ettd lim,_, a, = 3. Todistetaan viite kdyttimailld méa-
ritelmé&d 5.1. Tarkastellaan erotusta |a, — 2|. Havaitaan, etti

= 2| = 3n—1_2
n—1
B 3n—1_2n—2‘
n—1 n—1
B 3n—1—2n+2‘
n—1
n+1

> 1, kunn > 2.
n—1
Voidaan olettaa, ettd 0 < & < 1, joten epayhtild |a, — 2| < € ei voi toteutua. Siis
lim a, # 2. O

n—00

Muita hyvid e-tekniikan harjoitustehtdvid lukioon ovat esimerkiksi lukujonon
laskusdédntojen, kuten summan, vakiotekijén siirron ja tulon raja-arvon, todistaminen
e-tekniikalla.
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6 Lopuksi

Uusi vuonna 2016 kiyttoon tuleva lukion opintosuunnitelma ei tuo suoranaista muu-
tosta matematiikan opintojen nykyisiin tuntiméériin. Matematiikan opintoihin on
tulossa muutos siten, ettd matematiikan opinnot alkavat kaikille yhteiselld kurssil-
la, jonka jédlkeen opiskelijan opinnot eriytyvét joko pitkédén tai lyhyeen matematiik-
kaan. Tdmén ensimmdisen kurssin sisdlto tulee siis soveltumaan seki tuleville pit-
kin ettd lyhyen matematiikan opiskelijoille. Koska toistaiseksi mitidin aihealuetta
ei olla poistamassa lukion matematiikasta, on mahdollista, ettd timd muutos tulee
vaikuttamaan muidenkin kurssien aihesiséltoihin.

Ideaalisena tavoitteena on, ettd yliopiston matematiikan opiskelu jatkuu siitd,
mihin lukio lopettaa. T#ll6in lukion matematiikan opetuksen yhteni oleellisena teh-
tavd on tuoda peruskisitteet riittdvan selkedsti esille ja tarjota niiden kautta riitta-
vi kisitteistd matematiikan jatko-opiskeluun yliopistossa. Etenkin matematiikan sy-
ventdvien opintojen pitdisi pystyi tarjoamaan jo selvd rajapinta tulevaan yliopisto-
opiskeluun. On hyvi muistaa, ettd yliopistossa kaikilla matematiikkaa opiskelevilla
ei vilttamittd ole suoritettuna nditd lukion vapaaehtoisia matematiikan syventavii
kursseja.

Tarkastelemalla lukujonojen késittelyd kolmessa eri matematiikan opetuksen kir-
jasarjassa, voidaan havaita miten timi lukion tarjoama pohja rakentuu ja nivoutuu
kohti vertailukohtana toimivaa yliopiston opetusta. On selvéi, ettd tarkastelemal-
la pelkédstidin matematiikan oppikirjoja ei voida sanoa kaikkea itse opetuksesta lu-
kiossa. Voidaan kuitenkin olettaa, ettd opetuksen sisilto vaihtelee sen mukaan, mité
oppikirjaa opetukseen on kdytetty. Vaikka kirjoissa on asioiden esittimisessid ero-
ja, kaikki ovat lukujonon peruskésitteiden osalta onnistuneet kattamaan opetussuun-
nitelman mukaiset tavoitteet ja keskeisen sisidllon. Toisaalta on helppo havaita, et-
td Matematiikan taito kattaa lukujonojen aihealuetta huomattavasti laajemmin kuin
Pyramidi tai Pitkd matematiikka. Erityisesti timé korostuu kurssin 9 kirjassa, mutta
my0s kurssin 13 kirjassa.

Ajankiyttoehdotuksesta lukujonojen opetukseen voidaan havaita selked ero eri
kirjoissa. Matematiikan taito suosittaa 12 oppitunnin mittaista kokonaisuutta ja Pitka
matematiikka vain 6 oppitunnin pohjustusta kurssille 9. Vastaavasti kurssille 13 Ma-
tematiikan taito ehdottaa neljdd oppituntia, kun taas Pitkd matematiikka kolmea op-
pituntia. Pyramidi ei anna aikatauluehdotusta, mutta materiaalin miirin perusteel-
la se olisi jotain ndiden kahden vélistd. Ajankiytollisesti Matematiikan taito haluaa
selvisti panostaa atheeseen. On selvd, ettd Pitkd matematiikka ei painota erityises-
ti lukujonoja. Toisaalta voidaan kysyéd, painottaako Matematiikan taito ajankidyton
ehdotuksessa liitkaa lukujonoja muiden aiheiden kustannuksella ja onko kirjan Pitka
matematiikka 9 lukujonojen sisilto jo liian laaja verrattuna opetussuunnitelman ta-
voitteisiin. Kirjassa Matematiikan taito 9 on lukujonojen siséllossé kurssille 13 kuu-
luvia aiheita. Liika sisdltd voi aiheuttaa tuntisuunnitelman kariutumisen. Toisaalta
liian sisdllon takia aiheiden késittely saattaa jddda helposti oppitunneilla pintapuo-
leiseksi ja uusien asioiden ldpikdyminen ja omaksuminen jaadd opiskelijan omalle
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vastuulle. Téaté tuskin voidaan pitdd hyvéni tavoitteena lukiossa.

Lukujonojen kisittely lidhtee kaikissa kirjoissa liikkeelle lukujonon mééritelmas-
td ja siitd kuinka lukujonoa merkitiddn. Lukujonon merkinndissd on eroja kirjasarjo-
jen vililld, riippuen siitd kuinka merkintd on kirjassa sovittu. Kuitenkin kirjoissa
Matematiikan taito ja Pitkd matematiikka merkintdtavat vaihtelevat myos yksittdi-
sen kirjan sisélld. Kirjassa Pyramidi kiytetdén samaa sovittua merkintidi lukujonoil-
le koko aihealueella. Vaihtelevia merkintdjd ei ole korjattu tdhin tutkimukseen, vaan
on tarkoituksella kdytetty kirjojen muotoilua korostamaan niiden tyylii késitelld ai-
hetta.

Kirjoissa Matematiikan taito on ennen asian varsinaista midritelmid annettu-
na ns. alkupala pohjustamaan tulevaa médritelmédd. Huomautettakoon, ettd tama al-
kupala on kirjan kdyttdmé termi. Monesti timi alkupala on hyvin laaja, asian esi-
merkein avaava selvitys peruskisitteistd. Ja itse miéritelmd on suppeampi, mate-
maattiseen esitykseen pyrkivé tapa ilmaista jo alkupaloissa esitetyt asiat. Kirjoissa
Matematiikan taito esitetddn asiat selvdsti omalla rytmityksellddn verrattuna kah-
teen muuhun oppikirjaan. Tdmai ei vilttdmittd ole aina eduksi ja korostuu etenkin
rajoitettujen ja monotonisten lukujonojen kisittelyn yhteydessid hajanaisuutena kir-
jassa 9. Kuitenkin kirjan Matematiikan taito 9 kertausosiossa asiat ovat selvissi
ja loogisemmassa jirjestyksessi. Kirjasarja Matematiikan taito on matemaattisesti
huomattavasti laajempi kuin kirjasarjat Pyramidi tai Pitkd matematiikkaa.

Kirjoissa Pyramidi aloitetaan johdannolla, jossa kisittelyyn tulevalle aiheelle
esitetiddn historiallinen tausta. Vaikka téllaisella tarinalla ei matemaattisesti ole mer-
kitystd eiki se edesauta madritelmien ymmaértdmisti tai lukiolaisen kotitehtdvien te-
koa, sen pedagogista puolta ei pidd viheksyd. Mielenkiinnon herittiminen ja sen
ylldpitdminen ovat opettajalle haasteellisia tehtdvid. Historiallisten tarinoiden tuoma
keveys voi olla tarvittava tekija mielenkiinnon herittdjind, etenkin niille opiskelijoil-
le, jotka eivit koe matematiikkaa lukiossa pddaineekseen. Kirjoissa Pyramidi ei aina
kiytetd méadritelmid, vaikka niin olisi voitu tehdid. Tamai ei kuitenkaan vilttamattd
aiheuta ongelmaa, koska ydinasiat ovat esilld riittdvén selkeésti. Pyramidi noudattaa
opetussuunnitelman mukaista jakoa tarkemmin kuin Matematiikan taito. Matema-
titkkan laajuus on suppeampi kuin kirjoissa Matematiikan taito, mutta on joissain ai-
heissa laajempi kuin kirjoissa Pitkd matematiikka. Pyramidi sortuu kuitenkin vélilla
pyorittdmién asioita ilman selkedd etenemisti.

Pitkd matematiikka etenee suoraviivaisesti esittimaélléd aiheeseen alkuun avoimen
ongelman ja esimerkin. Ndiden avulla aihetta pyritdin avaamaan lukijalle. Yleensi
selvennetddn vield tarvittavat peruskésitteet, joista edetddn sujuvasti itse miiritel-
miin. Aina madritelméd aiheelle ei ole tarjottu, vaan on tyydytty peruskisitteiden
selvennykseen. Sujuvuus el harmittavasti jatku méiritelmien esityksessd. Héiritse-
viksi tekijiksi nousee médritelmien jakaminen osiin. Osien véliin on sijoitettu asiaa
selventidviksi tarkoitettu laskuesimerkki. Madritelmén kokonaisuutta on téilldin vai-
kea hahmottaa. Kirjoissa Pitkd matematiikka on siirretty joitain teoriaosuuksia har-
joitustehtédviin, miké vaikeuttaa asioiden 10ytdmisti kirjasta ja vihentii kirjan arvoa
itseopiskelussa.

Lukujonon raja-arvon kisittelyn jdttiminen syventdvidin kurssiin 13 aiheuttaa
hajannaisuutta jirjestyksessd, miten lukujonojen kisittely lukiossa etenee ja miten
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maiiritelmit ja lauseet perustellaan. Useat matematiikan analyysin kirjat esittdvit lu-
kujonon raja-arvon heti seuraavana lukujonon méiirittelyn jédlkeen, jolloin raja-arvoa
voidaan hyodyntdd muiden lukujonon mééritelmien todistuksissa. Téstd voidaan an-
taa esimerkkind Trenchin Introduction to Real Analysis [17]. My0s kurssi Analyy-
si 1 etenee lukujonon méiritelmaésti raja-arvon kautta muihin lukujonon mééritel-
miin.

Lauseiden todistuksissa on havaittavissa selked ero lukion kurssikirjojen ja kurs-
sin Analyysi 1 vililld. Lukiokirjojen todistukset muistuttavat enemmaén laskentaa,
kun taas kurssin Analyysi 1 lukujonon todistukset nojaavat e-tekniikan kdyttoon.
Todistusten heppoisuus ei ole pelkistdaan lukujonoja koskeva seikka lukiomatematii-
kassa. Mahdollisuudet asiallisiin todistuksiin ovat kuitenkin rajalliset lukiomatema-
titkkan antamissa puitteissa. Todistuksiin tarvitaan monesti yliopistomatematiikkaa.
Termit midritelm, lause ja todistus esiintyvét harvoin lukion matematiikan kirjois-
sa, vaikka niiden kéytolle ei ole mitdédn estettd. Voitaisiin helposti verrata matematii-
kan termistod didinkielen kieliopin termistoon ja kysyd, miksi didinkielessd opetel-
laan huomattavan paljon laajempi kisitteist6? Oikeiden termien kdytto jo lukiossa
olisi oleellista jatko-opiskelua ajatellen. Tami on ehki tdrkedmpidd kuin kaikkien
keveiden laskennallisten todistusten esittdminen.

Lukion oppikirjoista on jouduttu karsimaan paljon lukujonojen sisaltod. Talléi-
sid aiheita ovat esimerkiksi lukujonojen osajonot ja niiden suppeneminen seki lu-
kujonojen laskusdinnoistd lukujonon nelidjuuri. Ndmé voitaisiin ilman ajankidyton
tuomaa estettd esittdd jo lukiossa. Toisaalta lukiokirjoissa on lukujonojen yhteydes-
sd sivuttu pikaisesti menetelmiid, kuten kolmioepdyhtilo ja induktio, jotka eivit ole
suorassa liitoksessa lukujonoihin. Molemmat menetelmét vaatisivat syvéllisemmaén
tarkastelun, jotta ne voitaisiin omaksua ja niitd voitaisiin hyddyntidi lukiomatematii-
kassa. Nyt ne on esitetty liian suppeasti ja oikaisten oleellisissa vilivaiheissa.

Lukujonon raja-arvon yhteydessé esiin nousee e-tekniikka. Tdmé vield monelle
yliopistossakin haasteellinen tekniikka on tuttu vain osalle lukion pitkin matematii-
kan opiskelijjoista. Kolmesta tarkastellusta kirjasarjasta Matematiikan taito osoittau-
tui parhaimmaksi e-tekniikan opetukseen siséltden esimerkkejd ja harjoituksia. Py-
ramidi esittidd raja-arvon miiritelmin e-tekniikalla lyhyesti, mutta jattia tidysin sitd
hyodyntidvit esimerkit ja harjoitukset pois. Toisaalta Pitkd matematiikka ei mééritte-
le lukujonon raja-arvoa e-tekniikalla ollenkaan. Voikin todeta, ettd kirja Matematii-
kan taito olisi hyodyllinen kurssilla Analyysi 1 e-tekniikan opiskeluun valmentavana
materiaalina, aivan kuten kirjan Matematiikan taito esipuheessa sanotaan. Yhdessi-
kddn lukion kirjassa e-tekniikan perehdyttimiseen ei ole kuitenkaan panostettu riit-
tavisti. Asian esittiminen vaatii oikeanlaista kielentdmisti ja selventdvid esimerk-
kejd ja harjoituksia. Olisi selventdvid kertoa mihin e-tekniikkaa kéytetddn. Téahin
tutkielmaan on siséllytetty kappale e-tekniikan opettamisesta lukiolaisille.

On syytd nostaa esille myds huoli matematiikan jatkokurssien ja koulukohtais-
ten lisdkurssien tulevaisuudesta. Lukiot kuten muutkin yhteiskunnan tahot ovat jou-
tuneet tiukan taloudellisen puristuksen kouriin ja niiltd vaaditaan jatkuvia sddstoja.
Tillaisessa tilanteessa yksittidiset lukiot saattavat joutua karsimaan syventédvii kurs-
seja tai omia lisdkurssejaan. Tamd tuskin tulee kuitenkaan koskemaan matemaatti-
sesti ja teknisesti painottuneita lukioita.
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Opetussuunnitelman mukainen lukio-opetus lukujonoille voisi olla sisdlloltidin
laajempi. Sisdllon jakoa perus- ja syventdviin kursseihin voisi harkita niin, ettd lu-
kujonon raja-arvo tulisi jo peruskurssien puolella. Lukujonoista jdad paljon aiheita
yliopiston matematiikan kursseille, vaikka osan pystyisi lukiossa lukujonojen yh-
teydessé esittamaddn. Ongelmaksi nousee lukion matematiikan opetuksen rajallinen
aika. Kirjat késittelevit lukujonon opetussuunnitelman antamissa rajoissa tai sen
yli. Peruskdsitteet esitetidiin selkedsti. Kirjojen vililld on eroja, mutta myos paljon
samankaltaisuutta. Riittdva pohja lukujonojen yliopisto-opintoja varten muodostuu,
jos opiskelija suorittaa vapaaehtoisen syventidvén kurssin 13. Suurimmaksi haasteek-
si lukujonojen opetuksessa jdd jo monesti esiin tuotu puutteellinen e-tekniikan ka-
sittely. Opetussuunnitelma ei sitd vaadi ja siksi lukion matematiikan kirjat eivit anna
riittdvad tukea opiskelijalle, vaan aiheen syventdvi opetus jdid opettajan toiminnan
varaan ja lopulta yliopiston tehtidvéksi.

67



Lahteet

[1]

(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

Halmetoja, M.: Lukujonoista, Solmu, 2006. [viitattu 6.11.2014]. Saatavissa In-
ternetisté: http://solmu.math.helsinki.fi/2006/1/halmetoja.pdf

Halmetoja, M., Hikkinen, K., Merikoski, J., Pippola, L., Silfverberg, H., Tos-
savainen,: Matematiikan taito 13 - Differentiaali- ja integraalilaskennan jatko-
kurssi. Helsinki: WSOY Oppimateriaalit Oy, 2008.

Halmetoja, M., Hikkinen, K., Merikoski, J., Pippola, L., Silfverberg, H., Tos-
savainen, T., Laurinolli, T., Sankilampi, T., Viilo, M., Viininen, K.: Matema-
titkan taito 9 - Trigonometriset funktiot ja lukujonot. Helsinki: WSOY Oppi-
materiaalit Oy, 2007.

Hiarkonen, R., Kontkanen, P., Lehtonen, J., Luosto, K., Ronkainen, A., Savo-
lainen, S.: Pyramidi 9 - Trigonometriset funktiot ja lukujonot. Helsinki: Kus-
tannusosakeyhtié Tammi, 2011.

Kangasaho, J., Mikinen, J., Oikkonen, J., Paasonen, J., Salmela, M., Tahvanai-
nen, J.: Pitkd matematiikka 9 - Trigonometriset funktiot ja lukujonot. Helsinki:
WSOY Oppimateriaalit Oy, 2007.

Kangasaho, J., Mikinen, J., Oikkonen, J., Paasonen, J., Salmela, M., Tahva-
nainen, J.: Pitkd matematiikka 13 - Differentiaali- ja integraalilaskennan jat-
kokurssi. Helsinki: WSOY Oppimateriaalit Oy, 2008.

Koivisto, P.: Analyysi 1 kurssimoniste. Tampereen yliopisto, 2014. [vii-
tattu 6.11.2014]. Saatavissa Internetistd: http://www.sis.uta.fi/matematiikka/
analyysi- 1/moniste2014/Analyysil.pdf.

Kontkanen, P., Lehtonen, J., Luosto, K.: Pyramidi 13 - Differentiaali- ja integ-
raalilaskennan jatkokurssi. Helsinki: Sanoma Pro Oy, 2012.

Merikoski, J., Virtanen, A., Koivisto, P.: Johdatus diskreettiin matematiikkaan.
Helsinki: WSOY / Oppimateriaalit, 2004.

Opetushallitus, Lukion Opetussuunnitelman perusteet 2003. [viitattu
4.3.2015]. Saatavissa Internetistd: http://www.oph.fi/download/47345_
lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2003.pdf.

Opetushallitus, Tiedote lukion opetussuunnitelman perusteiden laatimises-
ta 20.11.2014. [viitattu 4.3.2015]. Saatavissa Internetistd: http://www.oph.fi/
download/163106_opetushallitus_tiedote_66_2014.pdf.

Opetus- ja kulttuuriministerid, Tulevaisuuden lukio, tuntijako ja tavoitteet.
[viitattu 4.3.2015]. Saatavissa Internetistd: http://www.minedu.fi/export/sites/
default/OPM/Julkaisut/2013/liitteet/tr14.pdf?lang=fi.

68


http://solmu.math.helsinki.fi/2006/1/halmetoja.pdf
http://www.sis.uta.fi/matematiikka/analyysi-1/moniste2014/Analyysi1.pdf
http://www.sis.uta.fi/matematiikka/analyysi-1/moniste2014/Analyysi1.pdf
http://www.oph.fi/download/47345_lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2003.pdf
http://www.oph.fi/download/47345_lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2003.pdf
http://www.oph.fi/download/163106_opetushallitus_tiedote_66_2014.pdf
http://www.oph.fi/download/163106_opetushallitus_tiedote_66_2014.pdf
http://www.minedu.fi/export/sites/default/OPM/Julkaisut/2013/liitteet/tr14.pdf?lang=fi
http://www.minedu.fi/export/sites/default/OPM/Julkaisut/2013/liitteet/tr14.pdf?lang=fi

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Tampereen yliopisto, Analyysi 1 -kurssin tavoitteet, 2014. [viitattu 6.11.2014].
Saatavissa  Internetistd:  https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=
6909&idx=0&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014.

Tampereen yliopisto, Johdatus analyysiin -kurssin tavoitteet, 2014. [viitattu
9.4.2015]. Saatavissa Internetisti: https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?
rid=6989&idx=1&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014.

Tampereen yliopisto, Johdatus matemaattiseen pddittelyyn -kurssin tavoitteet,
2014. [viitattu 9.4.2015]. Saatavissa Internetistd: https://www10.uta.fi/opas/
opintojakso.htm?rid=6909&idx=1&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014.

Tampereen yliopisto, Matematiikan peruskdsitteitd -kurssin tavoitteet,
2014. [viitattu 9.4.2015]. Saatavissa Internetistd: https://www10.uta.fi/opas/
opintojakso.htm?rid=6989&idx=0&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014.

Trench, William F.: Introduction to Real Analysis. Books and Mono-
graphs. Book 7. 2013. [viitattu 14.11.2014]. Saatavissa Internetistd: http://
digitalcommons.trinity.edu/mono/7.

69


https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6909&idx=0&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6909&idx=0&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6989&idx=1&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6989&idx=1&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6909&idx=1&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6909&idx=1&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6989&idx=0&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
https://www10.uta.fi/opas/opintojakso.htm?rid=6989&idx=0&uiLang=fi&lang=fi&lvv=2014
http://digitalcommons.trinity.edu/mono/7
http://digitalcommons.trinity.edu/mono/7

	Johdanto
	Lukion opetussuunnitelma
	Voimassa oleva opetussuunnitelma
	Matematiikan opetussuunnitelma
	Lukion matematiikan opetussuunnitelman tulevaisuus

	Lukujonojen opetuksen tavoitteet  lukiossa ja yliopistossa
	Lukujonot lukion opetussuunnitelmassa
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Matematiikan peruskäsitteitä
	Johdatus analyysiin
	Johdatus matemaattiseen päättelyyn
	Analyysi 1

	Lukujonojen matemaattisen esittämisen  tarkastelua
	Lukujonon määritelmä ja esitystapa
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Analyysi 1
	Lukujonon määritelmän vertailua

	Lukujonon raja-arvo, suppeneminen ja hajaantuminen
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Analyysi 1
	Raja-arvon käsittelyn vertailua

	Rajoitetut ja monotoniset lukujonot
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Analyysi 1
	Rajoitettujen ja monotonisten lukujonojen vertailua

	Lukujonon raja-arvon laskusääntöjä
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Analyysi 1
	Lukujonon raja-arvon laskusääntöjen vertailua

	Aritmeettinen lukujono
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Johdatus diskreettiin matematiikkaan
	Aritmeettisen lukujonon vertailua

	Geometrinen lukujono
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Johdatus diskreettiin matematiikkaan
	Geometrisen lukujonon vertailua

	Rekursiiviset lukujonot
	Matematiikan taito
	Pyramidi
	Pitkä matematiikka
	Johdatus diskreettiin matematiikkaan
	Rekursiivisten lukujonojen vertailua


	Raja-arvon -tekniikkaa lukiolaisille
	Lopuksi
	Lähteet

