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Tiivistelma

Taman Pro gradu -tutkielman tarkoituksena on toimia materiaalina luku-
teorian kurssiin, joka pohjautuu nykyiseen kurssiin MAA11: Lukuteoria ja
logiikka. Téméa materiaali eroaa kurssin MAA11 materiaaleista siind, ettéd
logiikan osuus on jatetty pois. Sen sijaan lukuteorian aiheisiin paneudu-
taan syvéallisemmin, ja loppupuolella esitelliin muutama sovellus. Lukuteo-
rian aiheet, kuten jaollisuus, alkuluvut ja kongruenssi, kayddan materiaa-
lissa lapi perusteellisesti. Lisdksi materiaalissa kasitellian lukujéarjestelmia
sekd kongruenssien sovelluksia, kuten tarkistusnumeroita ja RSA-salausta.
Tassd materiaalissa keskeisia sisaltoja ovat kokonaislukujen jaollisuus ja ja-
koyhtéalo, Eukleideen algoritmi, alkuluvut, aritmetiikan peruslause, kokonais-
lukujen kongruenssi, jaollisuustestit sekda Fermat'n pieni lause. Tutkielmassa
on haluttu korostaa sitd, miten naitd matemaattisia aiheita voidaan kayt-
taa kaytdannon sovelluksissa. Materiaalista 10ytyy soveltavia tehtavida, mutta
perustehtavien maard on vahainen. Témén Pro gradu -tutkielman lédhtee-
na on kaytetty Kenneth H. Rosenin kirjaa Elementary Number Theory and
its Applications, seka Lukuteoria ja logiikka -kurssikirjaa sarjoista Pyramidi,
Matematiikan taito ja Laudatur.

Asiasanat jaollisuus, alkuluvut, kongruenssi
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1 Johdanto

Lukuteoria on, kuten nimi kertoo, lukujen tutkimusta. Ennen Pythagorasta
tutkittiin vain kokonaislukuja ja rationaalilukuja. Kun Pythagoras ja hanen
opetuslapsensa huomasivat, etta yksikkonelion lavistaja ei voi olla rationaali-
luku, he jarkyttyivat. He tekivit yhdessd paatoksen, etta irrationaalilukujen
olemassaolo téytyy pitédéd salaisuutena kuolemanrangaistuksen uhalla. [1, s.
96]

Lukuteorian ongelmat ovat muuttuneet vuosisatojen kuluessa hankalem-
miksi. Fermat'n suuri lause todistettiin vasta 1990-luvulla ja Riemannin hy-
poteesi on edelleen todistamatta. Fermat'n suuren lauseen mukaan yhtalolla
2™ + y" = 2" ei ole nollasta eroavia kokonaislukuratkaisuja x, y ja z, kun
n on kahta suurempi kokonaisluku. Pierre de Fermat esitti suuren lauseen-
sa jo 1700-luvulla, mutta vasta yli 300 vuotta myohemmin englantilainen
Andrew Wiles laati 150 sivun todistuksen, jonka ymmaéartdd vain muutama
matemaatikko maailmassa. [3| s. 51]

Lukuteoria on matematiikan osa-alue, jolla on paljon kaytannon sovelluk-
sia modernissa tietoliikenteessa. Koodausteoria sivuaa lukuteoriaa ja monet
salausjérjestelmét ovat puhdasta lukuteoriaa.[I], s. 97|



2 Opetussuunnitelma

Taméan Pro gradu -tutkielman tarkoituksena on toimia materiaalina lukuteo-
rian kurssiin, joka pohjautuu nykyiseen kurssiin MAA11: Lukuteoria ja lo-
giikka. Taméa materiaali eroaa kurssin MAA11 materiaaleista siiné, etta téstéa
materiaalista on jatetty pois logiikan osuus. Sen sijaan lukuteorian aiheisiin
paneudutaan syvéllisemmin, ja loppupuolella esitellian muutama sovellus.

Vuoden 2003 Lukion opetussuunnitelman perusteista on haluttu korostaa
seuraavia tavoitteita: opiskelija

e ymmaértia ja osaa kiyttad matematiikan kielté, kuten seuraamaan ma-
temaattisen tiedon esittdmistd, lukemaan matemaattista tekstid, kes-
kustelemaan matematiikasta, ja oppii arvostamaan esityksen tasmalli-
syytté ja perustelujen selkeytta

e oppii nakemadn matemaattisen tiedon loogisena rakenteena

e kehittaa lausekkeiden kasittely-, péaattely- ja ongelmanratkaisutaito-
jaan

e harjaantuu kasittelemaén tietoa matematiikalle ominaisella tavalla, tot-
tuu tekemadn otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laatimaan
perusteluja seka arvioimaan perustelujen patevyytté ja tulosten yleis-
tettavyytta.

Kurssin Lukuteoria ja logiikka tavoitteista seuraavat ovat myos tamén
lukuteorian kurssin tavoitteita: opiskelija

e oppii todistusperiaatteita ja harjoittelee todistamista

e oppii lukuteorian peruskasitteet ja perehtyy alkulukujen ominaisuuk-
siin

e osaa tutkia kokonaislukujen jaollisuutta jakoyhtalon ja kokonaislukujen
kongruenssin avulla

e osaa maarittaa kokonaislukujen suurimman yhteisen tekijan Eukleideen
algoritmilla.

Téassa kurssimateriaalissa ei opeteta todistusperiaatteita erikseen, mutta mo-
nien lauseiden todistukset ovat materiaalissa mukana. Materiaalissa on myos
paljon todistustehtavia, jotka on tarkoitus tehdé esimerkkien mukaisesti. Lu-
kuteorian aiheet, kuten jaollisuus, alkuluvut ja kongruenssi, kiaydédan materi-
aalissa lapi perusteellisesti. Lisdksi materiaalissa kasitellaan lukujéarjestelmia
seké kongruenssien sovelluksia, kuten tarkistusnumeroita ja RSA-salausta.
Opetussuunnitelman perusteista poimittuja keskeisia sisaltoja ovat

e kokonaislukujen jaollisuus ja jakoyhtalo



Eukleideen algoritmi

alkuluvut

aritmetiikan peruslause

kokonaislukujen kongruenssi.

Tassd materiaalissa edelld mainittujen lisdksi keskeisia sisaltoja ovat jaolli-
suustestit sekéd Fermat’'n pieni lause. Téssd materiaalissa on myo6s haluttu
korostaa sitd, miten naita matemaattisia aiheita voidaan kayttaa kaytannon
sovelluksissa.

Materiaalista l0ytyy soveltavia tehtavid, mutta perustehtavien maéra on
viahainen. Perustehtavia 1oytyy lisda Lukuteoria ja logiikka -kurssikirjoista,
kuten Pyramidista [I], Matematiikan taidosta [2] ja Laudaturista [3].



3 Jaollisuus

e Voidaanko 57 karkin karkkipussi jakaa tasan a) kahden b) kolmen
ihmisen kesken?

e Milld kokonaisluvun a arvoilla jako menee tasan, kun lauseke

a® — a jaetaan luvulla 57

3.1 Jaollisuusrelaatio

Olkoot a ja b kokonaislukuja ja b # 0. Jos on olemassa sellainen koko-
naisluku ¢, ettd a = be, niin sanotaan, etta luku b jakaa luvun a ja etta
b on luvun a tekijd. Sanotaan myos, etta luku a on jaollinen luvulla b.
[8, s. 37

Koska 21 = 3 - 7, niin luku 3 jakaa luvun 21 ja on sen tekija. Luku 21
on siis jaollinen luvulla 3.

Koska ei 1oydy kokonaislukua & joka toteuttaisi yhtélon 21 = 2k, niin
luku 2 ei ole luvun 21 tekija, eika luku 21 ole jaollinen luvulla 2.

Kun luku b jakaa luvun a, niin b | a.
Kun luku b ei jaa lukua a, niin b 1 a.



e Koska 21 =3-7, niin 3|21 ja 7|21

e Koska luku 21 ei ole jaollinen luvulla 2, niin 2 1 21.

Esimerkkeja jaollisuudesta ovat 10 | 2000, —20 | 100, 30 1 50 ja 31 | 0.

3.2 Jaollisuustestit

On muitakin tapoja selvittda, onko luku a jaollinen luvulla b, kuin katso-
malla, meneeko jakolasku a : b tasan. Yksi vaihtoehtoinen tapa on kayttaa
jaollisuustestia. Jaollisuustestit nopeuttavat suurten lukujen jaollisuuden tes-

taamista.

Kokonaisluku on jaollinen

luvulla 2, jos ja vain jos sen viimeinen numero on parillinen.

luvulla 3, jos ja vain jos sen numeroiden summa on jaollinen
luvulla 3.

luvulla 4, jos ja vain jos sen kahden viimeisen numeron muodos-
tama luku on jaollinen luvulla 4.

luvulla 5, jos ja vain jos sen viimeinen numero on 0 tai 5.
luvulla 6, jos ja vain jos se on jaollinen luvuilla 2 ja 3.

luvulla 7, jos luku, josta on poistettu viimeinen numero ja vé-
hennetty viimeinen numero kahdesti, on jaollinen luvulla 7. Tatéa
voidaan toistaa niin kauan, kunnes luku on niin pieni, ettd on
helppo néhda onko jaljella oleva luku jaollinen luvulla 7.

luvulla 8, jos ja vain jos sen kolmen viimeisen numeron muodos-
tama luku on jaollinen luvulla 8.

luvulla 9, jos ja vain jos sen numeroiden summa on jaollinen
luvulla 9.



Jaollisuustestit todistetaan myohemmin kappaleessa

Onko luku 31 265 436 jaollinen luvuilla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 97

e On jaollinen luvulla 2, koska viimeinen numero on 6.

e On jaollinen luvulla 3, koska 3+1+24+6+5+4+3+6 =30
ja 3 30.

e On jaollinen luvulla 4, koska 4 | 36.
e Ei ole jaollinen luvulla 5, koska viimeinen numero on 6.
e On jaollinen luvulla 6, koska on jaollinen luvuilla 2 ja 3.

e Ei ole jaollinen luvulla 7, silld kun toistetaan jaollisuustestin kaa-
vaa 3126543 — 6 — 6 = 3126531, 312653 — 1 — 1 = 312651,
31265 — 1 — 1 = 31263, 3126 — 3 — 3 = 3120, 312 — 0 — 0 = 312,
niin lopulta saadaan 31 —2 — 2 = 27, ja 27 ei ole jaollinen luvulla

7.
e Ei ole jaollinen luvulla 8, koska 8 1 436.

e Ei ole jaollinen luvulla 9, koska 9 1 30.

Todista: Kun mistéd tahansa kolminumeroisesta luvusta vahennetaan
luku, joka on alkuperdinen luku kaénteiselld numerojarjestyksella, niin
taméa erotus on jaollinen yhdeksallé.

Merkitaédn alkuperaisen luvun numeroita kirjaimin a, b ja c. Alkupe-
riainen luku on siis 100a+ 100+ ¢ ja vihennettava luku on 100c+ 10b+a.
Nyt erotus

100a 4+ 10b + ¢ — (100¢ 4+ 10b + a) = 100a — a + 10b — 10b 4+ ¢ — 100¢
= 99a — 99c
=99(a — ¢)
=9-11(a—¢)
— 9t,

missd ¢ on kokonaisluku, koska a ja ¢ ovat kokonaislukuja. Siis erotus
on jaollinen yhdeksélla.



3.3

Jaollisuussiaantoja

Kaikille kokonaisluvuille patee seuraavat jaollisuussdannot:
1. 1]a

2. Josa#0, niina|ajaalO.

3. Josalbjabla,nin a= +£b.

4. Josa|bjab]c, niina|c.

5. Jos a | b, niin a | bk kaikilla kokonaisluvuilla .
6. Josa|bjaal|c ninal (b=£c).

7. Josa|bjaa|ec nin a | (zb =+ yc).

Todistus (vrt. [7, s. 31] ja [3 s. 58]). 1. Koska a=1-a, niin 1| a.

2.
3.

Viite seuraa suoraan kertolaskuistaa =1-aja0=0"-a.
Harjoitustehtava

Koska a | b ja b | ¢, niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut = ja y,
joille patee ax = b ja by = c¢. Nyt siis ¢ = by = (ax)y = a(zy), jolloin
pétee a | c.

Koska a | b, niin on olemassa sellainen kokonaisluku z, jolle pétee
b = ax. Nyt siis bk = (azx)k = a(zk), joten a | bk.

Koska a | b ja a | ¢, niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut x ja v,
joille pétee b = za ja ¢ = ya. Siis b+ ¢ = za £ ya = (x £ y)a.

Harjoitustehtéava



Osoita, ettd lauseke n® + 3n on jaollinen luvulla 2 kaikilla kokonaislu-
vuilla n.

Jaetaan todistus kahteen osaan sen mukaan, onko n parillinen vai
pariton.

Jos n on parillinen, niin se on muotoa n = 2m, missa m on koko-
naisluku. Nyt n® + 3n = (2m)? + 3(2m) = 8m® + 6m = 2(4m? + 3m).
Koska 4m? + 3m on kokonaisluku, niin voidaan todeta, etti n® + 3n on
jaollinen luvulla 2, kun n on parillinen.

Jos n on pariton, on se muotoa n = 2m + 1, jolloin

n*+3n=02m+1)>+3-(2m+1)
=©2m+1)(2m+1)*+6m+3
= (2m+ 1)(4m* 4+ 4m + 1) + 6m + 3
= 8m® +8m* + 2m + 4m® +4m + 1+ 6m + 3
= 8m® + 12m* + 12m + 4
= 2(4m? + 6m* + 6m + 2).

Koska (4m3 + 6m? + 6m + 2) on kokonaisluku, niin lauseke n3 + 3n
on jaollinen luvulla 2, kun n on pariton.
Lauseke n® + 3n on jaollinen luvulla 2 kaikilla kokonaisluvuilla n.

[3, s. 59]

3.4 Jakoyhtalo

Jos a ja b ovat kokonaislukuja ja b > 0, niin on olemassa yksikasitteiset
kokonaisluvut ¢ ja r siten, ettda yhtalo

a=qb+r

pitee, kun 0 < r < b. Sanotaan, ettd g on osamddrd ja r on jakojddn-
nds, kun luku a jaetaan luvulla b.

Todistus. Vrt. [3, s. 67] ja [7, 32]. Tarkastellaan lukuja a — bk, missa k kiy
lapi kaikki kokonaisluvut. Olkoon k = ¢ pienin kokonaisluku, jolle a — bk on
positiivinen, eli kun & < #. Nimetdan r = a—bg, jolloin r > 0. Pitdd todistaa,
ettd r < b. Tehdédédn vastaoletus, ettd r > b. Nyt r >r —b= (a — bg) — b =



a—0b(qg+ 1) > 0, joka on ristiriita, silli ¢ oli pienin kokonaisluku, jolle
a — bk > 0. Siis on olemassa a = ¢b + r, missa 0 < r < b.

Osoitetaan vield, ettd jos olisi sellaiset kokonaisluvut ¢, r, ¢’ ja r/, etté
gd+r =x = ¢d+r', missi 0 < r,r’ < d, niin silloin on oltava ¢ = ¢ ja
r = 7', Sovitaan, ettd r < 7/, jolloin 0 < (7’ —r) < r’ < b. Samalla

gb+r=qb+1
q=qb+1r" —r

gp—qgb=r"—r

(¢—a)o=r"—r,

eli0 < (" —r) = (qg—¢)b < 1" < b. Koska seké ¢ etté ¢’ ovat kokonaislukuja,
niin niiden erotuskin on kokonaisluku. Epéyhtélon 0 < (¢ — ¢')b < b mukaan
qg—q =0, joten g = ¢'. Tasta seuraa, ettd myos r = r’. H

Josa =100 ja b= 7, niin silloin ¢ = 14 jar = 2, silla 100 = 14-7+2. Jos
a = —80 ja b = 11, niin silloin ¢ = —8 ja r = §, silla —80 = —8 - 11 + 8.



Todista, ettd 5 | (a® — a), kun a on miké tahansa kokonaisluku.

Jaetaan polynomi tekijoihin: a® —a = a(a*—1) = a(a®—1)(a?*+1) =
a(a—1)(a+1)(a®+1). Jakoyhtélén avulla jaetaan kaikki kokonaisluvut
ryhmiin sen perusteella, miké on jakojaannos, kun jaetaan luvulla 5. Eri
ryhmaét ovat bq, 5g+1, 5¢+2, 5¢+ 3 ja 5q+4, missé g on kokonaisluku.
Riittda todistaa, ettd jokin polynomin a® — a tekijoistd on jaollinen
luvulla 5.

e Kun a = 5¢, niin tekija a on jaollinen luvulla 5.

e Kun a = 5g+ 1, niin tekiji a — 1 = (5¢ + 1) — 1 = 5q on jaollinen
luvulla 5.

Kun a = 5¢ + 2, niin tekiji a? +1 = (5q + 2)* + 1 = 25¢* + 20q +
441 =5(5¢*+ 4¢ + 1) on jaollinen luvulla 5.

Kun a = 5¢ + 3, niin tekiji a® + 1 = (5¢ + 3)* + 1 = 25¢* 4+ 30q +
9+ 1 =5(5¢> + 6g + 2) on jaollinen luvulla 5.

Kun a = 5¢ + 4, niin tekija a +1 = (b¢ +4) +1 =5(¢+ 1) on
jaollinen luvulla 5.

Siis luku a® — a on jaollinen luvulla 5 kaikilla kokonaisluvuilla a.

[3, s. 67

3.5 Tehtavia

1. Tdydellinen luku on sellainen positiivinen kokonaisluku, joka on itseaan
pienempien positiivisten tekijoidensa summa. [T, s. 104]

(a) Tutki, onko luku 28 téydellinen.
(b) Tutki, onko luku 100 téydellinen.

2. Osoita, ettd luku 6 on pienin tdydellinen luku. [Il, s. 104]

3. Jos a, b ja c ovat perikkiisia kokonaislukuja, mitka seuraavista vait-
teistd on totta? [3, s. 64]

(a) Ainakin yksi luvuista on jaollinen kahdella.
(b) Yksi luvuista on jaollinen kolmella.

(¢) Yksi luvuista on jaollinen neljélla.

4. Ma&éarita ne luvut a, joille a | (a + 6). |2 s. 55]

10



10.

11.

12.

13.
14.

. Todista oikeaksi tai vadrédksi: [2, s. 55]

(a) Jos luku on jaollinen luvulla 3, niin se on jaollinen luvulla 9.

(b) Jos luku on jaollinen luvulla 9, niin se on jaollinen luvulla 3.
Kirjoita jakoyhtalo luvuille

(a) 58 ja 7
(b) 84 ja 6
(c) 150 ja 11.

Liisalla on 12 kirjekuorta ja 12 korttia. Kirjekuoret on numeroitu 1-12
ja kortit 110-121. Voiko Liisa sijoittaa kortin kuoren sisaén siten, etta
kunkin kuoren numero on kortin numeron tekija? [3) s. 64]

Kuusinumeroinen luku 33XY2Y on jaollinen luvulla 275. Maarita X
ja Y. [3 s. 64]

Todista: Jos a | b ja b | a, niin a = £b.
Todista: Jos a | bjaa|c, niin a | (xb =+ yc).
Todista oikeaksi tai vidréaksi: [2, s. 55]

(a) Jos k| (ab), niin k | a.
(b) Josa| (b+c),niinal|bjaalec.

Vertaa lauseen [3.2] kohtiin 5. ja 6.

Osoita, etta lauseke n(n + 1) on parillinen kaikilla kokonaisluvuilla n.
[3, s. 63]

Osoita, ettd 3 | (n® + 8n) kaikilla kokonaisluvuilla n. [T, s. 104]

Osoita, ettd jos n on pariton, niin n? — 9 on jaollinen luvulla 8. [T s.
104]

11



4 Lukujarjestelmat

e Voiko luku 1000 tarkoittaa kahdeksaa?

e Jos saisit luoda numerojérjestelmén uudelleen, olisiko se saman-
lainen kuin nykyinen numerojéarjestelmamme?

4.1 Kymmenjirjestelma

Lukujen merkitsemistéa helpottaa eri lukujarjestelmét. Biologisista syista ylei-
sesti kdytetyin lukujérjestelmé on kymmenjérjestelméa. Kymmenjérjestelmé
on paikkajarjestelma, jonka kantaluku on 10, ja paikkajéarjestelmaélla tarkoi-
tetaan sita, ettd luvun paikka ilmaisee ykkosia, kymmenia, satoja jne. Kym-
menjarjestelmaé kutsutaan myos arabialaiseksi desimaalijarjestelméksi.

Kirjoita luku 3105, 89 kymmenpotensseja kayttaen.

3105, 89 = 3000 + 100 + 5 + 0,8 + 0, 09
=3-1000+1-100+0-104+5-1+8-0,14+9-0,01
=3-10°4+1-10°4+0-10' +5-10°+8-1071 +9-1072

4.2 Muut lukujarjestelmat

Olkoon z kokonaisluku ja = > 1. Jokainen positiivinen kokonaisluku
n voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa n = apz”® + ap_ 2% +
-+ -+ayx+ap, missa k on positiivinen kokonaisluku, a; on kokonaisluku,
joka on valilld 0 <a; <z, kun 7 =0,1,...,k ja a; # 0.

Todistus (vrt. [7) s. 40-42]). Lahdetéén tarkastelemaan lukua n jakoyhtdlon
kautta, kun jakajana on z. Nyt siis n = gpzr+ag ja 0 < ag < x. Jos ag # 0, niin
teemme saman luvulle g, sitten luvulle ¢; jne. kunnes saavutetaan g, = 0.

12



Siis

do = 1 + aq (0<a; <x)

¢1 = @2x + as (0<ay<x)
k-2 = Qr—1T + a1 0<ap1<ux)
Gp—1 = 0z + ay (0 <ag < x).

Osamaara g on lopulta 0, sillan > gy >q; > -+ > q > 0.
Nyt sijoitetaan ensimmaiseen jakoyhtaloon n = qox + ag toinen, sitten
kolmas jne. Saadaan

n=(qr+a)r+a =qr’+ar+a

3 2
n = @x° + a2x” + a1x + ag

k k-1
n = qx—1T" + ap_1x + ...+ a1x + ag

k k—1
n=apx" + ar_1b"" "+ ...+ a1x + ag.

Nyt siis 0 < a; < « kaikilla 57 =0,1,...,k ja a, # 0.
Jakoyhtalon yksikasitteisyyden nojalla myos tamé lukujen esitystapa on
yksikéasitteinen. O]

Kantaluku voi olla miké tahansa lukua 1 suurempi kokonaisluku. Muita
yleisimmin kaytettyja lukujarjestelmia ovat 8-jarjestelma eli oktaalijarjestel-
mé (0-7), kuvankésittelyssa kédytetty 16-jarjestelma eli heksadesimaalijarjes-
telmé (0-15), jossa lukuja 10-15 merkitdén kirjaimin A-F', seké tietoteknii-
kassa kaytetty binaérijarjestelmé, jossa kaytetadn ainoastaan lukuja 0 ja 1.

Muussa kuin kymmenjarjestelméssé esi-
tetty luku esitetdaan muodossa x,,, mis-
sd n on lukujarjestelman kantaluku.

o Kymmenjarjestelméan luku 2 vastaa binaarié 10, joten 2 = 10,.

e Kymmenjarjestelmén luku 10 vastaa oktaalia 12, joten 10 = 12g.
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Kymmenjarjestelma ei ole ainut historian saatossa kaytetty lukujar-
jestelmé. Alkeellisinta laskemista suoritettiin kahden ryhmissa. Silloin,
kun ihminen hankki elantonsa kerdilemaélla ja metsastamallé, ei suu-
rille luvuille ollut tarvetta, ja jo kahden ylittava méaara nahtiin suure-
na. Australian koillisosassa asuvat heimot sekd Afrikan pygmiheimot
nimedvat numeroita kahden ryhmissa.

Viisijarjestelméan perustuvat laskutavat ovat yleisempia, silla sor-
mien kaytto laskemisessa on luontevaa. Gronlannin inuiittien kielessa
yhdistyy viisi- ja 20-jarjestelma, silla lukusanat tulevat ihmisen raa-
joista. Lukujen nimia ovat esimerkiksi 6="toinen kasi", 7="toinen kasi
kaksi", 11= "ensimmainen jalka' 17 ="toinen jalka kaksi"ja 20="mies".
Myo6s esimerkiksi tukkimiehen kirjanpito perustuu viiden sarjoihin ryh-
mittelelmiseen.

Myo6s lukua 12 on kéytetty esimerkiksi mitta- ja painojarjestel-
mien kantalukuna. Briteissa oli vuoteen 1971 asti kéytosséd rahayk-
sikko, jonka perusyksikko punta oli 20 shillinkid ja shillinki 12 pen-
nié. Tassa rahajarjestelmassé oli siis mukana kantaluvut 12, 20 ja 240.
Kelttien parissa kaytettiin kaksikymmenjarjestelméa, jonka vaikutus
nakyy edelleen ranskankielessa. Ranskankielinen sana luvulle 80 on
quatre-vingt, eli nelja-kaksikymmenta ja luvulle 90 quatre-vingt-dix,
eli neljé-kaksikymmenta-kymmenen. Myo6s esimerkiksi mayat ja aztee-
kit kdyttivat kehittynytta 20-jarjestelméa.

Kymmenjarjestelmé on kuitenkin ollut jo pitkaan kaytetyin luku-
jarjestelma. Sita on kaytetty Egyptissa, Kreikassa, Intiassa ja Kiinas-
sa muinaisista ajoista lahtien, ja se levisi jo ennen ajanlaskun alkua.
Kymmenjarjestelmé perustuu sormien lukumaaraédn ja on kantalukua
5 luonnollisempi, silld ihminen on harjaantunut kayttdmaan molempia
késiaan. [9) s. 3-5]
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Muuntaminen toisesta lukujérjestelméasté kymmenjarjestelmaédn sujuu ka-
tevasti lauseen (1] avulla.

Mita seuraavat luvut ovat kymmenjarjestelméssa: a) 10101015 b) 125g

a)

1010101, =1-2540-2°+1-2*+0-22+1-224+0-2' +1.2°
=1-644+0+1-16+0+1-44+0+1-1
=64+16+4+1
=85

1255 =1-82+2.8" 4+ 5.8
=1-6442-845-1
=64+16+5
=85
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Mité seuraavat luvut ovat kymmenjérjestelméssa: a) F03B¢ b) 1001, 10157

a)
F03Big=15-16340-16>+3- 16" + 11 - 16°
=15-40964+0+3-16+11-1
— 61440 + 48 + 11
— 61499
b)

1001,101, =1-2° +0-2240-2" +1-2°+1.27 4+ 0-272+1.273
1 1
=1-840+0+1-1+1-—4+0+1-—

21 23
=8+1+0,5+0,125
=9,625

Kun halutaan muuntaa kymmenjarjestelméan luku toiseen jarjestelmaan,
muutetaan jakolaskun avulla muoto samanlaiseksi kuin lauseessa |4.1

Esita luku 161 oktaali- ja bindarijarjestelméssa.
Oktaalijarjestelméassa 161 on

161 =20-8+1=(2-8+4)-8+1=2-8"+4-8"+1-8" =241
ja vastaavasti bindarijarjestelmassa se on

161=2-80+1=2-2-40+1=2-2-2-204+1=2-2-2-2-10+ 1
=2.2.2-2-2-54+1=2-2-2-2-2-(2-2+1) +1
=222+ 1) +1=2"+2°+1=10100001,.
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Toinen tapa muuntaa lukuja kymmenjarjestelmésta toiseen on toistamal-
la jakoyhtaloa, jolloin kysytty lukujarjestelmén luku saadaan jakojadnnok-
sista, kun jakojaannokset luetaan alhaalta ylos.

Esita luku 161 oktaali- ja binadérijarjestelméssa.
Oktaalijarjestelmédan muuntaessa jaetaan luvulla 8, jolloin

161 =8-20+1
20=8-2+4
2=8-0+42.

Nyt jakojaannokset alhaalta ylos antavat oktaalin, joten 161 = 2415.
Vastaavasti bindariksi muuntaessa

161 =2-80+ 1
80=2-40+0
40 =2-20+0
20=2-10+0
10=2-5+0
5=2.241
2=2.140
1=2-0+1,

ja saadaan 161 = 101000015.
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Joidenkin lukujarjestelmien vélilla on helppo tehd&d muunnoksia. Esimer-
kiksi binadrien ja heksadesimaalien vélilla vaihtaminen on sujuvaa, silla yk-
si heksadesimaali vastaa neljan binaérin ketjua. Pitkdn bindarin jakaminen
neljan binaérin ketjuihin helpottaa binadrin muuttamista heksadesimaaliksi.

4.3

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

Binaarin 1010111001, muuttaminen heksadesimaaliksi aloitetaan jaka-
malla bindéri neljin ketjuiksi, oikealta aloittaen. Saadaan ketjut 1001,
1011, ja viimeisesta muodostetaan neljan ketju lisdamalla eteen kaksi
nollaa, jolloin saadaan 0010. Nyt 1001 = 23+1 =9, 1011 = 23 +2+1 =
11 ja 0010 = 2, joten vastaus on heksadesimaalina 259:4.

Tehtavia

Muunna kymmenjéarjestelmadan a) 1000101g b) 2443

Muunna kymmenjérjestelméaén a) 1000101, b) ABBA1g

Esitd kymmenjarjestelmén luku 100 a) bindérind b) heksadesimaalina.
Esita luku 11011011, oktaalina.

Esita luku 313214 bindérina.

Missa lukujérjestelméssé 52 on kymmenjarjestelmén luku 577

Missé lukujarjestelméssa 21120 on kymmenjarjestelméan luku 6007
Esita heksadesimaaliluvut 1-F neljin numeron bindarinketjuina.
Esita luku FFA14C46 bindarina.

Keksi lukujarjestelmapari, joiden vélilla on helppo vaihtaa.

Suorita laskutoimitukset bindarijarjestelméssa a) 10100 + 110115 b)
10101, - 110015,

18



5 Alkuluvut

e Kuinka monta eri tapaa on kirjoittaa kertolasku, jonka tulo on
307 Enta 317

e Kuinka monta tekijaa on luvuilla 30 ja 317

5.1 Alkuluku ja yhdistetty luku

Olkoon p positiivinen kokonaisluku ja suurempi kuin 1. Lukua p kut-
sutaan alkuluvuksi, jos p on jaollinen ainoastaan itselladn ja luvulla 1,
ja niiden vastaluvuilla. [8, s. 68]

Luvut 2, 3, 5, 7, 23, 41 ja 107 ovat alkulukuja.

Luku 1 ei ole alkuluku. Tamé& perustuu sopimukseen, silla jos se olisi alku-
luku, minkaan luvun alkutekijahajotelma ei olisi endé yksikasitteinen. Ykko-
selld kertominenhan ei muuta mitéén, joten hajotelmaan voisi lisata mielival-
taisen paljon ykkosié [I) s. 105]. Alkutekijdhajotelmasta lisda ks. méaéritelma

B3l

Positiivista kokonaislukua, joka on suurempi kuin 1 mutta ei ole alku-
luku, kutsutaan yhdistetyksi luvuksi. [8, s. 68|

Luvut 91 =7-13 ja 66 = 2 - 3 - 11 ovat yhdistettyja lukuja.
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Jos p on alkuluku ja p | ab, niin p | a tai p | b.

Todistus sivuutetaan (ks. [II, s. 132]).

Jokainen positiivinen kokonaisluku, joka on suurempi kuin 1, voidaan
esittdd jarjestysta vaille yksikasitteisesti alkulukujen tulona.

Todistus (vrt. [7, s. 97-98]). Tehdaan vastaoletus, etté on olemassa kokonais-
luku, joka on suurempi kuin 1, mutta jolla ei ole alkulukutekijaé. Olkoon n
pienin téllainen luku. Jos n olisi alkuluku, niin silla olisi alkulukutekija n.
Siis luku n on yhdistetty luku ja n voidaan esittdd muodossa n = ab, misséa
1 < a,b < n. Koska n oli pienin luku, jolla ei ole alkulukutekijaa, niin luvulla
a on oltava alkulukutekija. Mutta lauseen |3.2] kohdan 4. mukaan luvun a te-
kija on myos luvun n tekija, mika on ristiriita. Vastaoletus kumotaan, joten
jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan kirjoittaa alkulukujen tulona.
Todistetaan seuraavaksi, etta luvun esitysmuoto alkulukujen tulona on
yksikasitteinen. Tehdédan vastaoletus, ettd luku n voidaan esittad kahdel-
la eri tavalla alkulukujen tulona. Namé alkulukujen tulot ovat pi'p3* - - - p*
ja gbrgbz - qfl. Nyt siis p{'p5? - -« pit = gl qf’l. Sievennetadn yhtdlosta
yhteiset tekija, jolloin saadaan p{'p3*---pim = gk - -’ Nyt kaikki al-
kuluvut ovat toistaan eroavia, eli p; # ¢; kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Kuitenkin
1| g gbr, jolloin py | ¥ jollakin i = 1,2,...,n. Koska p; on alku-
luku, niin p; | ¢;. Mutta koska myds ¢; on alkuluku, niin tulisi olla p; = ¢;,
mika on ristiriita. Siis alkulukujen tulo on yksikasitteinen. O]

Esitystapaa, jossa luku esitetaén yksikasitteissd muodossa alkulukujen
tulona, kutsutaan alkutekijihajotelmaksi. [7, s. 97

Esimerkkeja alkutekijahajotelmasta:
4=2.2=2240=2-2-2-5=2%-5ja 287 =7 -41.
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5.2 Alkulukujen méaara

Alkulukuja on darettéméan monta.

Todistus (vrt. [7, s. 67]). Tehddan vastaoletus, ettd alkulukuja on dérellinen
maara. Merkitaan alkulukuja symboleilla pq, po,..., p,. Tarkastellaan lukua
k = pips - - - pn + 1. Lauseen nojalla k£ on alkulukujen tulo, eli joku
alkuluvuista py, pa,..., p, on siis sellainen, ettd p; | k. Koska myos p; | p1ps -
-+ Dn, niin patee p; | (K —p1p2 - - - p,) = 1. Tama on ristiriita, silla p; > 1. O

5.3 Alkulukujen etsiminen

On monia erilaisia menetelmia, joilla voi tutkia, onko jokin luku alkuluku.
Osa menetelmista antaa varmasti oikean vastauksen, osa vain suurella toden-
nakoisyydella. Taysin varma algoritmi olisi tietysti paras vaihtoehto, mutta
sellaiset ovat usein hitaita [1l s. 109]. Alkulukutesti ja Erastotheneen seula
ovat kaksi tapaa, joilla voi etsia suhteellisen pienia alkulukuja.

Luku n > 2 on alkuluku, jos ja vain jos se ei ole jaollinen millaan
sellaisella alkuluvulla, joka on enintdan /n.

Todistus (vrt. [3 s. 57]). Oletetaan, etté kokonaisluvuille n, x ja y patee n =
xy. Pitaa osoittaa, etta luvun n tekijoista x < y/n tai y < /n.

Tehd&én vastaviite, ettd o > \/n ja y > \/n. Vastaviitteestd seuraa, etta
x-y > +/n-y/n =n. Tulos zy > n on ristiriidassa alkuperdisen oletuksen
kanssa, joten joko x < /n tai y < /n. ]

Onko luku 181 alkuluku?

Kaytetdaan alkulukutestia. Koska /181 ~ 13, 5, riittda tutkia, onko
181 jaollinen luvuilla 2, 3, 5, 7, 11, 13. Koska luku 181 ei ole jaollinen
milldan naista, niin se on alkuluku.

Erastotheneen seula on tehokas menetelma alkulukujen taulukointiin, tai
useampien alkulukujen etsimiseen samalla vaivalla. Jos halutaan 16ytaa kaik-
ki alkuluvut joukosta {1,2,...,n}, tehdéén niista lista. Sen jalkeen aloitetaan
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pienimmaésta alkuluvusta (eli luvusta 2), ja yliviivataan kaikki ne kahta suu-
remmat luvut, jotka ovat silld jaollisia. Kun ollaan péasty listan loppuun,
etsitddn seuraava alkuluku (luvun 2 jilkeen 3) ja kdydadn lapi sen moniker-
rat. Kaydaan jarjestyksessa lapi kaikki alkuluvut pienimmaésta alkuluvusta
lukuun /n asti. Taméan jalkeen kaikki yliviivaamatta jadneet luvut ovat al-
kulukuja. [I} s. 109]

5.4 Goldbachin otaksuma

Goldbach esitti Eulerille vuonna 1742 otaksuman, jonka mukaan jokainen
neljad suurempi parillinen luku voidaan esittda kahden alkuluvun summana.
Esimerkiksi 4 = 242, 14 = 3+ 11 ja 20 = 7+ 13. Viela tandkaan paivana, yli
250 vuotta myohemmin, otaksumaa ei ole onnistuttu todistamaan oikeaksi tai
vaariksi. Se kuitenkin pétee kaikille luvuille n < 4 - 107 [6], joten vaikuttaa
siltd, ettd se olisi myos yleisesti tosi. [2, s. 59] On kuitenkin my6s hyvin
mahdollista, etta otaksuma ei pidakdan paikkaansa.
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9.9

26.

27.

28.
29.
30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

Tehtavia

Kuinka monta parillista alkulukua on olemassa? [2, s. 55]
Todista oikeaksi tai vaariaksi: Kahden alkuluvun

(a) summa

(b) tulo

on alkuluku. [2, s. 55]

Hajota luku a) 63, b)129, ¢) 154 alkutekijéihin.

Hajota luku a) 1 155, b) 1386, ¢) 11 800 alkutekijoihin.

Testaa alkulukutestilld, onko luku a) 41, b) 51, ¢) 143 alkuluku.

Maarita Erasthotheneen seulalla kaikki lukujen 50 ja 100 vélissé olevat
alkuluvut. Vrt. [2], s. 60]

Esita Goldbachin otaksuman mukaisesti kahden alkuluvun summana
a) 22, b) 30, ¢) 100. Vrt. |2, s. 60]

Alkulukua p vastaa Mersennen luku M, = 2P — 1. [2, s. 61]

(a) Monet Mersennen luvut ovat alkulukuja. Totea taméa luvuista Ma,
M3, Ms ja M.

(b) Kaikki Mersennen luvut eiviat kuitenkaan ole alkulukuja. Totea
tama luvusta M.

(c) Osoita, ettei alkuluku ole vélttaméttd Mersennen luku.
Ratkaise a ja b yhtilostd 223° = 1296. [3 s. 64]

Lukion oppilaista muodostetun kuuden pelaajan lentopallojoukkueen
ikien tulo on 23 970 816. Miké on pelaajien ikien summa? 3| s. 64]

Todista: Jos a > 3 on alkuluku, niin a + 1 on yhdistetty luku. [2, s. 55]
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6 Suurin yhteinen tekija syt ja pienin yhtei-
nen jaettava pyj

e Suorakulmion muotoisen huoneen lattia halutaan paallystaa ne-
lion muotoisilla laatoilla. Huoneen leveys on 3,6 m ja pituus 2,4
m. Mika on suurin mahdollinen laatan sivupituus, etta koko huo-
ne saadaan paéllystettyd kokonaisilla laatoilla, kun sivun pituu-
den on oltava kokonaisluku?

e Kaksi junaa lahtee Helsingista klo 12.00. Toinen lahtee Helsingis-
td 50 minuutin vélein, toinen 90 minuutin valein. Monelta junat
seuraavan kerran lahtevit samaan aikaan Helsingista?

6.1 Suurin yhteinen tekija

Olkoot a ja b kokonaislukuja ja ainakin toinen nollasta eroava. Positii-
vista kokonaislukua d kutsutaan lukujen a ja b suurimmaksi yhteiseksi
tekijiksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa [8, s. 90]:

l.d|ajad]|b

2. Jos = | a ja x| b, niin silloin z | d.

Suurin yhteinen tekija merkitaan
syt(a,b) = d.

Lukujen 105 ja 350 yhteiset tekijat ovat +1, 5, £7 ja 435, joten
syt(105, 350) = 35.Muita esimerkkej ovat syt(6, 12) = 6, syt(40, 100) =
20, syt(7,25) =1 ja syt(—34,17) = 17.
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6.2 Pienin yhteinen jaettava

Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Niiden pienin yhteinen jaet-
tava on pienin positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen seka luvulla
a ettd b. [7, s. 100]

Pienin yhteinen jaettava merkitaan
pyi(a,b) = e.

Nédmaé ovat lukujen pienimpié yhteisia jaettavia: pyj(10, 15) = 30,
pyj(10,14) = 70, pyj(3,21) = 21 ja pyj(7,13) = 91.

Suurimman yhteisen tekijin ja pienimmaén yhteisen jaettavan voi selvit-
taa alkutekijahajotelman avulla. Luvut a ja b kirjoitetaan alkulukujen tuloksi
a=pi'py*---pinjab= pph - - pPn, missd py, pa,...,pn ovat alkutekijiha-
jotelmissa esiintyvat alkuluvut. Jos joku alkuluku p; esiintyy vain luvun a
alkutekijahajotelmassa mutta ei luvun b, niin silloin vastaava b; on 0 ja vas-
taavasti a; on 0 jos p; esiintyy vain luvun b alkutekijahajotelmassa. Lukujen
a ja b suurin yhteinen tekija on kaikkien yhteisten alkutekijoiden tulo. Pie-
nin yhteinen jaettava on kaikkien eri alkulukujen tulo ja jos luvuissa a ja b
esiintyy sama alkuluku, valitaan suurempi a; tai b;.

Siis suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen jaettava ovat

Syt(a, b) _ prlnin(al,bl)pglin(az,lu) . _pnmin(an,bn),
: max(ay,b max(ag,b max(an,bn
pyila,b) = prexienbn) pmax(azba) - pmax(anbn)

missd min(z, y) tarkoittaa pienempéé luvuista z ja y ja max(z, y) suurempaa.
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Maaéritetaan lukujen 240 ja 555 suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen

jaettava.

240 =24-10=3-8-2-5=2"-3.5
740 =74-10=2-37-2-5=2%.5.37.
Koska suurin yhteinen tekijé on yhteisten tekijoiden tulo, niin

Syt(240, 740) — 2min (4,2).3min(1,0).5min (1,1).37min (0,1) — 22.30_51'370 = 20.

Pienin yhteinen jaettava on kaikkien eri alkulukujen tulo, joten

pYJ(240, 740) — 2max (4,2).3max (1,0)'5max(1,1)_37max (0,1) — 24'31'51.371 — 8880

Kahden luvun tulo on yhta kuin niiden syt:n ja pyj:n tulo

ab = syt(a, b) pyj(a,b).

Todistus Ks. [2, s.70]. Olkoon d = syt(a,b). Talloin a = dm ja b = dn ja
syt(m,n) = 1. Jos syt(m,n) = s > 1, niin silloin luvuilla a ja b olisi yhtei-

nen tekija ds > d. Koska pyj(a,b) = dmn, niin ab = dmdn = d(dmn) =
syt(a, b) pyj(a, b). O

Lukujen 240 ja 740 tulo on 177600. Niiden suurimman yhteisen tekijan
ja pienimman yhteisen jaettavan laskimme esimerkissa ja niiden
tulo on syt(240, 740) - pyj(240,740) = 20 - 8880 = 177600.
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6.3 Eukleideen algoritmi

suurimman yhteisen tekijan hakemiseen kannattaa kayttaa Fukleideen algo-
ritmia. [3, s. 79]

Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja olkoon a > b. Fukleideen
algoritmissa toistetaan jakoyhtaloa perdkkéin, korvaamalla jaettava ja-
kajalla ja jakaja jakojdannokselld, kunnes jako menee tasan:

a = qob+r (0 <7 <b)

b=qri+r (0<ry<m)

1= QT2 + T3 (0<r;<ry)
Th—2 = Qr—1Tk—1 + 7% (0 <rp <rg_1)
Tk—1 = qkTk-

Viimeinen nollasta eroava jakojaannos on lukujen a ja b suurin yhteinen
tekijé, eli syt(a,b) = ry.

Todistus Vrt. [T, s. 81 ja 87-88]. Kun algoritmia suoritetaan, jéé jakojéén-
nokseksi lopulta 0. Algoritmi voidaan suorittaa enintdan a kertaa, silla ko-
konaislukuja a > b > ry > ry > ... > 0 voi olla enintdan a kappaletta.

Todistetaan, etta jakoyhtélossd a = qob + 11 péatee syt(a,b) = syt(b, ).
Nyt, koska syt(a, b) = syt(qob+11,b), voidaan todistaa, etta syt(qob+11,b) =
syt(b, ). Riittdéd todistaa, etta luvuilla gob + 7 ja b on tédsmaélleen samat
yhteiset tekijat kuin luvuilla b ja 7.

Olkoon z lukujen b ja r; yhteinen tekija. Nyt siis « | b ja = | r1, joten
lauseen kohdan 7. perusteella x | (gob + 7r1). Siis  on my6s lukujen
(qob + 71) ja b yhteinen tekija.

Olkoon y lukujen (gob + 1) ja b yhteinen tekija. Nyt lauseen kohdan
5. mukaan y | gob, ja koska y | (gob + 1) ja y | qob, niin lauseen kohdan
6. mukaan péatee myos y | ((qob+ r1) — qob) = r1. Siis y on myo6s lukujen b ja
r1 yhteinen tekija.

Koska lukupareilla (gob + 71) ja b sekéd b ja r; on tasmélleen samat yh-
teiset tekijat, niin syt(qob + 71,b) = syt(b, 1), miké on yhtéapitdvaa yhtélon
syt(a,b) = syt(b, 1) kanssa.

Algoritmilla saadaan syt(a, b) = syt(b,r1) = syt(r1,79) = ... = (rg_1,7%) =
(rr,0) = g, joten viimeinen nollasta eroava jakojaannos on lukujen a ja b
suurin yhteinen tekijé. O
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6.4
37

38.

39.
40.

41.

42.

43.
44.

45.

46.

47.

Tehtavia
Maarita a) syt(55,132), b) syt(231,429) i) jakamalla tekijoihin, ii)
Eukleideen algoritmilla.
Maarita

(a) pyj(231,429)

(b) pyi(13,16,65).

Madrita syt(240, 280, 334).
Maarita kokonaisluku a, kun pyj(a, 19) = 228 ja a < 19, [I], s. 124]
Supista

963
(a) 3081

(b) 217

46702

62963
(©) 161107

Péiviantasaajalla olevassa kylassa paikallinen tahtiharrastaja havaitsee
kaksi satelliittia yhtd aikaa suoraan paansa yldpuolella. Han tarkkai-
lee satelliitteja pidemman aikaa ja toteaa niiden kiertoajoiksi 90 ja 98
minuuttia. Minka ajan kuluttua satelliitit ovat seuraavan kerran yhta
aikaa havaitsijan ylapuolella? [1, s. 124]

Oletetaan, ettéd syt(a,b) = 3. Voiko talloin olla a 4+ b = 1007 [2] s. 74]

Kahden kokonaisluvun tulo on 1935 ja niiden pienin yhteinen jaettava
on 645. Maaraa luvut. (Huom! Kaksi ratkaisua.) [3] s. 65]

Etsi kaksi kokonaislukua, joiden suurin yhteinen tekija on 140 ja pienin
yhteinen jaettava on 9800. Maaraa kaikki tehtdvan ratkaisut. [3], s. 65]

21n+4
14n+3

Osoita, ettei murtolukua voida sieventad, olipa kokonaisluku n

miké tahansa. [II, s. 124]

Osoita, etté jos syt(a,b) = 1, niin syt(a +b,a —b) = 1 tai 2. [I], s. 124]
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7 Kongruenssi

e Lihdet matkalle maanantaina klo 6.00. Matkasi kestdd 700 tun-
tia. Milloin palaat takaisin?

e Montako lukua keksit, jotka jaettuna 5:114 antavat jakojadnnok-
seksi luvun 17 Mika yleinen lauseke niille saadaan?

Kirjoita jakoyhtélond a) 16 : 7b) 93 : 7 ¢) 2: 7.
a) Jakoyhtdlo: 16 =2 -7+ 2
b) Jakoyhtiilé: 93 = 137 + 2
c¢) Jakoyhtalo: 2 =07+ 2

Esimerkissd nahdéain, ettd yhteista luvuille 2, 16 ja 93 on se, etté niilla
on sama jakojdannos, kun ne jaetaan seitsemalld. Sanotaan, ettd ndmé luvut
ovat kongruentteja keskenaédn modulo 7.

Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Kun a ja b ovat kokonaislukuja,
niin luku @ on kongruentti luvun b kanssa (tai toisin sanoen luvut a ja
b ovat kongruentteja) modulo m, jos m | (a — b). [8, s. 142]

Kun luku a on kongruentti luvun b kans-
sa, niin a = b (mod m).

Kun luku a ei ole kongruentti luvun b
kanssa, niin a # b (mod m).

Jakoyhtalon perusteella jaettava on aina kongruentti jakojaannoksensa
kanssa modulo jakaja, silld kun @ = gb+r, niin a —r =dgeli d | (a —r).
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Esimerkki 7.2

Kellonajat ovat yleisimmin kéytetty kongruenssi, silla

13=1 (mod 12)
15=3 (mod 12)
20=8 (mod 12)
24=0 (mod 12)

Esimerkki 7.3

e Kongruenssi 10 =1 (mod 3) pétee, silld 3 | (10 — 1) = 9.

mod 5) pétee, silla 5| (32 —2) = 30

(

e Kongruenssi 15 # 0 (mod 8) pétee, silld 8 1 (15 — 0) = 15.
e Kongruenssi 32 =2 (
(

e Kongruenssi z = 0 (mod m) pétee silloin, kun m | (z — 0), eli
silloin kun m | z.

Kokonaisluvut a ja b toteuttavat kongruenssin a = b (mod m), jos ja
vain jos on olemassa kokonaisluku k, jolle patee a = b + km.

Todistus (vrt. [7, s.129]). Kun @ = b (mod m), niin m | (a — b). On siis
olemassa kokonaisluku £, jolle patee km = a —b, eli a = b+ km. Vastaavasti,
jos on olemassa kokonaisluku k, joka toteuttaa yhtdlon a = b + km, eli
km = a — b, niin silloin m | (a — b) ja a = b (mod m). O

Esimerkki 7.4

Kun 17 =2 (mod 3), niin k =5 ja 17 =24 5-3. Yhtédl6 21 = 1 + 5k
pétee, kun k = 4, joten 21 =1 (mod 5).
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Kuten esimerkisséa [7.3

e Yhtdlo 10 = 1 4 3k patee, kun k = 3.
e FEi loydy kokonaislukua k, joka toteuttaisi yhtalon 15 = 8k.
e Yhtalo 32 = 2 + 5k patee, kun k = 6.

e Yhtdlo x = km pétee, kun m | x.

Kongruensseilla modulo m on seuraavat ominaisuudet, kun m on po-
sitiivinen kokonaisluku:

1. Kun a on kokonaisluku, niin ¢ = a (mod m).

2. Kun kokonaisluvut a ja b toteuttavat konruenssin a = b (mod m),
niin myos kongruenssi b = a (mod m) pétee.

3. Kun kokonaisluvut a, b ja ¢ toteuttavat konruenssit a = b (mod m)
ja b= c (mod m), niin my6s kongruenssi a = ¢ (mod m) pétee.

Todistus (vrt. [7, s.129]). 1. Kongruenssi a = a (mod m) patee, koska
m | (a—a)=0.

2. Kun @ = b (mod m), niin m | (a — b). Siis on olemassa kokonaisluku
t, joka toteuttaa yhtélon tm = a — b, mikd on yhtépitdvada yhtalon
—tm = —(a — b) kanssa. Nyt (—t)m = —tm = —(a — b) = b — a, joten
m | (b — a). Siis kongruenssi b = a (mod m) pétee.

3. Kun a =b (mod m) ja b= ¢ (mod m), niin m | (a — b) jam | (b—c).
Siis on olemassa kokonaisluvut ¢ ja u, joille tm =a — b ja um = b — c.
Siis (a —¢) = (a —b) + (b — ¢) = tm +um = (t + u)m ja tésta seuraa,
ettd m | (a — ¢), jolloin a = ¢ (mod m).

[
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1. Kongruenssi 17 = 17 (mod 3) pétee, silla 3 | (17 — 17) = 0.

2. Koska 2 =1 (mod 5), niin my6s 1 = x (mod 5), silli 5 | (z — 1),
eli 5t = x — 1, jolloin 5- —t = =5t = —(z — 1) = 1 — z, joten
5] (1—ux).

3. Koska 88 =7 (mod 9) ja43 =7 (mod 9), niin 88 = 43 (mod 9).
Tamé pétee, silla 9 | (88 — 43) = 45.

7.1 Kongruenssien laskusidannot

Olkoot a, b, ¢, d ja m kokonaislukuja ja olkoon m > 0. Kun a = b
(mod m) ja ¢ = d (mod m), niin

l.a+c=b+d (mod m),

2. ac = bd (mod m),

Todistus (vrt. [2], .85]). Oletuksen mukaan m | (a — b) ja m | (¢ — d), joten
on olemassa kokonaisluvut t ja wu, jotka toteuttavat yhtalot tm = a — b ja
um =c —d, joten a =b+tm ja c=d+ um.

1. Nyt a+c = (b+tm)+(d+um) = b+d+tm+um = b+d+(t+u)m = b+d
(mod m)

2. Nyt c(a — b) = c(tm) ja b(c — d) = b(um), jotka yhteenlaskettuna ovat

cla—0b) +blc—d) = c(tm) + b(um)
ac — bc + bc — bd = ctm + bum
ac — bd = (ct + bu)m

joten m | (ac — cd).
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Olkoot a, b, ¢ ja m kokonaislukuja ja olkoon m > 0. Kun a = b
(mod m), niin

l. a+c=b+c (mod m),
2. a—c=b—c (mod m),

3. ac = be (mod m).

Todistus (vrt. [7, s.130]). Kun a =b (mod m), niin m | (a — b).

1. Koska (a+c¢)—(b+c) = (a—b), niin m | ((a+¢)—(b+c)) eli at+c = b+c
(mod m).

2. Harjoitustehtava

3. Kun m | (a — b), niin myés m | (a — b) - ¢ = (ac — be), joten ac = be
(mod m).

]

Koska 10 = 0 (mod 5), niin my6s 13 =10+ 3 = 0+ 3 = 3 (mod 5).
Koska 17 =3 (mod 7), niin myos 13 =17—-4=3 -4 = —1 (mod 7).
Koska 30 = 3 (mod 9), niin myos 60 =30-2=3-2=6 (mod 9).

Olkoot a, b ja m kokonaislukuja ja olkoon m > 0. Kun a = b (mod m),
niin ¢" = 0" (mod m) kaikilla kokonaisluvuilla n > 0.

Todistus. Tama lause on seurausta lauseen [7.3] kohdasta 2. ]
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On laskuja, jotka voidaan helposti laskea kongruenssilla, mutta joita las-
kin ei pysty laskemaan liian suurten lukujen takia. Esimerkiksi 2! on liian
suuri luku laskimelle.

Laske jakojdinnos laskussa 2% : 3.
Kiytimme apunamme kongruenssia 22 =4 =1 (mod 3). Nyt

29 = ¥+l — (/B .2l =1%.2-1.2=2 (mod 3),

joten jakojaannos laskussa 27! : 3 on 2.

Mik& on luvun 32%° viimeinen numero?

Luvun viimeinen numero saadaan laskemalla kongruenssi modulo
10. Kéiytetddn apunamme tietoa 32 = —1 (mod 10). Nyt

320 = 3T — (3731 = (=1)*".3=-1.3=-3=7 (mod 10),

3255

joten luvun viimeinen numero on 7.

Osoita, ettd 22" 4+ 5 - 8" + 1 on jaollinen luvulla 7 kaikilla n > 0.
Huomataan, ettd 22 =1 (mod 7) ja8 =1 (mod 7) . Nyt

2"4+5.8"+1=1"45-1"4+1=1+5+1=7=0 (mod7),

joten 22" +5- 8" + 1 on jaollinen luvulla 7 kaikilla n > 0.
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7.2 Jaollisuustestien todistukset
Nyt todistamme kongruensseilla lauseessa [3.1] esitetyt jaollisuustestit.
Todistus. Olkoon x = a;10* + ax_;10F 1 + -+ 4+ a,10 + ay.

e Jaollisuus luvulla 2: Koska 10 = 0 (mod 2), niin myé6s 10° = 0 (mod 2)
kaikilla i > 0. Nyt siis az10* 4+ aj_110F ' + .-+ a;10 + a9 = ax - 0 +
ag—1-0+--+a-0+ay=ap (mod 2), eli z = ay (mod 2). Siis 2 | z,
jos ja vain jos 2 | ag.

o Jaollisuus luvulla 3: Koska 10 = 1 (mod 3), niin myés 10° = 1 (mod 3)
kaikilla @ > 0. Nyt siis az10* 4+ aj_110F ' + .- +a;10 + ap = ax - 1 +
ag—1-1+---4a-14+a)=ar+ar_1+---+ap (mod 3). Siis 3 | z, jos
ja vain jos 3 | (ax + ag—1 + -+ + ao).

e Jaollisuus luvulla 4: Koska 100 = 0 (mod 4), niin my6s 10° = 0 (mod 2)
kaikilla 4 > 2. Nyt siis az10¥ + ap_110871 4+ -+ + 5100 + @110 + ap =
a0+ agq-0+ - +ay -0+ a;10 + ag = a110 + a¢ (mod 4), eli
r =a110 4+ ap (mod 4). Siis 4 | z, jos ja vain jos 4 | (a110 + ap).

e Jaollisuus luvulla 6: Jos 6 | x, niin koska 2 | 6 ja 3 | 6, niin lauseen
kohdan 4. perusteella myos 2 | = ja 3 | z.

Jos 2 | x, niin on olemassa kokonaisluku ¢, jolle patee x = 2¢. Kun liséksi
3 | = 2t, niin 3 | ¢, jolloin on olemassa kokonaisluku u, jolle t = 3u.
Siis x = 2t = 2(3u) = 6u. Vastaavasti, jos 3 | z, niin kokonaisluvulla ¢
x = 3t' ja koska my6s 2 | x = 3t/, niin 2 | ¢/, joten kokonaisluvulla
t' = 2u/, jolloin z = 3t' = 3(2u’) = 6u’. Molemmissa tapauksissa 6 | z.

o Jaollisuus luvulla 7: Merkitdin v = a,10571 4+ a5_110%72 + -+ + q,
jolloin = 10y + ay. Nyt 5z = 50y +5a¢ = 1y —2a¢ = y—2ao (mod 7).
Nyt siis 7 | bz, jos ja vain jos 7 | y — 2ag. Koska 715, niin 7 | 5z, jos ja
vain jos 7 | x. Siis 7 | x, jos ja vain jos 7 | y — 2aq.

Loput harjoitustehtavia. O
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7.3 Tehtavia
48. Kello on 00:00. Paljonko kello on a) 221 b) 1141 tuntia myéhemmin?

49. Néyttavatko a) 12-tuntinen b) 24-tuntinen kello samaa aikaa 100 ja 184
tunnin kuluttua?

50. Osoita, ettd a) 573 = 453 (mod 8) b) 150 = —543 (mod 7) ¢) 22Y =1
(mod 11).

51. Mé&éaritd pienin luonnollinen luku z, joka toteuttaa kongruenssin a)
177 =2 (mod 9) b) —21 =z (mod 5) ¢) 1010 = x (mod 17).

52. Maaritéa kaikki sellaiset luvut n, jotka toteuttavat kongruenssin 35 = 2
(mod n).

53. Laske jakojdannos, kun luvun a)62™" b) 3% ¢) 234 - 8216 jakaa seitsemél-
1a?

54. Miké on luvun a) 917 b) 5123 ja ¢) 31215 viimeinen numero?

55. Todista, ettd luvuilla 38%° 4 3 ja 425 4 20 on sama jakojdinnos, kun ne
jaetaan luvulla 17.

56. Todista, ettd a — ¢ =b— ¢ (mod m), kun a = b (mod m).
57. Todista luvun 5 jaollisuustesti.
58. Todista luvun 8 jaollisuustesti.

59. Todista luvun 9 jaollisuustesti.
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8 Kongruenssien sovellukset

e Miksi 105 =1 (mod 7)?

e Milloin 3 on yhta kuin 137

8.1 Fermat’n pieni lause

Olkoot a, b, x ja n kokonaislukuja ja olkoon n suurempi kuin 0. Kun
(x,n) =1 ja ax = bxr (mod n), niin a = b (mod n).

Todistus sivuutetaan (ks. [8, s. 145]).

Olkoon p alkuluku ja x positiivinen kokonaisluku, niin etté p t z. T&l-
16in pétee
' =1 (mod p).

Todistus (vrt. [8, s. 217-218]). Tarkastellaan lukuja z, 2z, 3z, ..., (p — 1)x.
Yksikéaan joukossa olevista luvuista ei ole jaollinen luvulla p, koska p 1 z ja
koska p on alkuluku.

Joukosta ei myoskaan 10ydy kahta lukua, jotka olisivat kongruentteja mo-
dulo p. Muuten olisi olemassa j ja k, joille patee jo = kx (mod p), missé
1 <j<k<p-—1 Koska (z,p) = 1, niin lauseen perusteella j = k
(mod p), mutta koska j ja k ovat molemmat pienempié kuin p, niin todetaan

tamén olevan mahdotonta. Luvut z, 2z, 3z, ..., (p — 1)z ovat siis kaikki
epakongruentteja modulo p.

Nyt tieddmme, ettd joukon x, 2z, 3z, ..., (p— 1)z pienimmét positiiviset
jaannokset modulo p ovat 1, 2, 3, ..., (p — 1) jossakin jarjestyksessé. Siis

x-2x-3z---(p—1x=1-2-3---(p—1) (mod p)
P tp—-1)!=(p—1)! (mod p).

Nyt siis p | (2P Hp— 1) = (p—1)!) = (p— 1)!(zP~! — 1). Mutta koska
pt (p—1)!, niin silloin taytyy olla p | (zP~1 —1). Siis 2771 =1 (mod p). O
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Laske, mikéi on jakojadnnos, kun luku 16* jaetaan luvulla 5.
Koska luku 5 on alkuluku ja 5t 16, niin voidaan kdyttda Fermat'n
pienta lausetta, jolloin

16*=16°""'=1 (mod 5).

Esimerkin lasku voidaan laskea myos laskimella, silla 16* = 65536.
Nyt kayttamalla jakoyhtélod saadaan 65536 = 13107 - 5 + 1. Nyt nédhdaén,
ettd jakojadnnos on tosiaan 1 silloin kun 16* jaetaan luvulla 5.

Fermat'n pieni lause on hyoédyllinen, kun lasketaan korkeita potensseja,
joita on muuten vaikea laskea.

Miki on pienin kokonaisluku, joka on kongruentti luvun 7322 kanssa
modulo 117
Fermat'n pienta lausetta kiyttamalld saadaan

7% = 7RO — (710)2 .72 =177 .49 =5 (mod 11).

Osoita, ettd luku 226 — 1 on jaollinen luvulla 35.

Huomataan, ettd 35 = 5 - 7, ja koska luvut 5 ja 7 ovat alkulukuja,
niin riittdéd todistaa, ettd luku 2216 — 1 on jaollinen seké luvulla 5, ettd
luvulla 7. Koska 512 ja 71 2, niin voidaan kéyttdd Fermat'n lausetta,
jolloin saadaan

M0 1 =2 _1=2"""-1=1"~-1=1-1=0 (mod5)
ja
220 1 =20630 1 =20 _1=1%_1=1-1=0 (mod?7).

Koska luku 221¢ —1 on jaollinen luvuilla 5 ja 7, niin se on jaollinen my6s
luvulla 35.
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Fermat on kuuluisa pienen lauseensa lisdksi myo0s suuresta lausees-
taan, joka on yksi lukuteorian tunnetuimmista ongelmista. Fermat'n
suuren lauseen mukaan yhtalollda 2" + y™ = 2™ ei ole nollasta eroa-
via kokonaislukuratkaisuja, kun n > 2. Fermat esitti lauseen kirjees-
saan 1600-luvulla mutta ei liittédnyt siihen todistusta, koska se oli liian
pitka. Nykyisin epaillaén, ettd Fermat’lla ei ollut todistusta lainkaan,
tai se oli virheellinen, silla téydellisen todistuksen teki Andrew Wiles
vasta 350 vuotta myohemmin. Wiles tyoskenteli todistuksen parissa 7
vuotta, kunnes vuonna 1995 200-sivuinen todistus oli valmis. Wilesin
todistuksessa kaytetadn modernia matematiikkaa, jota Fermat ei olisi
voinut 1600-luvulla kayttaa. [3, s. 51] [7), s. 490-492]

8.2 Jaannosluokat

Kongruenssin avulla kokonaisluvut voidaan jarjestaé jadnnosluokkiin. Kaikki
samaan jadnnosluokkaan kuuluvat luvut ovat keskendan kongruentteja, ja
kaikki kongruentit kuuluvat samaan jadnnosluokkaan. Eri jadnnosluokkiin
kuuluvat luvut eivét ole keskenaédn kongruentteja. Kongruenssin modulo on
samalla jaannosluokkien lukuméara.

Modulon 3 jaannosluokkia on kolme kappaletta, ja ne ovat:
e kolmella jaolliset {...,—6.—3,0,3,6,9,...},

e jakojddnnokseksi 1 {...,—5,—-2,1,4,7,...},

e jakojddnnokseksi 2 {...,—4,—1,2,5,8,...}.

Olkoot z ja m kokonaislukuja. Jadnnosluokka modulo m on
[alm ={z=a (modm)}={a+km:keZ}.

3, s. 101]
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Mitké luvuista —9, —1, 10, 14 ja 21 kuuluvat samaan jaannosluokkaan

modulo 57
Koska
—9=1 (mod5)
—1=4 (mod 5)
10=0 (mod 5)
14=4 (mod 5)
21=1 (mod 5)

joten samoihin jaannosluokkiin kuuluvat

[0]s = {10}
[1]s ={-9,21}
[4]s = {—1,14}.

1. Jos [a]y, = [b]m, niin a = b (mod m).

2. Jaannosluokkien lukumaédra on m, ja ne voidaan esittad muodos-
sa [0]m, Lmy - - - [m — 1pn-

3. Jokainen kokonaisluku kuuluu tasmalleen yhteen jaannosluok-
kaan.

Todistus. 1. Koska joillakin kokonaisluvuilla k ja [ patee [a],, = a + km
ja [b], = b+ Im, niin

[a]m = [b]m
a+km=b+1Im
Im—km=a-—0
(l—km=a—->

ja nyt nahdaan, ettd m | (a —b). Siis a = b (mod m).

2. Lauseen mukaan jakoyhtalo on a = gm + r, missd 0 < r < m,
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8.3

60.
61.
62.
63.
64.

65.
66.

67.
68.

joten pienimmat mahdolliset jakojadnnokset ovat 0,1,...,m — 1. Siis
pienimmét jaédnnosluokat ovat [0y, [1]m, ..., [m — 1.

Harjoitustehtava

Tehtavia

Laske jakojadnnos kun a) 20123 b) 22211 jaetaan luvulla 11.

Maarité jakojaannos kun 4234 - 10351 jaetaan luvulla 13.

Osoita, ettd 51704 — 22265 on jaollinen luvulla 7.

Montako jaannosluokkaa on modulo 77 Mitka nama jaannosluokat ovat?

Mitka luvuista —14, —1, 1, 2, 10 ja 20 kuuluvat samaan jaannosluok-
kaan modulo 47?7

Onko [7],, = [10],,, kun a) m = 3 b) kun m = 47

Mille kahdelle positiiviselle kokonaisluvulle pétee, ettd [14],, kuuluu
luokkaan [4],,, joka on pienin mahdollinen positiivinen jaénnosluokka?

Paljonko on a) [al,;, + [b]m b) [a]m - [b]m?

Todista, etta jokainen kokonaisluku kuuluu tédsmélleen yhteen jaéannos-
luokkaan.
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9 Tarkistusnumerot

e Mista henkil6tunnuksen loppuosa tulee?

e Mikéa on tarkistusnumero?

Nykymaailmassa digitaalinen tiedonsiirto on kokoaikaista. Kun numero-
ketjuja siirretaén paikasta toiseen, on virheiden mahdollisuus suuri. Nume-
roketjujen oikeellisuuden tarkistamista varten on kehitetty tarkistusjarjestel-
mié, joissa usein kaytetdan kongruensseja.

9.1 Binaarikoodit

Binaarikoodit ovat biteiksi koodattuja viestejd. Binaarikoodiin tulleet vir-
heet on tarkeda huomata ja korjata. Siksi bindédrikoodiin zyxs...z, lisdtdan
tarkistusnumero z,, 1, jonka avulla tarkistetaan, onko bindarikoodissa virhe.
Tarkastusnumero z,, 1 voidaan muodostaa esimerkiksi kongruenssilla z,, 11 =
r1+2x2+...+x, (mod 2). Télléin, jos binddrikoodissa on pariton mééra luku-
ja 1, on tarkistusnumero 1, ja jos binadrikoodissa on parillinen méaara lukuja

1, on tarkistusnumero 0. Taten numeroiden 1 maara on aina parillinen. [4, s.
257-258|

Halutaan lahettaa yhdeksan bitin koodi 1011111101. Muodostetaan tar-
kastusnumero z19 = 14+0+14+1+14+1+140+1=7 (mod 2). Siis
219 = 1, joten lahetettéva viesti on 1011111011.

Jos bittiketjussa on yksi virhe, niin se on helppo huomata. Bittiketjun
pariton maara 1:sia osuu heti silmaén, ja korjaaminen on helppoa sitten kun
tietad virheellisen bitin sijainnin.

9.2 Henkilotunnus

Suomen henkilotunnus koostuu syntyméajasta, valimerkistéd, kolminumeroi-
sesta luvusta, joka kertoo monennesta sina paivané syntyneesta vauvasta on
kyse, ja viimeinen merkki on tarkistusmerkki.

Merkitaan henkilotunnusta merkkijonolla xixox3x4r5x6272829Y , missa
xr1-T¢ kertovat syntymaajan, x;-z9 ovat valimerkin jélkeiset kolme lukua, ja
Y on henkilotunnuksen tarkistusmerkki. Vélimerkin jalkeinen kolminume-
roinen luku on vauvan jarjestysnumero siten etta tyttovauvat saavat paril-
lisen jarjestysnumeron ja pojat parittoman. Tarkistusmerkki on méaritelty
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Y = mwowsrywsrerrrsry (mod 31), missd Y = 0,1,2,...,29,30 ja merkit
10-30 on korvattu kirjaimilla A-W, mutta kirjaimet I ja O on jatetty pois
sekaannuksien vélttamiseksi. [I], s. 114]

Poika syntyy 10.3.2001 ja on péivan 39. poikavauva. Mikd on hanen
henkil6tunnuksensa?

Alkuosaksi muodostuu pojan syntymépéiva, eli 10032001. Poikavau-
van jarjestysnumero maaraytyy kaavalla 2n — 1, missa n on monennes
poikavauva han on. Nyt siis 2 -39 — 1 = 77, joten pojan kolminume-
roinen jarjestysnumero on 077 ja pojan henkilétunnuksen ensimmaiset
9 merkkia ovat 10032001077. Tarkistusmerkiksi saadaan kongruenssil-
la 10032001077 = 30 (mod 31). Koska tarkistusnumero 30 on korvat-
tu kirjaimella W, niin pojan henkilétunnukseksi muodostuu 10032001-
077TW.

9.3 Tehtavia

69. Onko koodissa a) 11011011011 b) 10110110111010101101 C) 11111111111111
virhetta?

70. Lisda tarkistusnumero koodiin a) 1111 b) 101010110.
71. Tarkista henkilotunnuksesi tarkistusmerkki.
72. Mika on henkilotunnuksen 01012010-001X tarkistusmerkki X?

73. Mitka ovat henkilotunnuksen 31121999-1xyB mahdollisia numeroita x
jay?

74. Keksi tulevaisuudessa syntyvalle lapselle mahdollinen henkil6tunnus.
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10 Sovellukset

e Miten julkisilla salaustiedoilla voidaan salata tietoa siten etta
ulkopuolisen on lahes mahdotonta purkaa salausta?

e Voiko matemaattisella kaavalla selvittda paivamaarasta, mika
viikonpéivéa silloin on?

10.1 Esitiedot

Tassé kappaleessa kdydéaan lapi muutamia méaritelmié ja lauseita, joita tar-
vitaan myohemmin esiteltdvissia sovelluksissa. Ensin méaritelldan lattiafunk-
tio, sitten Eulerin ¢-funktio.

Reaaliluvun z lattiafunktio [z| on suurin kokonaisluku, joka on pie-
nempi tai yhta suuri kuin luku 2. Siis

lz] <z <|z]+1.

Selvésti [2] =1, |32] = -2, 7] =3, |-5] = —5ja [0] =0.

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Eulerin funktio ¢(n) on niiden po-
sitiivisten, korkeintaan luvun n suuruisten kokonaislukujen lukumaéara,
joiden suurin yhteinen tekijan luvun n kanssa on 1.

Paljonko on ¢(8)7

Tutkitaan suurimpia yhteisia tekijoita luvun 8 ja lukujen 1 — 7 vé-
lilla. Saadaan syt(2,8) = syt(6,8) = 2, syt(4,8) = 4 ja syt(1,8) =
syt(3,8) = syt(5,8) = syt(7,8) = 1. Siis ¢(8) = 4.
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Kun luku p on alkuluku, niin ¢(p) =p — 1.

Todistus (vrt. [4, s. 331]). Lukuja, jotka ovat lukua p pienempid, on p — 1
kappaletta. Koska p on alkuluku, niin silld ei ole muita tekijoita kuin luku 1
ja se itse ja sen takia syt(p,a) = 1 kaikilla 0 < a < p. Siis ¢(p) =p—1. O

Paljonko on ¢(23)?
Koska 23 on alkuluku, niin ¢(23) = 22.

Olkoon syt(x,n) = 1. Talloin

2™ =1 (mod n).

Todistus on hyvin samankaltainen kuin Fermat’n pienen lauseen todistus.
Sen voi katsoa esimerkiksi [4][s. 332].

10.2 RSA-salaus

Viestien salauksessa ongelmana on ollut, ettd salauksen ldhettdjéan seka vas-
taanottajan tulee kummankin tietaéd salauksen purkamiseen vaadittavat tie-
dot, ja tietoja vaihtaessa myos ulkopuolinen voi saada samat tiedot. Vuonna
1976 Stanfordin yliopistossa kehitettiin julkisen avaimen salaus, joka mahdol-
listaa salauksen avaimen julkistamisen, ja silti ulkopuolisen on adrimmaisen
vaikeaa purkaa koodia.

Perusidea on, etté viestin lahettéija ¢ ndkee vastaanottajan j julkisen avai-
men £, mutta vain j tietad oman salaisen purkuavaimensa D;. Ndma avai-
met toimivat viesteille kdanteisfunktioina, joten viestille M M = E(D(M)) =
D(E(M)). Kun henkil6 i haluaa lahettdéd viestin M, henkilolle 7, hén kat-
kee viestin julkisella avaimella E;(M;) = K, jolloin saadaan salattu koodi K.
Vain vastaanottaja itse tietaa salaisen purkuavaimensa, ja pystyy sita kayt-
tamalla purkamaan koodin D;(K) = D;(E;(M;)) = M; ja lukemaan viestin
Mi-

RSA-salaus kehitettiin 2 vuotta myohemmin. Siind kéytetddn julkista
avainta, ja salaus tapahtuu kongruenssin, ja salauksen purkaminen Eulerin
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funktion avulla. RSA:n julkinen avain on pari (n, €), missé n on kahden alku-
luvun tulo, ja e valitaan siten ettd syt(¢(n), e) = 1. Salaus tapahtuu kaavalla

K=FEM)=M* (modn),

missa 0 < K < n.
Salaiseksi avaimeksi valitaan d siten ettd de
1+ k¢(n) jollakin kokonaisluvulla k. Nyt

1 (mod ¢(n)), eli de =

K= (M) =M = M0 = M (MPM) = M- 1F =M (mod n),

kun Eulerin lauseen perusteella M®™ = 1 (mod n), jos syt(M,n) = 1. On
hyvin epatodennékoisté, ettd syt(M,n) # 1, mutta vaikka néin olisi, niin
silti K4 = M (mod n) (ks. lihde). [4][s. 417-421]

Muodosta julkinen ja salainen avain, kun n = 7-23 = 161.
Huomataan, etta lauseen perusteella ¢(161) = ¢(7-23) =6 -
22 = 132. Voidaan valita e = 5, silla syt(¢(161),5) = syt(132,5) = 1.
Julkinen avain on siis (161, 5).
Salainen avain on jokin d, jolle patee 1 = 5d — k132 jollakin ko-
konaisluvulla k. Huomataan, ettd kun £ = 2, niin 1 = 5d — 264 eli
5d = 265, jolloin salainen avain d = 53.

Téssa esitelladn yksinkertaistettuja esimerkkeja RSA-salauksesta, ja néis-
sa esimerkeissa salaus on helppo purkaa. Kaytédnnossa salausta on vaikea pur-
kaa sen takia, koska salauksessa kaytetyt alkuluvut p ja ¢ ovat niin suuria,
sata numeroa pitkia, etta luvun n = pq tekijoihinjako on hankalaa.

Salaa RSA-salauksella yllatysjuhlien paivimaaréd 1.3. Julkinen avain on
(161, 5).

Muodostetaan paivamadrasta luku, joka on 0103 = 103. Salataan
viesti kaavalla K = M*¢ (mod n), jolloin

K =103 =143 (mod 161)

eli lahetettava viesti on 143.
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Saat viestin ystavaltasi: "Yllatysjuhlien péaivaméara on katketty koo-
diin 143."Milloin yllatysjuhlat pidetaan? Tiedat, etta salainen avain on
(161, 53).

Nyt d = 53, joten

M = K% = 143" = 143221 = (143%)% . 143
=(2)%.143 =39-143 = 5577 = 103 (mod 161)

eli alkuperainen viesti oli 103, joten yllatysjuhlat pidetaén 1.3.

10.3 Laskukaava viikonpaivan selvittamiseksi

Egyptilédisessa kalenterissa vuoden pituus oli 365 paivaa. Julius Ceasar
muutti vuoden pituudeksi 365,25 paivaa, ja aloitti karkausvuoden kéy-
tdnnon. Tiedetdan kuitenkin, ettd vuosi on tarkemmin 365,2422 pai-
vaa. Vuoteen 1582 mennessa oli kertynyt noin 10 ylimaaraista paivaa,
ja paavi Gregory padtti korjata tilanteen. Ensin paivimadra vaihdettiin
niin, ettd 4.10.1582 jalkeen seuraava paiva oli 15.10.1582. Tamaéan jal-
keen karkausvuosia pidettiin edelleen neljan vuoden véalein, mutta poik-
keuksiksi paatettiin vuosisadan vaihtumiset, jotka ovat karkausvuosia
vain silloin, kun ne ovat jaollisia luvulla 400. Siis vuodet 1700, 1800,
1900 ja 2100 eivat ole karkausvuosia, mutta 1600 ja 2000 ovat. Tél-
la jarjestelylla vuoden keskimé&ardiseksi pituudeksi saadaan 365,2425
paivad, joten yliméaraisia paivia kertyy 10 000 vuodessa vain 3.

Gregorian kalenteria ei otettu kaikkialla kdyttoon heti vuonna 1582.
Britanniassa se otettiin kayttoon vuonna 1752, Japanissa 1873, Ve-
najalla ja esimerkiksi Suomessa 1917 ja Kreikassa viimeisend vuonna
1923. [7), s. 179-180]

Muodostamme kaavan, jolla voi kongruenssia hyviksikayttamalla laskea,
miké viikonpaiva on tiettyna paivamaarana.

Kaytetaan seuraavia merkintoja:

e n = piiva (1-31)

e i = kuukausi (1 — 12), tassd kaavassa 1 = maaliskuu, 2 =huhtikuu,

...y 10 =joulukuu, 11 =tammikuu ja 12 = helmikuu, jotta mahdollinen
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karkauspaiva on vuoden viimeinen paiva.

e V =vuosi, jaV =100C'+Y, missd C' = vuosisata ja Y = vuodet vuo-
sisadan péaalle. Koska tammi- ja helmikuu ovat tédssé kaavassa vuoden
viimeiset kuukauden, niiden vuosiluvusta vihennetdan yksi.

Tata kirjoittaessa on paivamaara 29.1.2015, joten n = 29, £ = 11 ja
V=2015—-1=2014,eli C =20 ja Y = 14.

Viikonpaivia on seitsemén, ja vuodessa on 365 péivia, paitsi karkausvuo-
sina 366. Vuodessa muutos viikonpéivélle on kongruenssin 365 = 1 (mod 7)
perusteella +1, joten koska tdndan on torstai, niin ensi vuonna tdma paivé-
méara tulee olemaan perjantai. Kun merkitdan, ettd sunnuntai = 0, maa-
nantai = 1, ..., ja lauantai = 6, niin saadaan, ettd py = py_1; + 1 (mod 7).
Karkausvuonna kongruenssin 366 = 2 (mod 7) perusteella vastaavasti py =
pv—1+2 (mod 7), kun V on karkausvuosi. Laskukaavassammehan karkaus-
péiva on edellisen vuoden viimeinen péaiva.

Laskukaava alkaa paivimadrasta 1.3.1600. Aluksi halutaan laskea kar-
kausvuosien méaara halutun vuoden ja vuoden 1600 valissa. Karkausvuosia
(z) on ollut neljin vuoden vélein Y=2% = (1OOC+4Y)71600. Niistd vahennetaan
kuitenkin vuosisatojen méaard C' — 16, mutta lisitdan ne vuodet, jotka ovat
jaollisia luvulla 400, eli %. Saadaan kaava

x:L(1000+4Y)—1600J_(0_16>+LC;16J

Y
:25O+L4J—400—0+16+L2J—4

Y
=240+ [+ ) - s

=3C + LZJ + LZJ +4 (mod 7)

Aiemmin todettiin, ettd py = py_1 + 1 (mod 7) ja karkausvuonna py =
pv—1 +2 (mod 7). Nyt naitd kdyttden muodostetaan kaava, jossa verrataan
vuoteen 1600, ja lisdtdan karkausvuosien tuomat péaivat, jolloin

pv = pieoo + (V' —1600) + = (mod 7)

= pisoo + ((2C +Y) —4) +3C + LZJ + LZJ +4 (mod 7)
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= pisoo + 5C + LZJ +Y + LZJ (mod 7)
Tiedetéén, ettéd 1.3.1600 oli keskiviikko, eli voidaan korvata pigoo = 3 (mod 7),
joten py =3+5C+ [£]+Y + | %] (mod 7). Nyt kaava kertoo viikonpéivin
joka vuoden ensimméisend paivind, joka téssa tapauksessa on 1.3.

Viela taytyy lisdtd kaavaan vuoden muut paivat. Aloitetaan kuukausista.
Koska maaliskuussa on 31 péaivaa ja 31 = 3 (mod 7), niin prunti = Pmaatis +
3 (mod 7) ja koska huhtikuussa on 30 paivaa, niin prwke = Phunti + 2 =
Pmaatis +5 (mod 7) jne. Saadaan lopuksi, etta preimi = Pmaatis +29 (mod 7).
Kun lasketaan keskiméaardinen muutos kuukausien valilld, saadaan % = 2,0,
jolloin saadaan dy = |dk_1 + 2,6]. Tarkemman tuloksen on kokeilemalla
selvittanyt Reveran Zeller ja se on [(2,6k —0,2)] — 2.

Nyt kaava kertoo jo kuukauden ensimméisen paivan viikonpaivan. Kuu-
kauden toinen paiva saadaan lisiamalla 1, kuukauden kolmas péiva lisaamaél-
1& 2 jne. Siis paivays kuukauden sisilld saadaan lisdédmalla kaavaan n — 1.

Kokonaisuudessaan kaava on:

C Y
pV53+5C+LZJ+Y+LZJ+L(2,6k—O,2)j—2+n—1 (mod 7)

=5C + LZJ +Y + LZJ +[(2,6k —0,2)] +n  (mod 7)

Milla viikonpaivalla kéynnistyi vuosituhat 20007
Vuosituhannen ensimmainen péaiva oli 1.1.2000. Siis n = 1, k = 11
jav=2000—1=1999, eli c=19 ja y = 99. Nyt

19 99
P1.1.2000 = 0 - 19 + LZJ + 99 + LZJ + L(Z, 6-11—0, Q)J +1 (mod 7)

=95+ [4,75] +99+ [24,75] + [28,4] +1
=195+ 4 +24 4 28

= 251

=6 (mod?7)

Paiva 1.1.2000 oli lauantad.
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10.4 Tehtavia
75. Laske a) [] b) [5'] o) [[3)+ [3]] &) [=1+ [5]]
76. Laske a) ¢(18) b) ¢(21).
77. Néytd, ettd jos syt(z,n) = 1, niin 2™+ =z (mod n). [1][s.135]

78. a) Muodosta julkinen ja salainen avain, kun n = 5-7 = 35. b) Salaa
viesti M = 2. ¢) Pura b-kohdan viesti.

79. Luvut 61 ja 67 ovat alkulukuja. Muodosta niistd n ja laske ¢(n). Valitse
myos sopiva e, seké julkinen ja salainen avain.

80. Salaa viesti 146, kun n = 731 ja e = 13.

81. Tarkista, ettd laskukaava viikonpaivan selvittdmiseksi toimii, kaytta-
maélld tdmén hetkistd paivamaaraé.

82. Laske kaavaa kayttdmalla miné viikonpaivana olet syntynyt.
83. Laske miné viikonpéiviana Suomesta tuli itsendinen.

84. Kéyttéen kaavaa dy = pigoo +5C + $ +Y + % (mod 7), tarkista, etté
D160 Oli tosiaan keskiviikko.
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11

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

Tehtavien vastaukset

. a)14+244474+14=28b) 1+2+4+5+10+20+25+50 = 117 # 100

6=1+2+3
ajab
a==x1,a==+2 a= =3 taia==26

. a) vaarin b) oikein

a) 58 =8-7+2b) 84 =14-6¢)150 = 13- 11 + 7
Kyllé voi

X=8, Y=5

a) vadrin b) védrin

Pariton n on muotoa n = 2m + 1, jolloin saadaan 4 | (4m? + 4m — 8).
Téytyy vield todistaa, ettd 2 | (m? +m — 4).

a) 262209 b) 373

a) 69 b) 43692

a) 11001004 b) 6446

333

1101111001,

11-jarjestelméssa

4-jarjestelmassa

0 = 0000, 1 = 0001, ..., F =1111

11111010000101001100

Esimerkiksi bindarien jakaminen ketjuihin, saadaan 4-jarjestelma, 8-

jarjestelma, 32-jarjestelma jne.
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25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.

49.

a) 101111 b) 1000001101
Ainoastaan luku 2.
a) vadrin b) védrin
a)63=32-7Th)129=3-43¢c) 154=2-7-11
a) 115 b) 1386- ¢) 11800-
a) on b) ei c) ei
Alkulukuja ovat 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 ja 97.

a) M2 = 3, M3 = 7, M5 = 31_]& M7 = 127b) M11 = 23 -89 C)
Esimerkiksi luku 5 ei ole Mersennen luku.

a=b=4
102 vuotta

Luku a on aina jaollinen luvulla 2

a) 3003 b) 1040
2

12

a) 1302217 b) éggg ) %

Kolmen vuorokauden, 1 tunnin ja 30 minuutin kuluttua
Ei
3 ja 645 tai 15 ja 129

140 ja 9800 tai 280 ja 4900 tai 700 ja 1960 tai 980 ja 1400

a) Kello on 05:00, koska 221 = 5 (mod 24). b) Kello on 13:00, silla
1141 = 13 (mod 24).

a) Kylla, silli 184 = 100 (mod 12) b) Ei, silld 184 # 100 (mod 24)
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50.
o1.
52.
93.
54.
95.
56.

o7.
o8.
99.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.

a)r=6b)rx=4c)r=7
n=3tain =11
a)6b)4c)3
a)9b)bc)7

Koska (a—c)—(b—c¢) = (a—b) jam | (a—b), niinm | ((a—c)—(b—c)),

elia—c=0b—c (mod m).
Kuten luvun 2 jaollisuustesti
Kuten luvun 4 jaollisuustesti
Kuten luvun 3 jaollisuustesti
a)3b)0

12

7 kpl, [0)-[6]

[—14]7 = [2]z = [10];

a) kylla b) ei

m =295 taim =10

a) [a+ blm b) [ab]m

a) ei b) on c¢) ei

a) 11110 b) 1010101101
X=U

xy= 16 tai xy= 47 tai xy= 78
Esimerkiksi 10122025-100N
a)0b) —1¢)0d)0
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76.
77.
78.

79.
80.
81.
82.
83.
84.

a) 6 b) 12

Eulerin lauseen nojalla

a) Julkinen avain voi olla esimerkiksi (35,5) ja salainen esimerkiksi

d=5b) K = 32
n = 4087 ja ¢(n) = 3960

D72

Torstaina
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