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Tiivistelma

Téassd tutkielmassa selvitettiin, kuinka vektorialgebran opetus on muuttunut
viimeisten vuosikymmenten saatossa Suomessa. Aluksi tutkielmassa on tu-
tustuttu vektorialgebran perusteisiin seké sovelluskohteisiin kouluopetuksessa.
Koulussa opetettaviin siséaltoihin on perehdytty opetussuunnitelmien seki op-
pikirjojen avulla. Tutkittavaksi valittiin ajanjakso 1970-luvulta tdhan paivain.
Vektorialgebran opetuksen huippuvuodet sijoittuvat selvisti 1970-luvulle, jol-
loin matematiikan opetusta pyrittiin uudistamaan. Talloin vektorialgebran ope-
tusta oli kaikille oppilaille peruskoulussa seké lukiossa ja vektoreita kiytettiin
runsaasti soveltaviin tehtaviin. Tdmén jalkeen opetus on vihentynyt ja siirtynyt
ainoastaan lukioon ja sielldkin 1990-luvulla vain pidemmén oppiméaéran opiske-
lijoille. Uusin opetussuunnitelma kuitenkin nosti vektorialgebran takaisin myos
lyhyempéaéan oppiméardén, tosin vain valinnaiselle syventavélle kurssille. Kurs-
simuotoiseen lukioon siirtymisen my6td myos aihealueiden integrointi vihentyi
ja néin ollen vektoreiden hyédyntédminen muissa matematiikan osa-alueissa vi-
hentyi. On vaikea tietdd nostaako seuraava opetussuunnitelma vektorialgebraa
jalleen enemman opetukseen.
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1 Johdanto

Koulun kehittdmisestd puhutaan jatkuvasti ainakin alan ihmisten kesken ja
tatd kautta myos koulumatematiikan kehitys nousee esille. Jotta matematii-
kan opetusta voitaisiin kehittdd eteenpéin, on tiedettava, mistd tAman paivin
tilanteeseen on tultu. Koko koulumatematiikan kehitys vain muutamaltakin
vuosikymmenelté olisi massiivinen teos, joten on syyta pilkkoa sitd pienempiin
osiin. Tésséd tutkielmassa tutustutaan matematiikan kehittymiseen vektorial-
gebran nidkokulmasta. Vaikka se onkin suppea nidkokulma, kertoo se jotakin
matematiikan opetuksen kehityksestd. Samankaltainen pro gradu -tutkielma
on tehty muun muassa differentiaalilaskennasta [5].

Téssé tutkielmassa selvitetdén, kuinka vektorialgebran opetus Suomen kou-
luissa on muuttunut viimeisimpien vuosikymmenten aikana. Tutkittavaksi va-
litaan ajanjakso peruskoulu-uudistuksesta eli 1970-luvusta tdhén paivaan. Ai-
emmissa oppikoulun oppiennétyksissd, 1941 [39] ja 1960 [20]|[21], vektoreita ei
ole mainittu, joten tutkimista ei ole syyté laajentaa tdhdn suuntaan. Tutkiel-
man pohjana toimivat kansalliset opetussuunnitelmat sekd opetussuunnitelman
perusteet, joidan avulla selvitetdén, kuinka laajalti vektoreita on kouluissa tul-
lut opettaa. Opetussuunnitelmien seki opetussuunnitelman perusteiden lisdksi
perehdytaan vektoreita kisitteleviin oppikirjoihin jokaisen opetussuunnitelman
aikakaudelta.

Tutkielman tarkoituksena on selvittad, kuinka paljon vektorialgebraa on
opetettu kullekin vuosiluokalle eri opetussuunnitelmien aikana. Lisiksi selvite-
tadn, millaisen pohjan opetussuunnitelma on antanut oppikirjojen tekemiseen
ja kuinka opetussuunnitelma oppikirjoissa toteutuu.

Tutkittava ajanjakso alkaa suuresta Suomen koulujirjestelméin murrokses-
ta. 1970-luvun alussa kansakouluista ja oppikouluista siirryttiin peruskouluihin
ja lukioihin, joille molemmille tulivat omat opetussuunnitelman perusteensa.
Opetussuunnitelman perusteet toimivat pohjana opetuksen jérjestijille oman
opetussuunnitelman laadintaan. Lukiossa tosin siirryttiin kansallisiin opetus-
suunnitelman perusteisiin vasta 1980-luvulla. Tatd ennen kdytossd oli kan-
sallinen opetussuunnitelma, jolloin opetuksen jirjestijit eivit tehneet omaa
opetussuunnitelmaansa. Jatkossa puhutaan kuitenkin yksinkertaisuuden vuok-
si yleisesti opetussuunnitelmasta tarkoitettaessa kansallista opetussuunnitel-
maa tai sen perusteita.

Miksi vektorialgebraa sitten tulisi koulussa opettaa? Vektoreita kiytetdin
paljon matematiikan lisdksi my0s fysiikassa ja tilastotieteessd. Melko harva
suomalainen kuitenkaan arjessaan tai edes tyodssadn kayttda vektoreita. Koko
ikdluokalle vektoreiden hallinta ei ole valttdméattomyys, mutta lukiosta jatko-
opintoihin suuntaavat tarvitsevat vektoreita usein. Etenkin matemaattis-luon-
nontieteellisilla aloilla vektoreihin tormé&a miltei varmasti. Toisaalta vektoreilla
voidaan havainnollistaa helposti monia arjen ilmioitd, kuten tuulta tai voimaa,
joten niiden ymmaértiamisesta voi olla hyotyé kaikille.



Télla hetkelld lukiossa vektoreita opetetaan, mutta yliopistot eivit niyta
luottavan, ettéd opiskelijat olisivat oppineet vektorialgebran perusteet jo lukios-
sa. Esimerkiksi Tampereen teknillisen yliopiston kaikille pakollisella toisella in-
sin6orimatematiikka -kurssilla [9] aiheena on lineaarialgebra ja liikkeelle ldhde-
tadn vektoreiden kertaamisesta. Melko nopeasti peruslaskutoimitukset kuiten-
kin kdiyddan 1dpi, joten jotain muistikuvia opiskelijoilla kenties uskotaan olevan,
mutta mitdédn ei oleteta osattavaksi. Myos Tampereen yliopiston kurssilla Line-
aarialgebra 1 A [3] kéisitellddn vektoreita, ja késittely aloitetaan perusasioista.
Eteneminen on toki matemaattista ja nopeaa, mutta ilman vektoreiden aiem-
paa osaamistakin parjaa.

Vektorialgebran hallintaa ei vilttamatta tarvita jatko-opinnoissa, mutta sen
hallinnasta on selvdd hyotyd. Onkin mielenkiintoista, kuinka nykyiseen tilan-
teeseen on vektorialgebran opetuksessa tultu ja kuinka sen asema on nykyisin
kehittymasséd. Vektorialgebran opetus peruskoulussa tai lukiossa ei ole selvid tai
edes valttamattomyys, joka tekeekin sen tutkimisesta mielenkiintoista. Kuinka
tarkednd vektorialgebra on nédhty eri opetussuunnitelmissa?

Téssé tutkielmassa tutustutaan ensin vektorialgebran perusteisiin ja niiden
soveltavaan kiyttoon koulussa. Témén jilkeen avataan eri opetussuunnitelmien
ja oppikirjojen sisdltoja vektorialgebran nakokulmasta sekd tehdddn tuloksista
yhteenvetoa.



2 Vektorialgebra

Téassé luvussa esitelldin matemaattisesti vektorialgebran perusteet eli perus-
kisitteet sekd -laskutoimitukset. Kaikki kasitellyt asiat eivit tule kouluopetuk-
sessa esille, mutta liittyvit siihen kiintedsti. Toisaalta mukaan on otettu myos
muutamia sovelluskohteita, jotka nakyvat lahinni koulukirjoissa.

Vektorialgebralla tarkoitetaan vektorianalyysin osa-aluetta, jossa perehdy-
taan vektoreiden laskusidédntoihin. Luku pohjautuu pédosin Viisildn teokseen
Vektorianalyysi |10, s. 7-28| sekd Hsun teokseen Vector Analysis [4, s. 1-22].
Lisdksi tukena on kiytetty sihkoistd matematiikan tietosanakirjaa [6], Tam-
pereen teknillisen yliopiston materiaalia Johdatus korkeakoulumatematiikkaan
|7] sekéi Saariméen teosta Vektorilaskentaa euklidisissa avaruuksissa [8].

2.1 Vektoreiden peruskisitteet

Kun mielivaltaisesta suorasta rajataan pisteiden A = (z1, y1) ja B = (22, y2)
vélinen osuus ja annetaan néin syntyneelle janalle suunta, saadaan suuntajana
AB, jonka alkupiste on A ja loppupiste B. Talloin suuntajanan vaakasiirtymé
on xy — x1 ja pystysiirtymé ys — y;. Jos tarkastellaan toisaalta pistettd C' =
(x9 — x1, Yo — y1) sekd suuntajanaa OC' origon ja pisteen C' vililli, todetaan,
ettd suuntajanat AB ja OC ovat yhdensuuntaiset sekd yhtd pitkit. Talloin on
my0s luonnollista méaaritelld, ettd C' = B — A.

Maaritelmd 2.1. Kaksi suuntajanaa AB ja C'D ovat keskenddn ekvivalentit,
AB~CD,jos B—A=D—-C.

Suuntajanojen ekvivalenttisuus on ekvivalenssirelaatio, koska silld on seu-
raavat ominaisuudet:

AB ~ AB (reflektiivisyys)

Jos AB ~ CD, niin CD ~ AB. (symmetrisyys)

Jos AB ~ CD ja CD ~ EF, niin AB ~ EF. (transitiivisuus)

Keskenéddn ekvivalentit suuntajanat muodostavat ekvivalenssiluokan ja tél-
laista ekvivalenssiluokkaa kutsutaan wvektoriksi. Suuntajanat ovat télldin vek-
torin edustajia. Usein néistd edustajista kuitenkin puhutaan vektoreina, vaik-
ka kyseessa tasmallisesti olisikin suuntajana. Tastd eteenpdin kiytetdan sanaa
vektori myos téssa tekstissd hieman vapaammin tarkoittamaan myd6s vektorin
edustajia.

Jokaisen pisteen voidaan ajatella myos edustavan suuntajanaa origon ja pis-
teen valilld. T&ll6in suuntajana on erds tAmén suuntaisen ja suuruisen vektorin
edustaja. Jokaiselle vektorille voidaankin asettaa edustaja alkamaan origosta
tai mielivaltaisesta avaruuden pisteestd A. Origosta pisteeseen P padttyvad
vektorin edustajaa kutsutaan pisteen P paikkavektoriksi.



Graafisesti vektorin edustajaa esitetddn nuolella, jolla on suunta ja suu-
ruus eli sen pituus. Kuvassa 2.1 on havainnollistettu tilannetta. Tekstissd vek-
torista puhuttaessa merkitdan vektorin nimeé kirjaimella, jonka pailld on viiva
tai nuoli (@, @) tai yksinkertaisemmin vahvistetulla kirjaimella (a), kuten tés-
sd tekstissd. Jos on tarvetta korostaa vektorin alku- ja paitepisteitd, kuten

P
paikkavektorilla, voidaan se nimetd niiden mukaisesti (OA).

—
Kuva 2.1. Suuntajana AB, vektorin a edustaja, seké paikkavektorit O A
ja O?

Vektoreita kidytetdin muun muassa kuvaamaan fysikaalisia vektorisuurei-
ta, joilla on suunta ja suuruus, kuten nopeus tai kiihtyvyys. Vektorisuureiden
lisdksi on myos skalaarisuureita, joilla on vain suuruus, kuten paino.

Vektorin suuruutta kuvataan suuntajanan pituudella ja sitd kutsutaan myos
vektorin itseisarvoksi. Vektorin a suuruudesta kiytetdin merkintié |a| ja se on
jokin ei-negatiivinen reaaliluku. Jos vektorin a pituus |a] = 1, kutsutaan sité
yksikkovektoriksi. Jos vektorilla ei ole lainkaan pituutta eli se vastaa suuntaja-
naa AA, kutsutaan vektoria nollavektoriksi 0, jonka pituus |0] = 0, eikd sen
suuntaa ole maaritetty.

Jos kahden suuntajanan maarittdmat suorat ovat yhdensuuntaiset, voidaan
sanoa myo6s vektoreiden, joita suuntajanat edustavat, olevan yhdensuuntaisia.
Yhdensuuntaisia vektoreita a ja b merkitddn seuraavasti a || b. Muussa ta-
pauksessa vektorit ovat erisuuntaisia, a Jf b. Yhdensuuntaiset vektorit voivat
kuitenkin olla samansuuntaisel tai vastakkaissuuntaiset. Nollavektorin suunta
voidaan maéritelld useilla tavoille, mutta ajatellaan jatkossa, ettei nollavekto-
rille voida méérittdd yhdensuuntaisuutta.

Kahden vektorin a ja b sanotaan olevan yhtédsuuret, eli a = b, jos ja vain
jos ne ovat samansuuntaiset ja samanpituiset (eli sama suunta ja suuruus).
Lisdksi jokaisella vektorilla b on olemassa vastavektori —b, joka voidaan mé&a-
ritelld vektoria edustavan suuntajanan kautta siten, ettad sen alku- ja loppupiste
vaihtavat paikkaa. Vastavektorilla on siis sama suuruus, mutta sen suunta on
vastakkainen.



2.2 Vektorit koordinaatistossa

Tutustutaan seuraavaksi vektoreihin tarkemmin tutussa ympéaristossa, kartee-
sisessa koordinaatistossa. Tata varten on kuitenkin ensin tutustuttava vektorin
komponentteihin jakoon sekd méariteltdva vektoreiden lineaarinen riippumat-
tomuus.

Maaritelmi 2.2. Olkoon s mielivaltainen suunnattu suora ja ag vektori, jon-
ka alkupiste ja kirki ovat vektorin a alkupisteen ja kirjen projektiot suoralle s
(ks. kuva 2.2 ). Talloin ag on vektorin a vektorikomponentti suoralla s. Vekto-
rikomponentti ag voidaan ilmoittaa myos suoran s suuntaisen yksikkévektorin
e avulla ag = age, jossa a; = |alcos(a,s) ja kulmalla (a,s) tarkoitetaan vek-
torin a ja suoran s suuntien vilistd pienempédéd kulmaa. ag on nyt vektorin a
skalaarikomponentti suoralla s ja se on positiivinen, jos kulma (a,s) on teriva
tai negatiivinen jos kulma on tylppé. Jos kulma on suora, ag = 0.

Kuva 2.2. Vektorin a vektoriprojektio suoralla s.

Suunnatun suoran asemasta projektio voidaan muodostaa myos toiselle vek-
torille. Jos kuvataan koordinaatiston positiivisten suuntien akseleita yksikko-
vektoreiden avulla, saadaan vektorit ilmoitettua komponenttiensa avulla koor-
dinaatistossa.

Miéritelma 2.3. Olkoon {a;,ag, ...,a,} joukko vektoreita ja k;, ks, ..., k,
reaalilukuja. Jos vektoriyhtaldlle k;a; + kesag + ... + k,a, = 0, on olemassa
ainoastaan yksi ratkaisu: k; = ks = ... = k, = 0, kutsutaan vektoreita

a,as, ...,ay, lineaarisesti risppumattomiksi.

Jos vektoriyhtilolle k;a; + keas + ... + ky,a, = 0 16ytyy muita ratkaisu-
ja, kutsutaan vektoreita lineaarisesti riippuviksi. Talloin kyseisilla vektoreilla
on olemassa keskindistd riippuvuutta, ja jokin niistd voidaan ilmaista muiden
avulla.

Jos mietitddn avaruuden kolmiulotteista karteesista koordinaatistoa huo-
mataan, ettd sen positiivisen suunnan akseleita kuvaavia vektoreita ei voida
kuvata toistensa avulla.



Maaritelma 2.4. Kolmiulotteisen karteesisen koordinaatiston positiivisen suun-
nan akseleiden suuntaiset yksikkovektorit i, j, k ovat lineaarisesti riippumatto-
mia ja muodostavat kolmiulotteisen avaruuden kannan. N&ita vektoreita kut-
sutaan myos kantavektoreiksi.

Nyt vektorin a skalaarikomponentit koordinaattiakseleilla ovat
ax = |a|cos (a, 1), ay, = |a|cos (a, j) ja a, = |a| cos (a, k), kun vektori laitetaan
alkamaan origosta. Tlloin skalaarikomponentit vastaavat kiytinndssa vektorin
padtepisteen koordinaatteja. Vektorin a vektorikomponentit saadaan skalaari-
komponenttien ja kantavektoreiden avulla ay = asi, a, =a,j, a, =a,k, jolloin
vektori a voidaan ilmoittaa muodossa a = ax + ay+a, tai a = asitayj + a.k.

Esimerkiksi vektori a, joka padttyy pisteeseen (z, y, z) ja voidaan merkita
seuraavasti a = (z, y, z), voidaan ilmoittaa muodossa a = xi + yj + zk. Taté
voidaan kutsua vektorin koordinaattiesitykseksi.

Vektorin a voidaan nyt ajatella olevan suorakulmaisen sarmién avaruusla-
vistdjd, jonka sarmét ovat sen vektorikomponentit. Kuvassa 2.3 on havainnol-
listettu tilannetta.

Ax

4

—o

Kuva 2.3. Vektorin a vektorikomponentit.

Koordinaattiakseleiden yksikkévektoreiden avulla voidaan esittaé kaikki ava-
ruuden vektorit. Toisaalta riittaéd, jos kolme vekoria a,b,c eivit ole samassa ta-
sossa ja ne asetetaan alkamaan samasta pisteestd. Naiden avulla voidaan esittaa
kaikki avaruuden vektorit d muodossa d = ra+sb+tc, missi r,s, teR. Samoin
pétee kaksiulotteisessa tasossa, jolloin riittdéd kaksi tason vektoria, jotka eivét
ole samalla suoralla. Viitteet ovat intuitiivisesti selvid ajateltaessa avaruudessa
vektorit suuntaissarmion sdrmiksi ja tasossa vektorit suunnikkaan kyljiksi.



2.3 Vektoreiden peruslaskutoimitukset

2.3.1 Summa ja erotus

Maéaritelladn vektoreiden peruslaskutoimituksista ensimmaéisens kahden vekto-
rin summa ja erotus. Aloitetaan vield suuntajanoilla. Suuntajanat ﬁ ja R

yhdistda kolmioksi suuntajana ﬁ . Jmisteitéi P’ ja R’ yhdistdd suuntajanan
ﬁ kanssa ekvivalentti suuntajana P'R’ ja samoiiyisteitéi R’ ja S’ yhdistaa
suuntajanan ﬁ kanssa ekvivalentti suuntajana R’S’, on muodostuva suunta-

jana P'S" my6s ekvivalentti suuntajanan PS kanssa, P'S" ~ PS. Niin ollen
voidaan siirtyd puhumaan vektoreista. Vektoreiden summaa havainnollistetaan
kuvassa 2.4.

Maaritelma 2.5. Vektoreiden a ja b summa a + b tarkoittaa vektoria, joka
alkaa vektorin a kanssa samasta pisteesta ja padttyy vektorin b kanssa samaan
pisteeseen, kun vektori b asetetaan alkamaan pisteesté, johon vektori a paattyy.
Vektoreiden a ja b erotus maéritellaén vastavektorin avulla vektoreiden a ja
—b summana, a— b = a+ (—b).

a+b

Kuva 2.4. Vektoreiden a ja b summa ja erotus.

Kantavektoreiden avulla voidaan esittda kahden vektorin summa seuraavas-
ti: a+ b =(ax+ bx)i+ (a, + by)j+ (a, + b,) k.

Lause 2.6. Vektoreiden summalle on voimassa vaihdantalaki a+b =b + a
sekd liitantdlaki a+ (b +c) = (a+b) +c.

Todistus. Todistetaan lause kuvien 2.5 ja 2.6 avulla kdyttden apuna suunta-
janoja. Kuvasta 2.5 ndhdéén, ettd summat saadaan muotoon a+b = AB +

B? = 1@ jab+a= E + lﬁ = 1@ Néin on saatu todistettua vaihdan-
talaki. Kuvassa 2.6 on piirretty nelikulmio, jonka kolme sivua ovat a,b ja c

ja néin ollen neljds sivu on seki a+ (b+c¢) = a+ DB = AD + DB = AB
ettd (a+b)+c= A0 +c= AC + OB = AB. Eli on saatu todeistettua myos
liitantalaki. Ol
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Kuva 2.5. Vaihdantalain todistuksen havainnollistus.

a+(b+c)

A (a+b)+c
Kuva 2.6. Liitdntalain todistuksen havainnollistus.

Vektoreiden a ja b voidaan ajatella muodostavan tasolla olevan suunnikkaan
kyljet kuten kuvissa, jolloin ndiden summavektori on kyseisen suunnikkaan
lavistaja. Vektoreiden summa on voimassa myo6s kolmiulotteisessa avaruudessa,
jolloin summavektori muodostuu jonkin suuntaissdrmion avaruuslavistijaksi.

2.3.2 Vektorin kertominen skalaarilla

Perehdytiédn seuraavaksi vektorin kertomiseen skalaarilla seké skalaarilla ker-
tomisen laskulakeihin.

Maaritelma 2.7. Olkoon p jokin mielivaltainen reaaliluku ja a jokin mie-
livaltainen vektori. Tulolla pa tarkoitetaan vektoria, jonka pituus on |p||a| ja
joka on yhdensuuntainen vektorin a kanssa. Jos p > 0, pa on samansuuntainen
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vektorin a kanssa. Jos p < 0, pa on vastakkaissuuntainen vektorin a kanssa.
(Nollavektorille ei voida méaéritelld yhdensuuntaisuutta.)

Lause 2.8. Skalaarilla kertomiselle on voimassa seuraavat kertolaskun perus-
lagt:

Liitintdlaki p(qa) = (pg)a

Osittelulaki 1 p(a+ b) = pa+ pb

Osittelulaki 2 (p + q¢)a = pa+ qa

Todistus. Liitantalaki sekd osittelulaki 2 seuraavat suoraan reaalilukujen ker-
tolaskun laskulaeista. Osittelulaki 1 voidaan todistaa piirtdmaélld ensin kolmio,
jonka lyhyet sivut ovat vektorit a ja b. Tastd tiedimme jo vektoreiden yh-
teenlaskun mukaisesti, ettd pisin sivu voidaan ilmoittaa muodossa a + b. Jos
kolmion jokaista sivua kasvatetaan nyt mittakaavassa p : 1, eli kerrotaan kukin
sivu skalaarilla p, saadaan kolmio, jonka sivut ovat pa, pb ja p(a+ b). Talloin
vektoreiden yhteenlaskun mukaisesti voidaan todeta, ettd pa+ pb = p(a+ b).
On siis saatut todistettua osittelulaki 1 vektorin skalaarilla kertomiselle. O]

Kuvassa 2.7 on havainnollistettu tilannetta.

p(a+b)

pb

Kuva 2.7. Skalaarilla kertomisen osittelulaki 1 todistuksen havainnol-
listus.

Komponentteihin jaetun vektorin kertominen skalaarilla tapahtuu ensim-
maéisen osittelulain mukaisesti komponentti kerrallaan. Jos a = xi + yj + zk,
niin pa = pzi+ pyj + pzk.

2.4 Skalaaritulo

Vektoreiden laskusiddnnot alkavat erota reaaliluvuista merkittivisti kertolas-

kun kohdalla. Vektoreille kiiytetdén yleisesti kahta erilaista kertolaskua.
Perehdytdan ensimmadiseksi kahden vektorin tuloon, jossa tulona on ska-

laari, eli skalaarituloon. Tata kutsutaan myos pistetuloksi sen merkintatavasta
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johtuen. Skalaaritulon avulla voidaan saada tietoa kahden vektorin vélisestd
kulmasta, jolla tarkoitetaan aina pienempédd muodostuvista kahdesta kulmas-
ta, kun vektorit asetetaan alkamaan samasta pisteesta.

Maaritelma 2.9. Kahden vektorin a ja b skalaaritulo
a-b = |a||b|cos(a, b)

missi (a, b) tarkoittaa vektoreiden vilistd pienempéaé kulmaa, jolloin kulma
0<(a,b)<m kuna,b #0.Josa=0taib=0,a-b=0.

Kahden vektorin skalaaritulo on positiivinen skalaari, jos vektoreiden véli-
nen kulma on terdvi, tai negatiivinen skalaari, jos vektoreiden véalinen kulma
on tylppa.

Skalaaritulo voidaan my6s merkitd skalaarikomponentin avulla, koska vek-
torin a vektorilla b oleva skalaarikomponentti a, = |a|cos (a, b), joten a-b =
|a| [b| cos (a, b) = ay, |b|.

Lause 2.10. Kaksi vektoria a ja b ovat kohtisuorat tismdlleen silloin, kun
nitden skalaaritulo on nolla a-b = 0.

Lause on helposti perusteltavissa kosinin arvolla, joka on nolla vain, kun
kulma on suora.

Vektorin skalaaritulo itsensi kanssa a - a = a? = |a |a| cos (a, a) = |a]” cos (0)
— |a|?, koska cos (0) = 1. Niin ollen vektorin pituus saadaan méiritettys pis-
tetulon avulla elia-a=|al° = |a| = /a-a .

Lause 2.11. Skalaaritulolle on voimassa seuraavat laskulait:
Vaihdantaloki a-b =Db - a
Liitannaisyys skalaarilla kertomisen kanssa (pa) - (b) = p(a-b)
sekd yleisemmin (pa) - (¢b) = pg (a - b)
Osittelulaki 1. a-(b+c)=a-b+a-c
Osittelulaki 2. (b+c)-a=b-a+c-a

Skalaaritulon liitann&isyys on luonnollisesti mahdoton, koska skalaarin ja
vektorin vilistd skalaarituloa ei ole maaritelty.

Todistus. Vaihdantalaki voidaan todistaa suoraan mééritelmén ja tulon vaih-
dannaisuuden avulla. a-b = |a||b|cos (a, b) = |b| |a| cos (b, a) = b - a, koska
kahden vektorin véliselld kulmalla tarkoitetaan aina pienempéd muodostuvista
kulmista.

Skalaarilla kertomisen ja skalaaritulon liitdnnéisyys saadaan todistettua
mééritelmien avulla. (pa) - b = |pa||b|cos (pa, b) = |p||a||b|cos (p(a, b)) =
p(a-b). Jos p on negatiivinen, kidntyy vektori vastakkaisuuntaiseksi, mutta
talléin my6s kulma (pa, b) on kulman (a, b) suplementtikulma. Suplementti-
kulmien kosinit ovat toistensa vastaluvut, joten on joka tapauksessa voimassa
|p| cos (pa, b) = pcos (a, b), jolloin (pa) -b = pcos(a, b) =p(a-b).

Yleisemmén muodon todistus etenee samoin.
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Osittelulaki 1 voidaan todistaa kiyttaméalla skalaaritulosta skalaarikompo-
nenttimuotoa. |a| (b, + c.) = |a| b, + |a| ca, joka reaalilukujen osittelulain mu-
kaisesti tiedetddn todeksi.

Osittelulaki 2 seuraa edellisestd vaihdantalain perusteella. [

Lauseen 2.10 mukaisesti koordinaatiston yksikkovektoreiden skalaaritulo toi-
sen kanssa on i-j = j-k = k-i=0. Lisdksi koorinaatiston yksikkovektoreiden
skalaaritulo itsensi kanssa on i2 = j2 = k? =1. Niiden sasintdjen pohjalta voi-
daan ilmaista kahden vektorin skalaaritulo komponenteittain.

Lause 2.12. Vektoreiden a = ayi + ayj + a,k ja b = bii + byj + b,k skalaari-
tulo komponenttimuodossa saadaan seuraavasti

a-b =a.bs +ayby +a,b,

Téstd voidaan muokata myds kaava vektorin pituuden laskemista varten.
Kun |a] = y/a-a, niin komponenttimuodossa vektorin pituus saadaan lasket-
tua kaavalla |a] = /a2 + aZ + aZ.

Skalaaritulolla pystytdan selvittdméaédn esimerkiksi kahden vektorin a ja b
vilinen kulma seuraavalla lausekkeella, missd a, b £ 0

a-b

cos (a, b) = alb]

2.5 Vektoritulo

Vektoritulo on toinen vektoreille méaritelty tulo ja sitd kutsutaan myo0s ristitu-
loksi merkintatavasta johtuen. Vektoritulo voidaan maaritelld vain avaruuden
vektoreille. Nimensd mukaisesti vektoritulo on vektori.

Maéaritelma 2.13. Kahden vektorin a ja b vektoritulo on
ax b =e|a||b|sin(a, b)

missd e on yksikkovektori, joka on kohtisuorassa vektoreita a ja b vastaan
siten, ettd vektorit muodostavat oikeankédden koordinaatiston (eli positiivisesta
pisteestd katsottuna akselit x, y, z kiertdvit positiiviseen kiertosuuntaan, eli
vastapaivadn). Kahden vektorin vektoritulo on kerrottavia vektoreita kohtaan
kohtisuora vektori, jonka itseisarvo on yhtd suuri kuin kerrottavista vektoreista
muodostuvan suunnikkaan pinta-ala. Kuva 2.8 selventad tilannetta.
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axb

Kuva 2.8. Vektoreiden a ja b vektoritulot.

Vektoritulolla on seuraavia ominaisuuksia, jotka seuraavat suoraan maéari-
telméasta.

1. a x b = 0 silloin ja vain silloin, kun tekijavektorit ovat yhdensuuntaiset
tai toinen niistd on nollavektori.

2.axa=0.

3.axb=—-bxa.

Viimeinen ominaisuus seuraa siité, ettd suunnan vahtamisen jilkeen on vek-
toritulon suunnan vaihduttava, jotta oikean kiden systeemi toteutuu. Tésté
voidaan suoraan paatelld, ettd vaihdantalaki ei ole voimassa vektoritulolle.
Myd6skaan liitdntédlaki ei ole voimassa vektoritulolle. Tadmé& voidaan osoittaa
esimerkiksi koordinaatiston yksikkovektoreiden avulla: i x (i x j) =i x k = —j
mutta (ixi) xj=0xj=0.

Geometrisesti vektoritulo a x b voidaan muodostaa projisoimalla vektori b
vektorin a normaalitasolle . Projektiovektorin by pituus |bq| = |b|sin (a, b).
Kun tdméa kerrotaan vektorin a pituudella, saadaan vektorin bo pituudelle yh-
talo |ba| = |a x b|. Kun kerrotaan tdmé yksikkovektorilla e, saadaan itse vek-
torli a x b. Graafisesti tdmé tarkoittaa siti, ettd vektoria b, kidinnetdin 90°
vastapaivadn tasolla a. Kuvassa 2.9 on havainnollistettu tilannetta.
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Kuva 2.9. Vektoritulo graafisesti esitettyné.

Lause 2.14. Vektoritulolle on voimassa seuraavat laskulait:
Skalaarilla kertominen (pa) x (¢b) = (pq) (a x b)
Osittelulaki 1 ax (b+c)=axb+4+axc
Osittelulaki 2 (b+c) xa=bxc+cxa

Todistus. Skalaarilla kertominen voidaan osoittaa todeksi késittelemalld erik-
seen positiiviset ja negatiiviset skalaarit. Positiivisilla luvuilla kertominen on
ilmeinen, koska positiivisella luvulla kertominen ei muuta vektorin suuntaa, ei-
ki taten myoskidan vektoritulon suuntaa. Negatiivisella luvulla kertominen taas
muuttaa vektorin suuntaa, mutta suunnan muuttuminen vaihtaa myos vektori-
tulon suuntaa kuten ylla todettiin. Talldin negatiivinen skalaari ja vektoritulon
negaatio kumoavat toisensa, joten ei ole vilid, missd vaiheessa skalaarilla ker-
tominen tapahtuu. Vektoritulon kertominen skalaarilla tarkoittaa vektoreista
muodostuvan suunnikkaan skaalaamista.

Osittelulaki 1 voidaan osoittaa todeksi aiemmin esitetyn geometrisen ajat-
telutavan mukaisesti (kuva 2.9). Nyt vektorin a normaalitasolle « projisoidaan
suunnikas jonka sivut ovat b ja c ja ldvistajand b + c. Suunnikkaan sivujen ( ja
lavistdjin) pituudet kerrotaan vektorin a pituudella ja sité kierretdin tasolla a
90° vastapaivadn. Niin saadaan suunnikas, jonka lavistdji vastaa yhtalon va-
senta puolta, ja sen sivut yhtilon oikeaa puolta. Niin on osoitettu osittelulaki
1 oikeaksi.

Muuttamalla osittelulaki 1 jasenten jirjestystd saadaan osittelulaki 2 myos
osoitetuksi oikeaksi. O

Edellisten laskulakien perusteella saadaan koordinaatiston yksikkdvektoreil-
le seuraavat tulot.

lLixi=jxj=kxk=0

2.ixj=k jxk=ikxi=j

. jxi=-k kxj=—-iixk=-j
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N&itd ominaisuuksia hyodyntéen, voidaan méarittda vektorirulo myos kom-
ponenttimuodossa.

Lause 2.15. Vektoreiden a = a, i + ayj + a,k ja b = byi + byj + bk
vektoritulo voidaan kirjoittaa komponenttimuodossa

a x b = (asi+ayj+ a,k) x (byi + byj + b,k)

= (ayb, —a,by) i+ (a,bx — axb,)j + (axby — a;by)

2.6 Skalaarikolmitulo

Nyt, kun on kasitelty kaikki vektoreiden peruslaskutoimitukset, syvennytain
vield hieman eri tulojen yhdistdmiseen. Ensimmaisené késitellddn skalaarikol-
mitulo, joka on jélleen skalaari.

Maéaritelma 2.16. Skalaarikolmitulolla tarkoitetaan kolmen vektorin a, b, c
tuloa, jossa on sekd skalaari- ettd vektoritulo: a x b - c.

Jotta tulo olisi mielekés, on vektoritulo luonnollisesti muodostettava ensin,
koska skalaarin ja vektorin vélistd skalaarituloa ei ole méaéritelty. Niin ollen
sulkujen kdytto ei ole valttamétontéd, vaan (a x b)-c=axb-c.

Geometrisesti skalaarikolmitulon itseisarvo on sellaisen suuntaissirmion ti-
lavuus, jonka sdrminé ovat samasta pisteestd alkaen vektorit a, b, c. Kuvasta
2.10 ndhdéaén, ettd suuntaissarmion pohjasuunnikkaan ala on |a x b| ja sen kor-
keus taas on vektorin c skalaarikomponentti vektorille e, joka on samansuun-
tainen vektorin a x b kanssa. T&ll6in suuntaissdrmion tilavuudeksi saadaan
méaritelmien 2.2 sekd 2.9 mukaisesti |a x b||c||cos (¢, a x b)| = |c-a X b| eli
skalaarikolmitulon itseisarvo.

Jos vektoreiden a ja b madrittaméan suuntaissdrmion tahkon ja sivusdrmén
c vilinen kulma on terdvé, eli vektorit muodostavat oikean kéden systeemin (ku-
ten kuvassa 2.10), on skalaarikolmitulo positiivinen. Jos taas kulma on tylppa,
eli vektorit muodostavat vasemman kiden systeemin (tahko on suuntaissdrmion
“katto” eikd pohja), on skalaarikolmitulo negatiivinen. Jos taas kyseessi on kuu-
tio, eli tahko ja sdrmé ovat kohtisuorassa toisiaan kohden, on skalaarikolmitulo
nolla skalaaritulon maaritelman mukaisesti.
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aXb

Ce

Kuva 2.10. Skalaarikolmitulon geometrinen havainnollistus.

Lause 2.17. Skalaarikolmitulolle on voimassa vathdannaisuus, kun vektoreiden
paikkaa vathdetaan kiertden elia x b-c=b X c-a=c x a-b. Ei siis ole vi-
lid, missd jarjestyksessd valimerkit ovat, joten ne voidaan myos jattda merkitse-
métté ja kdyttaa lyhyempad merkintdd [abcel. Jos jarjestysti vaihdetaan muul-
la tavoin kuin kiertden, muuttuu tulo negatiiviseksi, elia x b-c= —a x c-b.
Skalaarikolmitulolle on sits voimassa seuraava $Gantd

labc| = [bca] = [cab] = — [acb] = — [bac] = — [cba]

Lause voidaan todeta todeksi tutkimalla, mitka tuloista muodostavat oikean
kiden systeemin. Jos vektoreiden paikkaa vaihdetaan kiertden, siilyy systee-
mi oikean puolisena, mutta jos jirjestystd muutetaan muulla tavoin, syntyy
vasemman kiden systeemi, jolloin tulo on alkuperiisen vastaluku.

2.7 Vektorikolmitulo

Viimeisend késitellddn vektorikolmitulo, jossa nimensa mukaisesti on kyseessé
kolmen vektorin vektoritulo, jonka tulona on vektori.

Maaritelma 2.18. Kolmen vektorin a, b, ¢ wvektorikolmitulolla tarkoitetaan
tuloa a x (b x c) tai (a x b) x c.

Vektoritulon yhteydessi on todettu, ettei se ole liitdnndinen, joten sulkeiden
kiytto vektorikolmitulossa on vélttamétonta.

Lause 2.19. Vektorikolmitulolle on voimassa seuraava kehityskaava
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
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Todistus. Taméa kehityskaava saadaan suorittamalla vektoritulot komponen-
teittain. Aloitetaan suorittamalla suluissa oleva vektoritulo ensimmaisené. Té-
man jalkeen kerrotaan tulo vektorilla a ja saadaan vektorikolmitulon kompo-
nenttimuoto. Todistusta varten on muistettava seuraavat yksikkovektoreiden
ristitulot toistensa kanssa. Todistuksessa késitellddn selvyyden vuoksi vain x-
akselilla olevat komponentit.
ixj=k jxk=ikxi=jjajxi=-k kxj=-i,ixk=-j.
z-akselilla olevat komponentit saadaan siis kertomalla j ja k komponentit
kesken&dn, lisiksi on muistettava, ettd vektorin ristitulo itsenséa kanssa on O.
ax (b xc)=(ax+a,j+ ak) x ((byd+ byj+b,k) x (cxi+ cyj + c,k))
= (axi + ayj + a,k) x ((byc, — b,cy) i+ (byex — bye,)j + (bxcy — byey) k)
Siirrytadn kisittelemman vain x-akselilla olevia komponentteja.
(ayj + a,k) x ((bycx — bxe,) j + (bxcy — byex) k)
= ay (bxcy — bycy) j X k+a, (b,cx — bye,) k X j
ay (bxcy — bycx) — a, (bycx — byey)]i
aybyc, — aybycx — ab,ex + a,bye,]i
aybycy — aybycy — a,b,cx + a,byc, + aybycy — axbyey i
(axCx + ayCy + 8,¢,) by — (axbx + ayby + a,b,) ¢k i
= (a-c)bsi— (a-b)cd
Tamé kuitenkin oli vain z-akselin komponentit. Jos sama suoritetaan myos
y ja z-akselille ja summataan tulokset yhteen, saadaan vektorikolmitulolle ha-
luttu muoto:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. O

Saatu tulos voidaan myos saada seuraavaan muotoon vaihtamalla vain jér-

jestystéd, jolloin molemmilla puolilla merkit vaihtuvat.
(bxc)xa=(a-b)c—(a-c)b

= |
= |
= |
= |

2.8 Vektoreiden soveltava kaytto kouluopetuksessa

Tassé luvussa on esitelty muutamia sovelluksia vektoreille, joita esiintyy oppi-
kirjoissakin. On térkedd, ettd oppilaat kokevat vektoreiden opiskelulla olevan
merkitystd ja oppia kiyttdmadn vektoreita matemaattisena tyokaluna erilaisis-
sa yhteyksisséd. Vektoreita tulee kiyttoon koulussa myos fysiikan puolella, missi
esimerkiksi voimien yhteydesséi tormétain viistdmétta vektoreihin. Matematii-
kassa onkin hyvi huomata, ettd sovelluskohteet voivat 16ytyd myos oman alan
ulkopuolelta.

Melko yksinkertaisena esimerkkiné toimii tuuli, joka voidaan ajatella vekto-
rina, koska silld on tietty suunta ja suuruus. Tuulta myds esitetddn sadkartois-
sa usein nuolella. Vektoreiden yhteenlaskua voidaan havainnollistaa esimerkiksi
tuulisella sdalld palloa heittaméalld. Pallon kulku méadrdytyy (yksinkertaistettu-
na) heiton suunnan ja voimakkuuden lisdksi myds tuulen suunnan ja voimak-
kuuden mukaan. Té&lloin lentorata on ndiden kahden vektorin summa ja tata
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voivat oppilaat kokeilla my0s kotona.

Mitd enemmaén vektoreita koulussa opetetaan, sitd enemmaén alkaa sovelta-
via kiyttokohteita 16ytyd matematiikastakin. Esimerkiksi erilaisten geometris-
ten todistusten tai maaritystehtavien ratkaisu on yksi tapa soveltaa vektoreita.
Myos fysiikan puolelta sovelluskohteita 16ytyy lisdéd, mutta ne muuttuvat mo-
nimutkaisemmiksi.

Esimerkiksi skalaarilla kertomista kiytetdan fysiikassa painon méarittami-
seen, jolloin paino saadaan kaavalla G = mg, missd g on gravitaatiokentin
aiheuttama putoamiskiihtyvyys. Tdmé&n avulla on selitettavissa esimerkiksi se,
miksi kuussa kaikki on kevyempéé. Skalaarituloa taas voidaan hyodyntaa fysii-
kassa esimerkiksi tyon laskemiseen. Tyd W saadaan ndet voiman F ja matkan
s skalaaritulona, W = F -s. Tamikin havainnollistaa hyvin, kuinka kahden
vektorin tulo voi olla pelkké skalaari.

My0s vektoritulolla on useita sovelluksia esimerkiksi fysiikassa. Yksi néista
on kappaleeseen vaikuttava voiman momentti. Kun kappaleen paikkaa mer-
kitdan paikkavektorilla r ja siihen vaikuttavaa voimaa vektorilla F, voidaan
momentti ratkaista ristitulolla seuraavasti, M = r x F. Kiytinnossa tama tar-
koittaa vidntovaikutusta, joka lasketaan vadntdvan voiman ja vipuvarren risti-
tulona. [1, s. 119

Matematiikassa vektoreita voidaan kdyttaa esimerkiksi trigonometriassa apu-
na kaavojen johtamiseen tai geometristen ongelmien ratkaisuun ja todistami-
seen. Esitellddn tissd yhteydessa esimerkkeind kosinilauseen johtaminen, yksi
kolmion merkillisten pisteiden todistus sekd suuntaissirmion tilavuuden mé&é-
rittaminen.
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Esimerkki 1. Kosinilauseen johtaminen.

Kuva 2.11. Kosinilauseen johtaminen.

Kuvan 2.11 mukaisesti voidaan vektori c ilmoittaa vektoreiden a ja b avul-
la. Jos saadusta yhtédlostd otetaan skalaaritulo itsensd kanssa, saadaan yhtalo,
jota muokkaamalla pistetulon maaritelman mukaisesti saadaan johdettua kosi-
nilause.

c=a+b.

c-c=(a+b)-(a+b)

c’=a-a+b-b+2a-b

c? = a® + b?+2|a| |b|cos (a, b)

Koska pitee (a, b) = (7 — ) ja cos (m — ) = — cos 7y, saadaan

c? = a? + b2 — 2|a| |b| cos (7)

Vektorit voidaan kolmiosta korvata myds sivujen pituuksilla, jolloin saadaan
yleisempi muoto.

= a® +b? — 2abcos(7)
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Esimerkki 2. Todista, ettd kolmion keskijanat leikkaavat kaikki samassa pis-
teessd ja ettd tdmé piste jakaa jokaisen keskijanan kérjestd lukien suhteessa
2:1.

E D
c B
Kuva 2.12. Kolmioiden keskijanojen leikkauspiste.

Todistus. Valitaan tutkittavaksi kaksi keskijanaa @ ja ﬁ , joiden leikkauspis-
teeksi méaritelldan piste P. Nyt vektori AP voidaan ilmoittaa kahdella tavalla
keskijanojen avulla. ﬁ = s/ﬁ seka, ﬁ = c+tﬁ

Liséksi keskijanat E ja ﬁ voidaan ilmoittaa kylkivektoreiden b ja c
avulla. ﬁ:c—l—%@:c—i—%(—chb) = sc+3bja BE = —c+ b

Nyt fﬁ saadaan ilmoitettua vektoreiden b ja c avulla. ﬁ = %sc + %sb ja

A? =c—tc+ %tb =(1—-t)c+ %tb. Ja voidaan muodostaa saaduista yhtéloista
yhtaloryhma.

Néistd saadaan ratkaistua, ettd t = s ja s = % Siis ﬁ = %E Samat
padtelmat saadaan tehtyd kaikille keskijanoille, joten voidaan todeta, ettd kes-
kijanojen leikkauspiste P on kaikkien keskijanojen leikkauspiste ja se jakaa
keskijanat kirjestéd lukien suhteessa 2:1. O



Esimerkki 3. Suuntaissirmion tilavuuden méaérittaminen.

A:|axb|%

a

Kuva 2.13. Suuntaissarmién tilavuuden méarittdminen.

Madritetdén suuntaissarmion (Kuva 2.13 ) tilavuus, jonka kylkind ovat paik-
kavektorit a = 4j+2k, b = 5i+2j+k ja ¢ = i+-3j+2k. Suuntaissidrmion pohjan
suunnikkaan ala saadaan sitd rajoittavien vektoreiden a ja b ristitulon itseisar-
vona. (Ks. lause 2.15.)

la X b| = |(axd + ayj + a,k) x (byd + byj + b,k)|

= |(ayb, — a,by) i+ (a,bx — asb,) j + (axby — ayby) k|.

Eli |a x b|] = [(0i + 4j + 2k) x (51 + 2j + 1k)|

=4-2—-2-2)i+(2-5-0-1)j+(0-2—4-5)K]|

= |4i 4+ 10j — 20k]| .

Suuntaissdrmion tilavuus saadaan aiemmin esitellylld tavalla (ks. luku 2.6)
skalaarikolmitulolla tutun tilavuuden kaavan V' = Ah mukaisesti.

Suuntaissdarmion tilavuus saadaan skalaaritulosta vektorin c ja jo lasketun
ristitulon a x b vililld, kun skalaaritulo otetaan komponenteittain (Lause 2.12,
a-b =asby +ayby + a,b,).

c-axb=14+4310+2-(—20) = —6 ja tdmén itseisarvo on suuntaissirmicn
tilavuus eli V' = |—6| = 6.
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3 Vektorialgebran opetus kouluissa

Tassa tutkielmassa on tutkittu Suomessa julkaistuja kansallisia peruskoulun ja
lukion opetussuunnitelmia ja opetussuunnitelman perusteita 1970-luvulta ta-
han paivadan. Kaikista julkaisuista kdytetddn jatkossa selkeyden vuoksi termia
opetussuunnitelma. Julkaisuista on tutkittu, missid laajuudessa ne asettavat
vektorialgebraa opetettavaksi kouluihin. Liséksi jokaisen julkaisun vaikutusa-
jalta on valittu oppikirjoja, joissa vektorialgebraa tulisi opetussuunnitelman
mukaisesti kisitelld sekd kirjoja joissa vektoreita voitaisiin hyodyntaa. Oppi-
kirjoista on tutkittu, kuinka opetussuunnitelman asettamat tavoitteet ovat op-
pikirjoissa ndkyneet. Jokainen opetussuunnitelma on késitelty omassa alaluvus-
saan, jossa lisidksi on késitelty mahdolliset oppikirjat kyseiseltd ajalta. Tausta-
tiedoksi tutkitaan myos oppikoulujen ajalta edellisid oppiennétyksid sekd pe-
rehdytdidn muutamiin kirjoihinn ndiden ajalta.

Peruskoulu-uudistuksen lisiksi Suomen koulujérjestelméssé on tapahtunut
myo6s pienempid muutoksia tutkittavalla ajanjaksolla. Peruskoulun ensimmai-
sesséi opetussuunnitelmassa (1970 [18]) matematiikassa oli vield kiytossi ta-
sokurssit eli seitseménnelld luokalla kaksi eritasoista kurssia ja kahdeksannella
sekd, yhdeksédnnelld kolme eritasoista kurssia. Tamén jilkeen tasokursseista on
ainakin opetussuunnitelmien tasolla luovuttu peruskoulussa. Lukiossa pidempi
ja lyhyempi oppiméira ovat aina matematiikassa olleet eroteltuina toisistaan.
Tutkittaessa kaikki eritasoiset kurssit on otettu huomioon.

Opetettavia sisdltdja on verrattu ylla esiteltyihin vektorialgebran osa-alueisiin.
Peruskdasitteistolld tarkoitetaan luvussa 2.1 kisiteltyjé késitteitd kuten yksikko-
vektori, nollavektori sekd vektoreiden yhdensuuntaisuus, pois lukien suuntaja-
nojen ekvivalenttisuus eli maaritelmé 2.1. Peruslaskutoimituksilla taas tarkoite-
taan luvun 2.3 asioita, eli vektoreiden yhteen- ja vihennyslaskua seké skalaarilla
kertomista. Jos vektoreita ylipddtain opetetaan, tulevat nima asiat yleensé ké-
sitellyiksi. Myos pidemmélle menevissé asioissa viitataan aiemmin késiteltyihin
sisaltoihin, vaikka oppikirjoissa asiat kasitellidn usein hieman esitettya suora-
viivaisemmin. Jatkossa vektorialgebrasta kdytetddn yksinkertaisempaa muotoa
vektorit, koska vektoreista ei kisitelld muuta koulussa.

3.1 Katsaus oppiennatyksiin ennen vuotta 1970

Vuonna 1941 vahvistettiin valtion oppikouluihin uudet oppiennitykset [39],
joissa ei ole mainintaa vektoreista oppisisilldissd. Oppiennétyksissd painote-
taan periaatetta, ettd opetettavia sisaltoja ei pida olla liikaa, jotta kasiteltavit
asiat voidaan oikeasti ymmaértaa. Yleisissd matematiikan opetuksen tavoitteissa
mainitaan, ettd lukioluokkien opetuksessa tulee pitda silmélla jatko-opintoja.
Tarkoitus oli valmistaa opiskelijoita mahdollisimman hyvin jatko-opintoihin,
mutta ilmeisesti jatko-opinnoissa ei vektoreiden hallintaa vaadittu. Oppienné-
tyksissd opetettavat sisillot ovat yksityiskohtaisesti avattuja, joten voidaan to-
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deta, ettei vektoreita oppiennitysten mukaan tarvinnut opettaa oppikouluissa
vuosien 1941 ja 1960 vililla.

Kouluhallitus vahvisti uudet oppikoulun oppiennéitykset vuonna 1960 [20],
[21]. Ndm4 olivat viimeiset oppiennétykset ennen peruskoulu-uudistusta Suo-
messa. Oppiennatyksissd on tarkasti selostettu kaikki opetettavat aiheet vuosi-
luokittain ja annettu metodisia ohjeita eri aihealueiden opettamiseen. Mitdin
mainintaa vektoreista niissi ei kuitenkaan ole.

Lisdksi tutkittiin vertailun vuoksi kaksi ennen peruskoulu-uudistusta kay-
tettyd lukion oppikirjaa. Lukioissa opetus ei vield talloin ollut muuttunut kurs-
sipohjaiseksi ja kirjat olivatkin aihealueittain tehtyja ja erosivat nykyisisti op-
pikirjoista merkittavisti jo ulkoasultaan. Kallion Geometria 2, lukion oppi-
médrd [16] sekd Viisdlan Algebran oppi- ja esimerkkikirja lukion pidempéin
kurssiin [40] olivat molemmat saatavilla useista eri ldhteisté, eli ovat olleet il-
meisesti laajasti kiytossd. Kummastakaan néistd ei kuitenkaan 16ydetty min-
kiadnlaista mainintaa vektoreista, joten ainakaan matematiikassa vektorit eivit
ole olleet edustettuina. Fysiikassa on toki voitu opettaa vektoreista tarpeelliset
asiat fysiikkaa varten. Fysiikan oppikirjoihin tai opetussuunnitelmiin ei tédssé
tutkielmassa kuitenkaan ole perehdytty.

3.2 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 1970

Vuoden 1970 peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [18| vektorit ovat
osana geometrian opetusta. Geometrian osa-alueena on mainittu vektorigeo-
metria kahdeksannelle ja yhdeksénnelle luokalle. Tarkemmin vektorit maini-
taan ainoastaan yhdeksinnen luokan keskikurssilla seké laajalla kurssilla ja
néissdkin melko lyhyesti. Tdmé on kuitenkin talld hetkelld tuorein maininta
vektoreista Suomen peruskoulun opetussuunnitelmissa.

Opetussuunnitelman lisdksi opettajille on julkaistu POPS—70 oppaita ku-
hunkin oppiaineeseen, joissa annetaan konkreettisia esimerkkeja opetussuunni-
telman toteuttamiseen. Matematiikan oppaassa [22| vektoreiden opetus noste-
taan esille jo 8. kouluvuoden keski- ja laajalla kurssilla vektoreiden yhteenlas-
kulla sekd 9. kouluvuoden keski- ja laajalla kurssilla laajemmin otsikolla “Vek-
toreista”. Lisdksi 9. kouluvuoden syksylld on yleiskurssilla maininta ”Vektori-
laskuja”. Opetussuunnitelman voidaan todeta jattdneen melko lailla tulkinnan
varaa opetuksen jirjestimisestd, koska opetussuunnitelmassa ja siitd laaditus-
sa oppaassa eroja on merkittdvisti. Kuitenkin vektoreita on jossain vaiheessa
peruskoulua opetettu ainakin kahdelle vaativimmalle tasokurssille.

1970-luvun alussa matematiikan opetukseen Suomessa vaikutti myos Poh-
joismaisen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietinté [38], joka val-
mistui 1967 . Uudistuskomitea on halunnut nostaa kouluopetukseen niin kut-
suttua uutta matematiikkaa, joka toi opetukseen muun muassa joukko-oppin.
MietinnGssa on esitetty sisalto kaikille tarkoitettavasta matematiikan opetuk-
sesta peruskouluun seki lukioon. Téssé sisédllossa vektorit nousevat ensimmaéi-
sen kerran esille kahdeksannella luokalla, jolloin opetettavaksi esitetian taso-
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vektoreita. Tarkemmin vektoreista mainitaan késiteltdviksi peruslaskutoimi-
tukset sekd koordinaattiesitys (ks. luku 2.2). Mietinnén suorat vaikutukset ei-
vat olleet kovin kauaskantoisia, mutta nakyivat oppikirjoissa 70-luvulla. My6-
hemmin julkaistuissa oppikirjoissa ei endéd ole mainintoja mietinndsta, eivatka
sen nostamat asiat ndy opetettavissa siséillGissa.

3.2.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa

70-luvun vaihtelevat ohjeet eri ldhteissd ndkyvit myos oppikirjoissa, joilla ei ole
nayttinyt olevan selkedd linjaa, mitd ohjeistusta noudatetaan. Ohjeiden vaih-
televuudesta johtuen tutkittiin téssid yhteydessd laajemmin oppikirjoja, jotta
saataisiin parempi késitys, kuinka paljon vektoreita oikeastaan on opetettu pe-
ruskoulun aikana.

Esimerkiksi Matematiikka -sarjan kirjassa 5 [15] késiteltiin vektoreita. Tés-
sd, kokeiluperuskoulun viidennelle luokalle tarkoitetussa kirjassa on kisitelty
joukko-opin alkeita. Negatiivisten lukujen kohdalla késitelldédn lukusuoraa en-
sin janojen avulla, mutta seuraavaksi janoille annetaan suunta ja siirrytdin
puhumaan vektoreista. Téssad yhteydessd vektoreista késitellddn yhtisuuruus,
nollavektori, yhteenlasku ja vihennyslasku. Tarkoituksena on korvata luonnol-
listen lukujen yhteen- ja vihennyslasku vektoreiden yhteen- ja vihennyslaskul-
la. Vektorit tarjoavatkin toimivalta vaikuttavan tavan havainnollistaa negatii-
visilla luvuilla laskemista.

Ylempien luokkien kirjoista kirjoista tutkittiin kirjasarjaa Matematiikan tie-
dot. Néistd ensimmaéisessé, seitsemédnnelle luokalle tarkoitetussa kirjassa [41]
puhutaan suuntajanoista kaikille tasokursseille tarkoitetussa Yhdensuuntaisuus
ja kierto -kappaleessa. Téssd yhteydessé késitellidn nollajana, yhteenlasku ja
sen vaihdantalaki ja liitdntédlaki sekd luonnollisella luvulla kertominen. Suora-
naisesti ei puhuta edes vektoreista, koska késittelyssa ovat vain yhdensuuntaiset
suuntajanat, mutta voidaan ajatella tidssi pohjustettavan vektoreiden kisitte-
lya. Kirja ei oleta vektoreiden hallitsemista ennestién.

Liséksi Matematiikan tiedot 7 -kirjassa on Tason vektorit -kappale, jo-
ta ei ole tarkoitus késitella suppealla kurssilla. Téssd kappaleessa vektoreita
kasitellidn melko tdsméllisesti. Kasiteltavind aiheina ovat peruskisitteet se-
ka -laskutoimitukset laskulakeineen. Liséiksi kisitelliin vektorin komponentit,
paikkavektori, kantavektorit sekd koordinaatit.

Matematiikan tiedot 8 -kirjan [42] kaikille tarkoitetussa Tason vektorit kap-
paleessa kasitelladn miltei samoja asioita kuin edellisen kirjan vastaavassa lu-
vussa. Asioiden késittelytapa on kuitenkin paljon tdsmaéllisempi ja lauseita to-
distetaan enemmaén. Lisdksi vektoreiden yhteydessa kisitellddn erilaisia sovel-
luksia, joissa vektoreita voidaan kiyttdd, sekd lineaarifunktio paikkavektorin
avulla. Myohemmin kirjassa kiiytetddn vektoreita muun muassa yhdenmuotoi-
suuskuvausten ominaisuuksia todistettaessa.

Matematiikan tiedot 9 -kirjassa [43] vektoreita kiytetaan hyodyksi laajalle
kurssille tarkoitetussa kappaleessa Reaalilukujen merkitys. Kappaleessa kasitel-
ldan lahinné vektorin pituutta ja sen avulla muun muassa pisteiden etaisyyk-
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sid toisistaan. Kaikille tarkoitetuissa kappaleissa Avaruusgeometrian alkeet ja
Avaruuskuvista kisitellidn enemmén vektoreita kolmiulotteisessa avaruudes-
sa. Kappaleissa kisitellddn muun muassa kolmiulotteisen avaruuden kantavek-
torit, kahden tason vilinen kulma, paikkavektori sekd kavaljeeriperspektiivi.
Kokonaan uusia asioita vektoreihin ei niissi kappaleissa juurikaan tule, vaan
késittelyéd lahinné laajennetaan.

1970-luvulla peruskoulussa vektoreista késiteltiin siis pituus, yhteenlasku
seké skalaarilla kertominen. Annetuissa opetussuunnitelmissa ja muissa ohjeis-
sa eroavaisuuksia oli melkoisesti, mutta ainakin tutkittuja kirjoja kiayttaneet
koulut ovat opettaneet vektoreita peruslaskutoimituksiin asti kaikille oppilail-
le jo kahdeksannella luokalla. Lisdksi yhdeksannelld luokalla opetettiin kaikille
vektoreita kolmessa ulottuvuudessa. Kaikkien oppilaiden saamat sisillot olivat
siis poikkeuksellisen laajat verrattuna menneisiin tai tuleviin vuosikymmeniin.
Joissain kouluissa on vektoreita pohjustettu kenties jo viidennelld luokalla. Vek-
toreiden késittelyn lisdksi oppikirjoissa vektoreita kiytettiin erilaisissa sovelluk-
sissa ja havainnollistuksissa, joten vektoreista on saanut hyvin laajat tiedot jo
peruskoulussa 1970-luvulla.

3.3 Lukion opetussuunnitelma 1973

Peruskoulu-uudistuksen myo6téa lukioille tuli olla oma opetussuunnitelmansa.
Ensimmaéinen lukion opetussuunnitelma julkaistiin vuonna 1973. Tamén lisdk-
si vuonna 1977 julkaistiin lukion opetussuunnitelmatoimikunnan mietinto II
[19], jossa on muokattu opetussuunnitelmaa peruskouluun siirtymisen tuomien
muutosten mukaisesti. Kaikilla peruskoulun kiyneilld tuli olla mahdollisuus lu-
kiokoulutukseen ja néin ollen lukiossa ei voitu olettaa tietyn tasokurssin mu-
kaista osaamista peruskoulun jilkeen. Vuoden 1977 mietinté on kuitenkin si-
salloltdan hyvin samankaltainen kuin vuonna 1981 julkaistu kurssimuotoinen
oppiméérd matematiikalle [24] sekd 1985 lukion opetussuunnitelman perusteet
[25]. Tésta syysta ei ole merkityksellista kisitella kaikkia erikseen, vaan voidaan
keskittyd tissd vuoden 1973 opetussuunnitelmaan ja my6hemmin vuoden 1985
lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Vuonna 1967 valmistunut Pohjoismai-
sen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietinto [38] sisélsi myos ehdo-
tuksen lukion opetussisilloiksi, mutta ndmé eivat juuri ndy lukion oppikirjoissa
eiviatkd eroa virallisesta opetussuunnitelmasta.

Vuoden 1973 lukion matematiikan opetussuunnitelmassa [23] matematii-
kan opetuksen yleiseksi tavoitteeksi esitellidn mahdollisimman perusteellinen
valmistavuus erilaisiin jatko-opintoihin sekd harrastuneisuuden herdttadminen.
Liséksi eritelladn, etta pitkilla kurssilla pidetddn 1ahinnd silméalla matemaattis-
luonnontieteellisid seki teknisid jatko-opintoja, kun taas lyhyelld kurssilla tdh-
ditdin enemméin humanistisiin, yhteiskunnallisiin seké palvelu- ja kauppa-alan
jatko-opintoihin.

Suurimpana muutoksena vanhoihin oppiennétyksiin mainitaan geometrisen
materiaalin kisittely, jossa siirrytdan suurelta osin vektoreiden kiyttoon. Lisak-
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si Eukleideen mukaiselle systematiikalle perustuvasta esityksestid on luovuttu.
Vektoreiden tulisi siis nikyd merkittévisti tdssd opetussuunnitelmassa. Myos
ensimmaisen vuoden yleisissa tavoitteissa painotetaan, ettd on kiytettava aikaa
ailemmin opittujen tietojen ja taitojen syventdmiseen ja varmistamiseen. FEten-
kin vektoreiden sisdistdminen nostetaan esille, jos opiskelija ei ole opiskellut
peruskoulun uusien opetussuunnitelmien mukaisesti.

Lyhyelld kurssilla vektoreita késitellidn vain ensimmaéisend vuonna, jolloin
aiheina ovat peruskéisitteiden kertaus sekéd peruslaskutoimitukset. Lisdksi kési-
tellddn koordinaattiesitys seké skalaaritulo. Ainakin skalaaritulo on uutta asiaa
lukiossa ja se opetetaan kaikille. Melko laajat perustiedot ovat siséltyneet jo
lyhyen kurssin sisilt6ihin.

My6s pitkélla matematiikan kurssilla on ensimmaéiselle vuodelle merkitty
opetusjakso vektoreista, joka on siséilloltdédn hyvin samankaltainen kuin lyhyen
kurssin vastaava opetusjakso. Aiheiden kisittelyssd on kuitenkin pienid ero-
ja, esimerkiksi koordinaattiesityksen kohdalla mainitaan vektorikomponentin
ja skalaarikomponentin erottelu, skalaaritulon kohdalla laskulait sekd kahden
koordinaattimuodossa olevan vektorin skalaaritulon laskeminen. Lisdksi syven-
tavadn materiaaliin on merkitty ajan salliessa késiteltdviksi aiheeksi vektori-
tulo. Vektoreista 10ytyy maininta myos suoran yhtaldiden yhteydessi, missi
mainitaan vektorimuotoisten yhtaloéiden kasittely sekd kolmannen vuoden ker-
tausosiossa mainitaan vektoreiden kertaus kiyttden kolmiulotteisia vektoreita.
Pitkalld matematiikan kurssilla késiteltdvid asioita tulee hieman enemmén ja
hieman syvéllisemmin kuin lyhyelld kurssilla. Merkittivid eroa ei kuitenkaan
lyhyen ja pitkdn kurssin vililla ole vektoreiden opetuksessa.

3.3.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa

Lyhyen kurssin oppikirjassa Lukion matematiikka 1, lyhyt kurssi [28] vektorei-
den késittely aloitetaan alusta ja késittely aloitetaan suuntajanasta seki vek-
toreiden ominaisuuksista. Seuraavaksi kisitellddn peruslaskutoimitukset seké
skalaaritulo lauseen 2.10 mukaisesti. Lopuksi késitelldin vield vektorin koordi-
naatit vektori- ja skalaarikomponenttien avulla. Eteneminen kirjassa on melko
ripedd, joten kenties oletus on, ettd vektorit ovat jossain médrin tuttuja en-
tuudestaan. Muissa sarjan kirjoissa Lukion matematiikka 2 ja 3, lyhyt kurssi
[29, 27| vektoreita ei kiisitelld, eikd niitd kdytetd. Kirjasarja vastaa hyvin ope-
tussuunnitelmassa esitettyja sisaltojé.

Lukion matematiikka kirjasarjan pitkidn kurssin ensimmaiselle vuodelle tar-
koitetussa teoksessa Lukion matematiikka 1, pitkd kurssi, [12| kisitellaan vekto-
reita useassa luvussa. Aluksi vektoreihin perehdytadn Tason vektorit -luvussa,
jossa madritellidn vektorit suuntajanojen kautta, kisitellddn vektoreiden pe-
rusominaisuudet sekd -laskutoimitukset laskulakeineen, vektorin komponentit
sekd joitakin geometrisia sovelluksia. Vektoreihin perehdytdin lisdd trigono-
metrian yhteydessé, jolloin kisitellidan skalaaritulo lauseen 2.10 mukaisesti se-
ki skalaaritulon laskulait. Lisdksi vektoreita kiytetdan tdmaéan jalkeen hyodyksi
erilaisten lauseiden, kuten kosinilauseen, johtamisessa (ks. esimerkki 1). Ana-
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lyyttisen geometrian yhteydessé rinnastetaan piste ja paikkavektori (ks. luku
2.1) sekd muodostetaan suoran vektorimuotoinen yhtéls. Lisiksi vektoreita kéy-
tetddn jdlleen apuna janan keskipisteen kaavan johdossa, kahden suoran vilisen
kulman sekd pisteen ja suoran vélisen etdisyyden méarittelemisessa.

Lukion matematiikka 2, pitkd kurssi [13| teoksessa vektoreita ei ole késitelty
eikd niitd ole kiytetty. Viimeisen vuosiluokan kirjassa, Lukion matematiikka 3,
pitka kurssi [14], vektoreita kisitelldan yhdessd luvussa, joka on vektorilasken-
taa. Talloin kisittelyyn otetaan kolmiulotteinen avaruus ja sen vektorit. Lahin-
né luvussa kasitelladn jo aiemmin opittuja asioita kolmiulotteiseen avaruuteen
sovellettuna, mutta lopuksi késitellddn uutena asiana vektoritulo mairitelmi-
neen (ks. méidritelméd 2.13) ja laskulakeineen seké suuntaissarmion tilavuuden
médritys (ks. esimerkki 3).

1973 vuoden lukion opetussuunnitelmassa vektorit ovat melko laajasti esilla
sekd lyhyella ettd pitkdlla matematiikan kurssilla, mikd onkin luonnollista, kun
vektoreita on kisitelty myos peruskoulussa. Tutkitussa kirjasarjassa vektoreita
on késitelty melko perusteellisesti ja erityisesti vektoreita on liitetty muihinkin
opetettaviin asioihin ja hyodynnetty esimerkiksi kaavojen johtamisessa. Lisédksi
esitetyt lauseet ovat joko perusteltuja tai todistettuja ja kisittely on yleisesti
tasmallistd ja joukko-oppiin pohjautuvaa. Kyseinen opetussuunnitelma ja oppi-
kirjat eroavat tulevista, silld ne eivit ole kurssimuotoisia. Tadma nédkyy etenkin
oppikirjoissa, jotka ovat vuosiluokittain tehtyja, ja tastd syysta kisiteltdvien
asioiden integroiminen on helpompaa ja luonnollisempaa.

3.4 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 1985

Vuoden 1985 peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [26] ei matematiikan
oppiaineksessa mainita vektoreita opetettavissa aiheissa. Ainoastaan kohdassa
"Valinnaiset ja syventivit opinnot” ehdotetaan, ettd 15-20 % oppitunneista yh-
deksédnnelld luokalla kidytettaisiin valinnaisiin ja syventiviin opintoihin, joihin
voisi sisiltya esimerkiksi vektorilaskentaa. Kéytinnossa vektoreiden opetus pe-
ruskoulussa on luultavimmin jadnyt hyvin vihéiseksi, koska n#issd opinnoissa
saatettiin kidyttda aikaa myos vanhojen asioiden kertaamiseen tai jo opittujen
asioiden syventdmiseen sekd moniin muihin syventéviin aiheisiin. Jos vektorei-
ta joissain kouluissa onkin kisitelty, on tuntimaard luultavasti jadnyt melko
vihaiseksi eikd vektoreita oli kovin syvéllisesti ehditty késitelld.

3.5 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1985

Kouluhallitus julkaisi vuonna 1981 Lukion kurssimuotoisen oppiméirin ja op-
pimismaariasuunnitelman kaikille opetettaville aineille, jotka astuivat voimaan
syksylla 1982. Vuonna 1983 sdddettiin uusi lukiolaki, jossa opetussuunnitel-
man laatiminen tuli koulun yllapitdjéin velvollisuudeksi, kun taas kouluhalli-
tuksen tuli tarjota kunnan opetussuunnitelman laadintaa ja oppiaineiden ope-
tusta koskevat ohjeet ja paattdd valtakunnallisista oppiméiristd. Tamén seu-
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rauksena vuonna 1985 julkaistiin Lukion opetussuunnitelman perusteet 1985,
joissa médritelladn laajemmin lukion tehtévaé eikd ainoastaan oppiaineiden op-
pimairia. [25]

Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteissa [25] ja vuoden 1981 oppiméé-
rissé [24] matematiikan sisdllot ovat lihes muuttumattomat sanamuotoja lu-
kuun ottamatta, joten téssd yhteydessd vuoden 1981 oppiméaira jatetddn ka-
sitteleméttd. Vuoteen 1982 mennessa tehdyt oppimateriaalit sdilyivéit kiytossa
aina seuraavaan 1994 lukion opetussuunnitelman perusteisiin asti [34], joten
ajanjakso voidaan ndhda oppikirjojen osalta yhteniisend, vaikka opetussuun-
nitelmana késitellddnkin 1985 opetussuunnitelman perusteita. Tassd opetus-
suunnitelman perusteissa kurssin pituudeksi on méaritelty 38 oppituntia, mika
onkin pysynyt samana vuoden 2004 opetussuunnitelmaan asti.

Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteissa yleiselld matematiikalla tah-
datdan lahinnd humanistisiin, yhteiskuntatieteellisiin sekd palvelu- ja kauppa-
alan jatko-opintoihin, kun taas laajalla oppiméarilld tahddtddn matemaattis-
luonnontieteellisiin seké teknisiin jatko-opintoihin. Jatko-opintotavoitteet ovat
samat kuin edellisessikin opetussuunnitelmassa. Yleistavoitteet harrastunei-
suuden heridttimisestd sekd matemaattisen yleissivistyksen saavuttamisesta ovat
yhteiset molemmille oppimé&arille.

Yleisessd oppimédrassa yleisten tavoitteiden kohdalla mainitaan vektorei-
den peruslaskutoimitukset laskuteknisten valmiuksien kohdalla. Yleisessa op-
piméarassa vektoreita késitelliin yhdelld kurssilla, jonka aiheina on geomet-
rian kertausta, trigonometriaa sekd vektoreita. Vektoreista késiteltdvina aiheina
mainitaan peruskasitteisto, peruslaskutoimitukset sekd naiden laskulait ja vek-
toreiden komponenttiesitys. Lisdksi mainitaan skalaaritulo yliméardisend asia-
na, joka voidaan kisitelld ajan ja kiinnostuksen mukaan. Kurssisisilloissd on
my06s maininta geometrisista sovelluksista, mutta ei tule selviksi, onko niissé
tarkoitus kiyttad vektoreita.

Myos laajan oppimadran kohdalla mainitaan yleisissd tavoitteissa vektorei-
den peruslaskutoimitusten hallinta. Vektoreita kisitellddn laajassa oppimé&a-
riassa kahdella kurssilla. Ensimmaéiselld kurssilla aiheena on vektoreiden lisdksi
geometria. Tavoitteena talla kurssilla on hallita vektoriopin ja tasogeometrian
peruskisitteet sekd tutustua vektoreiden kayttoon todistustehtivissid ja geo-
metriassa. Sisdlloissd eritelldfin tarkemmin vektoreista késiteltdviksi peruské-
sitteistd, peruslaskutoimitukset laskulakeineen sekéd skalaaritulon maaritelmé
ja laskulait. Lisdksi syventdvand materiaalina tulisi kiyda koordinaattiesitys,
vektoriyhtilot sekd vektori- ja skalaarikomponentti.

Toisella vektoreita kisittelevilla kurssilla on aiheena vektorilaskennan tay-
dennyksen lisdksi avaruusgeometria ja kompleksiluvut. Kurssin tarkoituksena
on syventdd vektorilaskennan tuntemusta ja laajentaa tuntemusta myos kol-
miulotteisen avaruuden vektoreihin. Yhdistelména kurssin sisélto on hyvin mie-
lenkiintoinen ja tarjoaa valtavasti mahdollisuuksia vektoreiden soveltamiseen.
Opetussuunniltemasta ei kuitenkaan ndhda, kuinka aiheita hyddynnetédan kurs-
silla. Sisaltoné vektoreiden osalta kurssilla mainitaan kolmiulotteinen vektoria-
varuus sekd ylimdéraisena asiana vektoritulo ja skalaarikolmitulo, joita voidaan
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késitelld ajan ja kiinnostuksen mukaan.

Erona yleisen ja laajan oppiméaran valilla on 18hinné skalaaritulo seké kol-
miulotteisen avaruuden vektorit, jotka tulevat vain laajassa oppimaarissi. Pe-
rustiedot vektoreista tulevat kuitenkin kaikille lukion opiskelijoille ja etenkin
laajassa oppimadrissd menndan melko haastaviinkin asioihin. Tama on viimei-
sin lukion opetussuunnitelma, jonka mukaan néin tapahtuu.

Vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteet antaa selkeit erittelyt,
mitd sisaltojd vektoreista tulisi kullakin kurssilla kisitelld, joten epéaselvyyt-
ta ei oppikirjojen tekijoilla tai opetuksen jirjestajilla luultavasti ollut. Myos
oppimaérien yleiset tavoitteet on opetussuunnitelmassa eritelty tarkasti.

3.5.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa

Yleisen oppimééran oppikirjassa Akseli 1. [44] tason vektoreita késitellddn noin
puolen kurssin verran. Toinen puolikas kurssista on trigonometriaa. Vektorei-
den Kkisittely aloitetaan yhteydesté fysiikkaan sekd suuntajanan kisitteesté ja
ominaisuuksista, jotka mychemmin laajennetaan vektoreihin. Aluksi késitel-
ldan peruslaskutoimitukset laskulakeineen ja lopuksi pakollisena materiaalina
vield vektorit tason koordinaatistossa, komponenttimuoto sekd vektorin pituus.
Eriyttdvind materiaalina kirjassa on esitelty vektoreiden skalaaritulo ja sen
laskulait, vektoreiden villinen kulma seké skalaaritulon koordinaattiesitys (ks.
lause 2.12), jotka voidaan kisitelld ajan ja kiinnostuksen mukaan.

Sarjan toisessa osassa Akseli 2. yleinen oppimédra [45] vektoreita ei késitel-
14 eikd kdytetd lainkaan. Sarjan viimeisessa osassa Akseli 3. yleinen oppimééra
|46] on kertausosio, jossa vektoreita kerrataan ldhinné tehtdvien muodossa. Mi-
taan uutta vektoreista ei kisitelld tissikidan kirjassa, vaan yleisen oppiméirian
vektorit tulee kasitellyksi ensimméisen vuoden aikana, mika vastaa myo0s ope-
tussuunnitelmaa. Saman kurssin sisilt0jd, avaruusgeometria ja kompleksiluvut,
ei kuitenkaan juuri sovelleta vektoreiden kanssa.

Laajan oppiméédran kirjoista perehdyttiin Uuden lukion matematiikka, laaja
oppimidri -sarjaan. Sarjan ensimmaéisesséd kirjassa Uuden lukion matematiik-
ka 1, laaja oppimééra [30], kisitellidn vektoreiden perusteita yhdelld kurssil-
la. Késittely aloitetaan erilaisista suureista ja suuntajanoista, joista paddytain
vektoreihin ja niiden peruskésitteisiin. Seuraavaksi kurssilla késitellddn perus-
laskutoimitukset laskulakeineen sekéd vektorin komponentit yleisesti ja koordi-
naatistossa. Lopuksi kurssilla kisitellddn vield geometrisia sovelluksia, kuten
todistuksia, joissa voidaan hyodyntda vektoreita seka skalaaritulo ja sen las-
kulait melko perusteellisesti. Lauseiden todistuksia ei kirjassa kuitenkaan ole
esitetty, eikd niitd juuri kdyda lapi tehtavissakaan.

Sarjan toisessa kirjassa Uuden lukion matematiikka 2, laaja oppimédra [31],
vektoreita ei kisitelld tai kiytetd lainkaan. Sarjan kolmannessa kirjassa Uuden
lukion matematiikka 3, laaja oppiméaara [32], vektoreihin palataan nopeasti,
kun vektorit laajennetaan tasolta avaruuteen. Téassd yhteydessa kdyddan mel-
ko ripedsti lapi kaikki aiemmin kiydyt asiat uudelleen kolmessa ulottuvuudessa.
Ylikurssiaineena, joita voidaan ajan ja kiinnostuksen puitteissa kasitelld, kir-
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jassa on vield késitelty vektoritulo, sen laskulait seké geometrisia sovelluksia ja
skalaarikolmitulo suuntaissarmion tilavuuden laskemisen kautta (ks. esimerkki
3).

Vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteiden aikaisissa oppikirjois-
sa vektoreita kisitelliin melko yksityiskohtaisesti ja laajasti seké yleisessi, etté
laajassa oppimaéaérissi. Késitellyt oppikirjat vastasivat hyvin opetussuunnitel-
maa ja etenkin laajan oppiméaérin kirjoissa vektoreita kiytetddn myos sovelta-
vasti. Lauseiden perusteluita tai todistuksia ei kuitenkaan ole esitetty. Tamén
opetussuunnitelman aikana oppikirjat olivat edelleen lukuvuodeksi tarkoitettu-
ja eikd kurssikohtaisia, joten vektoreiden liittdminen muihin aiheisiin on yksin-
kertaisempaa kuin myShemmin. Jonkin verran téllaisia sovelluksia esiintyikin,
mutta vihén verrattuna edellisen opetussuunnitelman ajalta késiteltyihin op-
pikirjoihin.

3.6 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 1994

Vuonna 1994 opetushallituksen vahvistamassa perusopetuksen opetussuunni-
telman perusteissa [33| ei ole mainintaa vektoreista opetettavissa sisilloissa.
Néin ollen vektoreita ei ole tarvinnut opettaa peruskoulussa tdmén opetussuun-
nitelman perusteiden aikana. Joissakin kouluissa on toki voinut olla valinnaisia
matematiikan opintoja, joissa vektoreita on kisitelty.

3.7 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1994

Vuonna 1994 opetushallituksen vahvistamassa lukion opetussuunnitelman pe-
rusteissa [34] pitkin matematiikan opetuksen tehtdviksi kerrotaan muun muas-
sa "tarjota opiskelijoille mahdollisuudet hankkia sellaiset tiedot ja taidot, joita
tarvitaan erityisesti matematiikan, luonnontieteiden ja tekniikan ammatillisis-
sa ja korkeakouluopinnoissa.” Lyhyessa matematiikassa taas tdhdatdan muun
muassa "yleisen jatko-opintovalmiuksien hankkimiseen ldhinnd humanistisia,
yhteiskuntatieteellisia ja kaupallisia aloja varten.”

Lyhyessd matematiikassa vektoreita ei mainita minkdan kurssin sisalloissa.
Ainoastaan ehdotuksissa mahdollisten koulukohtaisten syventévien kurssien si-
sélloiksi mainitaan vektorit yhtend aiheena. Vuoden 1994 lukion opetussuunni-
telman mukaan jaa siis kaikki lyhyen matematiikan opiskelijat vaille vektorei-
den opetusta.

Pitkéssd matematiikassa vektoreita késitellidn yhdelld kurssilla ”Trigono-
metria ja vektorit”. Vektoreiden osalta sisilloksi kerrotaan vektorin késite, vek-
toreiden perusominaisuudet ja peruslaskutoimitukset seké kaksi- ja useampiu-
lotteisten vektoreiden kaytto erilaisissa yhteyksissa. Trigonometrian kanssa jae-
tulla kurssilla kovinkaan syvéllisesti vektoreihin ei ehdita perehtyd. Pitkdn ma-
tematiikan syventdvien kurssien aihe ehdotuksissa vektoreita ei mainita lain-
kaan. Trigonometria ja vektorit -kurssi on liséiksi merkitty kuudenneksi kurssik-
si ja sitd ennen on kisitelty sekd geometria ettd analyyttinen geometria, joten
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naillakdan kursseilla vektoreita ei paésta soveltamaan.

Vektoreiden opetus lukiossa vuoden 1994 opetussuunnitelman mukaisesti
jaa lyhyessd matematiikassa useimmilta kokonaan pois ja pitkdssdkin matema-
tiikassa vain yhden jaetun kurssin varaan. Myoskdan annettu kurssisisalto ei
anna tarkkoja sisaltoji, mita vektoreista tulisi opettaa, vaan jia opetuksentar-
joajan paitettaviksi. Mita esimerkiksi tarkoittaa maininta: “erilaisissa yhteyk-
sissd”’?

3.7.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa

Lyhyen matematiikan kirjoja ei ole kasitelty, koska opetussuunnitelmassa ei
mainita vektoreita lyhyelld matematiikalla. Pitkin matematiikan oppikirjassa
Vektorit ja trigonometria [17] vektoreille on ajankdyttoehdotuksessa varattu
noin kaksi kolmannesta kurssin opiskeluun varatuista tunneista. (Kurssin kesto
38 oppituntia.)

Vektoreiden késittely aloitetaan erilaisista suureista, joista pdadytadn vek-
torin késitteeseen ja sen perusominaisuuksiin. Seuraavaksi kisitellddn perus-
laskutoimitukset, pituuden laskeminen seké skalaaritulo. Kaikkien laskutoimi-
tusten laskulakeja on kiyty perustellen lapi. Lisdksi kurssin aikana kidydain
ldpi vektorin jakaminen komponentteihin, aluksi yleisesti ja myShemmin koor-
dinaatiston yksikkovektoreiden avulla, seké vektorit kaksi- ja kolmiulotteisessa
avaruudessa.

Soveltavampina aiheina kurssilla kisitelldén vektoreiden avulla geometristen
todistusten tekemistd, esimerkiksi kolmion merkillisten pisteiden todistuksien
kautta (ks. esimerkki 2). Liséksi perehdytaéin suoraan ja tasoon vektoreiden
avulla, esimerkiksi suuntavektorit ja pisteen etdisyys suorasta ja tasosta.

Kaikkiaan kirjassa kasitellidan melko laajasti vektoreita ottaen huomioon,
ettd samaan kurssiin kuuluu myés trigonometriaa. Késittelytapa on my6s melko
perusteellinen ja perusteleva, vaikkei aivan kaikkea todistetakaan. Kirjassa on
myos kisitelty skalaaritulo, miké ei valttamétté sisiltyisi peruslaskutoimituk-
siin, jotka opetussuunnitelman perusteissa on mainittu. Tésséd kirjan tekijalla
on tietenkin oikeus tulkita opetussuunnitelmaa.

3.8 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 2004

Vuonna 2004 vahvistetussa peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [36]
matematiikan oppisisilloissa ei ole mainittu vektoreita. Peruskoulussa ei timén
opetussuunnitelman mukaisesti ole opetettu vektoreita.

3.9 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003

Vuonna 2003 hyvéiksyttiin uudet lukion opetussuunnitelman perusteet [35],
jotka on maidratty noudatettaviksi 1.8.2005 alkaen. Niissd pitkdn oppimé&a-
ran tavoitteeksi esitetdin matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatil-
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lisissa opinnoissa sekd korkeakouluopinnoissa. Lyhyen oppiméarin tavoitteek-
si esitetddn valmiudet kiayttdd matematiikkaa eldmén eri tilanteissa ja jatko-
opinnoissa. Korkeakouluja ei kuitenkaan lyhyen oppiméérin tavoitteissa mai-
nita, eikd pitkdn oppiméaran kohdalla erotella, mihin korkeakouluopintoihin se
valmistaa. Tama eroaa aiemmista opetussuunnitelmista siiné, ettei pitkd op-
pimédara ole endd matemaattis-luonnontieteellisille aloille suuntaava ja lyhyt
oppimadrd humanistisille aloille suuntaava.

Lyhyessd matematiikassa vektorit mainitaan ainoastaan syventavalld kurs-
silla. Matemaattisia malleja ITI. Talla kurssilla tavoitteena on, ettd opiskelija
"laajentaa kisitystddn teknologisoituvassa yhteiskunnassa tarvittavasta mate-
matiikasta” 35, s.128]. Kurssin keskeisiksi sisélloiksi on mainittu peruskésitteis-
t0 sekéd peruslaskutoimitukset, koordinaatiston vektoreiden komponenttiesitys
seké, skalaaritulo. Lisiksi mainitaan kaksi- ja kolmiulotteisen koordinaatiston
pisteiden ja kulmien tutkiminen vektoreiden avulla. Kokonaan kurssia ei kui-
tenkaan ole varattu vektoreiden kisittelyyn, vaan tarkoitus on kisitelld myos
trigonometrisia funktioita. Melko laaja sisiltd vektoreista on saatavilla lyhyes-
takin matematiikasta, mutta ei pakollisilla kursseilla vaan vasta syventavillé,
joita kaikki opiskelijat eivit kily. Kurssin vapaaehtoisuuden vuoksi vektoreita
ei luultavasti sovelleta muilla kursseilla. Lisdksi kurssi on merkitty opetussuun-
nitelmaan viimeiseksi, joten se luultavasti kasitellidin monissa kouluissa mel-
ko mydhain. Talloin muilla kursseilla vektoreita ei padsti soveltamaan, mutta
toisaalta vektorikurssilla voitaisiin ajan salliessa soveltaa vektoreita aiempiin
aiheisiin.

Pitkissa oppiméarassi vektoreita kasitelldadn yhdelld kurssilla, joka on va-
rattu kokonaan vektoreille. Vektorit -kurssin yleisissd tavoitteissa mainitaan
vektorikdsitteen ymmaéartadminen ja perehtyminen vektorilaskennan perusteisiin.
Liséksi tavoitteissa esitelldén soveltavampaa vektoreiden kiyttdd, kuten tavoite
oppia tutkimaan kuvioiden ominaisuuksia vektoreiden avulla seki tutkia kaksi-
ja kolmiulotteisen koordinaatiston pisteitd, etdisyyksid sekd kulmia vektoreiden
avulla. Tarkemmin sisdltéd on avattu keskeisissa sisalldissd, joissa mainitaan
muun muassa peruskisitteisto ja peruslaskutoimitukset sekd koordinaatiston
vektoreiden skalaaritulo sekd suorat ja tasot avaruudessa.

Vektorit kurssi on asetettu opetussuunnitelmassa viides kurssi, kun taas
geometria on kolmas ja Analyyttinen geometria neljds kurssi. Jos kurssit kiy-
dddn jarjestyksessd, on geometriat kisitelty jo ennen vektoreita, joten vekto-
ritehtavissd nditd aiheita voitaisiin hyodyntda. Toisaalta vektoreita ei voida
kiyttad esimerkiksi analyyttisen geometrian kurssilla, koska vektoreita ei ole
vield késitelty. Kurssit aiheuttavat néin vaikeutta integroida sisiltdja.

Vuoden 2003 lukion opetussuunnitelmassa vektoreille on pitkissi oppiméé-
rassa yksi pakollinen kurssi, mutta lyhyessi oppimadrassd vain osa kurssista.
Molemmissa kiasitelladn peruskésitteet sekd peruslaskutoimitukset, mutta pit-
kissa oppiméadrassi on enemmaén soveltavaa sisaltod. Molemmissa oppiméaarissé
vektoreita kisitellddn kuitenkin vain skalaarituloon asti, joten melko vahaisiksi
jaa vektoreista opitut sisdllot tdmén opetussuunnitelman aikana. Koulut voi-
vat toki jarjestda koulukohtaisia syventdviad kursseja, joiden sisdltoja ei téssa
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vhteydessi kisitelld. Opetussuunnitelman erittelemét sisillét antavat kuiten-
kin kattavan kuvan siitd, mitd vektoreista tulisi opettaa, eikd téstad jaa juuri
tulkinnan varaa oppikirjojen tekijoille.

3.9.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa

Lyhyen matematiikan oppikirjana tdméan opetussuunnitelman ajalta késiteltiin
Sigma 8, Matemaattisia malleja I1T kirjaa [2]. Kirjan aiheina kisitelladn trigo-
nometriset funktiot ja yhtilot, trigonometriset funktiot jaksollisten ilmididen
malleina, geometriaa sekd vektoreita. Vektoreita kasitelliin noin kolmannes
kirjasta.

Ensimmaéisend vektori méaritellian suuntajanaksi, jolloin luvussa 2.1 esi-
tetty yhteys suuntajanan ja vektorin eroista haivytetdan. Kasittely jatkuu ri-
pedsti peruskisitteiden kautta peruslaskutoimituksiin. Kéasittelyssa ei juurikaan
kiytetd aikaa asioiden perusteluun tai todistamiseen. Kurssiin on siséllytetty
paljon asiaa, jolloin asioiden perusteellinen kisittely on jadnyt vihemmaélle.

Peruslaskutoimitusten lisdksi kurssilla kasitellddn vektorin komponentteihin
jako, paikkavektori sekid vektorit kaksi- ja kolmiulotteisessa koordinaatistossa
ja néiden kantavektorit. Vektoreista padstdin nédiden avulla laskemaan pituut-
ta sekd madrittdmaidn kahden pisteen vélista vektoria. Lopuksi késitelldin vielé
skalaaritulo ensin skalaarikomponentin avulla ja myShemmin vektoreiden véli-
sen kulman avulla (ks. luku 2.4).

Kokonaisuutena vektoreiden opetus tassd kirjassa etenee melko nopeasti
tarjoillen irralliseksi jadvia laskutoimituksia vektoreilla, joita ei kuitenkaan hyo-
dynnetd muissa yhteyksissd. Kaikki opetussuunnitelman maéaérittamat sisillot
tulevat kylld késitellyksi, mutta kiytosséd oleva aika tuntuu olevan liian lyhyt,
jotta asiat saataisiin perusteellisesti opetettua.

Pitkdn matematiikan kasiteltdvina kirjana on saman sarjan kirja Pitka Sig-
ma 5, vektorit [11], jossa on miltei samat tekijat kuin lyhyen oppimééran kirjas-
sa. Kurssilla kisitelldédn pelkistddn vektoreita, joten niille on enemmén aikaa,
kuin lyhyessd matematiikassa. Eteneminen on kuitenkin hyvin samankaltais-
ta. Aluksi kasitelldan peruskésitteet sekd peruslaskutoimitukset. Tehtavissa ko-
rostuu kuitenkin enemmén vektoreiden soveltaminen analyyttisen geometrian
asioihin. Pidemmaille edetessa kisittely muuttuu perustelevammaksi ja esimer-
kiksi skalaaritulosta johdetaan sen geometrinen merkitys ja téastd perustellaan
vektoreiden kohtisuoruusehto (ks. méaritelmé 2.10). Varsinaisia laskulakien to-
distuksia ei tassdkidn kirjassa juurikaan ndy. Joitakin laskulakien todistuksia
on laitettu tehtaviin, mutta ndmaéakin on niin kutsuttuja jokeritehtivia, joten
kaikki opiskelijat eivit niihin luultavasti tutustu.

Pitkdn matematiikan kirja eroaa lyhyesté erityisesti soveltavuuden osalta.
Kirjassa on muun muassa kappale, jossa todistetaan vektoreiden avulla geo-
metristen kuvioiden ominaisuuksia. Lisdksi kirjassa kisitellddn suoraa ja tasoa
vektoreiden avulla ja méaaritetddn niille vektorimuotoiset yhtalét. Vektoreita
sovelletaan myo0s pisteen etdisyyden selvittdmiseen tasosta sekd suorasta.

Pitkdn matematiikan kirja tarjoaa paljon enemmain mahdollisuuksia liittaa
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vektoreita aiemmin opittuihin matematiikan asioihin ja kiyttdd niitd mate-
maattisesti jirkeviin tehtéviin, esimerkiksi etdisyyksien laskemiseen. Yhteytté
fysiikkaan ei kuitenkaan luoda, mika voisi vield enemmén liittda vektoreita opis-
kelijoiden kokemusmaailmaan ja tehdd vektoreista kdytetyn tyokalun. Kaikki
opetussuunnitelmassa esitetyt asiat tulevat kuitenkin kaydyksi ldpi ja tahdin
ollessa hieman rauhallisempi kuin lyhyen matematiikan kirjassa, on syvéllisem-
pi oppiminenkin helpompaa.

3.10 Katsaus tulevaisuuteen

Seuraavasta peruskoulun opetussuunnitelman perusteista, jonka on tarkoitus
astua voimaan vuonna 2016, on esittelyssd luonnokset [37]. Matematiikan luon-
noksessa opetus 7-9 luokilla, vektoreita ei ole mainittu lainkaan opetettavis-
sa sisdlldissd, joten mitd luultavimmin vektorit ei ole palaamassa peruskouluun
seuraavan opetussuunnitelman perusteiden aikana. Myos lukioon on astumassa
voimaan uusi tuntijako vuonna 2016, mutta tAméan sisaltod ei tdmén tutkielman
tekohetkelld ole vield taysin paitetty. Tulevasta ei siis voida sanoa paljoakaan.
Peruskouluun vektorit eivit kuitenkaan ole ldhiaikoina palaamassa.
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4 Yhteenveto

Téasséd luvussa vertaillaan aiemmin esiteltyjd opetussuunnitelmia seké oppikir-
joja ja kootaan niistd saatuja tuloksia. Tutkielman tarkoituksenahan oli sel-
vittdd, kuinka paljon vektorialgebraa on opetettu on opetettu kullekin vuosi-
luokalle eri opetussuunnitelmien mukaan. Lisdksi selvitettiin, millaisen pohjan
opetussuunnitelma on antanut oppikirjojen tekemiseen ja kuinka opetussuun-
nitelma oppikirjoissa toteutuu.

Vektorialgebran opetus tuli Suomen kouluihin 1970-luvulla suurella innolla
ja sité opetettiin sekd peruskoulussa etté lukiossa (|18, 23]). Peruskouluun vek-
toreiden opetuksen toi innostus niin kutsutusta uudesta matematiikasta, johon
kuului muun muassa joukko-opin mukainen opetus. Innostus kuitenkin laan-
tui melko pian ja timin myotd myds vektoreiden opetus katosi peruskoulusta.
Sisallot olivat talloin kuitenkin vield paéllekkiisid, joten lukiossa opetus aloi-
tettiin alusta ja siind edettiin skalaarituloon asti. Pitkalla kurssilla syventavana
sisaltond saatettiin kisitelld myds vektoritulo.

Lukiossa vektorialgebran opetus oli vield seuraavan opetussuunnitelman
(1985 [25]) ajan samanlaajuista eli sitd opetettiin sekd lyhyemmaélla ettd laa-
jemmalla kurssilla skalaarituloon asti. Vuoden 1994 opetussuunnitelmassa [34]
vektorialgebra kuitenkin jdtettiin kokonaan pois lyhyestd matematiikasta ja
pitkdstd matematiikasta skalaaritulo jii pois. Vektorialgebran opetus supistui
tdman opetussuunnitelman myota selvésti.

Viimeisin lukion opetussuunnitelma vuonna 2003 [35] nosti vektorialgebran
lyhyen oppiméarin syventaville kurssille, joka on valinnainen. Kurssilla késitel-
ld4an asioita miltei yhté laajasti kuin pitkassa oppimadrassakin eli skalaarituloon
asti. Pitkéssd matematiikassa skalaaritulo palasi takaisin kurssin vaatimuksiin
ja soveltavaa kayttoa lisattiin.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd 1970-luvun alkuinnostuksen jéalkeen vek-
torialgebran opetus on pikkuhiljaa supistunut, mutta viimeisin opetussuunni-
telma nosti sitd hieman takaisinpdin. Kenties suuntana ei endi ole vektorial-
gebran opetuksen vdhentdminen. Matematiikan opetus on kuitenkin suuressa
murroksessa, kun laskimet kehittyvat ja ylioppilaskirjoituksissa ollaan siirty-
massd sidhkoisiin kokeisiin. Vektorialgebran asemaa on vaikea ennustaa téssi
murroksessa.

Kaikissa tutkituissa opetussuunnitelmissa opetettavat sisdllot on eroteltu
melko tai todella yksityiskohtaisesti. Jonkin verran tulkinnan varaa sanamuo-
dot toki jattavit, mutta padosin haluttu linja on hyvin tullut esille. Tulkinnan-
varaisuudesta huolimatta voidaan todeta, ettd tutkitut oppikirjat ovat noudat-
taneet kansallisia opetussuunnitelmia hyvin kaikilla vuosikymmenilld. Joissa-
kin kirjoissa on kisitelty asioita jopa laajemmin, mutta kaikki opetussuunnitel-
man asettamat tavoitteet ovat tutkituissa oppikirjoissa toteutuneet. Suurin osa
kirjoista on hankittu kirjastojen arkistoista, joihin on luultavimmin talletettu
eniten kiytossd olleet oppikirjat, ja niin ollen kirjat antavat melko luotettavan

37



kuvan siitd, kuinka matematiikkaa on kyseiselld ajanjaksolla opetettu.

Oppikirjoissa oli havaittavissa eroja eri vuosikymmenten vélilld. Suurin ero
on tullut lukio-opetuksen muututtua kurssimuotoiseksi vuoden 1981 jalkeen.
Taméa on muokannut oppikirjoistakin tarkasti rajattuja kokonaisuuksia, jotka
keskittyvit kurssin aiheeseen. Esimerkiksi vektoreiden kasittely on keskittynyt
vhdelle tai kahdelle kurssille ja soveltavampi kiyttd esimerkiksi analyyttisen
geometrian apuvilineend on vihentynyt. 1970-luvun ei-kurssimuotoisessa ope-
tuksessa integrointia oli havaittavissa enemmén. TAll6in oppikirjoja oli vain
yksi kullekin vuosiluokalle ja néin asioiden yhdistdminen oli helpompaa. Esi-
merkiksi tuon aikaisessa pitkin kurssin kirjassa [12] vektoreiden késittelya jat-
kettiin trigonometrian ohessa. Vield 1980-luvulla kirjat olivat vuosiluokkalle
tarkoitettuja ja ne sisélsivit useampia kursseja. Talldinkin asioiden yhdistdmi-
nen oli helpompaa kuin uudemmissa kirjoissa, jotka ovat kurssikohtaisia.

Vektorialgebran opetus on ollut alaméessd laajuutta ajatellen 1970-luvulta
asti kunnes 2003 lukion opetussuunnitelmassa sitd palautettiin késiteltdvaksi
my6s lyhyelld oppiméadralla. Tulevaisuuden suunnasta on vaikea sanoa mitién.
Vuonna 2016 pitéisi astua voimaan uusi peruskoulun opetussuunnitelman pe-
rusteet sekd lukion uusi tuntijako. Niiden tuomia muutoksia ei vield voida
tietad, vaan jaddadn odottamaan mielenkiinnolla.
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