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Tiivistelma

Tama on tutkielma z-muunnoksesta, jota voidaan kéyttaa diskreetteja sys-
teemeja kuvaavien differenssiyhtéloiden ratkaisemisessa. Muunnoksen avulla
voidaan differenssiyhtaléo muuttaa algebralliseen muotoon, jonka ratkaisusta
kaanteisella muunnoksella saadaan differenssiyhtéalon ratkaisu.

Tutkielmassa ldhdetdan liikkeelle kompleksianalyysin perustuloksista ja
paadytdan residylaskentaan, joka tarjoaa kaanteistd muunnosta varten téar-
keédn apuvalineen. Naiden jalkeen esitetdaén z-muunnoksen madaritelma seké
useita differenssilaskennan kannalta tarkeita lauseita. Lopuksi sovelletaan z-
muunnosta differenssiyhtaloiden ratkaisemiseen. Ratkaisumenetelmia kuvat-
taessa tuodaan esille yhtymékohtia perinteiseen differenssiyhtéloiden ratkai-
semiseen.

Lukijalta vaaditaan kompleksianalyysin ja differenssilaskennan perustei-
den hallintaa. Kompleksianalyysin osalta ldhdeteoksena on kaytetty J.H.
Mathewsin ja H.W. Russellin kirjaa Complex Analysis for Mathematics and
Engineering, jota kaytetaén myos z-muunnosta ja sen soveltamista koskevis-
sa osissa. W.G. Kelleyn ja A.C. Petersonin kirja Difference Equations: An
Introduction with Applications seké R. Vichin kirja Z Transform Theory and
Applications ovat merkittavéit lahdeteokset z-muunnoksen ja differenssiyhta-
loiden tarkastelussa.
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1 Johdanto

Differenssiyhtéloita voidaan ratkaista joko differenssilaskennan menetelmin
tai jonojen funktionaalisilla muunnoksilla. Tassa tutkielmassa tarkastellaan
z-muunnosta, joka on tarkeéd apuvaline monella sovelletun matematiikan alal-
la kuten signaalinkésittelyssé, viaestotieteissé, taloustieteissa seké muilla aloil-
la, joissa on ratkaistava aikadiskreetteja malleja.

Aluksi luvussa [2| esitetddn joitakin kompleksianalyysin maéritelmia ja
lauseita. Tarkeitd ovat residylaskentaan liittyvat tulokset, joita tarvitaan
myohemmin kéanteisen z-muunnoksen 16ytéamiseksi.

Luvussa |3| médritellian z-muunnos, jolla annetun lukujonon tarkastelusta
voidaan siirtya kasittelemaan kompleksista potenssisarjaa. Muunnos on ole-
massa kyseisen sarjan suppenemisalueessa, joka on ratkaistavissa suppene-
mista koskevien testien avulla. Myos kidanteinen muunnos maaritelldan tasséa
luvussa. Perusideahan on matematiikassa tyypillinen. Vaikea tehtédva muun-
netaan toiseen muotoon, jolloin voidaan soveltaa uusia tehokkaampia keinoja
edeta ratkaisussa. Kdanteisen muunnoksen avulla palataan sitten alkuperai-
seen esitystapaan. z-muunnosta voikin pitda jatkuvien funktioiden Laplace-
muunnoksen vastineena diskreetissd maailmassa. Tassa luvussa kaydaan lapi
ja todistetaan myo6s useita differenssiyhtaloiden ratkaisemisessa tarvittavia
lauseita.

Diskreettien aikasysteemien kuvauksista saatuja malleja ratkaistaan dif-
ferenssiyhtdloiden avulla samaan tapaan, kuin differentiaaliyhtaloita kayte-
tdan jatkuvien muuttujien tapauksessa. Viimeisessa luvussa tarkastellaan z-
muunnosta hyddyntévia keinoja lineaaristen vakiokertoimisten differenssiyh-
taloiden ratkaisemisessa.

Lukijalta edellytetaédn kompleksianalyysin hallintaa. Lahtokohtana on, et-
td lukija on tutustunut analyyttisiin funktioihin ja siten tuntee esimerkiksi
holomorfiset funktiot, kompleksiset potenssisarjat seké niiden vélisen yhtey-
den merkityksen. Kompleksianalyyttisestéd perustasta joudutaan pakostakin
osa sivuuttamaan vain maininnalla. Tarvittavia tuloksia esitetédan ja niihin
viitataan, kun se asian selkeyttamiseksi on erityisen tarpeellista. Tutkielmas-
sa differenssiyhtaloita késitellidn muunnoksen sovellusalueena, joten lukijan
tulee olla perehtynyt myos differenssilaskentaan ja sen peruskésitteisiin.

Tassa tyossa, kompleksianalyysin osalta yksinomaan, on merkittavana
lahdeteoksena kaytetty J.H. Mathewsin ja H.W. Russellin kirjaa Complex
Analysis for Mathematics and Engineering. W.G. Kelleyn ja A.C. Peterso-
nin kirjalla Difference Equations: An Introduction with Applications seka R.
Vichin kirjalla Z Transform Theory and Applications on ollut tarkea osansa
z~muunnosta ja differenssiyhtéloita kasiteltaessa.



2 Kompleksianalyysin esitietoja

Johdannossa todettiin, etta lukijalta edellytetdan kompleksianalyysin hallin-
taa. On kuitenkin tarpeellista kiaydé lépi joitakin keskeisid méaritelmia ja
tuloksia, joita jatkossa tarvitaan.

2.1 Potenssisarjafunktion suppeneminen
Selvennetadn aluksi, etta kiekolla D, tarkoitetaan avointa kiekkoa
(2.1) D, =D,(z)={2€C:|z—z| <r},

missa zp € C on kiekon keskipiste ja reaaliluku » > 0 on kiekon sade. Punk-
teeratulla kiekolla D] tarkoitetaan kiekkoa

(2.2) D =D} (z)={2€C:0< |z— 2| <r}.
Liséksi renkaalla A(z,r, R) tarkoitetaan avointa rengasta
(2.3) A(zp,m, R) ={2€ C:r < |z— 2| < R},

jonka keskipiste on zp, ja missd reaaliluvuille r ja R, jotka ovat renkaan
sateita, patee 0 < r < R.

Funktioiden esittdminen potenssisarjojen avulla (potenssisarjafunktiot)
on kompleksianalyysin yksi peruspiirteistd, ja ensimmainen lause koskeekin
kompleksisen potenssisarjan suppenemista. Kun myohemmin tarkastellaan
z-muunnoksen suppenemista, voidaan palata seuraaviin lauseisiin.

Lause 2.1. Olkoon funktio f(z) mddritelty potenssisarjana

f(2) = i ealz — )"

missd muuttuja z sekd vakiot zy ja ¢, ovat kompleksilukuja. Talloin niiden
pisteiden joukko, joissa sarja suppenee on yksi seuraavista:

(i) yksi piste z = 2y,
(ii) kiekko D,(z0) = {2z : |2 — 20| < p} mahdollisesti mukaanlukien koko
ympyran kehd tai osa kehdstd C, = {z : |z — 2| = p},
(iii) koko kompleksitaso.
Todistus. Ks. [3, s. 148]. O

Y1l4 olevan perusteella voidaan my6s sanoa, ettd kohdassa (ii) potenssi-
sarja f(z) = Y0 g cn(z — 20)™ suppenee, kun |z — 2| < p, ja hajaantuu, kun
|z — 29| > p (kehélla C, potenssisarja voi joko supeta tai hajaantua). Nyt re-
aaliluku p on potenssisarjan suppenemissade. Lisdksi sovitaan, etta kohdassa
(i) suppenemisside p = 0 ja kohdassa (iii) p = co. Vrt. [3, s. 148].



Lause 2.2. Funktiolle f(z) = >.0° g cn(z — 20)™ voidaan l6ytdd suppenemis-
sade p seuraavilla tavoilla:

I S
lim |en |/ 7
n— oo

(i) Cauchyn juuritestilld, jolloin p =

1

lim sup|c, /™ 7

n—o00

(ii) Cauchy-Hadamardin kaavalla, jolloin p =

1

°n+1 |
cn

(iii) d’Alembertin suhdetestilld, jolloin p = lim

n—o0

edellyttien, ettd kohtien (i) ja (iii) raja-arvot ovat olemassa. Lisiksi asete-
taan p = oo, jos raja-arvo on nolla, ja p =0, jos raja-arvo on ddareton.

Todistus. Ks. [3, s. 149]. O

Koska edella kohdan (ii) raja-arvo on aina olemassa, voidaan suppene-
missade aina maarittaa, jos potenssisarjan kertoimet tunnetaan. Huomau-
tettakoon lisdksi, ettd (d’Alembertin) suhdetestilld usein viitataan yleisesti
kompleksisen sarjan suppenemiseen. Seuraavaksi tahén liittyva lause, jonka
todistus voidaan samanlaisena kuin reaalinen vastineensa nyt sivuuttaa.

Lause 2.3. Vrt. [3] s. 143] (d’Alembertin suhdetesti). Jos kompleksisarjalle
Yo Cn Ddtee

1- Cn+1
im

n—oo

=L,

niin sarja suppenee itseisesti, kun L < 1, ja hajaantuu, kun L > 1.

2.2 Erikoispisteet

Kompleksifunktiolla f(z), z € C, sanotaan olevan erikoispiste zo € C, jos f

ei ole analyyttinen pisteessa zy, mutta jonka jokainen R-sdteinen ympéristo

Dr(zp) siséltdéd vahintadn yhden pisteen, jossa f on analyyttinen. Pistetté

2o sanotaan eristetyksi erikoispisteeksi, jos on olemassa R > 0, siten etta

funktio f on analyyttinen punkteeratussa kiekossa D} (zp). Vrt. [3] s. 276].
Tarkastellaan Laurentin sarjaa

[e.e]

(2.4) S ez —2)" = i cp(z—20) "4+ co+ i cn(z — 20)",

n=-—00 n=1
missa kertoimet ¢, (n = 0,4+1,£2,+3,...) ovat kompleksisia vakioita. Nyt
eristetyt erikoispisteet voidaan luokitella seuraavasti.

Maaritelma 2.1. Vrt. [3, s. 277]. Olkoon funktiolla f(z) eristetty erikoispiste
2o ja Laurentin sarjan esitys

[e.9]

fz)= > enlz—z0)"

n=—oo

Talloin erotetaan kolme tyyppia erikoispisteelle zy seuraavasti.



(i) Jos ¢, = 0, kun n = —1,—2,—3,..., niin funktiolla f on poistuva
erikoispiste pisteessa zg.

(ii) Jos positiivisella kokonaisluvulla k péatee c_j # 0, mutta ¢, = 0, kun
n < —k, niin funktiolla f on k-kertainen napa pisteessa z.

(iii) Jos ¢, # 0 ddrettomdn monella negatiivisella kokonaisluvulla n, niin
funktiolla f on oleellinen erikoispiste pisteessa zj.

Esimerkki 2.1. (Vrt. [3 s. 278], kohta ii.) Jos funktiolla f on k-kertainen
napa pisteessé 2y, sen Laurentin sarjan esitys on

oo

flz)= > enlz—20)",

n=—~k

missé c_j # 0. Tiedetddn, etta sin z voidaan esittéda sarjana

23 25
S TR TR IR
Taten siis funktiolla
sinz 1 1 22 A
f&) =g =g gt gt

23 22 315 71
on kaksinkertainen napa pisteessa z = 0.

Jatkossa merkittédvin erikoispiste on nimenomaan napa, joten on perus-
teltua esittaa kaksi sitd koskevaa lausetta.

Lause 2.4. Olkoon funktio f(z) analyyttinen punkteeratussa kiekossa D} (z).
Talloin funktiolla f on k-kertainen napa pisteessd zy, jos ja vain jos funktio
f voidaan esittid muodossa

fz) = e

(z — 20)
missd funktio h(z) on analyyttinen pisteessd zo, ja h(zo) # 0.
Todistus. Ks. [3, s. 280 — 281]. O

Funktion raja-arvon avulla voidaan todeta, onko kyseessa napa, poistuva
erikoispiste vai oleellinen erikoispiste (ks. [3], s. 287 — 288]).

Lause 2.5. Olkoon funktio f(z) analyyttinen punkteeratussa kiekossa D} (zp).
Talloin funktiolla f on k-kertainen napa pisteessd zy, jos ja vain jos

lim |f(z)] = c0.

Z—20

Todistus. Ks. [3, s. 288]. O



2.3 Residy

Kohta esitettava méaritelma liittyy sekin Laurentin sarjaan, johon tassa vai-
heessa on syyta liittaa seuraava lause.

Lause 2.6. Olkoon renkaassa z € A(zg,r, R) funktio f analyyttinen ja funk-
tiolla Laurentin sarjan esitys

Talloin seuraavat ovat voimassa.

(i) Jos kaikilla z € A(zo,7, R)

f&) = 3 balz— =),

niin b, = ¢, katkilla n € Z.

(ii) Kaikilla z € A(zp, 7, R) funktion f(z) derivaatat f™(z) saadaan deri-
voimalla termeittdin funktion f Laurentin sarja.

Todistus. Ks. [3, s. 272]. O

Lause kertoo, ettd Laurentin sarja on yksikésitteinen ja etta kaikki sen
derivaatat ovat olemassa ja termeittain derivoimalla loydettavissa.

Maaritelma 2.2. Vrt. [3, s. 291]. Olkoon funktiolla f(z) ei-poistettavissa
oleva eristetty erikoispiste pisteessa zg € C. Talloin jossakin punkteeratussa
kiekossa Dp(zp) funktiolla f on kaikilla z € D},(29) Laurentin sarjan esitys

o0

f(z)= Y an(z—2)"

n=—oo

Kerroin a_; on funktion residy pisteessé zp ja merkitaan
Res[f, z0] = a_1.

Seuraavien kahden lauseen avulla voidaan myohemmin helpottaa huo-
mattavasti kddnteisen z-muunnoksen loytamisté.

Lause 2.7 (Cauchyn residylause). Olkoon D yhdesti yhtendinen alue, joka
sisdltdd positiivisesti suunnistetun yksinkertaisen suljetun polun C. Jos f(z)
on analyyttinen polulla C' ja polun C' sisdipuolella lukuunottamatta pisteitd
21,22, -« - Zn, jotka ovat polun C' sisdpuolella, niin

/f(z) dz = 2 En: Res|f, zx).
& k=1



Todistus. Ks. [3, s. 293]. O

Residyjen laskentaan on johdettavissa hyodyllinen apuvéline.

Lause 2.8. (Napojen residy).

(i) Jos funktiolla f on yksinkertainen napa pisteessd zy, niin

Res[f, zo] = ;Lfglo(z —20)f(2).
(ii) Jos funktiolla f on kaksinkertainen napa pisteessd zo, niin

Res[f, 2] = lim 4 (2 — 20)2f(2)].

Z—20 dZ

(iii) Jos funktiolla f on k-kertainen napa pisteessd zy, niin

dkfl

Res[f, 2] = (k—ll)! Jim (2 —20)" £ (2)]

Todistus. Vrt. [3, s. 294 — 295]. Jos funktiolla f on yksinkertainen napa pis-
teessa zg, sen Laurentin sarjan esitys on

a—
f(z):z 12+a0+a1(z—zo)—|—a2(2—zo)2+-~-.
— 20

Kerrotaan yhtdlon molemmat puolet tekijalld (z — zp) ja otetaan raja-arvo
z — zp. Nyt
lim ("7’ - ZO)f(Z) = lim (a,1 + CLO<Z — Zo) + CLl(Z - Zo>2 + - )

2—20 2= 20

=a-1= Res[f, ZO]:

jolloin (i) on todistettu.

Kohta (ii) on kohdan (iii) erikoistapaus, joten todistetaan vain jalkim-
méinen. Oletetaan siis, ettd funktiolla f on k-kertainen napa pisteessa zg.
Talloin funktiolla f on esitys

p— a_k a/_k+1 DY a_l —_ LIS
f(Z)— (Z—Zo)k+ (Z—Z(])k_l + +Z_Z0+ag+a1(z Zo)-'- .

Kertomalla molemmat puolet tekijilld (z — 20)* padstiin yhtdloon
(Z - Z(J)kf(z) =a_f+ a—k+1(2 — Zo) +- a_l(z - Zo)k_l + ao(z — Z(])k N

Lauseen [2.6| perusteella Laurentin sarjan derivaatat ovat olemassa ja ne saa-
daan derivoimalla termeittdin, joten derivoidaan (k — 1) kertaa. Téll6in yh-
talon oikean puolen alkupaan termit katoavat ja jéljelle jaa

jzk_—l “Z - Zo)kf(zﬂ = (k?—l)!a_1+];;ao(z—20)+ (k ; g

ay(z—29)* 4 - -

9



Nyt raja-arvo z — zp nollaa yhtédlon oikean puolen termit ensimmaista lu-
kuunottamatta. Téten paddytdan tulokseen

dkfl

zh_,lglo dah—1 [(Z - ZO)kf(Z)} = (k= Dla_y = (k — 1)!Res[f, z0],
mistd ndhdéaén kohdan (iii) tulleen todistetuksi. O

Esimerkki 2.2. (Vrt. [3, s. 296], esim. 8.5.) Etsitddn integraali

1
_ .
/ 24423 — 222 ®
i (0)

Merkinnallda C;F(0) tarkoitetaan integrointia pitkin origokeskeista ympyraa
{z : |z] = r} positiiviseen suuntaan (vastapaiviin). Kirjoitetaan integroitava

funktiona ]

z) = :
/) 22(z4+2)(z—1)
Nyt funktion erikoispisteet ovat yksinkertaiset navat pisteissid 1 ja —2 seka

kaksinkertainen napa origossa. Namé sijaisevat ympyran C5 (0) sisipuolella,
joten voidaan laskea residyt. Kaksinkertaiselle navalle saadaan

_d 200y i L1

Res[f,0] = lim ——((= = 0)*f(2)) = lim = ————
. (=D(2z+1) 1
zlil(l)<22—|—z—2)2 4

Yksinkertaisille navoille puolestaan lasketaan

Res[f, 1] = lim(z — 1) f(2) = linm 22(3+2) _ ; i
Res|[f, —2] = ZliDEQ(z +2)f(2) lim 22(21—1) — I21

Taten residylauseen nojalla

/ 1 d_2_< 11 1)_0
Ap 302 T T T3 T ) T
c5(0)

10



3 zZ-muunnos

3.1 Maairitelmé ja suppenemisalue

Differenssiyhtalon tarkastelussa voidaan z-muunnoksen avulla siirtyd komplek-
sifunktion tutkimiseen ja hyddyntda kompleksianalyysin tuloksia. Tehdadn
siis muunnos, sovelletaan muunnoksen tuomia uusia mahdollisuuksia ja lo-
puksi kadnteisen muunnoksen avulla saadaan ratkaisu alkuperéiseen ongel-
maan. Téssa tyossé lahtokohtana on usein, etté reaalilukujen maailmasta siir-
rytaan kompleksilukujen pariin, jolloin z-muunnos voitaisiin maéaritella vain
reaalilukujonoille (vrt. [3 s. 337]). Toisaalta differenssiyhtaloiden ratkaisu voi
olla kompleksinen, joten z-muunnoksen soveltaminen néihin yhtaloihin edel-
lyttaa kompleksista maaritelméa. Lisaksi on huomattava, ettéd z-muunnoksen
maéarittely koskemaan kompleksijonoja on perusteltua senkin takia, etta tri-
gonometristen funktioiden kohdalla siirrytadn yleensa kompleksilukuesityk-
seen (ks. esimerkki [3.5)).

Maaritelma 3.1. Vrt. [4] s. 5]. Kompleksisen lukujonon {z,,}°, z-muunnos
on funktio

Z(x,) =X(2) =) @2 "
n=0
kaikilla niilld z € C, joilla sarja suppenee.

Kyseessa on yksipuolinen z-muunnos, jolloin siis x,, = 0 kaikilla n < 0.
Tarkasteltavien differenssiyhtéloiden nédkokulmasta rajoittuminen yksipuo-
liseen muunnokseen on riittava. Todettakoon myos, etta tilanteen mukaan
jonosta {x,}>°, voidaan jatkossa jattdaa indeksointi pois tai kiyttaa vain ly-
hyesti merkintéda z,. Viimeksi mainittua kiytetdan erityisesti differenssiyh-
taloiden yhteydessa.

Suppenemissiteen 10ytamiseksi voidaan soveltaa lausetta [2.2] missd po-
tenssisarjan muuttujana on kdénteisluku 1/z. Voidaan kayttaa esim. Cauchy-
Hadamardin kaavaa

1
(3.1) = d/n>
lim sup |z,

n—oo
missd potenssisarja suppenee, kun |z| < p. Taten z-muunnoksessa |1/z] < p
ja siis 1/p < |z|. Nyt suppenemissidde on 1/p ja merkitsemalld sita reaalilu-
vulla R saadaan z-muunnoksen suppenemisséteeksi
(3.2) R = limsup |z,,|"/"

n—o0

ja sarja suppenee, kun |z| > R. Suppenemisalue on siis R-siteisen kiekon ul-
kopuolinen alue. Kun z = R, sarja voi supeta tai hajaantua. Jos R = 0, niin
sarja suppenee kaikkialla kompleksitasossa mahdollisesti origoa lukuunotta-
matta. Toisaalta, jos R = oo, niin z-muunnos hajaantuu kaikkialla.

11



Suppenemisiteen ratkaisemisessa voidaan kéyttaa myos kompleksisarjo-
jen yleistd suppenemista koskevaa lausetta [2.3] Téalloin pédtee z-muunnoksen

suppenemiselle

$n+12_(n+1)

<1

n—o0 mnz_n

ja edelleen
Tn+1
Tn

lim

n—oo

< |z|.

Tassa raja-arvosta saadaan suppenemissade R ja suppenemisalue on R-sateisen
kiekon ulkopuolinen alue. Téhan samaan tulokseen paadyttaisiin tietenkin
myos lauseen [2.2 suhdetestin avulla. Vrt. [I} s. 222].

Esimerkki 3.1. (Vrt. [I s. 222 — 223], esim. 5.1.) Etsitddn z-muunnos ja sen
suppenemisalue jonolle {a"}, missa vakio a € R.
Nyt jonon {a"} z-muunnos on

Z(@")=> a"z"
n=0

Néahdaéan heti, ettd suppenemissiade

n+1

R = lim

= |al.
n—oo

a?’l

Geometrisen sarjan summakaavaa hyodyntéen saadaan

o \Z zZ—a

joka siis suppenee, kun |z| > |al.

Lopuksi kaksi myohemmin varsin hyodyllisiksi osoittautuvaa erikoista-
pausta.

Esimerkki 3.2. (Vrt. [3, 341], esim. 9.2.) Etsitdan z-muunnos ja suppene-
misalue yksikkdaskeljonolle

1, kunn=>0
=0, kunn <O0.

Néahdaan, ettd muunnos on geometrinen sarja

(0= 3 e = X6 = o = o

joka suppenee, kun |1/z| < 1eli |z] > 1.

12



Huomautettakoon, etté yksikkoaskeljono voidaan esittda myos yksinker-
taisesti ykkosjonona {u, }2° , = {1}22, jolle tietenkin patee myos Z(1) =
(vrt. [2, s. 107], esim. 3.31).

z
z—1

Esimerkki 3.3. (Vrt. [3| s. 340 — 341], esim. 9.1.) Lasketaan z-muunnos

impulssijonolle
1, kunn=0

571 = .
0, muutoin.

Suoraan z-muunnoksen méaritelmésta nahdaédn, ettd
o0 oo
X(z)=> zpz"=1+> 0-27"=1
n=0 n=1

3.2 Kaanteinen z-muunnos

Edella méaariteltiin z-muunnos, jolla voidaan siirtya tarkastelemaan komplek-
sifunktiota ja hyodyntaméan kompleksianalyysin menetelmia. Luonnollisesti
tarvitaan kaanteinen muunnos, jolla paastaan takaisin alkuperéisen ongel-
man ratkaisemiseen.

Lause 3.1. Olkoon X(z) jonon {x,}2, z-muunnos, joka suppenee, kun
R < z, ja olkoon C' positiivisesti suunnistettu yksinkertainen suljettu pol-
ku, joka kiertdd origoa ja sisdltyy alueeseen R < z. Tdlloin

1
(3.3) Ty = =— /X(z) 2"z,
2m Z

Sanotaan, ettd yhtdlo on kddanteinen z-muunnoskaava ja merkitadn
(3.4) T, = Z7 X (2)).

Todistus. Vrt. [3 s. 338 — 339]. Suoraan z-muunnoksen maéaaritelméasta
kertomalla yhtélén molemmat puolet tekijélld 2”1 voidaan kirjoittaa

X(2)2" = (O wpzF)m !
k=0

o0
= 3 gy
k=0

00 T n—1
— Z T Z—k+n—1+7n+z$ Py k4+n—1
Zl

k=n+1 k=0

o] n—1

Tk Tn k+n—1

2. G T T e
k=n-+1 k=0

13



Nyt integroimalla termeittdin pitkin kayrad C' saadaan

0 1 n—1
k=n+1 Z " z k=0
C C C b

Kompleksianalyysin perusteella tiedetdan (ks. esim. [3 s. 224]), ettd pitkin
polkua C' integraali

dz
/(,Z—zo)tzo (nytz():O,tGZ),

paitsi, kun ¢ = 1, jolloin se saa arvon 27i. Taten voidaan kirjoittaa

0o n—1

/X(z)z"_1 dz= > (240) + 2miz, + Y (2x0)
& k=n+1 k=0
= 2mx,.
Néahdaén siis, etta
! [x@a: =012,
Ty = — 2)z 2 n=0,1,2,...).
2me

O

Nyt saadaan kéanteistd muunnosta varten kaksi seurauslausetta, joista
ensimmainen yhdistad z-muunnoksen ja residy-laskennan. Edellisen lauseen
ja Cauchyn residylauseen perusteella seuraava tulos on ilmeinen.

Seurauslause 3.1. Olkoon X (z) jonon {x,} z-muunnos. Talloin patee
k
tn = 27X (2)] = 3 Res[X ()2, 5],
=1

missi 21, 29, . . ., 2, ovat funktion f(z) = X (2)2""! navat.

Mikali siis kyseessé olisivat yksinkertaiset navat, kadnteinen muunnos saa-
taisiin napojen residyjen avulla suoraviivaisesti edellisen seurauslauseen ja
lauseen perusteella.

Seurauslause 3.2. Jos z-muunnoksella X (z) on yksinkertaiset navat z1, 2o, . . . , 2k,
niin i
T, =2""X(2)] =) <lim (z — zi)X(z)znl) .

‘ Z2—rZ;
=1

Vrt. [3, s. 340].
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Kaéanteisen z-muunnoksen loytamiseksi residylaskenta on usein hyva vaih-
toehto, varsinkin jos z-muunnoksella on vain yksinkertaisia napoja. Joskus
helpoin tapa on kédyttda valmiita taulukoita, joissa on lueteltu jonoja ja nii-
den muunnoksia (ks. esim. [I}, s. 255] tai [3] s. 342, 345]). On my6s mahdollista
kayttaa erilaisia sarjoihin liittyvia keinoja.

Esimerkki 3.4. Etsitdén kdénteinen z-muunnos z,, = Z~'[22;] kehittamél-
14 X (z) geometriseksi sarjaksi. Nyt
4z z 1 =1 =1
X = = = = 71 —z
e T e g 2=

josta nahdadn, ettd maaritelmén [3.1] mukainen

1
T, = —

4n

Téssa voisi jo aikaisemmin huomata, etti kyseessé on jonon {a"} (esimerkki
3.1)) zzmuunnos.

Usein edellisen kaltaiset perustapaukset l6ytyvat kaikista muunnostau-
lukoista. Huomattavaa on myos, ettd tavallisimpien funktioiden z-muunnos
on rationaalifunktio (ks. [3, s. 342]). Kun z-muunnos X (z) on (supistetussa
muodossa oleva) rationaalifunktio eli se on muotoa

P(z)  bo4biz+--+by1227 1 4 by2P
Q(z)  aot+az+ - +ag1297 4 agz9’

missd P(z) ja Q(z) ovat astetta p ja g olevat polynomit (ao, . .., a4 jabg, ..., b,
vakioita), ne ovat analyyttisia kompleksitasossa lukuunottamatta aarellis-
td madraa eristettyja singulariteetteja, jotka ovat nimittdjan nollakohdista
Q(z) = 0 16ytyvid napoja. [3, s. 339 — 340].

3.3 z-muunnoksen ominaisuuksia

Seuraavaksi esitetaén joitakin erityisesti differenssiyhtéloiden ratkaisemisessa
hyodyllisia lauseita.

Lause 3.2 (Lineaarisuus). Olkoon jonon {z,} z-muunnos Z(z,) ja sen sup-
penemisside Ry, ja olkoon jonon {y,} muunnoksen Z(y,) suppenemissdde
Ry. Tdlléin kaikilla vakioilla ¢, co € C pdtee

Z(Clwn + CZyn) = 01Z(£En) + 02Z<yn)a

kun |z| > max (R, Rs).

15



Todistus. Vrt. [2, s. 108]. Suoraan z-muunnoksen méadritelmésté saadaan

[eS)
o Z C1Tn + ColYn
n

Z(e12n + Cayn) .

n=0

= Tn, = YUn

—a) Stey
n=0 ~ n=0 %

= c1Z(n) + c2Z(Yn) -

Nyt Z(x,) suppenee, kun |z| > Ry, ja Z(y,) suppenee, kun |z| > Ry. Téten
Z(c1Ty, + c2yyn) suppenee, kun |z| > max (Ry, Ry). O

Esimerkki 3.5. (Vrt. [I, s. 224], esim. 5.4.) Etsitdén jonon {sin(wn)} z-
mMuunnos.

Kaytetaan sinifunktiolle eksponenttiesitysta
eiw . efiw
sinw = :
21

ja vastaavasti kosinille esitysta

eiw + e—iw
CoOswW = ————

Nyt edellisen olevan lauseen nojalla
1

Z(sin (wn)) = % [Z (™) — Z(e7™™)].

Esimerkin perusteella

Z(sin (wn) = 212 <z —zei‘*’ oz —Zei“)
B zZsinw
oG- ™)
B zsinw
22— (e ez + 1
zsinw

22 —2zcosw+ 1"
joka suppenee, kun |z| > 1, koska |e™| = [e™%| = 1.

Seuraavissa kahdessa lauseessa on kyse siirroista (shifting). Signaalinka-
sittelyssa, josta monet z-muunnokseen liittyvat termit ovat peraisin, kayte-
tdan nimityksia aikaistus ja viive.

Lause 3.3 (Aikaistus). Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k pdtee

k-1
Z(Tngr) = 2" X (2) = D wp2™
m=0

16



Todistus. Vrt. [2, s. 111 — 112]. Todetaan ensiksi, etta

o0
- 0 ~1 —2
Z Tpyp2 | = Tp2 + Tigpz F Doz A
n=0
ja
o0
—ntk 0 —1 -2
Sz = a2 bz ez 4
n==k

ovat samat sarjat. Suoraan z-muunnoksen maaritelmasta saatua sarjaa muok-
kaamalla ndhdédan, etté

oo
Z(Tnik) = ) Tpsn? "
n=0
o
= @,z
n=k
00 k—1
= 2" (Z Toz " =) :Bmz_m>
n=0 m=0
_ ok B = k—m
=2"X(2) = ) w2
m=0

]

Edellisen lauseen perusteella saadaan ensimmaisille kolmelle k:n arvolle
tulokset tilanteessa, jossa alkuarvot xg, 1 ja xo tunnetaan:

(1) Z(#ni1) = 2(X(2) — 0),
(i) Z(wny2) = 22(X(2) — @0 —21271),
(iii) Z(wpy3) = 23(X(2) —wg — 21271 — 19272).
Lause 3.4 (Viive). Olkoon viivdstetty yksikkoaskeljono w,_ mddritelty seu-

raavasti
1, n>k
Uy g
ok 0, n<k.

Tdlloin kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k pdtee
Z(Tp_ptin_p) = 2 "X (2).

Todistus. Vrt. |2, s. 111 — 112].
Maéaritelméan mukaan

o
Z(Tn-kUn-k) = Y Tn-klin-12 "
n=>0

17



Nyt kaikki termit, joissa n < k, nollautuvat, ja edelleen sarjan indeksointeja
muokkaamalla paddytadn tulokseen

o)
Z(xn—kun—k:> = Z xn—kz_n
n=k
)
= Z Tz F
n=0

=k Z Tp2 "
n=0
=27"X(2).
O

Esimerkki 3.6. (Vrt. [2, 112], esim. 3.37.) Viivéstetyn yksikkoaskeljonon
Up,_k z-muunnos voidaan laskea edellisen lauseen avulla, jolloin

Zluy ) = Z(1 -y ) =2 FZ2(1) =2k 2 =2
(u k) ( u k) o () & z—1 z—1

Lauseen [3.4] perusteella ndhdaan helposti myo6s tulos

1 1
(3.5) Z(a" Mup_y) = - S

2z—a zZ—a

Seuraavassa lauseessa kdytetddn Cauchyn tulosarjaa (ks. [3, s. 130]) ja po-
tenssisarjan ominaisuuksia (ks. [3 s. 262]), jotka oletetaan tunnetuiksi.

Lause 3.5 (Konvoluutio). Olkoot {x,}5° ja {yn}, jonoja, joita vastaavat
z-muunnokset ovat X (z) ja Y (z) sekd niiden suppenemisalueet |z| > Ry ja
|z| > Ry. Tdllgin, kun |z| > max{R;, Ry}, pdtee

Z(xn xyn) = X (2)Y(2),
missa konvoluutio x,, x y, on mddritelty summana Y ;" o TiYn—;-

Todistus. Vrt. [3, s. 344]. Nyt z-muunnoksiin X (z) = >0 jz,2 " ja Y(2) =
3% o Ynz " voidaan sijoittaa d = 27!, jolloin Cauchyn tulosarjan perusteella

o

Néahdaan, etta

XCYe) = (3 > ) = 2 (Z ).
kun |2| > max{ Ry, Ry}. 0
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Edellisen lauseen perusteella voidaan nahda, etté jos Z(x,,) suppenee, kun
|z| > R ja kirjoitetaan >, x; = 1 % x,,, niin

(3.6) A (i :c> = Z(1)Z(z,) = zsz(g:n),

joka suppenee, kun |z| > max{1, R}. Vrt. [2 s. 123].
Téssa on syytd huomauttaa, ettéd konvoluutio on vaihdannainen (ks. esim.
[, s. 21]). Télloin siis

(3.7) Tn * Yn = Yn * Tn
ja kahta eri summausjérjestysta voidaan kédyttaé, jolloin
n n
(3.8) T % Yn = D Tilhni = Y Yilln—i-
i=0 i=0
Joskus z-muunnosta ratkaistaessa joudutaan integroimaan, jolloin seu-
raava lause voi auttaa loytdméaan integrointivakion.
Lause 3.6 (Alkuarvolause). Jos on olemassa X (z), kun |z| > R, niin talloin
zo = lim X(2).
Todistus. Vrt. [2, s. 114]. Suoraan mééritelmén nojalla kirjoitetaan
X(2)=xo+xz a2+,
mista viite seuraa, kun z lahestyy adretonta. O]

Kartutetaan lausevalikoimaa vield yhdelld, jonka jélkeen ollaan valmiita
siirtyméan differenssiyhtéloiden pariin.
Lause 3.7. Olkoon X (z) = Z(x,), joka suppenee, kun |z| > r. Talldin
dk
Z((nn+1)---(n+k—1))x,) = (—1)"F @X(z) (|z| > r).
Todistus. Vrt. [2, s. 109 — 110]. Méé&ritelmén mukaan

X(z) =Y z,27", kun|z|>r
n=0

Nyt derivoimalla saadaan

jsz(Z) = (1) i nn+1)---(n+k—1z,z7""

(“1)F & (1) (n+ k= 1))

Z’I’L

=" Z(nn+1)---(n+k—1))x,).
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Néahdéaén, etta

Z((nn+1)...(n+k—1))z,) = (—1)*2* jsz(z) (|z| > 7).

Edellisen lauseen tapauksessa & = 1 on selvéa, etta

(3.9) Z(nx,) = —ZCZX(Z).

Vrt. [2, s. 110].

Esimerkki 3.7. Etsitddn muunnos Z(n).
Edellisen yhtalon perusteella ndhdaan, etta

Z(n)=2Z(n-1)
d

= —Z%Z(l).

Aikaisemmin on laskettu ykkoésjonon z-muunnos, joten ratkaistaan

d 2
_Z£(z—1>
1
(z = 1)

T (a1

Z(n) =

=—z

Esitetadn viela esimerkin [3.7] ja lauseen [3.4] perusteella saatava tulos

1 z 1

(3.10) Z((n—1)up) =2""2Z(n) = P P = o1

Yhtalo osoittautuu myohemmin hyodylliseksi, kun ratkaistaan kaanteisia
muunnoksia.
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4 Differenssiyhtialoiden ratkaiseminen

4.1 Differenssiyhtaloista

Laplace-muunnos on usein kdytetty menetelmé lineaaristen differentiaaliyh-
taloiden ratkaisemisessa. Vastaavasti z-muunnosta voidaan soveltaa diskreet-
tien systeemien ja differenssiyhtéloiden tapauksessa. Tarkastellaan kertalu-
kua p olevaa lineaarista vakiokertoimista ei-homogeenista differenssiyhtaloa,
joka voidaan esittdd muodossa

(4.1) Qp Yntp + Qp—1 Yntp—1 + -+ + QYn = Tp

missd kertoimet ay, ..., a, ovat reaalisia vakioita ja ag # 0 seka a, # 0. Jono
{z,}52, on annettu ja jono {y,}2, on tuntematon. Differenssilaskennan
perusteista tiedetadn, ettd taman yhtalon ratkaisu on muotoa

(4.2) Yo =y + yo,

missé " on vastaavan homogeenisen differenssiyhtilon yleinen ratkaisu ja

(©) on tdydellisen yhtélon erityisratkaisu. Tavallisesti yht&lo 1} voidaan
ratkaista kaksivaiheisesti etsimélla homogeeninen ratkaisu ja erityisratkai-
su sekéd yhdistdmalld saadut tulokset. Yhtaloon (4.1)) liittyva homogeeninen

yhtélé voidaan kirjoittaa muodossa (vakio a, voidaan jakaa pois)

(4.3) Ynt+p T Ap—1 Yntp—1 + -+ oy =0,
jolloin sen karakteristisen yhtalon
(4.4) P +a, P+ +ag=0

juurien rq,...,7, € C avulla voidaan homogeeninen yhtéld ratkaista. Eri-
tyisratkaisu y{® puolestaan pyritdin etsimiin tilanteeseen sopivien yrittei-
den avulla. Vrt. [2 s. 60 — 62, 70].

Kun kéytetadn z-muunnosta, differenssiyhtélon kasittelya ei tarvitse eriyt-
tad. Lineaarisuutta ja aikaistusta koskevat lauseet [3.2] ja [3.3] mahdollistavat
suoraviivaisen etenemisen. Toisaalta muunnoksen avulla saadusta tuloksesta
ei suoraan voi tietdd, mika on erityisratkaisu ja mika ratkaisun homogeeninen
osa, joskin se usein on helposti paateltavissa.

Sovellettaessa z-muunnosta differenssiyhtalon ratkaisemisessa voidaan erot-
taa seuraavat vaiheet. Ensiksi yhtalon kaikille termeille tehddan z-
muunnos. Télloin differenssiyhtdléo muuttuu algebralliseksi yhtéloksi, jossa
muuttujana on z. Lisdksi lauseen avulla paadytdan kasittelemaan vain
muunnosta Y'(z). Tamaén jilkeen saadusta yhtalostd ratkaistaan Y'(z) ja tar-
vittaessa muokataan tulosta. Viimeisessa vaiheessa sovelletaan tarkoituksen-
mukaista menetelmié kiadnteismuunnoksen Z Y (z)] 1oytamiseksi.
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4.2 Ensimmaisen ja toisen kertaluvun differenssiyhta-
16t

Edellisessa alaluvussa esiteltiin z-muunnoksen kéyttod yleisella tasolla, mut-
ta paremman kasityksen muunnoksen mahdollisuuksista saa, kun lahdetédan
tarkastelemaan differenssiyhtaloiden perustapauksia. Téssé vaiheessa on hy-
vé todeta, ettd z-muunnoksen ratkaisuvaiheet pysyvat samoina kertaluvusta
riippumatta. Asioiden esittdminen kertaluvun mukaisessa jarjestyksessa pe-
rustuu etupédassa haluun saada vertailukohtaa perinteiseen differenssilasken-
taan. Tarkastellaan aluksi ensimméisen kertaluvun lineaarista differenssiyh-
taloa

(4.5) Ynt1 — AYn = Tn,

missd a on vakio. Homogeeninen yhtalo
(46> Ynt1 — QYn = 0

voidaan ratkaista esim. sijoittamalla y, = cr™ (¢ € R) ja sitten jakamalla
tekijalla »™, jolloin nahdéaan, etta r = a. Taten homogeenisen yhtalon ratkaisu
on

(4.7) y ") = ca™

Erityisratkaisun yff) etsimisen hankaluus riippuu tietenkin annetusta jonosta
ZTpn, mutta siirrytdan nyt z-muunnokseen.
Katsotaan, miten ratkaisumenetelmaa sovelletaan homogeeniseen yhta-

166n (4.6)).
Esimerkki 4.1. Ratkaistaan z-muunnoksella homogeeninen yhtalo
Yn+1 — aYp = 0.
Kuten aikaisemmin on jo todettu, lausetta [3.3 hyodyntdméalla saadaan yhtalo
2(Y(2) —yo) —aY(z) = 0.
Ratkaistaan Y (z) yhtélosta
(z—a)Y(2) = 20,

jolloin
z

Y(2) =wo

Esimerkin [3.1| perusteella 16ydetdén kidnteismuunnos Z 1Y (z)]. Talloin dif-
ferenssiyhtélon ratkaisu on

z—a

Yn = yﬂan )

joka kertoo samalla, ettd tietenkin yhtélossa (4.7]) vakio ¢ = yp.
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Annettu x,, vaikeuttaa tehtdvad, mutta z-muunnoksessa ei tarvitse muis-
tella tarvittavia yritteitd. Seuraava esimerkki valottaakin jo kahta eri perus-
tapaa loytad kddnteismuunnos Z 1Y (z)]. Toisessa paddytidn usein osamur-
tokehitelmiin ja ratkaisu loydetadn luvussa [3.3] esitettyjen lauseiden avulla.
Toinen tapa perustuu residylaskentaan.

Esimerkki 4.2. Ratkaistaan differenssiyhtélo
Ynt1 — 3Yn = 4n alkuarvolla Yo = 1.
Jalleen lauseen perusteella
2(Y(2)) = o) = 3Y(2) = Z(4n).
Yhtélon oikeaksi puoleksi saadaan esimerkin [3.7] mukaisesti

Z(4n) =4Z(n-1)

4z
(212
Seuraavaksi sijoitetaan alkuehto ja ryhmitelladn hieman, jolloin
4z
(z—=3)Y(2) = o1y +z.
Ratkaistaan
4 —1)?
Y(2) = z+4z(z—1)
(z —1)*(z = 3)
22245z
(=122 -3)
Talle tarvitaan osamurtokehitelma, ja jakolaskulla aloittamalla saadaan
322 -2243
Y(z)=1 )
B = s
Nyt yhtalosta
A B C
Y(2)=1+ + +

z—3 z—1 (z2—1)2
voidaan ratkaista kertoimet A, B ja C, jolloin

6 3 2

Y(z):1+z—3_z—1_(z—1)2'

Tassa olisi mahdollista yrittaa etsid taulukoista kullekin termille kédanteinen
z-muunnos Z '[Y'(z)], mutta aikaisemmin esitetyn esimerkin [3.3| seké yhté-

16iden (3.5)) ja (3.10]) perusteella
Z_l[Y(z)] =Y =0+ 63"y — 31" Uy — 2(n — 1ty
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Nyt kun n = 0, ndhdéan siis, ettd yo =14+ 0+ 0+ 0 = 1. Kun sitten n > 1,
niin

Yp=0+2-3-3""1 -3 -2(n—-1)
=2.3"—2n—1,

josta huomataan, ettd tamé on ratkaisu myos arvolla n = 0.

Lasketaan kéanteinen muunnos seuraavaksi residyjen avulla. Varmiste-
taan ensiksi, ettd seuraavassa yhtéalossa z = 1 ja z = 3 ovat napoja. Lauseen
2.4]perusteella nain on, kun havaitaan, ettd osoittajan nollakohdat ovat z = 0
ja z =1 4 2i. Sovelletaan siis seurauslausetta 3.1 yhtdloon

(2% =222+ 52) 2"t (22 —22+45)2"

R (o T By Py T e

jolloin voidaan kirjoittaa
Yn = Z7 Y (2)] = Res[Y (2)2" 7, 1] + Res[Y (2)2" 4, 3] .

Lasketaan kummatkin residyt erikseen ja kdytetdan lausetta [2.8] Kaksinker-
tainen napa vaatii hieman pidemman laskutoimituksen, jolloin

Res[Y (2)z" 1, 1]

oz [2"TE 2l 5en
= lim —

z—1 dz (Z . 3)
i (£ 2)27 = 2(n 4 1)2" + 5nz" (2 — 3) — (2742 — 227 4 527)
Y (Z — 3)2

1; (n + 1)2n+2 _ (5’rL —+ 6)Zn+1 + (1171 + 1)Zn o 15712’”71
= l11m

z—1 (Z — 3)2
i (2D = (G4 6)27 + (Hn+ Dz — 150,

z—1 (Z _ 3)2

—8n —4
= T; =—-2n—-1
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Jalkimmaiselle residylle saadaan

3 2
nel o] 2°=22"+9%5z 4
Res[Y(2)z"7",3] = Res[(z (= 3)2 , 3]
23— 222+ 52
= lim(z — 3 n-l
I =3 e —g)°
22 —222452
=lim —————
z2—3 (Z — 1)2
=6-3""
=2.3",

Laskemalla residyt yhteen pdadytadn ratkaisuun
Yp=2-3"—2n—1,
joka on tietysti sama kuin osamurtokehitelmélla saatu tulos.
Tarkastellaan seuraavaksi toisen kertaluvun lineaarista vakiokertoimista
homogeenista differenssiyhtaloa
(4.8) Yn+2 + @1Ynt1 + aoyn = 0.
Téalloin yhtalon (4.4) mukainen karakteristinen yhtélo on
(4.9) r* +ar+ayg=0,

jonka juuret ovat r; ja ro. Taman jalkeen ratkaisu riippuu siitéd, onko karak-
terisella yhtalolla yksi (r; = r9) vai kaksi reaalista juurta, vai ovatko juuret
kompleksisia. Téssd on tarpeetonta kayda kaikkia tapauksia lapi. Voidaan
esimerkiksi olettaa tunnetuksi, ettd reaalisten juurien ollessa kyseessé rat-
kaisu on muotoa

(4.10) Yn = C177 + Cory

missd vakiot ¢; ja ¢y ovat reaalilukuja. Differenssilaskennan perusteoksissa
lukija voi perehtyé tarkemmin homogeenisen yhtélon yleiseen ratkaisuun (ks.
esim. [2, s. 70 — 73]).

Kaytettaessa z-muunnosta ratkaisutapa ei olennaisesti eroa ensimméisen
kertaluvun yhtalosta, mutta ratkaistavan yhtélon termien lukuméara alkaa
kasvaa.

Esimerkki 4.3. Ratkaistaan differenssiyhtélo

Yn+2 — Syn—l—l + 2yn =0

alkuarvoilla 1o = 2 ja y; = 5. Nyt karakteristisen yhtélon 2 —3r +2 = 0
juuret ovat r; = 1 ja ro = 2. Molemmat juuret ovat reaalisia, joten yhtalon
ratkaisu on

Yn = 11" + 22",
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Alkuarvoista voidaan ratkaista, ettd ¢; = —1 ja ¢o = 3. Tehdddn sama z-
muunnoksella, jolloin

2(Y(2)—2-52"") = 3(2(Y(2) —2)) +2Y(2) =0.
Tasta edelleen saadaan
Y(2)(2* —32+2) — 222+ 2 =0,
joka voidaan kirjoittaa muodossa

222 — 2

Oy

Tassa voidaan huomata, etta karakteristisen yhtalon juuret ovat z-muunnoksen
napoja. Tama saa selityksen myohemmin. Residylaskennalla saadaan

222 — 2

n—1 1 n=1_ _1.qn—1 _ _ :

Res[Y (2)z ,1]—l1£1% 5 ¢ = 1-1 1 ja
222 — 2

n—1 n—1 n
=6-2 =3.2"
] z
Ratkaisu on siis molemmilla tavoilla laskettuna
Yp = —1+3-2".

Tarkastellaan luvun lopuksi hieman yleisemmin diskreettia systeemié,
jonka kayttaytymistd kuvataan toisen kertaluvun differenssiyhtéalolla

(4.11) a2 Ynt2 + @1 Ynt1 + Qo Yn = b2 Tpyo + by Ty + bo 2y,

missa alkuarvot yg, y1, ro ja x1 tunnetaan. Katsotaan, miten tdméan yhtalon
homogeeninen ja ei-homogeeninen ratkaisu 16ydetaan. Kéaytetadén homogee-
nisen yhtalon ratkaisun z-muunnokselle merkintaa Y3 (z) (vastaavasti erityis-
ratkaisun muunnokselle Y,(z)), jolloin homogeenisen yhtélon ratkaisu y{
saadaan kéddnteisella muunnoksella Z~![V}(2)]. Aikaistusta koskevan lauseen
3.3| perusteella saadaan

(4.12) ax(2%Y (2) — 22yo — 2y1) + a1 (2Y (2) — 2y0) + aY (2) =
bo(22 X (2) — 22mg — 21) + b1 (2 X (2) — 220) + bo X (2).

Ryhmitelldan tdma muotoon

b222 + blz + bo
4.13 Y(z) = X
(4.13) (2) a22% + a1z + ag (2)

i 22(agyo — bawo) + z(asyr + aryo — baxy — i)
axz? + a1z + ag ’
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Homogeenisen yhtalon ratkaisuun paédstdan, kun x, = 0 kaikilla arvoilla n.
Talloin homogeenisen yhtdalén muunnos on

Z2ayo + z(asyr + aryo)

4.14 Y; =
(4.14) n(z) asz? + a1z + ag

josta kidnteiselld muunnoksella saadaan homogeenisen yhtélén ratkaisu y (.
Erityisratkaisun l6ytamiseksi oletetaan, etta systeemi on levossa, kun n < 0.

Talloin z, = y, = 0, kun n < 0. Taten arvoilla n = —2 ja n = —1 voidaan
vhtalosta (4.11]) ratkaista
(4.15) Yo = bazo/az ja y1 = (bio + bax1 — a1yo)/as.

Sijoittamalla ndhdaan, etté

. b222 + blz + bo
a2 + a1z + ag

2 h.od

=0 V5%
= S0 x(),
Zj:oajz

(4.16) Y.(2) X(2)

joka on ratkaistavan differenssiyhtélon erityisratkaisun muunnos, josta kdén-

teisen muunnoksen avulla saadaan erityisratkaisu 3. Vrt. [4, s. 67 — 68].

4.3 Kertalukua p olevat differenssiyhtalot

Kuten edelld on jo mainittu, kertaluvun kasvattaminen ei tuo olennaista
muutosta ratkaisumenetelméadn, mutta teknisesti se vaikeuttaa lopputulok-
seen padsya. Tarkastellaan yleistd kertalukua p olevaa lineaarista differens-
siyhtaloa

(417)  apYnip + Ap1 Yntp—1+ -+ + A0Yn
= by Tpyp + bp_1 Ty p—1 + - -+ + boxy

missé kertoimet ao, . . ., a, (ag # 0,a, # 0) ja by, . . ., b, ovat reaalisia vakioita.
Lasketaan aluksi z-muunnos homogeeniselle yhtalolle

(4.18) Ap Yntp + Ap—1 Yntp—1 + -+ aoYn = 0.

Aikaistusta koskevan lauseen 3.3 mukaan

(4.19) L) = 2(2) = ™).
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jolloin yhtéalon (4.18) z-muunnos voidaan hieman ryhmitellen esittda muo-
dossa

(4.20) apz’ (Y(Z) —yo—pz ' — ... — ypflzfpﬂ) +
ap—lzp_l (Y(Z) —yo— 2t — yp_gz_p+2) +

az* (Y (2) —yo — 12 1)+

Tasta ndhdaan, ettd homogeenisen yhtalon ratkaisun muunnos on

1 —1 _
213?21 ajzj Zi:o Yrz k

Sh_oarz®

(4.21) Y, (z) =

Yhtalo selittda osaltaan, miksi karakteristisen yhtalon juuret ovat z-
muunnoksen napoja. Nimittdjand olevan polynomin kertoimet ovat samat
kuin karakteristisessa yhtalossa, joten nimittajan nollakohdat ovat myos ka-
rakteristisen yhtalon juuria.

4.4 Siirtofunktio ja konvoluutio

Seuraavaksi késitellaédn differenssiyhtalon ratkaisemista tavalla, joka hieman
muistuttaa perinteistd differenssilaskentaa. Tarkastellaan yleistd lineaarista
vakiokertoimista kertalukua p olevaa differenssiyhtéloé, joka on muotoa

(422) aolYn =+ A1Yn—1 + e+ Ap—1Yn—p+1 =+ ApYn—p
= bo%n + 012Tp—1 + -+ by 1Tp_ g1 + bgTp_g,
missa kertoimet ay, ..., a, ja by, ..., b, ovat reaalisia vakioita. Téassa voidaan

asettaa, ettd ag = 1. Lisaksi oletetaan, ettd ¢ < p. Tassa on hyva huomaut-
taa yhtalon kertoimien indeksoinnista, joka poikkeaa aikaisemmin esim. yh-
talossé kaytetysta. Tama helpottaa indeksointia, kun lahdetaan ké-
sitteleméan edellista yhtaloa viiveen avulla. Kirjoitetaan yhtalo lyhyemmin
ilmaistuna, jolloin

p q
(423) Yn + Z ArYn—k = Z beTp—t; -
k=1 k=0

Viiveelle (lause on johdettu

(4.24) Z(Tp_ptn_p) = 2 "X (2),
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joten yhtélolle (4.23)) saadaan
p q
(4.25) Y(2)+ > apY(2)z7" =Y b X(2)2 7"
k=1 k=0
ja edelleen

(4.26) Y(2)(1+ zp: arz ") = X(2) Zq: brz k.

Nyt osamaaraa

w2 HE =B Tiobe  Hibes
X(z)  (T4+X0_, arz7) b _oapzk
sanotaan kertalukua p olevan differenssiyhtélon siirtofunktioksi ja siirtofunk-
tion kddnteismuunnosta h,, = Z1[H(z)] kutsutaan impulssivasteeksi (ks. [3|
s. 380]). Nahdaén, ettei siirtofunktiota ole méaaritelty, mikéli yht&lo on
homogeeninen. Vrt. [3, s. 360 — 361].
Mikali lahdettéisiin liikkeelle yhtalosta

(428) Ap Yn+p + Ap—1 Yn4p—1 + -t agyn = bq Tntq + bq—l Tntq—1 +oo bOxn
ja ratkaistaisiin se aikaistuksen avulla, saataisiin siirtofunktio muodossa

Y(z)  Yilgbpz”
X(2)  Shooat
Yhtalosta (4.28) voidaan toisen kertaluvun tapaan (ks. yhtalo (4.16))) ratkais-
ta z-muunnoksen erityisratkaisu Y, (z). Pitkahko indeksien késittely voidaan

tédsséd yhteydessa kuitenkin sivuuttaa, ja todeta siirtofunktion seké erityisrat-
kaisun muunnoksen yhteys

(4.29) H(z) =

q b k
_ Zik=09k% _
(430) }/e(Z) = WX(Z) = H(Z)X(Z)
Vrt. [4, s. 80 — 81].

Nyt havaitaan erityisratkaisun, siirtofunktion ja konvoluution yhteys, kos-
ka lauseen perusteella

(4.31) ) = Z7Ye(2)] = Z7V [H(2) X ()]
=h, *xT, = zn: Ry ii.

Vrt. [3 s. 360 — 361].

Kun homogeeninen ja ei-homogeeninen osa ratkaistaan erikseen, ratkai-
sutapa muistuttaa hieman perinteista differenssilaskentaa. Erottelua ei kui-
tenkaan valttamatta tarvitse tehdé, mutta toisaalta siirtofunktion kéiytto voi
nopeuttaa tuloksen 16ytymistd. Télloin voidaan erottaa nelja vaihetta.
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(i) Ratkaistaan homogeeninen yhtilo ja saadaan y(.
(ii) Rakennetaan siirtofunktio H(z) ja ratkaistaan h,,.
(iii) Annetaan erityisratkaisu joko siirtofunktion avulla muodossa
u =27 H(2)X(2)]

tai konvoluutiolla .
%(ze) = Z B —i;.
i=0

(iv) Yleinen ratkaisu on
Yo =y + ).

[3, s. 368].

Ratkaisun antaminen konvoluutiomuodossa ei usein ole kovin havainnol-
lista, mutta siirtofunktio on hyddyllinen erityisesti, jos homogeeninen osa
tunnetaan tai on helposti ratkaistavissa. Usein differenssiyhtédlon 0i-
kealla puolella on vain yksi termi, jolloin yhtéalossa

(432) aoYn + a1Yn—1 + ag2Yn—2 + -+ Ap—1Yn—p+1 + ApYn—p = qun—p
voidaan indekseja siirtdmalla paasta yhtalotyyppiin
(4.33) 0 Yntp + 01 Ynsp—1 + -+ + QpYn = bg Ty

(vrt. [3, s. 361]). Esityksen lopuksi vield tdhan liittyva esimerkki siirtofunk-
tion kaytosté.

Esimerkki 4.4. Ratkaistaan differenssiyhtélo

Yn+2 — 3yn+1 + 2yn =3"

alkuarvoilla yo = 2 ja y; = 5. Esimerkin [4.3| perusteella homogeenisen yhtilon

ratkaisu on
gy = 1 432",

Nyt siirtofunktioksi saadaan

Y(z)  Yi_gbez™® 1272

X(z)  Sh_papz* 14 (=3)z7! 42272
B 1 B 1

S 22-324+2 (z—-1)(z-2)

H(z) =

Toisaalta tiedetadn, etta




Talloin voidaan ratkaista

Lasketaan navoille residyt

ResY(2)z""", 1] = llir% R 3)2 =3
n—1 1 < n—1 _ o on—1 :
Res|Y (2)2"7",2] = lim CES ) 3>z =—-2-2 ja
n—1 T z n—1 __ § can—1
ReslY (2)2"7",3] = llgé RS EE)) 2>z =3 3
Taten saadaan erityisratkaisu
1 1
© = 7Y (2)] == — 2"+ = - 3"
Y =2 () =5 -2

Yleinen ratkaisu on siis

1 1
go =) F ) = 1432 g 2t 3
1 1
s 422" -3
2Tt Ty

1
=3 (212 43" —1).
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