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Tiivistelma

Téaman tutkielman aiheena ovat Stirlingin luvut, jotka on nimetty englanti-
laisen matemaatikon James Stirlingin (1692-1770) mukaan. Stirlingin lukuja
on kahta lajia. Stirlingin toiset luvut S(n, k) mééritelldén n-alkioisen joukon
k-ositusten lukuméarina. Luvussa |3| todistetaan rekursiivinen kaava ja muita
laskukaavoja Stirlingin luvuille S(n, k).

Luvussa {] madritellddn Stirlingin ensimmaiset luvut s(n, k) osoittamal-
la yhteys muuttujan x astetta n olevien reaalikertoimisten polynomien ja
kertomapolynomien vélilla. Myos Stirlingin ensimmaéisille luvuille s(n, k) to-
distetaan rekursiivinen kaava ja muita laskukaavoja. Aliluvussa osoite-
taan Stirlingin ensimmaéisten lukujen yhteys n-alkioisen joukon permutaatio-
syklien lukumaéaraan.

Tutkielman viimeisessa luvussa méaritelldan lukujonon generoiva ja eks-
ponentiaalinen generoiva funktio. Taman jalkeen johdetaan lauseke lukujen
S(n, k) generoivalle funktiolle seké lukujen S(n, k) ja B(n) eksponentiaali-
selle generoivalle funktiolle.
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1 Johdanto

Téaman tutkielman padaiheena ovat Stirlingin luvut, jotka on nimetty englan-
tilaisen matemaatikon James Stirlingin (1692-1770) mukaan. Stirlingin luku-
ja on kahta lajia. Koska molemmille lajeille on olemassa kombinatorinen tul-
kinta, kertaamme luvussa [2| kombinatoriikan perustuloksia seké esittelemme
tutkielmassa kaytettavia merkintoja.

Luvussa 3] maarittelemme n-alkioisen joukon osituksen késitteen joukko-
opista tutulla tavalla ja havainnollistamme ositusta esimerkein. Témaéan jal-
keen madrittelemme Stirlingin toiset luvut S(n, k) n-alkioisen joukon k-osi-
tusten lukuméérind. Lauseessa |3.1| johdamme lausekkeen, jolla luvut S(n, k)
voidaan méérittadd rekursiivisesti. Tutkimme liséksi lukujen S(n,k) arvoa
tietyissa erikoistapauksissa sekd johdamme vaihtoehtoisia lausekkeita luku-
jen S(n, k) maérittamiseksi. Aliluvussa [3.3|maérittelemme Bellin luvut B(n)
Stirlingin toisten lukujen summina. Lauseessa [3.8] esitimme myos Bellin lu-
vuille rekursiivisen kaavan.

Luvun [4] aloitamme tutkimalla muuttujan x astetta n olevia polynomeja.
Maarittelemme Stirlingin ensimmdiset luvut s(n, k) tiettyd muotoa olevien
polynomien vakiokertoimina. Lauseessa [£.1] johdamme rekursiivisen lausek-
keen luvuille s(n, k) kayttden apuna kertomafunktion mééritelmaa. Alilu-
vussa perehdymme kevyesti muuttujan z astetta n olevien polynomien
esittdmiseen matriisien avulla. Esimerkissa 4.8 osoitamme Stirlingin lukujen
S(n, k) ja s(n, k) matriisien olevan polynomivektoriavaruuden kannanmuu-
tosmatriiseja ja lauseessa toistensa kadnteismatriiseja. Stirlingin ensim-
maéisten lukujen kombinatoriseen tulkintaan perehdymme aliluvussa[d.4] kun
osoitamme, ettd |s(n, k)| liittyy n-alkoisen joukon syklisiin permutaatioihin.
Aliluvussa madrittelemme lukujonon differenssin kasitteen ja osoitamme
toisen yhteyden lukujen S(n, k) ja polynomien vilille tutkimalla funktion 2"
differensseja.

Luvussa [5] maarittelemme generoivan funktion ja eksponentiaalisen gene-
roivan funktion kasitteen. Esimerkkien avulla johdamme lausekkeet lukujen
S(n, k) generoivalle funktiolle seké lukujen S(n, k) ja B(n) eksponentiaalisille
generoiville funktiolle.

Tutkielman padlahteina on kaytetty Kenneth B. Bogartin teosta Intro-
ductory Combinatorics seka John G. Michaelsin ja Kenneth H. Rosenin kirjaa
Applications of Discrete Mathematics. Aliluku [£.5] ja luku [f] perustuvat kui-
tenkin pitkélti David R. Mazurin teokseen Combinatorics - A Guided Tour.

Tutkielman lukemiseksi riittdé kombinatoriikan ja lineaarialgebran perus-
teet. Madritelmia ja lauseita on pyritty havainnollistamaan runsain esimer-
kein ja lauseiden todistustekniikat vaihtelevat kombinatorisesta paéttelysté
induktiotodistuksiin sen mukaan, mika sopii kuhunkin tilanteeseen parhai-
ten.



2 Kombinatoriikan perusteita

Tassa luvussa kertaamme kombinatoriikan merkint6ja ja yleisimpia lasku-
kaavoja. Merkitsemme n-alkioista joukkoa symbolilla [n] = {1,2,...,n}, kun
n > 1. Vastaavasti merkitsemme [k] = {1,2,...,k}, [n—1] = {1,2,...,n—1},
[5] = {1,2,3,4,5} ja niin edelleen. Todistamme lauseen [2.2] esimerkkin kom-
binatorisesta todistuksesta, mutta muuten sivuutamme todistukset, koska ne
ovat tutkielman aiheen kannalta vain aputuloksia.

2.1 Osajoukot

Joukon [n] k-osajoukolla tarkoitamme joukkoa, joka on saatu valitsemalla k
(0 < k < n) mielivaltaista, mutta eri alkiota joukosta [n].

Lause 2.1. Joukon [n] k-alkioisten osajoukkojen lukumddrd on

(Z) = kl(nnik)' (2.1)

Erityisesti (3) = (Z) =1, kunn >0, ja (Z) =0 aina, kun n < k.

Lause 2.2. Olkoot n ja k kokonaislukuja ja olkoon 0 < k < n. Tdlldin

@ - (Z - i) ! (n ) 1>~ 22)

Todistus. Yhtalon vasen puoli ilmaisee joukon [n] k-osajoukkojen lukuméa-
ran. Tallaiset osajoukot voidaan jakaa kahteen ryhméan sen mukaan, sisalté-
vatko ne alkion n vai ei. Alkion n sisdltavia k-osajoukkoja on (Zj) kappalet-

ta, koska ne ovat muotoa AU{n}, missia A on joukon [n—1] k— 1-osajoukko.

n—1
k

koska ne ovat myos joukon [n — 1] k-osajoukkoja. ]

Joukon [n] k-osajoukkoja, jotka eivit sisalla alkiota n, on ( ) kappaletta,

2.2 Osajonot

Joukon [n] k-osajonolla tarkoitamme jonoa tai jarjestettyd joukkoa, joka on
muodostettu valitsemalla & (0 < k < n) mielivaltaista mutta eri alkiota
joukosta [n]. Jos k = n, kutsumme jérjestettya joukkoa joukon [n| permutaa-
tioksi.

Lause 2.3. Joukon [n] k-alkioisten osajonojen lukumddrd on
n)g=nn—1)n-2)---(n—k+1). (2.3)

FErityisesti (n)o =1, (n); = n ja (n), =n!l, kunn >0, ja (n)r =0 aina, kun
k> n.



2.3 Funktioiden lukumaarista

Monet kombinatoriset valintatilanteet voidaan samaistaa funktioiksi, jolloin
valintamahdollisuuksien lukuméaéara kertoo funktioiden lukumaéaéran.

Esimerkki 2.1. Funktio f : [n] — [k] voidaan tulkita jonona

f:f<[n]) :f({172v""n})
— (F1), £, £),

missd f(i) € [k], kun ¢ = 1,2,...,n. Koska jonon jésenet saavat olla keske-
néin samoja, on funktioiden f : [n] — [k] lukuméérd k-k-... - k= k"
kpl
n kp

Esimerkki 2.2. Injektio g : [k] — [n] (0 < k£ < n) voidaan tulkita joukon
[n] k-osajonona
9= g([kD = g({1727 T k})
= (9(1),9(2),...,9(k)),

missd ¢g(i) € [n], kun ¢ = 1,2,... k. Koska g on injektio, niin g(i) # ¢(j)
aina, kun i # j (¢,7 € [k]). Jonon jasenet eivét saa toistua, joten injektioiden
g : [k] = [n] lukuméaara on n(n — 1) - (n — k 4+ 1) = (n).

Esimerkki 2.3. Bijektio 7w : [n] — [n] voidaan tulkita jonon (1,2,...,n)
permutaationa. Téaten bijektioiden 7 : [n] — [n] lukuméaara on (n), = n!l.

Esimerkki 2.4. Surjektio f : [n] — [k] voidaan tulkita jonona

missa f(i) € [k], kun i = 1,2,...,n, ja jokainen joukon [k] jdsen esiintyy

jonossa f([n]) vahintdén kerran. Voidaan osoittaa, ettd téllaisten jonojen
lukumaéaéara on

(ks. [T, s. 103]).



3 Ositukset ja Stirlingin toiset luvut

Tassa luvussa madarittelemme ensin n-alkioisen joukon osituksen kéasitteen.
Osituksen méaritelmadn perustuen madrittelemme Stirlingin toiset luvut
S(n,k) ja Bellin luvut B(n). Ellei toisin mainita, luvut n ja k ovat ei-
negatiivisia kokonaislukuja ja muut merkinnét samoja kuin luvussa [2]

3.1 Ositukset

Maaritelma 3.1. Joukko P = {A; | ¢ € I} on joukon [n| ositus, mikéli
seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. A; 40, kunie I
2. [n] = Uer As
3. AlﬂAJZ@,kunz#](z,]GI)

Joukko I on mielivaltainen indeksijoukko ja joukkoja A; (i € I) sanotaan
osituksen P [uokiksi.

Maaritelma 3.2. Jono (A, Ao, ..., Ax) on joukon [n] jarjestetty k-ositus,
mikali seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. [n] = Uf:l Az

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan funktiota f : [n] — [k]. Olkoon A; joukko
siten, ettd A; = {x € [n] | f(x) =i € [k]}. Funktio f muodostaa joukon [n]
(jarjestetyn) k-osituksen, silli A; N A; = 0 aina, kun ¢ # j (i,7 € [k]). Jos
lisaksi A; # 0 kaikilla ¢ € [k], niin f on surjektio.

Esimerkki 3.2. Joukon [4] 2-osaiset ositukset ovat
({1,2,3},{4)),  ({1,2,4},{3}), ({L1,3,4},{2}), ({2,3,4},{1})
({1,2},{3,4}), ({1,3},{2,4}) ja ({1,4},{2,3}).

Joukon [4] 3-osaiset ositukset ovat

{1,2} {3}, {4}, ({13}, {2},{4}), ({14}, {2}, {3})
({2,835 {1}, {4}, ({245, {1},{3}) ja  ({3,4}, {1}, {2})

Joukon erikokoisten ositusten lukumaééréd riippuu seka joukon koosta etta
osien lukumaéaérastda. Annamme seuraavaksi méaritelmén aiheeseen liittyen.



3.2 Stirlingin toiset luvut

Maaritelma 3.3. Stirlingin toinen luku S(n,k) on joukon [n| k-ositusten
lukuméara. Erityisesti S(n,0) = 0, kun n > 0 ja S(n,k) = 0 aina, kun
n < k. Sovitaan lisaksi, ettd S(0,0) =1 (vrt. [5, s. 98-99]).

Esimerkki 3.3. Esimerkin [3.2) perusteella S(4,2) = 7 ja S(4,3) = 6.

Esimerkki 3.4. S(n,1) = 1, kunn > 1, silld joukon [n] ainoa yksiluokkainen
ositus on ({1,2,...,n}) = ([n]). Vastaavasti S(n,n) = 1, kun n > 0, silla
joukon [n] ainoa n-luokkainen ositus on ({1}, {2},...,{n}).

Lause 3.1. Olkoot n > 1 ja k > 1. Tdlléin
S(n,k)=Sn—1,k—1)+kS(n—1,k). (3.1)

Todistus. (Vrt. [1, s. 80]). Kaavan ({3.1)) vasen puoli ilmaisee joukon [n] k-
ositusten lukuméaaran. Tallaiset ositukset voidaan jakaa kahteen ryhméan.
Jos {n} on yksi osituksen luokista, niin loput & — 1 luokkaa muodostavat
osituksen joukolle [n — 1]. Mé&&ritelméan mukaan téllaisia osituksia on
S(n — 1,k — 1) kappaletta. Jos {n} ei ole yksi osituksen luokista, niin 7 on
lisétty johonkin joukon [n — 1] k-osituksen luokista. Koska n voidaan lisata
k eri luokkaan, on téllaisia osituksia yhteensd kS(n — 1, k) kappaletta. [

Esimerkki 3.5. Taulukossa [l on esitetty Stirlingin lukujen S(n,k) arvot,
kun 1 <k <n <5,

k
01 2 3 4 5
111 0 0 0 0
2111 0 0 O
n 3|1 3 1 0 0
411 7 6 1 O
511 15 25 10 1

Taulukko 1: Stirlingin lukuja S(n, k).

Lause 3.2. S(n,n—1) = (72‘), kun n > 1.

Todistus. Olkoon P = {A;,..., A,_1} joukon [n] n — l-ositus. Koska joukot
Ay, ... A,_1 ovat epéatyhjid, yhdesséa niistd on oltava kaksi alkiota ja muissa
yksi. Talloin kaksialkioinen joukko A; maéraéd osituksen P yksikésitteisesti
ja se voidaan valita joukosta [n] (g) tavalla. O



Lause 3.3. S(n,2) =2""1—1, kunn > 2.

Todistus. Olkoon A; mikd tahansa joukon [n] aito epétyhja osajoukko ja
olkoon Ay = [n] \ A;. Talloin P = {A;, A2} on joukon [n]| 2-ositus, silld A;
ja Ay ovat epatyhjia, [n] = A U Ay ja A1 N Ay = 0. Kun 0 ja [n] eivit
kelpaa valinnaksi, osajoukko A; voidaan valita 2™ — 2 tavalla. Koska jokainen
osituksen muodostava osajoukkopari voidaan valita valitsemalla ensin joko
A; tai Ay, on joukon [n] kaikkien erilaisten 2-ositusten lukumééré

2" —2
S(n,2) = 5

="t 1.

Lause 3.4. Olkoot n > 1 ja k > 1. Tdlloin

S(n, k) = ni (” J_ 1) S,k — 1). (3.2)

J=0

Todistus. (Vrt. [1, s. 81]). Kaavan (3.2)) vasen puoli ilmaisee joukon [n] k-

ositusten lukumédaran. Jokainen joukon [n| k-ositus vastaa j-alkioisen joukon

J C [n — 1] k — l-ositusta, joka jaa jaljelle, kun poistetaan alkion n € [n]

siséltava luokka alkuperdisesta osituksesta. Kaavan ({3.2) oikea puoli laskee

yhteen kaikki k& — 1-ositukset kaikilla osajoukoilla J C [n — 1], kun 0 < j <
n—1

n — 1. Joukolla [n — 1] on nimittdin ( ; ) j-alkioista osajoukkoa ja jokaisella
j-alkioisella osajoukolla on S(j, k — 1) ositusta, jossa on k — 1 luokkaa. [J

Esimerkki 3.6. Olkoot [n] = {a,b,c,d} ja [k] = {1,2,3} ja olkoon f :
[n] — [k] funktio siten, ettd f(a) = f(b) = f(d) = 2 ja f(c) = 1. Talloin
f([n]) = {1,2} # [K], joten f ei ole surjektio.

Esimerkki 3.7. (Vrt. [I} s. 81]). Olkoon f : [n] — [k] surjektio. Maaritelldén
alkion i € [k] alkukuva asettamalla

@) = {z | fl2) =i}

Nyt f71(i) C [n] ja f71(i) N f~1(j) = 0 aina, kun i # j (4,7 € [k]). Liséksi,
koska f on surjektio, niin f~1(7) # 0, kun ¢ € [k]. Siis joukko

P={f*), 12, ...k}

on joukon [n]| k-ositus. Liséksi voidaan maéritella funktio g : P — [n] aset-
tamalla g(f~'(i)) = 4. Selvésti g on injektio.



Lause 3.5. Surjektioiden lukumddrd joukolta [n] joukkoon [k] on S(n,k)k!.

Todistus. (Vrt. [1, s. 82]). Olkoon @ = {C4,Cs,...,Cy} joukon [n] mieli-
valtainen k-ositus ja g : @@ — [k] injektio (bijektio). Maaritelldén funktio
f :[n] — [k] asettamalla f(x) = 4, jos x € C;. Koska @ on joukon [n]
k-ositus, niin f on surjektio. Koska jokaista joukon [n] k-ositusta kohti on
olemassa k! bijektiota, niin surjektioiden lukumééra joukolta [n] joukkoon
[k] on tuloperiaatteen nojalla S(n, k)k!. O

Lause 3.6. Olkoot n > 1 ja k > 1. Tdlloin

S(n, k) = ;' > (1) (f) (k — i) (3.3)

Todistus. (Vrt. [5l s. 102]). Esimerkin 2.4 perusteella surjektioiden lukumééré
joukolta [n] joukkoon [k] on

() - 3.4

Kun tama yhdistetaén edellisen lauseen tuloksen kanssa, saadaan
S(n, k)k! => (-1)° (z) (k—1)".
i=0

Jakamalla yhtélo puolittain termilla k! saadaan

S(n, k) = ;!;(—1)1‘ (’:) (k — )"
O

Esimerkki 3.8. Olkoot n = 5 ja k = 3. Lauseen mukaan surjektioden
lukumééara joukolta [n] joukkoon [k] on

S(5,3) -3l =256 = 150.

Samaan tulokseen péaidstaan kaavalla (3.4), silla

i(—l)i<?.’>(k—z')5 _ 35 _3.9513.1

=243 -96+3
= 150.

Lause 3.7. Olkoot n > 1 ja k > 1. Tdlléin

S(n, k) = znj S(n—i,k— 1)k (3.5)

i=1
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Todistus. Yhtalon vasen puoli ilmaisee joukon [n] k-ositusten lukuméaaran.
Téllainen ositus voidaan muodostaa lisdéédmélla ¢ alkiota joukon [n —i] k — 1-
osituksen luokkiin siten, etta lisattavista alkioista vahintaan yksi muodostaa
uuden luokan. Koska alkioiden lisaysjarjestyksella ei ole merkitysté, voidaan
sopia ettd ensimmaéinen lisattava alkio aloittaa uuden luokan. Télloin loput
1 — 1 alkioita voidaan sijoittaa mielivaltaisesti k luokkaan. Tama voidaan teh-
di k1 eri tavalla. Kun lasketaan yhteen kaikki vaihtoehdot kaikilla muut-
tujan ¢ arvoilla (1 <14 < n), saadaan

S(n, k) = En:S(n —i,k— 1)k

i=1
Huomataan kuitenkin, ettd S(n — i,k —1) = 0, josn —i < k—1eli i >
n—k+1. m

Esimerkki 3.9. Olkoot n =5 ja k = 3. Télléin kaavan (3.5) mukaan

S(5—14,3—1)3"1

I
Mm

S(5,3)

<.
I

I
N

1

4,2)3% 4+ 5(3,2)3' + 5(2,2)32 + S(1,2)3% + 5(0,2)3*
14+3-3+1-94+0+0

5.

I
ORI

3.3 Bellin luvut

Kuten edelld méarittelimme, Stirlingin toiset luvut S(n, k) ilmaisevat, kuin-
ka monella tavalla n-alkioinen joukko voidaan osittaa eli jakaa k erilliseksi
epatyhjaksi osajoukoksi. Jos haluamme ilmaista, kuinka monella tavalla n-
alkioinen joukko voidaan ylipdatdan osittaa, laskemme yhteen kaikkien eri-
kokoisten ositusten lukumaéran.

Maaritelma 3.4. (Vrt. [I, s. 85]). Bellin luku B(n) on joukon [n] kaikkien
ositusten lukumaara, ts.

B(n) = kzn: S(n, k). (3.6)

Esimerkki 3.10. Kaavalla (3.6)) laskettuna ensimmaéiset Bellin luvut ovat
B(0) = 5(0,0) =1

B(1) = 8(1,0) + S(1,1)
—0+1=1

B(2) =5(2,0)+ 5(2,1) + 5(2,2)
=0+14+1=2
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B(3) = 5(3,0) + 5(3,1) + 5(3,2) + 5(3,3)
—0+1+34+1=5

B(4) =5(4,0)+ 5(4,1) + S(4,2) + S(4,3) + 5(4,4)

=04+14+7+6+1=15.
Lause 3.8. Josn > 1, niin
n—1 n—1 .
Bn)=> (" . |BG)
j=0 \ J

Todistus. (Ks. [1I, s. 86]). Médritelmén [3.4 mukaan

Blw) = 3 S(n,k) = 3 80, b)

k=0

(3.7)

silld S(n,0) =0, kun n > 1. Kaavan (3.2) perusteella voidaan kirjoittaa

S(m. k) = g (” - 1)s<j,k 1),

J

jolloin saadaan

B(n) =Y S(n,k)
k=1
n n—1 n—1 )
k=1 j=0 J
n—1 n n—1 )
= 2:( .)sgk—1)
=0 k=1 \ J
n—1 n—1 n -
= < . ) Z S(j,k—1)
=0 J k=1
n—1 n— 1) n—1
= , S(4,9)
=0 ( J i=0
Kuitenkin ) ,
n— J
> 8(4,9) =50, 1) = B(j),
i=0 i=0

silld S(7,7) = 0 aina, kun ¢ > j ja téssé erityisesti j <n — 1.

12



4 Polynomit ja Stirlingin ensimmaiset luvut

Tassa luvussa tutkimme muuttujan x € R astetta n olevia reaalikertoimisia
polynomeja. Maérittelemme ensin n-asteisen kertomafunktion muuttujalle x
ja osoitamme esimerkin avulla, ettd funktio tuottaa muuttujan x astetta n
olevan polynomin. Aliluvussa madrittelemme Stirlingin ensimméiset lu-
vut s(n, k) tallaisen polynomiesityksen vakiokertoimina. Lauseessa 0s0i-
tamme yhteyden my6s Stirlingin lukujen S(n, k) ja polynomien vilille.

4.1 Kertomafunktiot
Maaritelma 4.1. Olkoon n > 0 kokonaisluku. Funktiota
(@) =2(x—1)---(x —n+1) (4.1)
sanotaan muuttujan z € R (laskevaksi) kertomafunktioksi ja funktiota
()™ =2(x+1)---(x4+n-1) (4.2)

muuttujan & nousevaksi kertomafunktioksi. Erityisesti sovitaan, ettd (z)y =
(2)© = 1. Lisiksi huomataan, etti (n), = n!.

Esimerkki 4.1. Olkoon n > 0 ja z € R. Tall6in
(—2)p=—2(—2x—1)---(—z—n+1)
=(-D)"(z+1)---(x+n—-1)
— (1@,

Esimerkki 4.2. Esitetdan (z)4 tavallisena polynomina laskemalla tulo x(z—

1)(z —2)(x = 3):

()4 = z(z —1)(z — 2)(z - 3)
= (2% — 2)(2® — 37 — 22 + 6)
= gt — 323 — 223 4+ 622 — 2® + 32% + 22° — 62
=zt — 623 + 1122 — 6.

Annamme seuraavaksi mééritelméan luvuille 1, —6, 11 ja —6, jotka esiintyvat
kertoimina funktion (z), tavallisessa polynomiesityksessé.
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4.2 Stirlingin ensimmaiset luvut

Maaritelma 4.2. Stirlingin ensimmdiset luvut ovat ne luvut s(n, k), jotka
toteuttavat yhtalon

n

=" s(n, k)" (4.3)

k=0
Erityisesti s(0,0) = 1, s(n,0) =0, kun n > 0, ja s(0,k) = 0, kun k£ > 0 (vrt.
[, s. 168)).

Esimerkki 4.3. Kaavan (4.3) mukaan
(z)4 = 2" — 62° + 112° — 62

= 24: s(4, k)z"

joten s(4,0) =0, s(4,1) = —6, s(4,2) = 11, s(4,3) = —6 ja s(4,4) = 1.
Lause 4.1. Olkoon n > 1 ja k > 1. Tdllgin

s(n,k)=s(n—1,k—1)— (n—1)s(n — 1,k). (4.4)
Todistus. (Vrt. [5, s. 107]). Maéritelmén [4.2) mukaan

n

(2)n = s(n, k)t

k=0

Toisaalta voidaan kirjoittaa

(@)n = (r —n+1)(x)n1

—_

=(x—n+1)Y s(n—1,i)"
i=0

|
—

n

n—1
n—lzx — n—l an—lz
=0

3

||
m‘wm

n—1
(n—1,5—1)z" —(n—1)) s(n—1,i)z"
1 =0

)

Kun verrataan muuttujan z eksponenttia funktion (z), molemmilla esitys-
tavoilla, on oltava

s(n,k)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k).

Esimerkki 4.4. Kaavan (4.4) ja esimerkin perusteella

5(5,3) = 5(4,2) — (5 — 1)s(4, 3)
— 11— 4-(—6)
= 35.
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Esimerkki 4.5. Taulukossa [2| on esitetty Stirlingin lukujen s(n, k) arvot,
kun 1 <k <n<5h.

k
0] 1 2 3 4 5
1] 1 0 0 0 0
21-1 1 0 0 0
n 3| 2 =3 1 0 0
4/-6 11 -6 1 0
5124 =50 35 —-10 1

Taulukko 2: Stirlingin lukuja s(n, k).

Lause 4.2. s(n,n —1) = —(Z), kun n > 1.

Todistus. Mééritelmén (4.2l mukaan s(n,n — 1) on termin 2"~ * kerroin laske-
vassa kertomassa (x), = z(x — 1) -+ (z —n+ 1). Siis

s(n,n—1)=(=1)+(=2) + -+ (n—1)

—(-1—2— - —m 1)
— —(1424--+n—1)
_n(n—1)
2

Lause 4.3. s(n,1) = (=1)"'(n —1)!, kun n > 1.

Todistus. Maéritelman mukaan s(n,1) on termin z kerroin laskevassa
kertomassa (x), = z(x —1)--- (z —n + 1). Siis

(1) (=2) ... - (n—1)

(- t1-2-...-(n—1)
(=) (n—1).

s(n, 1)

Lause 4.4. >}_, s(n,k) =0, kunn > 2.

Todistus. (Vrt. [5l s. 106]). Tarkastellaan lukuja s(n, k), kun n on mielivaltai-
nen, mutta kiinted. Jos n > k, niin s(n, k) = 0. Oletetaan siis, ettd 1 < k < n,
jolloin luvut s(n, k) saadaan kaavalla (4.3). Kertomafunktio (z),, saa arvon 0
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aina, kun x on positiivinen kokonaisluku ja n > z. Taten, asettamalla z =1
kaavaan (4.3) saadaan

> s(n,k)=0, kunn>2.
k=0

Lause 4.5. Olkoon n > 0 kokonaisluku ja x € R. Tdlloin

n

" =" S(n, k) () (4.5)

k=0

Todistus. (Vrt. [3, s. 31]). Todistetaan véite induktiolla luvun n suhteen.
Jos n = 0,1, niin viite on tosi, silla 2° = 1 = 5(0,0)(x)y ja 2! = z =
S(1,0)(x)o + S(1,1)(z); = 0-1+1-xz. Oletetaan sitten, ettd viite on tosi,

kun n =m —1 (n > 1). Talloin

e =0 S S 1L
= (@ — k) +k) g S(m —1,k)(x)s
- :: S(m —1,k) ()41 + g kS(m — 1, k) ()
— g:l Sim — 1,k —1)(2), + Iék‘s(m — L k) (),
=3 S(m )(e),
=3 Sm e
silli S(m — 1,k) =0, kun k > m — 1 ja S(m, 0) = 0, kun m > 1. -

Esimerkki 4.6. Esitetdin polynomi z* kertomafunktioiden (x); lineaari-
kombinaationa:

4

zt = Z S(4,k) ()

k=0
=5(4,0)(z)o+ S(4,1)(x)1 + S(4,2)(x)2 + S(4,3)(z)3 + S(4,4)(x)4
= (2)1 + 7(2)2 + 6(x)3 + ()4
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4.3 Polynomien matriisiesitys

Tassa aliluvussa jatkamme muuttujan z € R astetta n olevien reaalikertoi-
misten polynomien tutkimista. Kaytamme tarkastelussa apuna matriiseja ja
niille méariteltyja laskutoimituksia. Esimerkissa [4.8| osoitamme, etta Stirlin-
gin luvuista S(n, k) ja s(n, k) muodostetut matriisit ovat polynomivektori-
avaruuden kannanmuutosmatriiseja ja lauseessa [4.7| osoitamme, etta ne ovat
toistensa kaanteismatriiseja.

Esimerkki 4.7. Tarkastellaan muuttujan x € R astetta n olevaa reaaliker-
toimista polynomia, jonka vakiotermi on 0. Téllainen polynomi on muotoa

™ + ap_ 12"+ 4 aq

Tama voidaan kirjoittaa myo6s matriisien (vektorien) tulona:

ant" + ap_ 12"+ agr = [al as - an}
n

Xz

Vasemmanpuoleista vektoria sanotaan polynomin kerroinvektoriksi ja oikean-
puoleista polynomiavaruuden luonnolliseksi kannaksi.

Esimerkki 4.8. Lauseen [1.5 mukaan
" = Z S(n, k)(x)g.
k=0

Koska kuitenkin S(n,0) = 0 aina, kun n > 0, niin voidaan kirjoittaa

vt = S(1,1)(x),
? = 5(2,1)(x); + S(2,2)(x)2

o = 5(n, 1)(@)1 + 5(n, 2)(x)s + - - + 5(n,n)(2)n

ja edelleen matriisikertolaskuna

21 [S(L1) 0 0 - 0 7T[(ah
2] |S21) S22 0 - 0 ||
o LSm1) S(.2) S(.3) - S(mn)] L)

tai lyhyemmin

x; ()1
Tl =[s6a] (‘7’;)2
" (),

17



Vastaavaan tapaan voidaan maéaritelman perusteella kirjoittaa

()1 x;
D2 )] .
(T)n z"

Stirlingin toisten lukujen matriisi on siis polynomiavaruuden kannanmuutos-
matriisi luonnolliselta kannalta [z'];>; kertomakannalle [(z);];>1 ja Stirlin-
gin ensimmaisten lukujen matriisi on kannanmuutosmatriisi painvastaiseen
suuntaan.

Maaritelmé 4.3. Funktiota d(n, j), missa

5(n, j) = {O, kun n # j

1, kunn=y,
sanotaan Kroneckerin delta-funktioksi.
Lause 4.6. Olkoot n ja j positivisia kokonaislukuja ja olkoon r = min{n, j}.
Talloin .
>_ S(n,k)s(k, j) = d(n, j) (4.6)
k=0
ja

r

S s(n, k)S(k, j) = 6(n, 5). (4.7)

k=0

Todistus. Lauseen perusteella voidaan kirjoittaa

S
3
I
NE

S(n, k)(x)g

B
Il
o

I
M=

S(n, k) zn%s(k,j)xj

il
=)

|

I
o

(kznz S(n, k;)s(k,j)) x’
<kzi: S(n, k)s(k,j)) 2.

J

0

I
\),M:

Vertailemalla luvun = eksponentteja yhtalon molemmilla puolilla saadaan

n

3" (. K)s(k,3) = 8(n. j).

k=0

18



Todistetaan jalkimmaéinen vaittama kirjoittamalla

s(n, k)z"

WE

(T)n =

B
Il
o

I
M=

s(n. k) iosac,j)(x)j

;
it

Vertailemalla nyt luvun x kertomafunktion arvoja yhtalon molemmilla puo-
lilla saadaan

b
Il
o

I
M=

<
Il
o

Il
<

Il
M=

s(n, k>s<k,j>) (2);.

0

J

n

> s(n,k)S(k, j) = d(n, j).

Lause 4.7. [S(i, j)]nxn = [8(4, 7))L, (3, s. 31]).

Todistus. Matriisit [S(i, 7)]nxn ja [$(i, J)]nxn Ovat toistensa kaanteismatriise-
ja, jos niiden tulo on identiteettimatriisi I,, = [0(, J)]nxn. Matriisien kerto-
laskusdannon ja kaavan (4.6 perusteella saadaan

150, sen - 150, S lxn = 2 S(i.k) - s(k. )

nxn

joten lause on todistettu. O]

Esimerkki 4.9. Tarkastellaan matriiseja S = [S(4, 7)|nxn ja s = [s(4, J)]nxn,
kun n = 4. Talloin

1000 1 0 0 0
L jt1to00 |-t 1 o0 of
ST=11 310 T2 23 1 of=*

1761 6 11 -6 1
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4.4 Syklinen permutaatio

Téssa luvussa tutkimme joukon [n] permutaatioita, jotka antavat kombina-
torisen tulkinnan Stirlingin ensimmaéisten lukujen s(n, k) itseisarvoille. Esi-
merkissi samaistimme joukon [n] permutaation bijektion 7 : [n] — [n]
kanssa. Otetaan kayttoon merkintd kaikkien bijektioiden [n] — [n] joukolle.

Maaritelma 4.4. Olkoon

S, = {bijektiot [n] — [n]}.

Maaritelma 4.5. Jonon {ai,as,...,a,} permutaatio 7 € S, on syklinen,
jos

m(a;) = ajp1, kuni=1,2,... ,n—1, jan(a,) = ay.
Talloin merkintaa (aq ag --- a,) sanotaan sykliksi. Merkinta (ag -+ a, a;)

tarkoittaa samaa syklia.

Esimerkki 4.10. Olkoon 7 : [7] — [7] bijektio siten, ettd 7(1) = 7, m(2) = 1,
w(3) =3, 7(4) =2, n(5) =6, m(6) = 5 ja m(7) = 4. Tama voidaan merkita
7-jonona

7 =(7,1,3,2,6,5,4)

1 234567
713265 4)°

Permutaatio 7w voidaan esittdd myos erillisten syklien tulona. Nyt

tai taulukkona

l->m()=7T—>7n(7)=4—-7m4)=2—->7(2)=1
tarkoittaa syklid (1742). Vastaavasti
3—7m(3)=3
tarkoittaa syklid (3) ja
5 7(5) =6 — 7(6) =5
syklid (56). Merkitédén nyt
™ = (1742)(3)(56).

Koska syklien alkukohdalla ja syklien keskinéiselld jarjestyksella ei ole mer-
kitysta, niin esimerkiksi merkinnéat

m = (3)(56)(4217) ja 7 = (65)(7421)(3)

tarkoittavat samaa permutaatiota.
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Maaritelma 4.6. Luku ¢(n, k) on joukon [n] niiden permutaatioiden lu-
kuméara, joissa on tasan k syklid. Erityisesti ¢(n,0) = 0, kun n > 0, ja
c(n, k) = 0 aina, kun n < k. Sovitaan liséksi, etta ¢(0,0) = 1 (ks. [4} s. 170]).

Esimerkki 4.11. Joukon [4] 3-sykliset permutaatiot ovat

(12)(3)4),  (13)(2)(4), (14)(2)(3),
23)(1)(4), H1)B) ja  (34)(1)(2).

Téaten c(4,3) = 6.

Esimerkki 4.12. Identtinen kuvaus fiq : [n] — [n], fia(r) = x kaikilla
x € [n], on joukon [n] ainoa permutaatio, jossa on n syklid. Siis ¢(n,n) = 1.

Lause 4.8. (Ks. [4, s. 170]). Olkoon n > 1 ja k > 1. Tdlldin
cn,k)=cn—1,k—=1)+ (n—1)ec(n — 1, k). (4.8)

Todistus. Joukon [n| permutaatiot, joissa on k syklid, voidaan jakaa kahteen
ryhméén. Jos (n) on oma syklinsd, loput & — 1 syklid muodostavat joukon
[n—1] ={1,2,...,n — 1} permutaation. Maaritelmén mukaan téllaisia
permutaatiota on ¢(n — 1,k — 1) kappaletta. Jos (n) ei ole oma syklinsa,
se kuuluu johonkin joukon [n — 1] permutaation k sykleistd. Téllaisia per-
mutaatioita on (n — 1)e(n — 1, k) kappaletta, sillda n voi sijaita n — 1 eri
kohdassa. [

Esimerkki 4.13. Taulukossa |3 on esitetty lukujen c(n, k) arvot, kun 1 <
k<n<H5.

k
o1 2 3 4 5
111 0 0 0 O
21 1 0 0 0
n 312 3 1 0 0
416 11 6 1 0
5124 50 35 10 1

Taulukko 3: Lukuja c(n, k).

Lause 4.9. ¢(n,n —1) = (Z), kun n > 1.

Todistus. Olkoon 7 joukon [n] mielivaltainen permutaatio, jossa on n — 1
syklid. Laatikkoperiaatteen nojalla permutaatiossa 7 on yksi sykli, jossa on
2 alkiota ja loput n — 2 alkiota kuvautuvat itselleen. Télloéin kahden alkion
sykli méardaa permutaation 7 yksikasitteisesti. Se voidaan valita (g) tavalla,
sillé alkioiden keskinaisell& jarjestyksella ei ole valia. O
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Lause 4.10. >} _,c¢(n, k) =n!, kunn > 0.

Todistus. Todistetaan véite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 1, vaite
on tosi silld ¢(n,n) = 1 ja ¢(n,0) = 0. Oletetaan sitten, etta véite on tosi,
kun n =m —1 (n > 1). Tall6in

gc(m,k):g:c(m,k:)zg:(c(m—l,k’—1)+(m—1)-c(m—1,k’))
zkf:c(m—l,k;—1)+(m—1)k§:c(m—1,k)

= cm—1,k)+(m—1)> c(m—1,k)

=0

ol
o
Eod

—~

m— 1)+ (m—1)(m —1)!
=1+m-1)(m—1)!
=m(m —1)!

=ml.

Viitteen voi todistaa my6s kombinatorisella paattelylld (ks. [2, s. 248]). Sum-
malauseke >7_ ¢(n, k) nimittdin laskee yhteen joukon [n] kaikki permutaa-
tiot, joissa on k syklid, kun & = 0,1,2, ..., n. Koska joukolla [n] ei ole muita
permutaatioita, on summaksi tultava n! eli joukon [n] kaikkien permutaatioi-
den lukumaéaara.

[
Esimerkki 4.14. Olkoon n = 5. T&lloin lauseen [£.10 mukaan
5
S e(5,k) = ¢(5,0) + ¢(5,1) + ¢(5,2) + ¢(5,3) + ¢(5,4) + ¢(5,5)
k=0
=0+24+50+35+10+1
=120
=5l
Lause 4.11. ([4 s. 174: 7]). Jos n > 0 ja x € R, niin
Setn k)b =z +1) (v +n—1)=2™, (4.9)

k=0

Todistus. Todistetaan véite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 1, vaite
on tosi, silla ¢(1,0)z° + ¢(1,1)z! = x. Oletetaan sitten, ettd viite on tosi
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mielivaltaisella kokonaisluvulla n =m — 1 (n > 1). Talloin

> e(m, k)zh = i (c(m —1L,k=1)+ (m—1)c(m—1, k))xk

:xic(m—l,k—l)xk_l+( —l)i( —1,k)z"
:xmz_:lc( —1,k)2" + (m mz:lc —1,k)x
= @)+ = 1)

4 m = 1))

= (
= (

)"

Esimerkki 4.15. Kun verrataan laskevaa kertomafunktiota
()4 =z(r — 1)(z — 2)(x — 3)
= 2* — 62 + 1122 — 62
= s(4,4)x" — s(4,3)2> + s(4,2)z* — s(4, 1)z
nousevaan kertomafunktioon
W =2z +1)(x+2)(z+3)
=%+ 62 + 1122 + 62
=c(4,4)x* + c(4,3)2” + c(4,2)z* + c(4, 1),

niin huomataan, etté tekijoiden x, 22, 23 ja 2* vakiokertoimet ovat itseisar-
voltaan samat. Osoitetaan tdma seuraavassa lauseessa.

Lause 4.12. s(n, k) = (=1)""*¢(n, k), kunn >0 ja k > 0.

Todistus. (Vrt. [4, s. 171]). Jos k = 0, niin véite on tosi kaikilla n > 0, silla
5(0,0) = 1 = (=1)%(0,0) ja s(n,0) = 0 = ¢(n,0), kun n > 0. Jos k > 0,
niin todistetaan véite induktiolla luvun n suhteen. Viite on tosi, kun n = 0,
silla s(0,k) = 0 = ¢(0, k) kaikilla k£ > 0. Oletetaan sitten, etta viite on tosi
mielivaltaisella kokonaisluvulla n = m —1 (n > 1). Kaavan (4.4) ja induktio-
oletuksen perusteella voidaan kirjoittaa

1)’” ket c(m—1,k— 1) ( — )™ he(m — 1, k)
D™ *e(m — 1,k — 1)+ (m — 1) - (=1)" *e(m — 1, k)
D™ (e(m =1,k = 1)+ (m = 1) - ¢(m — 1, k))

)™ e(m, k).

(
= (=
= (=
= (=
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4.5 Differenssioperaattori

Tassa aliluvussa tutustumme lukujonoihin. Valitsemme lukujonoksi koko-
naisluvuilla n > 0 madritellyn funktion. Maarittelemme ensin funktion dif-
ferenssin ja todistamme kaksi differensseihin liittyvaa laskukaavaa. Esimer-
kissa osoitamme differenssien avulla uuden yhteyden muotoa f(x) = z"
olevien funktioiden ja Stirlingin lukujen S(n, k) vélille.

Maaritelma 4.7. Olkoon f(n) kokonaisluvuilla n > 0 maéaritelty funktio.
Téalloin funktion f(n) ensimmaéinen differenssi on

Af(n) = fn+1) = f(n),
toinen differenssi
A*f(n) = Af(n+1) = Af(n)
ja k:s differenssi
AFf(n) = A(AMf(n)).
Sovitaan lisiksi, ettd A°f(n) = f(n).
Esimerkki 4.16. Olkoon f(n) kokonaisluvuilla n > 0 mééritelty funktio.
Talloin
A’f(n) = A(Af(n))
A(f(n+1) = f(n))
—f+ ) = (F+ 1) — f)

— fn+2)
=f(n+2)—2f(n+1)+ f(n)

ja
) = A(8500)
=A(f(n+2) —2f(n+1) + f(n))
f(n+3)=2f(n+2)+ f(n+1)
— (fn+2) = 2f(n+1)+ f(n))
fn+3)=3f(n+2)+3f(n+1) = f(n).

Lause 4.13. (Ks. [4, s. 171]). Olkoon f(n) kokonaisluvuilla n > 0 mddritelty
funktio. Tdalldin

A™ f(n) = fj(—nk (Z‘)f(n tm—k)
kaikilla m > 1 .
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Todistus. Todistetaan véite induktiolla luvun m suhteen. Viite on tosi, kun
m =1, silla

;(—1)’“@)]“(71 f1o)
= (—1)0<(1)>f(n +1-0)+ (-1)* G)f(n +1-1)

= fln+1) = f(n)
= Af(n).

Oletetaan sitten, etta véite on tosi mielivaltaisella kokonaisluvulla j = m—1.
Talloin

A" f(n) = A(A™ f(n))
=A™ f(n+1) — A" f(n).

Nyt induktio-oletuksen mukaan

A" (n+1) = m_l(—l)k<mk_ 1>f(n—|— 1+(m—1)—k)

:m__ (—1)* mk— 1>f(n~|—m—k:)
= f(n+m) —|—m__ (—1)k<mk_ 1>f(n+m—k),

koska (—1)0(’”0_1) =1-1=1. Vastaavasti saadaan

~am i = = S (" -1 0
SRS W VCRRTR
=S () m -+ s,

Koska (m_l) + (m_l) = (’:), niin summalausekkeet voidaan yhdistdé ja

silli f(n+m) = (=1)°(7)f(n+m—0)ja f(n) = (1) f(n+m—m). O
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Esimerkki 4.17. (Ks. [4, s.172]). Olkoon f(n) kokonaisluvuilla n > 0 méaa-
ritelty funktio ja m > 1. Kun n = 0, niin lauseen [4.13] perusteella

U m

Am7(0) = Y11 o=
k=0

Merkitdan sitten 7 = m — k, jolloin lauseke saadaan muotoon

A™£(0) = ]é(—n"”' (?)f(j)-

Talla lausekkeella voidaan ilmaista funktion f(n) m:s differenssi pisteessa 0

arvojen f(0), f(1),..., f(m) avulla.

Lause 4.14. (Ks. [4, s. 172]). Olkoon f(n) kokonaisluvuilla n > 0 mddritelty
funktio. Tdalloin

1 =3 (7)ats0) (1.10)

k=0

Todistus. Todistetaan véiite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 0, 1, vaite
on tosi, silla

()80 =1-70) = 50

ja

<1>A°f(0> ¥ G)Af(O) — 1. £(0) +1- AF(0)

0
= f(0) + (1) = f(0)
= f(1).

Oletetaan sitten, ettd viite on tosi, kun n = m — 1 (n > 1). Kirjoitetaan
ensin . .
ST akr) = (T)acr0) + 3 (1) Ak F(0). (4.11)
i \F 0 i \F

Huomataan, etté (g) =1= ("81). Kaavan mukaan (Z) = (n?)"'"(;tj);
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jolloin (4.11)) saadaan muotoon

() 2r0+ 3 (7)o

0
(" o S () () o
_ (” 1) A°£(0) +;§ (“ ; 1) A £(0) + :2: (Z - 1) AFF(0)

0
s (” . 1) ARF(0) + A( Y ARF(0))

k=0

]

Esimerkki 4.18. (Ks. [4, s.172]). Funktion f(n), n > 0, erotustaulukko on

1(0) 7 /(2) /(3)
AF(0) AF(1) Af@) .
AZf(0) AZf(1) AZf(2) ...
23 1(0) A%f(1)

AL£(0) AYF(1) ...

Esimerkki 4.19. (Ks. [4, 5.172]). Olkoon f(n) = n?. Talloin erotustaulukko
on

0 1 8 27 64 125 ...
1 7 19 37 61
6 12 18 24
6 6 6
0 0

Taulukosta nahdadan, etta f(0) = 0, Af(0) = 1, A%2f(0) = A3f(0) = 6 ja
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A™f(0) = 0, kun m > 3. Lauseen m perusteella voidaan kirjoittaa

-3

2 ()
“o{o) () o) o) o) o)
=(0) o) +o(3)

Koska saatu tulos on voimassa adarettomén monella muuttujan n arvolla,
polynomiyhtalona se on voimassa myos mielivaltaisella muuttujalla x € R.

Kirjoitetaan sitten (i) =L k), , jolloin saadaan

7= (1) o) el

= (D + @+ 3 (@)

A f(0)
1

Yleisesti, kun f(z) = 2", niin

=y (i) atf0) = o 2

k=0

Kuitenkin lauseen [4.5] mukaan

joten

ZSnk‘ ZZ:
)k

Kun tdma jaetaan puolittain termilld (z

A*£(0)
K

niin saadaan

S(n, k) = kun 0 < k < n.

Tama voidaan viela kirjoittaa muotoon
AFF(0) = S(n, k)k!.

Lauseen [3.5| mukaan S(n, k)k! on surjektioiden lukumééra joukolta [n] jouk-
koon [k]. Titen AFf(0) saa kombinatorisen tulkinnan, kun f(x) = 2.
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5 Generoivista funktioista

Tassa luvussa annamme maédritelman lukujonon tavalliselle ja eksponenti-
aaliselle generoivalle funktiolle. Esimerkissa johdamme lausekkeen luku-
jonon S(n, k),>o tavalliselle generoivalle funktiolle. Lauseessa tutkimme
lukujonon S(n, k),>o ja lauseessa lukujonon B(n),>o eksponentiaalista
generoivaa funktiota.

Maéritelmé 5.1. Generoiva funktio jonolle (a,,)7°, on muodollinen potens-
sisarja

flx) = i apz”.
n=0

Esimerkki 5.1. Olkoon n > 0 mielivaltainen, mutta kiinted kokonaisluku
ja ap = s(n, k). Maaritelmien [4.2| ja perusteella kertomafunktio (x), on
jonon s(n, k)g>o generoiva funktio.

Esimerkki 5.2. (Ks. [4, s.163-164]). Olkoon k£ > 0 mielivaltainen, mutta
kiinte& kokonaisluku ja a,, = S(n, k). Merkitaan

fr(x) = Z S(n, k)x".
n=0
Jos k = 0, niin

fo(z) = io S(n,0)z"

= 5(0,0) + S(1,0)x + S(2,0)z* + - - -
5(0,0)
L.

Jos k > 0, niin aloitetaan rekursiokaavasta ((3.1)):
S(n,k)=Sn—1,k—1)+kS(n—1,k).

Kun tamé kerrotaan puolittain termilld z" ja lasketaan yhteen muuttujan
n > 1 arvoilla, niin saadaan

iS(n,k)x”: iS(n—l,k—1)x”+§:k5(n—1,k)x”. (5.1)

n=1

Nyt yhtalon (5.1]) vasen puoli on
> S(n,k)z" = S(1,k)x + S(2, k) + - --
n=1

=S5(0,k) +S(1,k)x + S(2,k)a* + - - -
= fu(@),
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silla S(0,k) = 0, kun k£ > 0. Vastaavasti yhtalon ([5.1]) oikean puolen ensim-
mainen summa on

Y Sn—1k-1z"=2> Sn—1k—1)z""
n=1

n=1

= rfy-1()
ja jalkimmainen summa

S kS(n—1,k)a" =kzd S(nh—1k)z""

n=1 n=1

= kz fi().

Saadaan siis
fi(@) = xfya(z) + ka fr().

Kun tésta ratkaistaan fi(z), saadaan rekursiivinen kaava

filw) = 1= i @),

Edella osoitettiin, ettd fo(x) = 1, joten

fiz) = 1ixfo($) = 1ix
fQ(I) = 1_ 2$f1($) = (1 — x)(l _ 21‘)
fs(z) = 1_ 3xf2($) = (1 —2)(1—2x)(1—3z)

ja niin edelleen. Olemme todistaneet seuraavan lauseen.

Lause 5.1. Olkoon k > 0 mielivaltainen, mutta kiinted kokonaisluku. Luku-
jonon S(n,k)n,>o generoiva funktio on 1, jos k =0, ja

kun k > 0.

Maaritelmé 5.2. Eksponentiaalinen generoiva funktio jonolle (a,)5, on

o l.n
g(x) = nzzoanm~
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Lause 5.2. (Vrt. [5, s. 111]). Olkoon k kiinted posititvinen kokonaisluku ja
a, = S(n, k). Talloin
B (ex . 1>k
9(2) = ———

Todistus. Binomilauseen perusteella
k! (" =1)" = k! Z (=07 )e '

Kaytetaan sitten tietoa, etta

ar __ = ngib
e —nz:%a e
jolloin saadaan
1, & 1 E\ & "
g -0 = e () e

Todistus. (Vrt. [4, s.165]). Merkitdén ensin
[e.e] ’:Cn
glx) = B(n)ﬁ‘
= n!

Tutkitaan sitten kaavaa (3.7):

n—1
s -3 (" )80

=0\ J
Kun tama kerrotaan puolittain termilla T ja lasketaan yhteen kaikilla

(n—1)!
n > 1, saadaan

o0 ajnfl 00 n—1 n—1 ) xnfl
> B(n) 1) (Z ( j )B(J)> D (5.2)



Nyt yhtalon (5.2]) vasen puoli on funktion g(x) derivaatta, ts.

:L.nfl

3 B gy = 9/a)

Yhtélon ([5.2) oikealla puolella voidaan merkitd m = n— 1, jolloin se saadaan
muotoon

20 )m) 5B E()e) 5

Saadaan siis ¢'(z) = e®g(r), jonka yleinen ratkaisu on muotoa g(r) = e +¢

missa C' € R on mielivaltainen. Téssa kuitenkin g(0) = B(0) = 1, joten
1 = e"tC = ¢! Siis on oltava C' = —1. Talléin lukujonon B(n) eksponen-
tiaalisen generoivan funktion lausekkeeksi saadaan
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