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Tiivistelma

Tassé tutkielmassa esitetddn metrisen avaruuden késite ja tutkitaan erilais-
ten joukkojen ominaisuuksia metrisissa avaruuksissa. Metriset avaruudet ovat
joukkoja, joissa voidaan mitata pisteiden vélisia etéaisyyksid. Aluksi maaritel-
laan avoin pallo, jota kiaytetdan tutkielmassa esiintyvien muiden kéasitteiden,
kuten sisdpiste ja kasautumispiste, maarittelyssa. Tutkielma painottuu sul-
jettuihin joukkoihin metrisisséd avaruuksissa. Lukijalta edellytetdan joukon
infimumin ja supremumin kéasitteiden tuntemusta, silla ndma ovat keskeises-
sé osassa rajoitettujen joukkojen havainnoillistamisessa. Lopuksi tutkitaan
metrisen aliavaruuden avoimien ja suljettujen joukkojen suhdetta metrisen
avaruuden avoimiin ja suljettuihin joukkoihin. Tutkielman paaldhteena kay-

tetdan Satish Shiralin ja Harkrishan L. Vasudevan teosta Metric Spaces.



1 Johdanto

Tama tutkielma kasittelee metrisen avaruuden ominaisuuksia ja erityisesti
joukkoja metrisissa avaruuksissa. Luvussa 2 tarkastellaan metrisen avaruu-
den perusméaritelmien lisdksi myos diskreettia ja euklidista avaruutta.

Luvussa 3 havainnoidaan avoimien joukkojen ominaisuuksia metrisessa
avaruudessa. Topologian peruskasitteiden, kuten sisépiste ja kasautumispis-
te, maarittely on joukkojen tutkimisen kannalta tarkedssé asemassa. Tutkiel-
ma painottuu lukuun 4, jossa esitetaén suljettuihin joukkoihin liittyvié kasit-
teita ja lauseita. Lopuksi luvussa 5 maéaritellaan aliavaruus, ja tarkastellaan
avoimiin ja suljettuihin osajoukkoihin liittyvia lauseita.

Lukijalta edellytetddn joidenkin joukko-opin perusasioiden tuntemista.
Lukijan olisi hyva tietda yhdisteen ja leikkauksen késitteet seké osajoukon
tarkka maaritelméa. Myos analyysin perusasioiden, kuten kolmioepéyhtélon,
supremumin ja infimumin olisi hyva olla lukijalle tuttuja.

Tutkielman ldhdemateriaalina on kaytetty padasiassa Satish Shiralin ja
Harkrishan L. Vasudevan teosta Metric Spaces. Taydentéavina lahdemateriaa-
leina on kaytetty Wilson A. Sutherlandin teosta Introduction to Metric and
Topological Spaces, Brian S. Thomsonin, Judith B. Brucknerin ja Andrew
M. Brucknerin teosta Elementary Real Analysis sekd Seymour Lipschutzin

teosta Theory and Problems of General Topology.

2 Metriset avaruudet

Luvussa 2 esitetdan jatkon kannalta oleellisia maaritelmia. Tutkielmassa
luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan joukkoa {1,2,...} ja merkitddn symbolil-
la N. Tutkielman alussa esitetdan diskreetti ja euklidinen avaruus havainnol-
listamaan metrisen avaruuden ominaisuuksia. Tunnetuimpia euklidisia ava-
ruuksia ovat reaalilukujen joukko R ja taso R?. Lihteind kiytetddn teoksia
[1,s. 121], [2, s. 38], [3, s. 40-42] ja [4, s. 576-578].



2.1 Tarvittavia maaritelmia

Tassa kappaleessa esitetadn metriikan, metrisen avaruuden ja raja-arvon

maéadaritelméat. Lisaksi tarkastellaan metriikan ominaisuuksia esimerkin avulla.
Maaritelma 2.1. Olkoon X epétyhja joukko. Kuvausta

d: X xX =R

kutsutaan metriikaksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla z,y, z € X:
(i) d(z,z) =0,
(i) d(x,y) > 0, jos = # v,
(iil) d(z,y) = d(y, z),
(iv) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).
Jatkossa metriikkaa merkitadn myos lyhyemmin kirjaimella d.

Mairitelma 2.2. Metrinen avaruus on jarjestetty pari (X, d), jossa X on
epatyhja joukko ja d on joukon X metriikka. Metristd avaruutta (X, d) mer-
kitadn jatkossa myos metrisen avaruuden joukolla X, jos metriikka d on ker-

rottu tai muuten ilmeinen.

Esimerkki 2.1. Olkoon d epétyhjan joukon X metriikka. Osoitetaan, etté

kuvaus
d(z,y)
1+d(x,y)’

missa z,y € X, on myos joukon X metriikka. Kuvaus e toteuttaa metriikan

6(.%,3/) =

méaéritelméan ehdot (i)-(iii), silla d on joukon X metriikka. Kuvauksen e tulisi
siis toteuttaa vield kolmioepéyhtalo (iv), jotta se olisi joukon X metriikka.
Olkoot z,y,z € X. Nyt

d(z,y) < d(z,y)
1+d(z,y)+d(y,z) ~ 1+d(z,y)

= e(z,y)

ja
d(y, 2) < _y2)
L+d(z,y)+d(y,2) ~ 1+d(y,=

) =e(y, 2).

Néahdéaén, etta
d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2),
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silld d on joukon X metriikka. Saadaan, etta

d(z, 2)
1+d(x,2)

d(z,y) +d(y, z)
“ 1+4+d(z,y) +d(y, 2)
_ d(z,y)

l+d(z,y)+d(y,z) 1+d(x,y)+d(y,z2)

<e(z,y) + ey, 2).

e(x,z) =

Taten e on joukon X metriikka.

Maaritelma 2.3. Olkoon {z,} jono joukossa X metrisesséd avaruudessa
(X,d). Piste z € X on jonon {z,} raja-arvo, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa
ng € N siten, etta

d(zp,z) <€, kun n > n,.

Jos = toteuttaa nama ehdot, niin jono {z,} suppenee pistetta x kohti. Téata

suppenemista merkitaan x, — x.

2.2 Diskreetti ja euklidinen avaruus

Metriset avaruudet ovat siis joukkoja, joissa voidaan mitata pisteiden vé-
lisi& etaisyyksid. Seuraavissa esimerkeissd tutkitaan metriikan méaritelman

ehtojen toteutumista erilaisissa kuvauksissa.

Esimerkki 2.2. Olkoon X epatyhja joukko. Maaritellaan kuvausd : X x X — R

asettamalla

1, kun x #y,
(2.1) d(z,y) =
0, kunz=y.

Osoitetaan, ettd d on metriikka joukossa X. Ehdot (i)-(iii) seuraavat suoraan
kuvauksen d méérittelevasta ehdosta (2.1). Olkoot z,y,z € X. Jos x = z,
niin d(x, z) = 0 ja kolmioepayhtalo (iv) toteutuu. Jos taas x # z, niin joko
x # y tai y # z, jolloin kolmioepayhtélon (iv) oikea puoli on vdhintdan
yksi. Kuvausta d kutsutaan diskreetiksi metriikaksi. Jarjestettya paria (X, d)

kutsutaan diskreetiksi avaruudekssi.



Esimerkki 2.3. Olkoon X = R", missid n € N ja olkoon ¢ = 1,...,n.
Metriikkaa

n

da(z,y) = \/(551 —y1)?+ (w2 = y2)? o (= yn)? = | D (@ — i)

=1

missa © = (21, %2,...,2,) € R" jay = (y1,%2, .-, Yn) € R, kutsutaan eukli-
disekst metriikaksi. Merkintda dy kdytetddan myos tutkielmassa myohemmin
kuvaamaan euklidista metriikkaa. Osoitetaan, etta pari (R™, dy) on metrinen
avaruus. Joukko R" on epatyhja, joten riittaa osoittaa, ettd do on joukon R™

metriikka. Nyt
dy(w,x) = | > (s — 23)? = 0,

joten ehto (i) toteutuu. Jos x # y, niin

n

da(x,y) = || D_ (2 —:)* > 0,

i=1

silld positiivisten lukujen summan neligjuuri on positiivinen. Selvasti myos
do(x,y) = do(y,x) patee. Ehtojen (ii) ja (iii) toteuduttua tutkitaan viela
ehtoa (iv). Olkoon z = (z1,29,...,2,) € R" ja merkitddn x; — y; = 7; ja

y; — z; = s;. Ehdon (iv) toteutumiseksi tulisi epayhtélon

=1

pated. Korotetaan epéayhtalod puolittain nelioon, jolloin saadaan

ZT?+ZS?+2ZTiSi§ZT?+ZS?—I—2 er Zsf
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 \i=1  \i=1

Jéljelle jaavaa epayhtéaloa

kutsutaan Cauchy-Schwarzin epdyhtdloksi, jonka todistus l0ytyy teoksesta
[2, s. 25]. Néin ollen dy on joukon R™ metriikka ja paria (R",dy) kutsutaan

euklidiseksi avaruudeksi.



Esimerkki 2.4. Reaalilukujoukon R yleinen metriikka on
dy =|x—y|, jossa z,y€R.

Nyt (R,dy) on euklidinen avaruus. Toinen tunnettu euklidinen avaruus on

taso R2, jossa metriikkana on

dy = /(@1 — g2 + (12— )2, kun (21,31), (22, 9) € R2.

3 Avoimet joukot metrisessi avaruudessa

Tassa luvussa keskitytdan avoimia joukkoja koskeviin maaritelmiin ja lausei-
siin. Avoimien joukkojen tutkimisessa tarvitaan avoimen pallon méaritelmaa,
jota kaytetdadn muun muassa tulevissa todistuksissa. Lahteind on kaytetty
teoksia [2, s. 64-70] ja [3, s. 51].

3.1 Avoin ja suljettu pallo

Avoimen ja suljetun pallon méaritelmét ovat joukkojen tutkimisen kannalta
tarkedassa asemassa. Téssd pykaldssd maéaaritelladn myos pisteen ymparisto

metrisessd avaruudessa.

Maiéritelma 3.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Tall6in joukkoa
B, (zg) ={z € X : d(z,z) <71},

jossa keskipisteend on zy € X ja siteend on 0 < r € R, kutsutaan avoimeks:

palloksi. Joukkoa, jossa keskipisteend on zy € X, siteend on 0 < r € R ja
Bi(xo) ={z € X :d(x,x9) <71},
kutsutaan suljetuksi palloksi.

Maaritelma 3.2. Olkoon U metrisen avaruuden (X, d) osajoukko. Joukko U
on avoin, mikéli jokaista pistetta x € U kohti on olemassa r > 0 siten, ettéd
B,.(z) C U. Toisin sanottuna joukko U on avoin, jos jokainen sen piste x on

keskipiste avoimelle pallolle, joka sisaltyy joukkoon U.

Lause 3.1. Metrisen avaruuden (X, d) jokainen avoin pallo on avoin joukko.

b}



Todistus (vrt. [2, s. 66]). Olkoon B,(z) avoin pallo. Nyt B,(z) on epétyhja,
silld « € B,.(z). Olkoon y € B,(x) siten, ettd d(y,z) < r. Merkitédén

r'=r—d(y,x) > 0.
Osoitetaan, ettd B, (y) C B,(z). Nyt olkoon z € B,.(y). Tésté seuraa, etté
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <r' +d(y,x) =r,

joten z € B,.(z). Néin ollen jokaiselle pisteelle y € B,.(x) on olemassa avoin
pallo B,/(y) C B,.(z). Taten on todistettu, ettd B,(x) on metrisen avaruu-
den (X, d) avoin osajoukko. O

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan erilaisia avoimia joukkoja.
(i) Jos X =R, niin B, (o) on avoin vali (zg — 7,z + r).

(i) Jos X =R3 ja d = dy on euklidinen metriikka, niin B, (z) on

xo-keskinen ja r-sateinen avoin pallo.

Maaritelma 3.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Pisteen zg € X ympdris-
to on mielivaltainen zo-keskinen metriseen avaruuteen (X, d) kuuluva avoin

pallo.

3.2 Avoimien joukkojen havainnointia

Tassé pykalédssa esitetddn avoimien joukkojen yhdisteita ja leikkauksia met-

risessé avaruudessa koskevia lauseita.
Lause 3.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Nyt
(i) joukot O ja X ovat avoimia,
(ii) avoimien joukkojen kaikki yhdisteet ovat avoimia,
(iii) avoimien joukkojen ddrelliset leikkaukset ovat avoimia.

Todistus (vrt. [2, s. 67]). (i) Tyhja joukko () ei sisdlla yhtddn pistetta. Avoi-
men joukon ehtona on, ettd jokainen joukon () piste on keskipisteeni avoi-

melle pallolle, joten ehto péatee automaattisesti. Koko avaruus X on avoin,



silla jokaisen avoimen pallon, jonka keskipiste kuuluu joukkoon X, pisteet

kuuluvat joukkoon X.

(ii) Olkoon I mielivaltainen indeksijoukko. Nyt olkoon { G;: i € I } mie-

livaltainen avoimien joukkojen joukkoperhe ja
i€l
Jos joukko H on tyhjé, niin se on avoin kohdan (i) nojalla. Oletetaan siis,

ettd joukko H on epétyhja ja sisiltad alkion x € H. Télloin x € G; jollakin

1 € I. Koska G; on avoin, on olemassa r > 0 siten, etté

Téaten jokaisella alkiolle x € H on olemassa r > 0 siten, ettd B,(z) C H.

Tasta seuraa, ettd avoimien joukkojen yhdiste on avoin.

(iii) Olkoon {G,: j =1,2,...,n} darellinen avoimien joukkojen joukko-
perhe ja
G=)G;
j=1

Jos joukko G on tyhji, niin se on avoin kohdan (i) nojalla. Oletetaan, ettd G
on epatyhja ja sisiltdd alkion x € G. Nyt z € Gy kaikilla £k = 1,...,n.
Koska G} on avoin, niin on olemassa r, > 0 siten, ettd B, (z) C Gy
kaikilla £ = 1,...,n. Olkoon r = min{ry,ro,...,r,}. Télloin r > 0 ja
B,(z) C B, (x), kun k =1,...,n. Nyt siis

BT(J;) g ﬂ B?"k g Gy
k=1

joten avoimien joukkojen aarellinen leikkaus on avoin. O

Lause 3.3. Metrisen avaruuden (X,d) osajoukko G on avoin jos ja vain jos

se on avoimien pallojen yhdiste.

Todistus (vrt. [2, s. 68]). Lauseen 3.2 nojalla avoimien joukkojen yhdiste on
avoin. Osoitetaan siis, etta jos joukko on avoin, niin se on avoimien pallojen

vhdiste. Oletetaan, ettd G on avoin joukko. Jos G' = (), niin se on avoin
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lauseen 3.2 nojalla. Tyhjien joukkojen yhdiste on tyhja joukko, ja taten myos
avoin. Oletetaan siis, ettd G on epétyhja joukko ja olkoon x € G. Téll6in on

olemassa r, > 0 siten, ettd B, (x) C G. Taten
G=J B, (),
xeG

silla jokainen avoimen joukon G piste kuuluu avoimeen palloon, joka sisiltyy

kokonaan joukkoon G. O

3.3 Sisipiste ja sisapisteisto

Monet metrisiin avaruuksiin liittyvat késitteet voidaan maaritella pelkastaan
avoimien pallojen avulla. Naitd ovat muun muassa sisépiste ja sisdpisteisto.
Tassa kappaleessa todistetaankin, etta avoin joukko koostuu pelkisté sisapis-

teista.

Maiaritelmé 3.4. Olkoon U metrisen avaruuden (X, d) osajoukko. Pisteu € X
on joukon U sisdpiste, jos u € B.(u) C U jollakin r > 0. Joukkoa U° sanotaan

joukon U sisapisteistoksi, jos se sisaltda tasmalleen joukon U sisépisteet.
Esimerkki 3.2. Joitakin esimerkkeja sisépisteista.

(i) Olkoon X = R? ja d = dy on euklidinen metriikka. Talloin jouk-

ko B, (xq) sisaltdd xo-keskisen ja r-sateisen ympyran sisapisteet.

(ii) Olkoon X = R? ja d(x,y) = |z1 — 1| + |x2 — yo|. TéllSin B,(zy) on
sisapisteiden joukko sellaisesta x-keskisestéa neliosté, jonka 2r-pituiset

lavistajat ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset.
Lause 3.4. Olkoon U metrisen avaruuden (X, d) osajoukko. Nyt

(i) sisdpisteisté U° on joukon U avoin osajoukko, joka sisdltad kaikki jou-

kon U avoimet osajoukot,
(ii) joukko U on avoin jos ja vain jos U = U°.

Todistus (vrt. [2, s. 69]). (i) Jos U° = (), niin véite patee. Olkoon U°® # ()

ja x € U° mielivaltainen piste. Talloin on olemassa avoin pallo B,.(z) C U



jollakin > 0. Koska B,.(x) on avoin joukko, niin jokainen tdmén joukon pis-
te on keskipisteend avoimelle pallolle. Ndméa avoimet pallot kuuluvat jouk-
koon B,(z) ja siten myos joukkoon U. Téaten jokainen joukon B,(x) piste
on joukon U sisapiste eli B,(z) C U°. Koska x € U° valittiin mielivaltaises-
ti, niin jokainen piste x € U° on keskipiste avoimelle pallolle B,(z) C U°
jollakin r > 0. Téaten U on avoin joukko.

Osoitetaan vield, ettd sisdpisteisto U° sisédltad kaikki avoimet osajou-
kot G C U. Olkoon = € G. Koska G on avoin joukko, niin on olemassa
avoin pallo B,.(z) C G C U, jollakin r > 0. Téalléin = € U°. Taten jos x € G,
niin x € U° eli G C U°.

(ii) Kohdassa (i) on todistettu, ettd joukon U sisdpisteisté U° on avoin ja
sisaltda joukon U kaikki avoimet osajoukot. Jos joukko U on avoin, niin se
sisaltad vain sisdpisteensd, eli U = U°. Jos taas U = U?, niin U siséltda vain
sisapisteensa eli U on avoin joukko.

O

Lause 3.5. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Olkoot A ja B joukon X

osajoukkoja. Tdlloin
(i) AC B= A° C B°,
(ii)) A°NB°=(ANB)°,
(iii) A°UB° C (AU B)°.

Todistus (vrt. [2, s. 69]). (i) Olkoon z joukon A° mielivaltainen piste. M&é&-
ritelmén 3.4 nojalla on olemassa r > 0 siten, ettd B,(z) C A. Jos A C B,
niin B, (x) C B eli z € B°.

(ii) Leikkauksen méaaritelmén nojalla tiedetddn, etta
ANBCA ja ANBCB.
Kohdan (i) perusteella voidaan nyt todeta, ettéa

(AN B)° C A° kuin my6és (AN B)°C B°.



Taten (ANB)° C A°NB°. Toisaalta, olkoon z € A°’NB°eliz € A°jax € B°.
On siis olemassa 1, > 0 ja 7o > 0 siten, ettd B, (z) C A ja B,,(x) C B. Jos
merkitdan r = min{ry, 72}, niin r > 0 ja B,(z) € ANB. Nyt siisz € (ANB)°,
joten A°N B° C (AN B)°. Taten viite A°N B° = (AN B)° on tosi.

(iii) Yhdisteen méaritelman nojalla tiedetéén, etté
ACAUB ja BCAUB.
Kohdan (i) perusteella voidaan nyt todeta, ettd A°U B° C (AU B)°. ]

Esimerkki 3.3. Osoitetaan, ettd joukon [0,1] C R sisdpisteisto on jouk-
ko (0,1). Olkoon z € (0,1). Avoin vili (0, 1) on avoin joukko, joten on olemas-
sa r > 0 siten, ettd (z —r,x+1r) C [0, 1]. Nyt siis z on joukon [0, 1] sisdpiste.
Tutkitaan vield joukon [0, 1] padtepisteet. Piste 0 ei ole joukon [0, 1] sisdpis-
te, silld ei ole olemassa sellaista r > 0, joka toteuttaisi ehdon (—r,r) C [0, 1].
My6s piste 1 ei kuulu joukon [0, 1] sisdpisteistoon, silla ei ole olemassa sel-
laista r > 0, joka toteuttaisi ehdon (1 —r,1+ ) C [0, 1].

4 Suljetut joukot metrisessi avaruudessa

Jotta metrisid avaruuksia pystyttaisiin tutkimaan paremmin, tarvitaan sul-
jettuihin joukkoihin liittyvid maédritelmia. Téssd kappaleessa méaritelldan
muun muassa joukon kasautumispiste ja sulkeuma. Sulkeuman késitetta tar-
vitaan yhtendisten joukkojen tutkimiseen. Téssa luvussa lahteena kaytetaan
teosta [2, s. 70-77, s. 156-158].

4.1 Kasautumispiste

Joukon F' kasautumispisteelld metrisessa avaruudessa (X, d) tarkoitetaan pis-
tetta, jonka jokainen ympéristo sisaltaéd joukkoon F' kuuluvan kasautumispis-
teestd eriavan pisteen. Kasautumispisteen ei siis tarvitse valttamatta kuulua
joukkoon F'.

Maaritelma 4.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja F' C X. Piste x € X

on joukon F' kasautumispiste, jos jokainen x-keskinen avoin pallo sisaltaé vé-
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hintdan yhden pisteen y € F siten, ettd x # y. Joukon F' kasautumispisteiden

joukkoa merkitaan F’.

Maaritelméa 4.2. Joukko F' metrisessa avaruudessa (X, d) on suljettu, jos

se siséltaad kaikki kasautumispisteensa.

Lause 4.1. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Nyt tyhji joukko () ja koko
joukko X ovat suljettuja joukkoja.

Todistus (vrt. [2, s. 73]). Tyhjalla joukolla () ei ole kasautumispisteita. Sul-
jettu joukko sisaltaé kaikki kasautumispisteensa, ja taten tyhja joukko () on
suljettu. Koska koko joukko X sisaltda kaikki pisteet, niin se sisdltda myos

kaikki kasautumispisteensa ja on taten suljettu joukko. O]

Lause 4.2. Joukko F metrisessd avaruudessa (X, d) on suljettu jos ja vain

jos sen komplementti X\F on avoin.

Todistus (vrt. [2, s. 74]). Oletetaan, etta metrisen avaruuden (X, d) joukko F
on suljettu. Jos F' = (), niin X\ F = X on avoin lauseen 3.2 nojalla. Samoin,

jos F'= X, niin X\ X = ) on avoin. Oletetaan siis, etta
F#£0 ja X\F#0,

ja olkoon z € X\F. Koska F' on suljettu ja ¢ F, niin z ei voi olla jou-
kon F' kasautumispiste. On siis olemassa r > 0 siten, ettd B,(z) C X\F.
Téten jokainen joukon X\ F piste sisiltyy avoimeen palloon, joka sisiltyy
joukkoon X\ F'. Tésté seuraa, etté joukko X\ F on avoin.

Oletetaan nyt, ettd X'\ F' on avoin joukko. Osoitetaan, etta F' on suljettu
joukko eli sisaltéda kaikki kasautumispisteensa. Olkoon x € X joukon F' ka-
sautumispiste. Tehdédén vastaviite, etta x ¢ F eli x € X\ F ja tédten F olisi

avoin joukko. On siis olemassa r > 0 siten, etté
B,(x) CX\F eli B.(zx)NF=1{.

Nyt x ei voi olla joukon F' kasautumispiste, mikd on ristiriidassa oletuk-
sen kanssa. Téaten alkuperdinen vaite patee eli x € F'. Joukko F' sisaltaa siis
kaikki kasautumispisteensa ja on siten suljettu. Taten on osoitettu, etta met-
risen avaruuden osajoukko on suljettu jos ja vain jos sen komplementti on

avoin. L]
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Lause 4.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja F C X. Jos xog on joukon F
kasautumispiste, niin jokainen avoin pallo B,(x¢), jossa r > 0, sisdltdd dd-

rettoman mddardn joukon F' pisteita.

Todistus (vrt. [2, s. 70]). Tehddan vastaviite, etta avoin pallo B, (zy) siséltaa
vain darellisen maéran joukon F' pisteitd. Olkoot y; # zp, missd i = 1,...,n,

joukkojen B, (xg) ja F yhteiset pisteet. Merkitaan

0= min{d(yb $0)> s 7d(yn> -730)}

Nyt avoin pallo Bs(x) ei sisdlla yhtdan joukon F' pistetta y; # xg, miké
on ristiriidassa kasautumispisteen maaritelmén kanssa. Taten vastaviite on
vaara, joten jokainen joukon F' kasautumispisteen ymparisto sisaltaa aaret-

toman maaran joukon F' pisteita. O]

Lause 4.4. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja F' C X. Piste xy on joukon F
kasautumispiste jos ja vain jos joukosta F' voidaan valita jono erillisid pis-

teitd x1,xs,...,Ty,... Siten, ettd

Jim d(xp, x9) = 0.

Todistus (vrt. [2, s. 71]). Jos lim, o d(2,, o) = 0, missd x1, o, ..., Ty, ...
on jono erillisid joukkoon F kuuluvia pisteité, niin jokainen avoin pallo B,.(x¢)
sisaltda jokaisen pisteen z,,, missa n > ng jollakin sopivasti valitulla no € N.
Koska x1,xa, ..., Ty, ... ovat joukon F erillisié pisteité, niin avoin pallo B,.(xg)
sisaltad pisteesta xg eridvan joukon F' pisteen. Téten xg on joukon F' kasau-
tumispiste.

Oletetaan nyt, ettd xo on joukon F' kasautumispiste. Valitaan avoimen
joukon Bj(zg) piste x; € F siten, ettd x; # xo. Seuraavaksi valitaan avoi-
men pallon B/5(xg) piste zp € I siten, ettd zo # x; ja o9 # 9. TAmé on
mahdollista lauseen 4.3 nojalla. Jatketaan pisteesta z( ja aikaisemmista vali-
tuista pisteista eridavien pisteiden valintaa n kertaa. Nyt siis olemme valinneet
avoimen pallon By, (o) pisteen x,, € F', joka eroaa pisteista x1, xa, ..., Zp—1.
Nahdaan, ettd jonon {x, } pisteet toteuttavat raja-arvon lim,, o d(z,, o) = 0.

O

Esimerkki 4.1. (i) Joukon F' = {1/n:n = 1,2,...} kasautumispisteiden

joukko metrisessa avaruudessa (R, ds) on {0 }. Nyt joukko F' ei ole suljettu,

12



silla se ei sisédlla kasautumispisteitaén.

(ii) Eri joukoilla voi olla samat kasautumispisteet. Esimerkiksi
(0, 1)/ = (0, 1}/ = [0, 1)/ = [0, 1]/ = [0,1].

Lause 4.5. Olkoon F metrisen avaruuden (X,d) osajoukko. Joukon F ka-

sautumispisteiden joukko F' on suljettu.

Todistus (vrt. [2, s. 71]). Joukko F” on suljettu, jos se sisaltaa kaikki kasau-
tumispisteensé eli (F’)" C F'. Tyhja joukko () on lauseen 4.1 nojalla suljettu.
Olkoon F # () ja zg € (F')’. Valitaan mielivaltainen avoin pallo B, () jolla-
kin r > 0. Kasautumispisteen mééritelman nojalla on olemassa piste y € F”
siten, ettd y € B,(x). Jos ' = r — d(y, o), niin avoin pallo B,/ (y) sisdltda
ddrettoméan monta joukon F' pistettd. Nyt siis B (y) C B,(zo), joten adre-
ton maara joukon F' pisteitéd siséltyy avoimeen joukkoon B,(xg). Taten xg
on joukon F' kasautumispiste eli g € F’. Joukko F’ siséltéé kaikki kasautu-

mispisteensa ja on taten suljettu. 0

Lause 4.6. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Olkoot Fy ja Fy joukon X

osajoukkoja. Talloin
(i) F C Iy = F| C I},
(i) (FAUF) =F UF;,
(iii) (F1NFy) C F{NF].

Todistus (vrt. [2, s. 71-72]). Kohtien (i) ja (iii) todistukset tehddin samoin
kuin kohdan (ii) todistus.

(ii) Kohdan (i) nojalla F{ U Fj C (F} U F,)". Osoitetaan siis vield, etta
(Fy U Fy) C F{ U Fj. Olkoon zy € (F} U Fy)". On siis olemassa lauseen 4.4

nojalla jono erillisia joukon Fy U Fy pisteita xq, xa, ..., ,, ... siten, etta

lim d(z,, 20) = 0.

Jos ddreton maara pisteita x,, sisdltyy joukkoon Fy, niin xg € Fj elizg € F{U F}.
Jos vain darellinen maara jonon x1, xs, ..., Z,, ... pisteita sisaltyy joukkoon F,
niin

ro € FL C FIUF,
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Nyt zo € F]UF; kummassakin tapauksessa, joten (F1UFy) C F{UF,. Téten
(FUR) = F UF, O

Lause 4.7. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Suljettu pallo
Bi(z) ={y e X :d(y,z) <r},
missi r € X ja 0 <r eR, on suljettu joukko.

Todistus (vrt. [2, s. 74]). Olkoon B (z) suljettu pallo. Suljetun joukon komple-
mentti on avoin joukko. Osoitetaan siis, ettd X \B(x) on avoin joukko. Ol-
koon y € X\B}(z) eli d(y,x) > r. Jos r; = d(y, ) — r, niin 7 > 0. Nyt siis
on olemassa avoin pallo B,,(y) C X\B}(x). Olkoon z € B, (y). Nyt

d(z,z) > d(y,x) — d(y,z) > d(y,x) —ry =r.

Nyt siis z ¢ Bf(z) eli z € X\B(z). Téten joukko B}(z) on suljettu. O

4.2 Joukon sulkeuma

Sulkeumalla tarkoitetaan joukkoa, joka sisaltda kaikki kasautumispisteensa.
Toisin sanoen joukon F sulkeuma on pienin suljettu joukko, joka sisaltai

joukon F'.

Maiéritelma 4.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja F' C X. Joukon F
sulkeuma on joukko
F=FUF

Lause 4.8. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja F C X. Joukon F sulkeu-

ma F on suljettu joukko.
Todistus (vrt. [2, s. 72]). Lauseiden 4.5 ja 4.6 nojalla voidaan kirjoittaa
(FY =(FUF) =F U(F)CFUF =F CF.

Taten joukon F sulkeuma F sisiltdd kaikki kasautumispisteensd ollen siis

taten suljettu joukko. O

Lause 4.9. Olkoon F metrisen avaruuden (X,d) osajoukko. Joukko F on

suljettu jos ja vain jos F = F.
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Todistus (vrt. [2, s. 72]). Olkoon F = F. Nyt lauseen 4.8 nojalla joukko F'
on suljettu. Oletetaan siis, ettd joukko F' on suljettu. Nyt

F=FUF =F
O
Lause 4.10. Olkoot A ja B metrisen avaruuden (X,d) osajoukkoja.
(i) Jos AC B, niin A C B,
(ii) Jos A C B ja B on suljettu joukko, niin A C B.
Todistus (vrt. [2, s. 72]). (i) Lauseen 4.6 kohdan (i) nojalla
A=AUA CBUB =B.
(ii) Lauseen 4.9 ja kohdan (i) nojalla
ACB=B.
O

Lause 4.11. Olkoon F' metrisen avaruuden (X, d) osajoukko. Seuraavat viit-

teet ovat yhtdipitavia:
(i) z € F,
(ii) By(x) N F # 0 jokaisella x-keskiselli avoimella pallolla B, (x),
(iii) on olemassa ddreton jono {x,} joukon F pisteita siten, ettd x, — .

Todistus (vrt. [2, s. 72-73]). (i)=(ii): Olkoon z € F. Jos z € F, niin selviisti
B ()N F # 0. Jos x # F, niin sulkeuman mééritelmén nojalla x € F".

Kasautumispisteen maaritelman nojalla
(Br(z)\{x}) N F #0,

joten myos B,.(x) N F # ().
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(ii)=-(iii): Valitaan x,, € B1i(z) N F jokaisella n € N. Nyt nédhdédén, etta
r, — x. Itse asiassa, jos valitaan ng > %, missd 7 > 0 on mielivaltainen,

saadaan

1
< =

1
— <r, kun n > ng.
n Un

d(x,,x) <

Téaten z,, € B,(x).

(ili)=(i): Oletetaan, ettd joukon F' pisteistd muodostuva jono {x,}n>1
siséltaa aarellisen madrdn erillisia pisteitd. On siis olemassa osajono {z,, }
siten, ettd z,, = x kaikilla k¥ € I, missa I on mielivaltainen indeksijoukko.
Titen x € F C F.

Oletetaan, ettd jono {z, },>1 sisdltdéd ddrettoman madran erillisia pisteita.

On siis olemassa erillisid pisteité siséltavéd osajono {z,, } siten, ettd

kh_}m d(xn,,2) =0, kun  lim (z,,2) = 0.

Lauseen 4.4 nojalla z € F' C F. O
Lause 4.12. Olkoot Fy ja Fy metrisen avaruuden (X,d) osajoukkoja. Nyt
(i) (FFUF) =FUFE,,
(i) (FLNFy) CFNF.
Todistus (vrt. [2, s. 73]). (i) Joukko-opin perusoperaatioiden ja lauseen 4.6
kohdan (ii) nojalla
(FLUF) = (FiUF)U(F UF)
= (FLUF) U (FUF)
= (RUF)U(FRUF)

(i) Joukko-opin perusoperaatioiden ja lauseen 4.6 kohdan (iii) nojalla

(FLNE)=(FNER)UFENE)

C (FiNF)U(F NE)

C (R UF)N(FRUE)
=FNE.
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O

Esimerkki 4.2. Monissa metrisissd avaruuksissa pitee (ANB) = AN B,
Tallainen ominaisuus on esimerkiksi diskreetilld avaruudella. Taméa johtuu
siitd, ettd A = A kaikilla A C X, missé (X, d) on diskreetti avaruus. Toisaalta
on my®és olemassa metrisia avaruuksia, joilla (A N B) = ANB ei pade. Olkoon
(R, d) metrinen avaruus, missid d = |z — y| kaikilla z,y € R. Olkoon nyt
A= (0,5) ja B = (5,12). Talléin AN B = (), joten myés (AN B) = = 0.
Toisaalta A = [0,5] ja B = [5,12], joten AN B = {5} # 0. Tami vield

havainnoillistaa viitteen (AN B) C AN B pétevyytté.

4.3 Rajoitettu joukko

Tama kappale painottuu reaalilukujoukon R osajoukkojen tarkasteluun. Jou-
kon infimumin ja supremumin avulla voidaan tutkia metristen avaruuksien
osajoukkojen halkaisijoita ja joukkojen ja pisteiden vélisia etaisyyksia. Rajoi-
tetuilla joukoilla on aina reaalinen halkaisija. Lisaksi esitetaédn suljettuihin
véleihin liittyen Cantorin joukko. Matemaatikkoja hdmmenténeella Canto-
rin joukolla on erikoisia topologisia ominaisuuksia. Cantorin joukko muun

muassa sisdltda vain kasautumispisteitd, mutta ei yhtaén sisapistetté.

Maaritelma 4.4. Olkoon F metrisen avaruuden (X, d) epatyhjé osajoukko.
Joukko F' on rajoitettu, jos on olemassa M > 0 siten, ettd d(z,y) < M
kaikilla x,y € F.

Lause 4.13. Olkoon F' C R epdtyhja, rajoitettu ja suljettu joukko. Nyt jou-

kon F infimum ja supremum kuuluvat joukkoon F'. Toisin sanottuna
inf e ' ja supF € F.

Todistus (vrt. [2, s. 75]). Osoitetaan, etté jos inf F' ¢ F'| niin inf F' on jou-
kon F' kasautumispiste. Joukon infimumin, eli suurimman alarajan, méaéari-

telmén nojalla jokaisella € > 0 on olemassa x € F’ siten, etta
inf F<x<infF +e.
Koska kuitenkin inf F' ¢ F' ja x € F, niin

nfF<z<infF +e.
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Nyt jokainen pisteen inf F' ympéristo sisiltdd pisteen x # inf F. Téten inf F'
on joukon F' kasautumispiste. Vastaavasti voidaan osoittaa, etta piste sup F

eli joukon F' pienin ylaraja, kuuluu joukkoon F'. O]

Lause 4.14. Jokainen reaalilukujoukon R epdatyhjd, avoin osajoukko G on
yhdiste numeroituvasta joukkoperheestd, joka sisdltad vain avoimia erillisid
vdlejd. Ndiden avoimien joukkojen padtepisteet eivdit kuulu joukkoon G. Pdd-
tepisteet eivdt kuitenkaan ole pienempid kuin joukon G infimum tai suurem-

pia kuin joukon G supremum.

Todistus (vrt. [2, s. 68]). Olkoon G C R epatyhjéi joukko, ja olkoon z € G.
Koska G on avoin joukko, niin on olemassa rajoitettu, avoin z-keskinen va-

li, joka sisdltyy joukkoon G. On siis olemassa y > = ja z < x siten, ettd
(x,y) € Gja (z,2) C G. Olkoon

(1) a=inf{z:(z,2) CG} ja b=sup{y: (z,y) C G}.

Nyt a < x < bja I, = (a,b) on avoin vili, joka sisiltdé pisteen x. Osoitetaan,
ettd a ¢ G, b ¢ G ja I, C G. Viite pétee, jos a = —oo tai b = co. Oletetaan
siis, ettd —o0o < a ja b < 00. Jos a € G, niin (a —€,a+ €) C G jollakin € > 0.
Nyt siis (a—e, ) C G, mika on ristiriidassa oletuksen (1) kanssa. Viite b ¢ G
todistetaan samalla tavalla. Osoitetaan siis, etta jos piste w € I, niin w € G.
Jos w = z, niin selvisti z € G. Olkoon siis w # x siten, ettd a < w < x
tai z < w < b. Riittaa siis osoittaa, ettd a < w < x patee. Jos a < w < =z,
niin oletuksen (1) nojalla on olemassa z < w siten, ettd (z,2) C G. Koska
a <w <z, niin w € G. Taten I, C G.

Tarkastellaan vield avoimia véleja sisaltavaa joukkoperhetta {I.}, jossa
x € GG. Nyt jokainen piste = € G siséltyy avoimeen véliin I, ja jokainen avoin

vali I, siséltyy joukkoon G. Téten
G =\l :zeG}.

Osoitetaan, ettd mitkd tahansa kaksi vélid, jotka kuuluvat joukkoperhee-
seen {I, : x € G}, ovat erillisia. Olkoot (a,b) ja (¢, d) tdméan joukkoperheen
valeja, joilla on ainakin yksi yhteinen piste. Nyt siis ¢ < b ja a < d. Koska
piste ¢ ei kuulu joukkoon G, niin ¢ ¢ (a,b), joten ¢ < a. Koska piste a ei

kuulu joukkoon G, niin a ¢ (¢,d), joten a < ¢. Nyt a = ¢ ja samoin b = d.
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Jos avoimet vilit sisdltédvat yhden yhteisen pisteen, niin (a,b) = (¢, d), silla
a,b,c,d ¢ G. Téaten {I, : x € G} on joukkoperhe erillisié véleja.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukkoperhe on numeroituva. Jokainen epé-
tyhja, avoin vali sisdltda rationaaliluvun. Koska erilliset vélit eivat voi si-
saltda samaa lukua ja rationaaliluvut ovat numeroituvia, niin joukkoper-
he {I, : x € G} on numeroituva.

Oletuksesta (1) seuraa, ettd a > infG ja b < supG. Téten joukon G
avoimien vélien padtepisteet eivit ole pienempid kuin joukon G infimum tai
suurempia kuin joukon G supremum.

[]

Maaritelma 4.5. Olkoon F' C R epétyhjé ja rajoitettu osajoukko. Olkoot
a = inf F' ja f = sup F. Joukkoa [«, 3] sanotaan pienimmdaksi suljetuksi

vdliksi, joka sisdltdid joukon F.

Lause 4.15. Olkoon F C R epdatyhjd, suljettu ja rajoitettu joukko. Jos jouk-

ko [, B] on pienin suljettu vili, joka sisdaltaa joukon F, niin

[a, B\F = (o, B) NR\ .
Lisiksi joukko o, B)\F on avoin reaalilukujoukon R osajoukko.

Todistus (vrt. [2, s. 75]). Olkoon zy € [a, B]\F. Nain ollen zy € [o, ] ja
xg ¢ F. Nyt g ¢ F, joten oy # « ja xg # [, silla o, 5 € F lauseen 4.13
nojalla. Tasta seuraa, ettd zo € (o, 5) ja xo € R\ F, joten

[, BI\F' C (a, B) NR\F.

Oletetaan nyt, ettd zo € (a, ) NR\F. Nain ollen 2y € R ja o € (a, ),
mutta xo ¢ F. Koska o, € F, niin zq € [a, B]\F. Téten

(0, 8) "R\F C [, A]\F.

Joukko (a, ) "R\ F on kahden avoimen joukon leikkauksena avoin joukko.
[

Lause 4.16. Olkoon F C R epdtyhjd, suljettu ja rajoitettu joukko. Nyt F
on joko suljettu vali tai suljetusta vdalista jdljelle jaavd osa, kun poistetaan
numeroituva mddard erillisia, avoimia vdleji (an,b,), missi a,,b, € F ja

n € N.
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Todistus (vrt. [2, s. 76]). Olkoon [«, 5] pienin suljettu véli, joka siséltad jou-
kon F. Nyt a = inf F' ja 8 = sup F. Lauseen 4.15 nojalla joukko

[, BINF' = (a, B) NR\F

on avoin ja taten numeroituva yhdiste erillisid avoimia véleja lauseen 4.14
perusteella. Olkoot (ay,b,) C [a, ]\ F erillisia avoimia vélejéd, misséd n € N.
Nyt a,, b, ¢ |, B]\F, mutta koska an,b, € [a, ], niin a,,b, € F. Téten
vaite on tosi. O

1
3

) joukosta I. Jaetaan jaljelle

Esimerkki 4.3. Jaetaan suljettu vali I = [0, 1] kolmeen osaan pisteiden
12
373
jaaneet kaksi suljettua valia [O, %} ja [%, 1] kolmeen yhta suureen osaan pis-
teiden %, % ja g, % kohdalta. Poistetaan seuraavaksi avoimet valit (é, %) ja
(g, %) joukosta I. Jaetaan nelja jaljelle jadnytta suljettua valia

03] B3 3] e [

kolmeen yhta suureen osaan ja poistetaan keskelle jadneet avoimet vélit. Tois-

ja % kohdalta. Poistetaan sitten avoin vali (

tetaan tata darettoman monta kertaa. Joukko

_ (12 12 78
G=(LHu(t)u(Lsu. ..
on yhdiste joukosta I poistettuja avoimia, erillisia valejé ja taten avoin jouk-

ko. Joukon G komplementtia I'\G kutsutaan Cantorin joukoksi.

Maaritelma 4.6. Olkoon F' metrisen avaruuden (X, d) rajoitettu osajoukko.

Joukon F' halkaisija on
diam(F) = d(F) = sup{d(x,y) : x,y € F'} .

Tyhjén joukon halkaisija d(f)) on nolla. Joukon F ja pisteen z € X vélinen
etaisyys on
d(z, F) = inf{d(x,y) :y € F} .

Joukon F' ja joukon F C X vilinen etaisyys
d(F,E) =inf{d(z,y) :x € F,y € E} .

Joukkojen F ja E vilinen etiisyys on médritelty myos, jos F' = () tai E = ().
Talloin d(F, E) = oo. Muussa tapauksessa, eli kun F # () ja E # (), d(F, E)

on reaalinen ja ei negatiivinen.
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Esimerkki 4.4. Vili (0,00) ei ole rajoitettu reaalilukujoukon R osajouk-
ko. Jos kuitenkin varustetaan joukko R diskreetilld metriikalla, niin jokainen
tamén diskreetin avaruuden osajoukko A on rajoitettu, silla d(z,y) < 1 kai-
killa z,y € A. Télloin d(A) = 1, jos osajoukossa A on enemmén kuin yksi
piste. Voidaan yleistad, ettd jokaisen diskreetin avaruuden useamman kuin

yhden pisteen sisaltavan osajoukon halkaisija on yksi.
Lause 4.17. Jos A on metrisen avaruuden (X, d) osajoukko, niin d(A) = d(A).

Todistus (vrt. [2, s. 77]). Olkoot z,y € A. Nyt on olemassa jonot {x,},>1 ja
{Un}n>1, jotka sisaltyvit joukkoon A siten, ettd d(z,z,) < § ja d(y,yn) < 3,

kun n > ng € N ja € > 0 on mielivaltainen. Nyt

d(z,y) < d(z,z,) + d(Tn, Yn) + d(Yn, y)

€ €
< = -
< 5t d@nyn) + 3
< d(A) +e.
Nahdéadin, ettd d(A) < d(A), silld e valittiin mielivaltaisesti. Sulkeuman méaé-
ritelmén nojalla d(A) < d(A). Téaten d(A) = d(A). O

4.4 Yhtenainen metrinen avaruus

Tutkielmassa on osoitettu, etta tyhja joukko ja koko metrinen avaruus ovat
seké avoimia ettd suljettuja joukkoja. Téllainen ominaisuus on mahdollis-
ta olla my0s jollain metrisen avaruuden epétyhjalla, aidolla osajoukolla. Jos
tallaista joukkoa ei 10ydy, niin metrinen avaruus on yhtenainen. Esimerkiksi

reaalilukujoukko R on yhtenéinen.

Maaritelma 4.7. Metrinen avaruus (X, d) on yhtendinen, jos ei 16ydy kahta

epatyhjia joukkoa A ja B, jotka toteuttavat ehdot
(i) X=AUB,
(i) ANB=0ja AnB=40.

Jos téllaiset joukot loytyvat, niin metrinen avaruus on epdyhtendinen.
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Esimerkki 4.5. Rationaalilukujen joukon @Q C R metriikkana on d = |z — y|,
missa z,y € Q. Osoitetaan, ettd metrinen avaruus (Q, d) on epayhtenéinen.

Valitaan
A={2cQ:2<V2} ja B={zcQ:z>V2}.

Nyt
AUB=Q, AnB=0 ja AnB=0.

Lause 4.18. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Tdlloin seuraavat vaitteet ovat

yhtapitavia:
(i) (X,d) on epiyhtendinen.

(ii) On olemassa kaksi epdatyhjid, avointa, erillistd joukkoa A ja B siten,
ettai X = AU B.

(iii) On olemassa kaksi epdtyhjad, suljettua, erillistd joukkoa A ja B siten,
ettai X = AU B.

(iv) On olemassa joukko A C X, joka on avoin ja suljettu.

Todistus (vrt. [2, s. 157-158]). (i)=(ii): Olkoon X = AU B, missid A ja B
ovat epityhjia joukkoja, ANB =0 ja AN B = 0. Nyt A= X\B on sulje-
tun joukon komplementtina avoin joukko. Vastaavasti voidaan osoittaa, etté
B C X on avoin joukko. Koska A ja B ovat erillisid, niin selvisti myos A ja

B ovat erillisié, joten véite (ii) on tosi.

(ii)=-(iii): Oletetaan, etta véitteen (ii) ehdot patevit. Osoitetaan, ettd A
ja B ovat suljettuja joukkoja. Koska X = AUB ja ANB = (), niin A = X\ B.
Nyt B on oletuksen mukaan avoin joukko, joten A on suljettu joukko. Vas-

taavasti ndhdéan, etta B on suljettu joukko.
(ili)=(iv): Oletetaan, ettd vaitteen (iii) ehdot patevit. Nyt A = X\B,

joten A on suljetun joukon komplementtina avoin joukko. Téten A on met-

risen avaruuden (X, d) avoin ja suljettu aito osajoukko.
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(iv)=-(i): Olkoon A sellainen metrisen avaruuden (X, d) aito osajoukko,
joka on avoin ja suljettu. Olkoon nyt B = X\ A, joten X = AUB ja ANB = ().
Koska A on suljettu joukko, niin A = A ja titen myés A N B = (). Samoin
voidaan osoittaa, ettd AN B = 0.

Viiteet (i)-(iv) ovat siis yhtapitévia. O

5 Aliavaruuksista

Tassa luvussa tutkitaan metrisen aliavaruuden avoimien ja suljettujen jouk-
kojen suhdetta metrisen avaruuden avoimiin ja suljettuihin joukkoihin. To-
distetaan myos, etta reaalilukujoukon osajoukko on yhtenéinen jos ja vain

jos se on vili. Lahteend kéytetddn teosta [2, s. 28, s. 78-81, s. 157-158|.

Maaritelma 5.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja () # Y C X. Jérjestet-
tyd paria (Y, dy) kutsutaan metrisen avaruuden (X, d) aliavaruudeksi, missa
dy 1Y XY — R on metriikan d indusoima metriikka joukkoon Y x Y. Toisin

sanoen d(z,y) = dy(x,y) kaikilla z,y € Y.

Esimerkki 5.1. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja Z C Y C X. Nyt Z
voi olla samaan aikaan joukon Y avoin osajoukko ja joukon X ei avoin os-
ajoukko. Olkoon X = R? ja d = dy euklidinen metriikka. Olkoon (Y, dy)
aliavaruus, missa Y = {(z,0) : z € R} ja dy metriikan dy indusoima metriik-
ka joukkoon Y x Y. Nyt Y on joukon X suljettu osajoukko, silla joukon Y
komplementti R*\Y = {(z,y) € R* : y # 0} on avoin joukossa X. Jos
Z ={(z,0) : 0 < z < 1}, niin Z on avoin joukon Y osajoukko. Jos Z olisi
joukon X avoin osajoukko, niin olisi olemassa avoin pallo B,((z,0)) C R?,
missa r > 0, 0 < x < 1 ja (z,0) € Z. Nyt yksikdan téllainen ympéristo
ei kuitenkaan sisélly joukkoon Z. Taten Z = {(z,0) : 0 < z < 1} on jou-
kon Y = {(z,0) : z € R} avoin osajoukko ja metrisen avaruuden (R? dy) ei

avoin osajoukko.

Mairitelma 5.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Epatyhja osajoukko Y C X
on yhtendinen, jos aliavaruus (Y, dy) on yhtendinen. Jos aliavaruus (Y, dy)

on epayhtenainen, niin osajoukko Y C X on epdayhtendinen.
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Lause 5.1. Olkoon (R, d) metrinen avaruus. Osajoukko I C R on yhtendinen
jos ja vain jos I on vdli. Joukko I on siis yhtendinen, jos ja vain jos se on

muotoa
(a=b>> [CL, b)? <a7b]7 [CL, b]? (—OO,b),

(—00,b], (a,00), [a,00) tai (—o00,00),
missd a,b € R.

Todistus (vrt. [2, s. 158]). Olkoon I C R yhtendinen joukko. Tehdédédn vas-
taviite, ettd joukko I ei ole véali. On siis olemassa x,y,z € R siten, ettd

r<z<yjax,y€l, muttaz¢ [. Nyt I = AU B, missa

A

(—o0,z)NI ja B=(z,00)NI.

Koska € A ja y € B, niin joukot A ja B ovat epétyhjid, avoimia ja erillisia
joukossa I. Nyt I on epédyhtenéinen, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Taten vastaviite on vaara ja alkuperédinen véite tosi.

Olkoon I C R vili ja tehdaan vastavaite, ettd I on epayhtendinen. On

siis olemassa epétyhjat osajoukot A ja B siten, etté
I=AUB, AnB=0 ja ANnB=1.

Valitaan © € A ja y € B. Voidaan olettaa, ettd x < y. Nyt I on vili, joten
[x,y] C I. Merkitaan
2 = sup(A N[z, ).

Supremum on olemassa, silld joukko A N [z,y] on ylhaalta rajoitettu pisteel-
14 y ja epatyhja siséltdessdan pisteen x. Supremumin madritelmén nojalla on
olemassa a € A siten, ettd z — € < a < z mielivaltaisella € > 0. Nyt siis
jokainen pisteen z ymparisto siséltad joukon A pisteen, joten z on joukon A
kasautumispiste. Koska AN B = (), niin 2 ¢ B jax < 2z <y. Jos z ¢ A, niin

r < z<wyjaz¢]I, miki on ristiriidassa oletuksen [z,y] C I kanssa.

Nyt siis 2 € A ja z ¢ B, silli AN B = . On siis olemassa ¢ > 0 siten,
etta
(z—=0,2z40)NB=10.
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Olkoon z; ¢ B siten, ettd z < 21 < y. Nyt x < 2 < 2y < yjaz ¢ I, miké on
ristiriidassa oletuksen [z, y] C I kanssa. Taten joukko I C R on yhtendinen

jos ja vain jos I on vali. O]

Lause 5.2. Olkoon (Y,dy) metrisen avaruuden (X,d) aliavaruus. Olkoon
z€Y jar>0. Nyt

B/ (z) = B} () nY,
missi BY (z) CY ja BX(z) C X ovat avoimia, z-keskisii ja r-siteisii pal-

loja.
Todistus (vrt. [2, s. 79]). Koska Y C X niin

BX()NY ={r € X :d(zx,2) <r}nyY
={zxeY d(z,z) <r}
= BY(2).

]

Lause 5.3. Olkoon (Y, dy) metrisen avaruuden (X,d) aliavaruus. Olkoon Z

joukon Y osajoukko. Nyt

(i) Z on avoin joukossa'Y jos ja vain jos on olemassa avoin joukko G C X
siten, etta Z = GNY;

(ii) Z on suljettu joukossa Y jos ja vain jos on olemassa suljettu joukko
' C X siten, etta Z = FNY.

Todistus (vrt. [2, s. 80]). (i) Olkoon Z joukon Y avoin osajoukko. Jos z € Z,
niin on olemassa BY (z) C Z. Avoimen pallon BY (z) siteen r suuruus riippuu

nyt pisteesta z € Z. Nyt

z= B

zeZ

= U (BX(z)nY)

zeZ

:<U£f@0mY

z2€Z

—GnY,
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missi G = U,ez BX(2) on avoin joukon X osajoukko.

Olkoon nyt Z = G NY, missié G on joukon X avoin osajoukko. Jos
z € Z on mielivaltainen piste, niin z € G ja ndin ollen on olemassa avoin
pallo BX(z) C G. Nihdéan, etté

BY(2)=BX(z)NY CGNY = Z,

ja taten z on osajoukon Z C Y sisapiste. Koska piste z on mielivaltainen

joukon Z piste, niin Z on avoin joukon Y osajoukko.

(ii) Joukko Z on joukon Y suljettu osajoukko jos ja vain jos (X\Z)NY
on avoin joukon Y osajoukko. Néin ollen Z C Y on suljettu joukossa Y jos

ja vain jos on olemassa avoin joukko G C X siten, etta
(X\Z2)nY =GnY.

Kun otetaan yhtalon molemmilta puolilta komplementit metrisessa avaruu-
dessa (X, d), saadaan

ZU(X\Y)=(X\G)U(X\Y).
Téaten

Z=7ZNnY=(ZUX\Y))NnY
= (X\G)U(X\Y))nY
= (X\G)NY.

Néhdéén, ettd Z on joukkojen X\G ja Y leikkaus, missd X \G on suljettu
joukon X osajoukko.

Olkoon nyt Z = FFNY, missa I’ on suljettu joukon X osajoukko. Nyt
X\Z = (X\F)U (X\Y),
ja edelleen
(X\Z)NY = (X\F) U (X\Y))nY = (X\F)NY,

missd X\ F' on avoin joukon X osajoukko. Nyt X'\ Z on avoin joukossa Y.

Taten Z on suljettu joukossa Y. O]
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Lause 5.4. Olkoon (Y, dy) metrisen avarvuden (X, d) aliavaruus.

(i) Jokainen joukon Y avoin osajoukko on avoin joukossa X jos ja vain

jos'Y on avoin joukossa X.

(ii) Jokainen joukon'Y suljettu osajoukko on suljettu joukossa X jos ja vain

jos'Y on suljettu joukossa X.

Todistus (vrt. [2, s. 81]). (i) Oletetaan, ettd kaikki joukon Y avoimet osajou-
kot ovat avoimia myos joukossa X. Koska Y C Y on nyt avoin joukossa Y,
niin joukon Y taytyy olla avoin myo6s joukossa X.

Oletetaan, ettd Y on avoin joukossa X. Olkoon Z C Y avoin joukko.
Lauseen 5.3 kohdan (i) nojalla on olemassa avoin joukko G C X siten, etta
Z = GNY. Kahden avoimen joukon G ja Y leikkauksena joukon Z on oltava

avoin joukossa X.

(ii) Todistetaan vastaavasti kuin kohta (i). O

Lause 5.5. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja Z CY C X. Jos elxZ ja

cly Z ovat joukon Z sulkeumat joukoissa X ja Y, niin
ClyZ =Y N ClXZ.

Todistus (vrt. [2, s. 81]). Nahdéaan, ettd Z C Y NelxZ, silla Z C Y C X.
Lauseen 5.3 kohdan (ii) nojalla voidaan todeta, ettd Y N clxZ on suljettu
joukossa Y. Lauseen 4.10 kohdan (i) nojalla nyt cly Z C Y Nclx Z.

Toisaalta lauseen 5.3 kohdan (ii) nojalla voidaan my6s todeta, etta cly Z = YN F,

missa F' on joukon X suljettu osajoukko. Nyt siis
Z CclyZ CF.
Lauseen 4.10 kohdan (i) nojalla
clyZ C F.

Taten
YNeclxZCYNF=clhZ.
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