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Tiivistelma

Olkoon n positiivinen kokonaisluku, a positiivinen reaaliluku ja olkoon

A={ay,a9,...,a,}

sellainen jarjestetty joukko, jonka alkiot ovat positiivisia kokonaislukuja. Joukon
A jaluvun o médrdadmé SYT-potenssimatriisi (A%) = [a;;] on n X n-matriisi,
jonka alkio

a;; = (a;,a;)", 1<i,j<n.

Shaofang Hong ja Raphael Loewy esittiavit artikkelissa Asymptotic Beh-
avior of Figenvalues of Greatest Common Divisor Matrices alarajan matrii-
sin (A%) pienimmaélle ominaisarvolle. Lisiksi artikkelissa tarkastellaan mat-
riisin (A%) ominaisarvojen kiyttdytymistd kokonaisluvun n kasvaessa mieli-
valtaisen suureksi.

Téssé tutkielmassa syvennytadn yksityiskohtaisesti artikkelin Asymptotic
Behavior of Figenvalues of Greatest Common Divisor Matrices todistuksiin.
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Johdanto

Tassd tutkielmassa tarkastellaan SYT-matriiseja eli suurin yhteinen teki-
ja -matriisseja ja SYT-potenssimatriiseja. (SYT- ja SYT-potenssimatriisin
tarkka maaritelmé esitetdin alaluvussa 1.2.) Tampereen yliopistossa SYT-
matriiseihin liittyvaa tutkimusta ovat tehneet Pentti Haukkanen, Ismo Kor-
kee ja Juha Sillanpdi. Ismo Korkee tarkasteli vuonna 2006 tarkastetus-
sa vaitoskirjassaan On Meet and Join Matrices Associated with Incidence
Functions SYT-matriisien hilateoreettisia ominaisuuksia. Téssad tutkielmas-
sa tarkastellaan Shaofang Hongin ja Raphael Loewyn artikkelissa Asymptot-
ic Behavior of Figenvalues of Greatest Common Divisor Matrices esittamia
SYT-matriisien ja SYT-potenssimatriisien ominaisarvoja koskevia tuloksia.
Tutkielmassa syvennytiin yksityiskohtaisesti artikkelissa esitettyihin lausei-
siin ja niiden todistuksiin.

Tutkielma sijoittuu matematiikan osa-alueista lukuteorian piiriin, mutta tar-
kasteluissa kiytetdin myos lineaarialgebran ja analyysin tietoja. Taméan vuok-
si lukijalla tulisi olla lukuteorian perustietojen lisiksi analyysin ja lineaarial-
gebran tuntemusta.

Kyetidkseen ymmartaméaan tutkielmaa vaivattomasti lukijan tulisi osata eri-
tyisesti matriisilaskennan perustaidot ja tuntea matriiseihin ja matriisilasken-
taan liittyvit yleisimmaét kisitteet. Lukijan oletetaan tuntevan kisitteet ali-
matriisi, diagonaalimatriisi, kolmiomatriisi, alakolmiomatriisi, symmetrinen
matriisi, konjugaattisymmetrinen matriisi, kidnteismatriisi, transpoosi, per-
mutaatiomatriisi, determinantti, ominaisarvo ja karakteristinen polynomi seka
tuntevan matriisin kidntyvyyden ja ominaisarvojen vilisen yhteyden. Luki-
jan oletetaan osaavan laskea matriisin determinantin ja ominaisarvot.

Analyysin perustiedoista lukijan tulisi hallita erityisesti raja-arvon maaritelma.
Lisdksi lukijan oletetaan tuntevan késitteet funktio, polynomifunktio, funk-
tion raja-arvo, jono, osajono, aritmeettinen jono, vihenevi jono, suppene-
va jono, hajaantuva jono, alhaalta rajoitettu jono, sarja, sarjan summa,
suppeneva sarja ja hajaantuva sarja. Polynomifunktioiden kdyttdytymisen
tarkastelun oletetaan olevan lukijalle tuttua.

Lukuteorian osa-alueelta lukijan tulisi olla tutustunut alkulukuihin ja posi-
tiivisten kokonaislukujen kanoniseen alkutekijdesitykseen. Lukijan oletetaan
tuntevan kokonaislukuihin liittyvét kisitteet suurin yhteinen tekiji, kongruens-
sirelaatio ja aritmeettinen funktio.

Lukijan oletetaan tuntevan késitteet joukon mahtavuus, kertolaskun suhteen
suljettu joukko ja tekijasuljettu joukko.



Tamaéan tutkielman luvussa 2 tarkasteltavissa tuloksissa esitetddin alaraja
SYT-potenssimatriisin pienimmaélle ominaisarvolle ja tarkastellaan SYT-potens-
simatriisin ominaisarvojen kiyttiytymistd matriisin dimension kasvaessa ra-
jatta. Luvussa 1 esitetdan luvun 2 todistuksissa tarvittavia maaritelmia ja
lauseita.

1 Valmistelevia tarkasteluja

Téssd luvussa tutustutaan tutkielmassa kiytettaviin merkint6ihin ja esitetdian
tarvittavia méaritelmid. Lisdksi esitetddn sekd todistetaan joitakin tutkiel-
man luvussa 2 tarvittavia lauseita.

1.1 Merkintoja

Téssa alaluvussa kerrotaan tutkielmassa kiaytettavistd merkinndista.

Tutkielmassa merkitidén pienilld kirjaimilla a, b, ¢, . .. seki ay, as, ..., by, bo, ...
(kokonais)lukuja. Alkulukuja merkitdén kirjaimilla p, pi, pe,... Isoilla kir-
jaimilla A, B, C, ... merkitdan lukujoukkoja. Merkinnilld R tarkoitetaan re-
aalilukujen joukkoa ja merkinnélld C tarkoitetaan kompleksilukujen joukkoa.
Merkintdd F kiytetddn joukosta, joka on vaihtoehtoisesti joko reaalilukujen
joukko tai kompleksilukujen joukko. Merkinnilld Z tarkoitetaan kokonais-
lukujen joukkoa, Z, positiivisten kokonaislukujen joukkoa ja merkinnalla P
tarkoitetaan alkulukujen joukkoa. Merkinnélla |a| tarkoitetaan luvun a itseis-
arvoa ja merkinnélld |A| tarkoitetaan joukon A mahtavuutta. Merkinnélld
minA tarkoitetaan joukon A pieninté alkiota ja merkinnilld maxA tarkoite-
taan joukon A suurinta alkiota. Merkinnélla a tarkoitetaan luvun a komp-
leksikonjugaattia. Merkinnilld |a] tarkoitetaan sellaista suurinta mahdollista
kokonaislukua, ettd luku a > |a].

Pienilld kirjaimilla x,y, z,... merkitdédn vektoreita ja isoilla kirjaimilla
X,Y, Z,... matriiseja. Jos matriisin X ¢. vaakarivin j. pystyrivin alkio on a;;,
voidaan merkitd X = [a;;]. Lisdksi merkitddn | X| = [ |a;;| |. Merkinnélld E,
tarkoitetaan sellaista n X n-matriisia, jonka jokainen alkio on 1. Merkinnalla /
tarkoitetaan asiayhteyteen sopivan kokoista identiteettimatriisia. Merkinnél-
14 diag(ay, as,. .., a,) tarkoitetaan sellaista diagonaalimatriisia, jonka alkio
a;; = a;, kun 1 <7 < n. Merkinnalla detX tarkoitetaan matriisin X determi-
nanttia. Matriisien ominaisarvoja merkitdan pienilla kreikkalaisilla kirjaimil-
la A\, p ja v. Merkinnilli X7 tarkoitetaan matriisin X transpoosia ja vas-
taavasti merkinnlld 27 tarkoitetaan vektorin z transpoosia. Merkinnalld X*
tarkoitetaan matriisin X konjugaattitranspoosia ja merkinnalla x* tarkoite-
taan vektorin x konjugaattitranspoosia.



Tutkielmassa merkinnalld R™*™ tarkoitetaan reaalialkiosten m x n-matriisien
joukkoa. Merkintd R" tarkoittaa n-alkioisten reaalivektorien joukkoa. Merkin-
nilla O tarkoitetaan asiayhteyteen sopivaa nolla-alkiota.

Merkinnélld a(p) tarkoitetaan alkuluvun p potenssia positiivisen kokonais-
luvun a kanonisessa alkutekijdesityksessd. Siis luvun a kanoninen alkuteki-
jaesitys on muotoa [] p p®®). Merkinnilld (a,b) tarkoitetaan kokonaisluku-
jen a ja b suurinta yhteista tekijaa.

Selkeyden vuoksi ja sekaannusten estdmiseksi tutkielman joissakin kohdissa
on poikettu jonkin verran ylli esitetyistd merkinngistd. Kyseisissd kohdissa
merkintd on asiayhteydesta selvi tai se on selitetty erikseen.

1.2 Maiaritelmia ja esimerkkeja

Tassa alaluvussa esitetddn tutkielmassa tarvittavia maaritelmis seka tarkastel-
laan méaritelmid havainnollistavia esimerkkeja.

Tésséd tutkielmassa jirjestetylld joukolla A = {ay,a9,as,...,a,} ja ddret-
tomaélla jarjestetylld joukolla B = {by, b, b3, ...} tarkoitetaan sellaisia luku-
joukkoja, joiden alkiot on jéarjestetty lukujen tavanomaiseen suuruusjarjestyk-
seen. Jos lukujen jarjestys poikkeaa tavanomaisesta suuruusjirjestyksesta,
niin asiasta on mainittu erikseen.

Seuravaksi esitetddn matriiseihin ja matriisilaskentaan liittyvid méaritelmia.
Ellei mairitelméssa mainita toisin, ovat tarkasteltavat matriisit joukon F™*"
alkioita.

Miaaritelmi 1. (Ks. [15, s. 25].) Olkoon A = {aq,as,...,a,} sellainen jér-
jestetty joukko, jonka alkiot ovat positiivisia kokonaislukuja. T&ll6in joukon
A madradma SYT-matriisi (A) = [a;;] on n X n-matriisi, jonka alkio

aij = (ai,a;), 1<i,5<n.

Koska kahden positiivisen kokonaisluvun suurin yhteinen tekija on positiivi-
nen kokonaisluku, niin SY'T-matriisien alkiot ovat aina positiivisia kokonais-
lukuja.

Esimerkki 1. Olkoon A = {1,2,4,6} jirjestetty joukko. Talloin

==
DN DN
DN = DN
(@20 NCRN RN



Maiasgritelma 2. (Ks. [15, s. 25].) Olkoon A = {ai,as,...,a,} sellainen
jarjestetty joukko, jonka alkiot ovat positiivisia kokonaislukuja ja olkoon
a positiivinen reaaliluku. Té&llGin joukon A ja luvun o madrdamia SYT-
potenssimatriisi (A%) = [a;;] on n X n-matriisi, jonka alkio

az’j = (ai,aj)o‘, 1 S Z,j S n.

Kun A on kokonaislukualkioinen jérjestetty joukko ja reaaliluku oo = 1, niin
edelld olevasta médritelméstd seuraa, ettd joukon A ja luvun a madrddma
SYT-potenssimatriisi (A%) on itse asiassa joukon A méadrddma SY T-matriisi

(A).

Aiemmin todettiin, ettd SYT-matriisien alkiot ovat aina positiivisia kokonais-
lukuja. TAmén vuoksi kokonaislukualkioisen joukon SY T-potenssimatriisi voi-
daan maééritelld jokaisella reaalilukupotenssilla « ja SYT-potenssimatriisien
alkiot ovat aina positiivisia reaalilukuja. Téassa tutkielmassa SYT-potenssi-
matriisi maaritelladn kuitenkin vain positiivisilla reaalilukupotensseilla.

Esimerkki 2. Olkoon A = {1,2,4,6} jéarjestetty joukko. Talloin

(1,02 (1,2)z (1,4)z (1,6):
1 (2,1)z (2,2)2 (2,4)7 (2,6)z
(Az) = 1 1 1 1
(4,1)z (4,2)2 (4,4)2 (4,6)2
| (6,1): (6,2): (6,4): (6,6)2
(15 1z 13 13 1 1 1 1
B 13 925 923 923 T V2 V2 V2
Tol1r 22 45 25| |1 V2 2 V2
12 23 23 63 1 V2 V2 V6

Maaritelma 3. (Ks. |7, s. 115].) Matriisi X on similaarinen matriisin Y
kanssa, jos on olemassa sellainen kiddntyvd matriisi Z, etta

X =2zvy7z "

Talloin merkitaan
X ~Y.

Miiritelmi 4. (Ks. [13, s. 396].) Konjugaattisymmetrinen n X n-matriisi
X on positiivisesti definiitti, jos

2" Xz > 0 jokaisella x € C" \ {O}.



Esimerkki 3. Olkoon n x n-matriisi X kddntyva. Talloin matriisi X*X on
konjugaattisymmetrinen. Jos valitaan mielivaltainen z € C" \ {©} ja merki-
tddan Xz = y, niin

X' Xe = (Xz)" Xe = y'y.
Matriisi X on kddntyvi, joten Xz = y # O. Téten y*y > 0. Matriisi X*X
on siis positiivisesti definiitti.

Miaritelmi 5. (Ks. [13, s. 396].) Konjugaattisymmetrinen n X n-matriisi
X on ei-negatitvisesti definiitti, jos

z* Xz > 0 jokaisella z € C" \ {O}.

Esimerkki 4. Olkoon X n x m-matriisi. Tallin matriisi X*X on konju-
gaattisymmetrinen n X n-matriisi. Jos valitaan mielivaltainen z € C" \ {O}
ja merkitdan Xx = y, niin

X' Xe = (Xz)" Xa =y'y.

Koska y*y > 0, niin matriisi X*X on ei-negatiivisesti definiitti.

Kaikki reaalialkioiset symmetriset matriisit ovat myds konjugaattisymmetrisia.
Jos tarkastellaan reaalisia matriiseja, niin edellisissd méaéritelmissd vaatimus
matriisin konjugaattisymmetrisyydestd voidaan korvata vaatimuksella sym-
metrisyydesta.

Masritelmi 6. (Ks. [13, s. 490].) Reaalialkioinen matriisi X on positiivinen,
jos sen kaikki alkiot ovat positiivisia. Talloin merkitdan

X > 0.

Vastaavasti reaalialkioinen matriisi X on ei-negatiivinen, jos sen kaikki alkiot
ovat ei-negatiivisia. Talloin merkitddn

X >0.

Aiemmin todettiin, ettd SYT-matriisien alkiot ovat positiivisia kokonaisluku-
ja ja SYT-potenssimatriisien alkiot ovat positiivisia reaalilukuja. Tésta seu-
raa, ettd kaikki SYT-matriisit ja SYT-potenssimatriisit ovat positiivisia.

Edella olevista méaritelméistd seuraa, ettd jokainen positiivisesti definiitti
matriisi on myos ei-negatiivisesti definiitti ja jokainen positiivinen matriisi
on myos ei-negatiivinen.



Maégritelma 7. (Ks. [13, s. 490].) Matriisi X on suurempi tai yhtd suuri
kuin matriist Y, jos

X-Y >0.
Talloin kiytetddn merkintda
X>Y.

Miaritelmi 8. (Ks. [13, s. 295].) Olkoon X n X n-matriisi. Tall6in matriisin
X spektraalinormi

|X|| = max{v/A | A on matriisin X*X ominaisarvo}.

Médritelmd 9. (Ks. [14, s. 243].) Olkoon X = [a;;] € R™" ja Y € RF.
TAall6in matriisien X ja Y Kroneckerin tulo X ® Y on matriisi

any - anRY
. . ERmkxnl.
ale amnY
1 2 bl
Esimerkki 5. Olkoon X = [3 4]jaY: 1 0 |. Talloin
11
[1 1 2 2]
1 020
1y 2Y 11 2 2
X®Y:l3Y 4Y]: 33 4 4
3040
| 3 3 4 4
ja _ -
1 21 2
oy |10
YoX=|1X 0X | =
1X 1X 3400
121 2
| 3 4 3 4

Edelld olevan esimerkin nojalla matriisien vilinen Kroneckerin tulo ei ole
vaihdannainen.

Seuraavaksi esitetddn kokonaislukuihin ja kokonaislukualkioisiin joukkoihin
liittyvid madritelmi.



Maégritelmé 10. (Ks. [9, s. 6].) Kokonaisluvut a ja b ovat suhteellisia alku-
lukuja, jos

(a,b) = 1.

Esimerkki 6. Lukujen 4 ja 9 suurin yhteinen tekija (4,9) = 1, joten 4
ja 9 ovat keskenddn suhteellisia alkulukuja. Luvut 4 ja 9 eivit kuitenkaan
kumpikaan ole alkulukuja.

Miaritelma 11. (Ks. [12, s. 557].) Olkoot A = {ay,a9,...,a,} ja
B = {by,by,...,b,} jérjestettyjd joukkoja. T&lloin joukkojen A ja B suora
tulo A ® B on jirjestety joukko

A ® B = {albl, ce ,albm, agbl, ce ,agbm, RN ,anbl, N ,anbm}.
Esimerkki 7. Olkoot A = {1,2} ja B = {1,2,4} jarjestettyjd joukkoja.
Télloin

AOB={1-1,1-2,1-4,2-1,2-2,2-4} = {1,2,4,2,4,8)}
BoA={1-11-22-1,2-2,4-1,4-2} = {1,2,2,4,4,8}.

Edelld olevasta esimerkistd huomataan, ettd kahden jarjestetyn joukon véli-
nen suora tulo ei ole vaihdannainen. Liséksi suora tulo voi olla monijoukko,
eiki alkioden jarjestys vilttdmatta noudata lukujen tavanomaista suuruus-
jarjestysta.

Seuraavaksi esitetetdéin aritmeettisiin funktioihin liittyvia méaritelmii ja maa-
ritellddn tiettyja aritmeettisia funktioita, joita kiytetdén alaluvun 2.3 todis-
tuksissa. (Kaikkien mééritelmissd 18-21 esitettévien funktioiden mééritte-
lyjoukkona on positiivisten kokonaislukujen joukko.)

Miadritelma 12. (Ks. [3, s. 53].) Eulerin vakio C maaritelladin seuraavasti:
1 1 1
C = lim <1—|——+—+--~+——logn>.

Maégritelma 13. (Ks. [10, s. 28].) Aritmeettisten funktioiden f ja g summa
f + g on sellainen aritmeettinen funktio, etta

(f +9)(n) = f(n) +g(n),

kun n on positiivinen kokonaisluku.

Mairitelma 14. (Ks. [10, s. 28].) Aritmeettisten funktioiden f ja g tulo fg
on sellainen aritmeettinen funktio, etté

(fg)(n) = f(n)g(n),

kun n on positiivinen kokonaisluku.



Maédritelma 15. (Ks. [10, s. 28|.) Aritmeettisten funktioiden [ ja g
Dirichtlet’n konvoluutio f * g on sellainen aritmeettinen funktio, etti

n
(fxg)m) = > F(@D)g(5):
din
kun n on positiivinen kokonaisluku.

Maiéritelmé 16. (Ks. [10, s. 30].) Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja.
Aritmeettinen funktio f on multiplikatiivinen, jos

f)=1

ja

aina, kun (m,n) = 1.

Maiéritelmé 17. (Ks. [3, s. 53].) Olkoon g(x) > 0, kun = > a. Télléin
merkinta

f(x) = O(y(x))

tarkoittaa sitd, ettd on olemassa sellainen positiivinen vakio M, ettd
|f(x)] < Mg(z), z>a
Merkinta

f(x) = h(z) + O(g(x))
tarkoittaa, ettd f(x) — h(z) = O(g(x)).
Masgritelms 18. (Ks. [3, s. 24|.) Mdébiuksen funktio p maaritellddn seu-

raavasti:

Jos n =1, niin
p(n) = 1.

Jos m > 1, niin esitetdén n alkulukujen tulona n = p{'p5? - - - p*. Talloin

a1 a a <_1)k7josalza2:"':ak:17
p(n) = p(pi'ps® -+ pyt) = .
0 muulloin.
Maiégritelmé 19. (Ks. [10, s. 27].) Olkoon « reaaliluku. Funktio N* mééritel-
l4an seuraavasti:
N%(n) =n®.

Kun o = 1, niin merkitdan N* = N.



Esimerkki 8. (Ks. [10, s. 27|.) Edelld olevasta mééritelmésti seuraa, etté
N(n) =n'=nja N°n) =n" =1, kun n on positiivinen kokonaisluku.

Maiiaritelma 20. (Ks. [10, s. 32|.) Eulerin funktio ¢ mééritelldén seu-
raavasti:

p(n) =Ha|l<a<n,(an)=1}
Esimerkki 9. Selvisti ¢(1) =1, ¢(2) =1 ja ¢(n) > 2, kun n > 2.

Maiaritelmd 21. (Ks. |12, s. 561].) Olkoon « positiivinen reaaliluku. Jor-
danin funktio J, on aritmeettinen funktio

Jo = px N*.

Miadritelmi 22. (Ks. [12, s. 561|.) Riemannin zeta-funktio ¢ méaéaritelladn
seuraavasti:

Jos 0 < s < 1, niin

((s) = lim < L xl—s>.

T—00 n® 1—s
n<x

Jos s > 1, niin

Edelld méaritelty Riemannin zeta-funktio ei ole aritmeettinen funktio. Rie-
mannin zeta-funktio on mééritelty kaikille luvusta 1 eroaville positiivisille
reaaliluvuille. Riemannin zeta-funktio voidaan mééritelld myos kompleksilu-
vuille.

1.3 Lauseita ja esimerkkeji

Téssa alaluvussa esitetddn luvun 2 todistuksissa apuna tarvittavia lauseita.
Osa lauseista todistetaan ja osaan lauseista todistukset 16ytyvit viittausten
mukaisesti tutkielman ldhdeteoksista. Lisdksi tarkastellaan lauseiden kiyt-
tokelpoisuutta havainnollistavia esimerkkejé.

Seuraavaksi esitettivit lauseet liittyvit matriiseihin ja matriisien ominais-
arvoihin.



Lause 1. Olkoon A = {ai,as,...,a,} sellainen jarjestetty joukko, jonka
alkiot ovat positiivisia kokonaislukuja. Olkoon o posititvinen reaaliluku. Olkoon
(A%) joukon A ja luvun o mddradmda SY T-potenssimatriisi. Tdllin (A%) on
positiivisesti definiitti.

Todistus. Ks. |4, s. 262].

Lause 2. (Ks. [16, s. 303, tehtavé 25.) Olkoon X € R™ ™ kddntyvd ja olkoon
X matriisin X ominaisarvo. Tédllgin \=1 on matriisin X~ ominaisarvo.

Todistus. Olkoon y € R™\ {O} matriisin X ominaisarvoa A vastaava omi-
naisvektori, jolloin Xy = \y. Koska matriisi X on kddntyvéd, niin tiedetdan,
ettd A # 0. Nyt

X1 Xy = X"y,

joten
Xly=2"ly
O
Lause 3. Similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot.
Todistus. Ks. [13, s. 45].
. . 1 2. -1 —4 1 e
Esimerkki 10. Olkoon X = 0 1|72 Y = 1 3 | Nédhdaan hel-

posti, ettd luku 1 on matriisin X kaksinkertainen ominaisarvo. Jos tiedetédan,
ettd matriisi Y on similaarinen matriisin X kanssa, voidaan tisti lauseen 3
nojalla paitelléd, ettd myos matriisin Y kaksinkertainen ominaisarvo on 1.

Jos tulee osoittaa, etté tietyilld similaarisilla matriiseilla on samat ominais-
arvot, niin toisinaan on yksinkertaisempaa laskea kummankin matriisin omi-
naisarvot erikseen, kuin osoittaa matriisit similaarisiksi.

Lause 4. Positiivisesti definiitin matriisin ominaisarvot ovat positiivisia
reaalilukuja.

Todistus. (Ks. |13, s. 398].) Olkoon n x n-matriisi X positiivisesti definiitti
ja olkoon A matriisin X ominaisarvo. Olkoon z ominaisarvoa A vastaava
ominaisvektori. T&lloin

0< "Xz =2\ = \z"z.

Koska z*x > 0 aina, kun z € C" \ {©}, niin A > 0.
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Kun tunnetaan matriisien kidntyvyyden ja ominaisarvojen vilinen suhde,
niin edelld olevan lauseen nojalla tiedetdin, ettd jokainen positiivisesti defi-
niitti matriisi on kddntyva. Lauseiden 1 ja 4 nojalla jokaisen SYT-potenssi-
matriisin pienin ominaisarvo on suurempi kuin 0. Luvussa 2.3 esitetdan taté
parempi tulos SYT-potenssimatriisin pienimmén ominaisarvon alarajaksi.

Lause 5. Ei-negatiivisesti definiitin matriisin ominaisarvot ovat ei-negatiivisia
reaalilukuja.

Todistus. (Ks. |13, s.398].) Olkoon nxn-matriisi X ei-negatiivisesti definiitti
ja olkoon A matriisin X ominaisarvo. Olkoon z ominaisarvoa A vastaava
ominaisvektori. T&lloin

0<a'Xzx=uzx" x=\"zx.

Koska z*z > 0 aina, kun z € C" \ {©}, niin A > 0. O

Lause 6. Jokaisella positiivisesti definiitilld n x n-matriisilla on n positii-
vista (ei vdlttamdtta erisuurta) ominaisarvoa ja jokaisella ei-negatiivisesti
definiitilla n X n-matriisilla on n ei-negatiivista (ei valttématta erisuurta)
0mMINAISATVoa.

Todistus. Ks. |13, s. 192].

Lause 7. Olkoot nxn-matriisit X ja 'Y sellaisia, ettd X =Y on ei-negatiivisesti
definiitti. Olkoot
M <A< <A

matrisin X ominaisarvot ja
<y < e < o
matriisin Y ominaisarvot. Talloin
Ai > i, 1 <i<n.
Todistus. Ks. |13, s. 471].

Lause 8. Olkoot X,Y € R™". Jos X > |Y| , niin

max{|A| : X on matriisin X ominaisarvo }

> max{|A|: X on matriisin |Y'| ominaisarvo }
>

max{|\| : X on matriisin Y ominaisarvo }.

Todistus. Ks. [13, s. 491].
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Lause 9. Olkoon X € R™" ja' Y € R™™. Jos {\1, A, ..., \n} on matriisin
X ja {p1, oy ..,y } matriisin 'Y ominaisarvojen joukko, niin tdlloin

{Aip; [1<i<n,1<j<m}
on matriisin X @ Y ominaisarvojen joukko.
Todistus. Ks. |14, s. 245].
Lause 10. Olkoon n x n-matriisi X konjugaattisymmetrinen ja olkoon m
sellainen kokonaisluku, ettd 1 < m < n. Olkoon Y matriisin X sellainen
m X m-alimatriisi, joka on saatu matriisista X poistamalla n — m rivid ja
niitd vastaavat sarakkeet. Olkoot

A< A< <A,

matrisin X ominaisarvot ja olkoot

1 < pe < < gy

matriisin Y ominaisarvot. Olkoon | sellainen kokonaisluku, ettd 1 <1 < m.
Tdlloin

)\l S Hi S )\l+n—m-
Todistus. Ks. |13, s. 189].

Lause 11. Olkoot X ja'Y nxmn-matriiseja ja olkoon a kompleksiluku. Tdlloin

Lo [IXYI < (X))

2. laX| = fal - [IX]]
Todistus. Ks. |13, s. 290, s. 293, s. 296] ja |7, s. 467-468|.
Lause 12. (Ks. [13, s. 312|, tehtévi 11.) Olkoon X n x n-matriisi. Tdlloin

|| XX = (X - (1)

12



Todistus. Spektraalinormin mééaritelmén, esimerkin 4, lauseen 5 ja lauseen 6
nojalla

[ - 11X

— max{VA | A on matriisin X X* ominaisarvo} -
max{V/A | X on matriisin X*X ominaisarvo}

— max{V\ | A on matriisin X*X ominaisarvo} -
max{\/x | A on matriisin X*X ominaisarvo}

— (max{V/XA | X on matriisin X*X ominaisarvo})?

= max{\ | A on matriisin X*X ominaisarvo}

— max{V\ | X on matriisin (X*X)*(X*X) ominaisarvo} = || X*X]||.
{

O

Lause 13. Olkoon X n X n-matriisi ja olkoon \ matriisin X itseisarvoltaan
suurin ominaisarvo. Talloin

Al < J[XT]-

Todistus. Ks. [13, s. 297].

Seuraavaksi esitetddn jonojen ja sarjojen suppenemista ja hajaantumista
koskevia lauseita.

Lause 14. Olkoon jono (a;):2, vihenevd ja alhaalta rajoitettu. Tdlldin (a;)32,
suppenee.

Todistus. Ks. [17, s. 44].

Lause 15. Olkoon (b;)$2, lukujonon (a;)32, osajono. Jos (a;)2, suppenee ja
sen raja-arvo on a, niin jono (b;)2, suppenee myds ja sen raja-arvo on a.

Todistus. Ks. [17, s. 40].
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Lause 16. Olkoon n posititvinen kokonaisluku. Sarja

o0
suppenee, j0S ja vain jos Sarja

suppenee.
Todistus. Ks. [18, s. 14].

Lause 17. Positiwviterminen sarja

o
D
i=1

joko suppenee tai hajaantuu kohti ddretontd.
Todistus. Ks. |2, s. 178].

Lause 18 (minoranttiperiaate). Olkoot

o oo
> jo )b,
i=1 i=1

positivitermisid sarjoja ja olkoon a; < b; kaikilla i € Z.. Tdlloin jos sarja

o0
D
i=1

hajaantuu kohti ddareténtd, niin sarja

hajaantuu kohti dadreténtd myos.
Todistus. Ks. [1, s. 539.

Lause 19 (litistyslause). (Vrt. |6, s. 103].) Olkoot

o0 oo o0
E g, E b, ja C;
i=1 i=1 i=1

14



sellaisia sarjoja, ettd a; < c; < b; kaikilla i@ € Z,.. Tdlloin jos sarjat

iai Jja ibi
i=1 i=1

suppenevat ja

i a; = i bz = L,
i=1 i=1

nin myos sarja

oo
> e
i=1

suppenee ja

Z (T L
i=1
Todistus. Olkoon N
Z a; = la(n),
i=1
> b =1y(n)
i=1

ja
Z ¢ = le(n).
i=1

Olkoon ¢ mielivaltaisesti valittu positiivinen reaaliluku. Oletusten nojalla on
olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, ja n;, ettd kun n > n,, niin

la(n) — L] <&,
ja kun n > ny, niin
llp(n) — L| <e.
Olkoon n. = max{n,,ny}. Nyt kun n > n., niin
—e+ L <l (n)<l.n) <l(n) <e+L,

joten kun n > n., niin

l.(n) — L| < e.
Siis
Z C;, = L.
i=1
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Lause 20. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Tdlloin lukujen a ja b
suurin yhteinen tekiji on

(a,b) = Hpmin{a(p)yb(p)}.

peP
Todistus. Ks. |9, s. 16].

Lause 21. Olkoot a, b ja ¢ posititvisia kokonaislukuja. Tdlloin

Todistus. Ks. |9, s. 5 jas. 16].

Lauseen 21 kohdasta 2 seuraa, ettd jokainen SYT-matriisi ja jokainen SYT-
potenssimatriisi on symmetrinen.

Esimerkki 11. Luvut 2 ja 3 ovat alkulukuja, joten tiedetdén, ettéd (2,3) = 1.
Koska 26 = 13- 2 ja 39 = 13 - 3, niin lauseen 21 nojalla

(26,39) = 13- (2,3) = 13- 1 = 13,

Lause 22. (Vrt. |3, s. 21|, tehtdvi 2.) Olkoot a, b, ¢ ja d pareittain suhteellisia
alkulukuja. Tdalloin
(ab,cd) = 1.

Todistus. Olkoon p alkuluku. Nyt lauseesta 20 ja siité, ettd a, b, ¢ ja d ovat
pareittain suhteellisia alkulukuja seuraa, ett

min{(ab)(p), (cd)(p)} = min{a(p) + b(p), c(p) + d(p)} = 0.

Edelleen lauseen 20 nojalla

(ab,cd) = 1.

Lause 23 (Dirichlet’n lause). Olkoon a kokonaisluku ja b sellainen positiivi-
nen kokonaisluku, etti (a,b) = 1. Talloin jarjestetyssa joukossa

A=A{a,a+ba+2b,a+3b,...}
on ddrettoman monta alkulukua.

Todistus. Ks. |3, s. 154].
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Lause 24. Olkoon a kokonaisluku ja b sellainen positiivinen kokonaisluku,
ettd (a,b) = 1. Olkoot

A={a,a+ba+2b,a+3b,...}

ja
B={p|peAjapeP}={pip2ps..}
jarjestettyja joukkoja. Tdalloin
=1
>l
im1 Pi

Todistus. Ks. |5, s. 34].

Seuraavaksi tarkastellaan aritmeettisten funktioiden ominaisuuksia.

Lause 25. Olkoot f ja g multiplikatiivisia funktioita. Tdlloin myds funktio
f * g on multiplikatiivinen.

Todistus. Ks. |10, s. 30].

Funktiot p ja N® ovat selvisti multiplikatiivisia, joten lauseen 25 nojalla
Jordanin funktio J, on multiplikatiivinen.

Lause 26. Olkoon f multiplikatiivinen funktio. Jos

lim f(p") =0,
pr—00
nun
lim f(n)=0.

Todistus. Ks. [8, s. 260].

Lause 27. Olkoon n kokonaisluku. Tdlldin Fulerin funktio

Todistus. Ks. [10, s. 33].

Lause 28. (Ks. [3, s. 48], tehtévd 17.) Olkoon n kokonaisluku. Tdlloin Jor-
danin funktio



Todistus. Jos n = 1, niin viite seuraa valittomaésti, kun huomioidaan, etta
tyhja tulo on 1.

Oletetaan, ettd n > 1.

Dirichtlet’n konvoluution ja Jordanin funktion mééritelmin nojalla

Ja(n) = px N(n) = " pld)N° ().

din

Tama voidaan esittdd muodossa

>N (%) = Zu ()

dn dln
Olkoot q1, qo, ..., q luvun n erisuuret alkulukutekijit. T&lloin
1 1
II(l—jﬂleﬂ——ﬁ-
pln.peP b i=1 %

Tarkoitettakoon merkinnalld W
9

tuu aina kahdesta luvun n eri alkulukutekijistd kerrallaan. (Kaytetdan vas-
taavanlaista merkint&é, kun tulon tekij6itd on useampia.) Talloin

: 1
11(1—@)— —Z( +Z

Huomataan, etti

sellaista summaa, jossa tulo ¢;q; koos-

4q; qJQk Q1Q2

1 —1) d
L= D PP r R Dy pwr <..?ql>a= %-

) q192

Siis

Esimerkki 12. Olkoon a = 1. Téllgin lauseiden 28 ja 27 nojalla
Jo = .
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Esimerkki 13. (Vrt. [12, s. 564].) Olkoon « positiivinen reaaliluku. T&ll6in
selvasti

Jo(1) = 1.

Kun esitetddn Jordanin funktio lauseessa 28 olevassa muodossa, niin huo-
mataan, etta

1 1
@:H(l——s)

peP

Todistus. Ks. [3, s. 231].

Lause 30. Olkoon C' Eulerin vakio. Talloin

-C

H (1_119):12g93+0< : )

2
pEP,p<z log v

Todistus. Ks. [3, s. 297].

2 SYT-potenssimatriisien ominaisarvojen
tarkastelua

Téassd luvussa arvioidaan SYT-potenssimatriisin pienintd ominaisarvoa ja
tarkastellaan SY'T-potenssimatriisin ominaisarvojen kayttaytymistd matrii-
sin dimension kasvaessa rajatta.

2.1 Tietynlaisen SYT-potenssimatriisin pienimman omi-
naisarvon rajakayttiytyminen

Tasséd alaluvussa tarkastellaan sellaisten joukkojen maaraamia SY T-potenssi-
matriiseja, jotka on méaritelty ddrettomén jonon sellaisesta dérellisestd osa-
jonosta, jonka alkiot ovat positiivisia kokonaislukuja ja keskenidén pareittain
suhteellisia alkulukuja. Aiemmin todettiin, ettd kaikki SY'T-potenssimatriisit
ovat symmetrisia. Tarkastelu aloitetaankin tutkimalla tietyn tyyppisid sym-
metrisia matriiseja.
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Apulause 1. (Vrt. [12, s. 554].) Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot

ay, s, ..., a, sellaisia reaalilukuja, ettd jokainen a; # 1, kun 1 < i < n.
Talloin
r 9 -1 r n
11 1 1 1+ Zi:ll ail—l alll—l _a21—1
1 ax 1 1 _all—l a1—1 (1]
1 1 (05} 1 = T aa—1 0 as—1
1 1 1 a, —= 171 0 0
Todistus. Olkoon
[1 1 1 1 ]
1 a1 1 1
X=1|1 1 as 1
1 1 1 a,
ja
- n 1 1 1 1
1 + ZZTI aifl alfl _(1271 _anfl
_a11—1 a;—1 1 0
Y = as—1 0 as—1 0
L _anfl 0 0 ap—1 -
Talloin
- Tr n 1 1 1
1 1 1 1 1 + ZZTl a;—1 a11—1 az—1
1 ax 1 1 _alfl a1—1 (1)
Xy = |1 1 a 1 v 0 &=
1 1 1 a, —= 171 0
r n 1 n 1 1 1
1+ Zi:11 ai—1 Zizll %__11 a1 + a1 —1
n n —a a
_ 1 + Zi:l a;—1 - ZiZl a;—1 al—i Tai—1 + alil
n 1 : n 1 l—a, 1 . a
L 1+ Zi:l a—1 Zi:l a;—1 an—1  a1—1 + a1i1
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(10 0 0
1 0

_ oo 1 0],
: 0

| 00 0 1

joten X7l =Y.

Apulause 2. Olkoon (b;)2, sellainen aidosti kasvava, ddreton reaaliluku-
jono, ettd by > 1. Olkoon

X = En—i—diag(O,bl—l,bg—1,...,bn_1—1)

11 1 -1 0 0 0o - 0
11 1 - 1 0 by—1 0 0
111 o 1|0 0 Bby—1 .- 0
11 --- 1 1 0 0 0 b, ,—1
1 1 1 1]
1 b 1 1
I T 1
11 1 byt |

Tdlloin matriisi X on positiivisesti definiitti. Lisdksi jos
AL S A <<,

ovat matriisin X ja

IN
IA
=
3

1 < o

matriisin X ' ominaisarvot, niin
Aittn—it1 =1, 1<i<n.

Todistus. (Ks. [12, s. 554].) Osoitetaan ensin, ettd matriisi X on positiivi-
sesti definiitti.

Selviisti X = X7 eli matriisi X on symmetrinen. Olkoon
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&1

Ca
z=| . | eCc*\{o}
Cn
Talloin
C1
C
Xz = [@a & - 6 | (Btdiag(0b —1,by— 1, by oy —1)) |
C'I‘L
C1
c
= [a & & Enl|
CTL
C1
Co
+ [C_l Cy - c‘n}diag(O,bl—1,b2—1,...,bn_1—1) .
Cn
C1
n — n — n — CQ
= [Zi:l Ci D1 Gt D Cz’] :
Cn
C1
_ _ C2
+ |: 0 CQ(bl - ].) Tt Cn(bn—l — 1) :|
Cn

= Y Gy a+ > (b — e
=1 =1 i—2

- Zci ch- + Z(bz’fl —1)eic
=1 =1 i—2

= |i il + i(bi—l —1)|ci|* > 0.
1=1 1=2

Osoitetaan vield, ettd A\jpp—io1 =1, kun 1 <@ < n.

22



Lauseen 4 nojalla kaikki matriisin X kaikki ominaisarvot ovat nollaa suu-
rempia reaalilukuja, joten kidnteismatriisi X ! on olemassa. Jos

A< A <<,
ovat matriisi X ominaisarvot, niin télloin lauseen 2 nojalla
NS <<
ovat matriisin X! ominaisarvot. Téten

/\i,U/n,iJrl = )\1>\;1 = 1, 1 S ) S n.

Apulause 3. Olkoon (a;)32, sellainen aidosti kasvava, ddreton reaaliluku-
jono, etti a; > 1. Olkoon n > 2 ja olkoon

X = E,+diag(0,a1 —l,as —1,...,ap_1 — 1)

11 1 --- 11 [o o 0o .- 0

11 1 - 1 0 ag—1 0 - 0
— |11 1 - 1Ll 0 0 ap-1 -- 0

(11 - 1 1] [0 0 0 apy—1 |

1 1 1 1]

1 a 1 1

1 1 1 a,,

ja olkoon w, kddinteismatriisin X 1 suurin ominaisarvo. Tdlloin

n—1

1
n > 1 .
Todistus. (Ks. [12, s. 554].) Olkoon
n—-1_1 —1 -1
1 + Zi:l m a1—1 T ap—1—1
—}1 0o --- 0
Y = “ )
-1 i
an—1—1 0 0
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Télloin kun n on parillinen, niin

- n—1
)\ -1- Ziil ail—l all—l a21—1
a11—1 A 0
det(M —Y) = det p— 0 A
| an,11—1 0 0
A 0 0
- 0 A 0
= (A—1- det | O 0O
( ; a; — 1) ‘ .. .
0 0 0
r 1 1 1
a1—1  az2—1 an—1—1
0 A 0 0
a; — 1 . . . . .
00 0 A
B 1 1 1
a1—1 az—1 ap—1—1
A 0 0 0
+ det 0 0 A 0
a9 — 1 . . . . .
0 0 0 A
B 1 1
a1—1 as—1
] A 0 0
Ap—1 — 1 . . . .
0 0 A
n—1
1 1
_ A—1— )\n—l )\n—2
( a; — 1) (a1 — ].)2




- L e 1

(a2 —1)? (a1

n—1
= (-4 )

An72

L, Gt
]@r4)_gkm—w>

Kun n on pariton, niin toimimalla vastaavasti kuin edellé, padddytdin samaan
tulokseen. Téten matriisin Y karakteristinen polynomi on

00 =0t (-4 - Y )

joten matriisin Y nollasta eroavat ominaisarvot ovat polynomin

n—1 n—1

1
A) =M - (1 A —
p(N) (Jr;ai_l)i:1

1
(a; —1)?

nollakohdat. Kun tarkastellaan polynomia p()\), muuttujan A ollessa

n—1 1
1+§:%_1,

=1

niin havaitaan, etta

1
1
M+;%4)
n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 1 1
= (1 -1 —
T O L) Ly
n—1
1
= — <0
2

Koska p(\) on toista astetta oleva polynomi, jonka toisen asteen termin ker-
roin on positiivinen, niin edellisesti seuraa, ettd matriisin Y suurin ominais-

n—1 1
)\">1+Za~—1'

i=1

arvo

Apulauseen 1 nojalla matriisin X kianteismatriisi
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X =

Olkoon Z = diag(1,—1,..

1+ZZ 1 alfl

a1—1 az—1
1
a11—1 a1—1 (1)
_a2—1 0 az2—1
1 0 0
ap—1—1

=1

ja Z7! = Z. Koska
Z2YZ ' =2vy27
10 0"1+Zzlar1
o -1 0 et
L0 0 -1]L o=
10 0"1+Z”W1
o 0 _1 0 a1—1
L0 0 —11L o=
1
]' + ZZ 1 a; 71 allfl ap_1—1
_ L5 0 0
L an,11—1 O O
ja lisdksi
ZX 'z ' =zXx'7
1 0 --- 0 1+ 30 - pot
o -1 0 —a
0 0 -1 L

26

ap—1—1

=Y

__1
a1—1
1

a1—1

ap—1—1

ap—1—1

ap—1—1

€ R™ ™. Selvasti matriisi Z on kaantyvi



- n—1 1 1 1
1 0 e 0 1 + Zi:l a;—1 a1—1 ap_1—1
. —_— — 0
. 0 —1 0 . a;—1 a1—1
: 0o
0 0 -1 _ 0 __1
- an—1—1 an—1—1
B n—1 1 1 1
1+ Zizl a;—1 a;—1 an—1—1
1 1 0
a1—1 a1—1 1
= : . . =X,
: 0 . .
1 . 1
L an—1—1 : 0 an—1—1

niin |Y| on similaarinen matriisin ¥ ja |X~!| on similaarinen matriisin X !
kanssa. Téten lauseen 3 nojalla matriiseilla Y ja |Y| on keskendén samat omi-
naisarvot seki lisiksi matriiseilla X! ja | X ~!| on keskeniiin samat ominais-
arvot. Koska lisiksi apulauseen 2 nojalla matriisin X ~! kaikki ominaisarvot
ovat positiivisia reaalilukuja ja koska |X | > |Y|, niin nyt lauseen 8 nojalla

max{\ : A on matriisin X! ominaisarvo }

= max{|\| : A on matriisin X! ominaisarvo }

= max{|\| : A on matriisin | X | ominaisarvo }

v

max{|A| : A on matriisin |Y| ominaisarvo }

v

max{A : A on matriisin |Y'| ominaisarvo }

= max{\: A on matriisin Y ominaisarvo }.

Edella osoitettiin, ettd matriisin Y suurin ominaisarvo

n—1
/\n>1+z

)
a; — 1
i=1 "

joten tistd seuraa edelleen, ettd kidnteismatriisin X ! suurin ominaisarvo

n—1
1
n > 1 .

27



Seurauslause 1. Olkoon (a;)°, sellainen aidosti kasvava, ddretén reaaliluku-
jono, etta a; > 1 ja

Olkoon A\ (n) matriisin
X(n) = E, +diag(0,a; — 1,aa — 1,...,a,-1 — 1)
pienin ominaisarvo. Talloin

lim A\(n) =0.

n—oo

Todistus. (Ks. [12, s. 555].) Apulauseen 2 nojalla matriisi X (n) on positiivi-
sesti definiitti, joten lauseen 4 nojalla luku 0 ei ole matriisin X (n) ominaisar-
vo. Téten kddnteismatriisi X (n)~! on olemassa. Olkoon p,(n) kifinteismat-
riisin X (n)~! suurin ominaisarvo. Tillgin lauseen 2 nojalla

Ar(n) = pin(n)

Apulauseen 3 nojalla

n—1 1
fn(n) > 1+ —
joten
M) = () < —e <
1\n) = un n n—1 n—1 :
1+ 300 ail—l 1+ a%

Totesimme, ettd matriisi X (n) on positiivisesti definiitti, joten lauseen 4
nojalla

Siis 1
0< XM(n) < —_—.
( ) 1+ 2?211 a%_
Koska ~
1
p— OO,
Q;
=1
niin nyt
1
n—oo | 4+ Zi:l a_i
Téten litistyslausetta soveltaen
lim A\y(n) =0. O
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Seurauslause 2. Olkoon (b;)2, sellainen aidosti kasvava, ddretin reaaliluku-
jono, etti by > 1 ja
[e.e]

Q“l}—l

Olkoon \i(n) matriisin
Y(n) = E, +diag(b; — 1,bo — 1,...,b, — 1)
pienin ominaisarvo. Tdalldin

n—oo

Todistus. (Ks. |12, s. 556].) Matriisi

Y(n):Enerlag(bl—l,bg—l,,bn—l)
- (bl—l)I+En+diag<O,(b2—bl+1)—1,(bg—b1+1)—1,...,(bn—bl+1)—1).

Oletusten nojalla
B={bp—bi+1,bs—by+1,by—by+1,...}
on sellainen ddreton jirjestetty reaalilukujoukko, etta
by —b; +1>1.

Oletuksista seuraa myos, etta

joten koska
> -
niin minoranttiperiaatteen nojalla

o

S i

2~y + 1

Olkoon
Z(n):En+diag<0,(b2—b1+1)—1,(bg—b1+1)—1,...,(bn—b1+1)—1>
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ja olkoon p;(n) matriisin Z(n) pienin ominaisarvo ja x € R™ sitd vastaava
ominaisvektori. Tall6in

Y(n)x
:(@—m@+m+m%mwrm+n—L@—m+w—mem—m+n—nﬁ

_ «m_mh+zm»x:@r4ﬂﬂ+zmm

= (b1 — Dz +pm(n)r = (b — 1+ pi(n))x.

Seurauslauseen 1 nojalla
lim /‘Ll(n) - 07

joten

n—oo

Edelld tarkasteltiin tietyn tyyppisid symmetrisid matriiseja. Niita tarkastelu-
ja kaytetddn hyviksi, kun seuraavan lauseen myo6ta siirrytdan tutkimaan tie-
tyn tyyppisten SY'T-potenssimatriisien pienimmén ominaisarvon rajakiyt-
taytymista.

Lause 31. Olkoon « sellainen posititvinen reaaliluku, ettd 0 < o < 1, ja
olkoon a positiivinen kokonaisluku. Olkoon (a;)2, sellainen aidosti kasvava,
adareton lukujono, etta sen alkiot ovat posititvisia kokonaislukuja ja

(ai,a;) = a, i#j,

ja

Olkoon A = {ay,a9,as,...,a,} ja olkoon (A%) jarjestetyn joukon A ja lu-
vun « mdadraama SY T-potenssimatriisi. Olkoon A\i(n) matriisin (A%) pienin
ominaisarvo. Tdlloin

nll_)Holo A1(n) = af —a”.

Todistus. (Ks. [12, s. 556].) Olkoon b; sellainen positiivinen kokonaisluku,
ettd a; = ab;, kun ¢ € Z . Tallin lauseen 21 kohdan 3 nojalla

a = (ai,aj) = (ab,-,abj) = a(bi,b]’),
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joten
Koska

niin

Olkoon
B = {by,bs,bs,...,b,}
jaolkoon (B?) jarjestetyn joukon B ja luvun o méédraéama SYT-potenssimatriisi.
Talloin
(B®) = B, + diag(b? — 1,08 — 1,53 —1,...,5> — 1).

Olkoon g4 (n) matriisin (B®) pienin ominaisarvo. Olkoon
¢ =b, 1€Zy.

Koska 0 < a <1 ja koska b; on positiivinen kokonaisluku, kun ¢ € Z, niin
¢ <b, 1€Z,,

joten
1 1
— > —, 1€ Ly
C; b;

Nyt minoranttiperiaatteen nojalla

1
— = 0.
=1 Ci
Koska lisaksi
C1 = b(f > 1,

niin seurauslauseen 2 nojalla

lim p1(n) =c¢; — 1.

n—oo

Koska
(A)* = a"(B"),
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niin nyt

2.2 Tietynlaisen SYT-potenssimatriisin ominaisarvojen
rajakiayttaytyminen

Téssa alaluvussa tarkastellaan aritmeettisten jonojen alkioista muodostettu-
jen joukkojen madrdamia SYT-potenssimatriiseja. Tarkastelun kohteena on
tédllaisen SYT-potenssimatriisin ominaisarvojen kiyttdytyminen matriisin di-
mension kasvaessa rajatta.

Lause 32. Olkoon (a;)$2, positiivialkioinen, aidosti kasvava, ddretin koko-
naislukujono ja olkoon o mielivaltaisesti valittu positiivinen reaaliluku. Olkoon
A ={ay,aq,...,a,} ja olkoon (A%) joukon A ja luvun o mddridma SYT-
potenssimatriisi. Olkoot A\i(n) < -+ < A\, (n) matriisin (A%) ominaisarvot.
Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Tdlldin jono

(Am(n))nZm

suppenee ja
lim A,,(n) > 0.

n—oo

Todistus. (Ks. [12, s. 553].) Lauseen 10 nojalla jono

(Am(n))nZrm

on vihenevi ja lauseiden 1 ja 4 nojalla se on alhaalta rajoitettu, joten lauseen
14 nojalla se suppenee. Lauseista 1 ja 4 seuraa, ettd A\, (n) > 0, kunn € Z,,
joten

lim A,,(n) > 0.

n—oo
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Apulause 4. Olkoot n ja m positiivisia kokonaislukuja. Olkoot
A= {al,aQ,...,an}

ja
B ={by,bs,...,bn}

sellaisia kokonaislukualkioisia jarjestettyjd joukkoja, ettd joukon A alkiot ovat
pareittain suhteellisia alkulukuja ja joukon B alkiot ovat pareittain suhteel-
lisia alkulukuja. Oletetaan lisiksi vield, ettd joukkojen A ja B alkiot ovat
keskenddn pareittain suhteellisia alkulukuja. Olkoon o positiivinen reaaliluku.
Olkoon (A®) jarjestetyn joukon A sekd luvun o mddraamd SY T-potenssimatriisi,
(B®) jarjestetyn joukon B sekd luvun o madradamd SY T-potenssimatriisi ja
((A®B)®) jdrjestetyn joukon A®B ja luvun o mddriamda SY T-potenssimatriisi.
Tdlloin

((A® B)*) = (A)* @ (B%).

Todistus. (Ks. [12, s. 557].) Oletusten nojalla

a1 1

(A= @
’ 1
1 1 ap

ja

by 1 1

By=| ! "
o
1 1 b

Olkoot 1 <1,7 <njal <k, l <m. Télloin lauseiden 21 ja 22 nojalla

1, josi# jjak#l1
a;, josi=jjak#I
b, josi#jjak=1
a;by, josi=jjak=1,

(aiblm Gjbz) =

joten
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[ (alblaalbl)a (alblaalbm)a (albbanbl)a

(albm, albl)“ e (albm, albm)o‘
(Ao B)Y) =
(anby,a;by)™ --- : <o (anby, apby)®
L (anbma.allﬁ)a e (anbm7-a1bm)a e (anbmu.anbl)a
[ ay(B*)  (B*) -+ (B7)
_ | (BY) a3(B%) :
: (B
L (BY) (B*) agz(B%)
a1 1
_ 1 a% : % (B%)
’ 1
1 1 a°
= (A" (B

Apulause 5. Olkoon a posititvinen kokonaisluku ja o sellainen positiivinen
reaaliluku, ettd 0 < o < 1. Olkoon

A={l,14+a,142a,...,1+ (n—1)a}

jarjestetty joukko ja olkoon (A%) joukon A ja luvun o mdadridmda SY T-potens-
simatriisi. Olkoot

A(n) < - < Ap(n)

matriisin (A%) ominaisarvot. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Talloin

lim A, (n) = 0.

n—oo

Todistus. (Ks. [12, s. 558].) Dirichlet’n lauseen nojalla jarjestetyssi joukossa
{,1+a,1+2a,1+ 3a,...}

on ddrettoman monta alkulukua. Olkoon d&reton jarjestetty joukko
B = {plap2ap37 .- }
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néiden alkulukujen joukko. Lauseen 24 nojalla

Koska 0 < a < 1, niin

—<—, qieZ,.

Téten minoranttiperiaatteen nojalla
=1
DL

a
=1 p;

Olkoon ¢; = pp—14i, kun @ € Z, . Télloin

k+m—1
1 1
Doa= D o keZ
im1 4 i=m Pi
Edelléd totesimme, etta
= 1
>
= Pi

joten nyt lauseiden 16 ja 17 nojalla

Sl

«
im1 4

Olkoon [ > 2 positiivinen kokonaisluku ja olkoot

C= {17p17p27 s 7pm—1}

ja
D = {17QI7q27 s 7%*1}

jarjestettyj joukkoja. Olkoon (C?) jirjestetyn joukon C' seké luvun o madrdama
SYT-potenssimatriisi, (D®) jarjestetyn joukon D sekd luvun o madradma
SYT-potenssimatriisi ja ((C' ® D)%) jarjestetyn joukon C' ® D ja luvun «
médrddma SYT-potenssimatriisi. (Joukon C'® D alkioiden jarjestys ei vélt-
tdméttd noudata kokonaislukujen tavanomaista suuruusjirjestysti. Alkiot
voidaan kuitenkin téssi tapauksessa jarjestad uudelleen, silld alkioiden uudelleen
jarjestdminen ei vaikuta matriisin ((C'® D)%) ominaisarvoihin.)
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Apulauseen 4 nojalla

(Co D)) =(C%) e (D).

Olkoot
pa(m) < -+ < g (m)

matriisin (C%) ja
() < - <m(l)

matriisin (D) ominaisarvot. Lauseen 9 nojalla joukko
{ni(m)y; (1) [1 <i<m, 1 <j <1}
on matriisin ((C'® D)%) ominaisarvojen joukko.
Olkoot k ja r positiivisia kokonaislukuja. Tall6in
(1+ka)(1+ra)=1+ka+ra+kra*> =1+ (k+r+kra)a=1 (mod a),
joten jarjestetty joukko
{1,1+a,1+2a,1+ 3a,...}

on suljettu kertolaskun suhteen. Téten jokainen joukon C'® D alkio on my0s
joukon

{1,1+a,1+2a,1+ 3a,...}

alkio.
Olkoon .
n, = Pm-1Gs—1 =~ +1, s>2.
a
TAlloin erityisesti
g — 1
n; = % + 1
a
ja
1 —1
1+ (y—1a=1+ <% +1- 1)a =1+pnag-1—1=pnaq-1,

joten jokainen joukon C'® D alkio on myos joukon
E={1,14+a,1+2a,143a,...,1+ (n; — 1)a}
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alkio. Téten matriisi ((C' ® D)*) on jirjestetyn joukon E sekd luvun «
mérddman SYT-potenssimatriisin (E®) alimatriisi. Olkoot

m(ml) <--- < nu(mi)

matriisin ((C'® D)%) ominaisarvot. T#lldin lauseen 10 nojalla

Am(ng) < np(ml).
Koska lisaksi
pa(m)y(l) < - < pm(m)n(l),
N (M) < gy (M) y1(1).
Téaten
Am(ns) < i (m)71(1).

Nyt lauseen 31 nojalla, valittessa a = a; =1 ja a; = ¢;_1, kun ¢ > 2, pitee

llim 7 (l) =0.

Koska liséiksi lauseen 32 nojalla jonon (\,,(n))%, osajono (A, (ns))s2, sup-
penee ja

lim A, (ng) >0,

§—00

niin litistyslausetta soveltaen

lim A, (ng) = 0.

S§—00

Téaten lauseiden 15 ja 32 nojalla

lim Ap(n) = 0.

n—oo

Edelld olevan apulauseen 5 avulla voidaan todistaa tissa alaluvussa tarkasteltavista
tuloksista merkittivin. Se esitetddn seuraavaksi.
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Lause 33. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja olkoon o sellainen
positiivinen reaaliluku, ettd 0 < o < 1. Olkoon d > 0 kokonaisluku. Olkoon

A={a+dba+ (d+1)b,a+ (d+2)b,...,a+ (d+n —1)b}

jarjestetty joukko ja olkoon (A®) joukon A ja luvun o méadraama SY T-potens-

stmatriisi. Olkoot
Ar(n) < < Au(n)

matriisin (A%) ominaisarvot. Olkoon | positiivinen kokonaisluku. Tdélldin

lim \(n) = 0.

n—oo

Todistus. (Ks. [12, s. 560].) Tarkastellaan aritmeettisen jonon (a + ib)32,
osajonoa

(a+ (d+ (a+bd)i)b)2, = (a+db+ (a+ bd)ib):2,

= ((1+ib)(a+ db)),.
Olkoon
B={a+db,(1+0b)(a+db),(1+2b)(a+db),...,(1+ (m—1)b)(a+ db)}

jarjestetty joukko ja olkoon (B®) joukon B ja luvun a m#drddmi SYT-
potenssimatriisi. Olkoot

pa(m) < -- < i (m)
matriisin (B®) ominaisarvot. Olkoon
C={1,1+0b,14+2b,...,1+ (m —1)b}

jarjestetty joukko ja olkoon (C®) joukon C' ja luvun o« médrddma SYT-
potenssimatriisi. Olkoot

mn(m) < - < ym(m)
matriisin (C*) ominaisarvot. Selvisti
(BY) = (a+db)*(C%),

joten
i(m) = (a+ db)*y;(m), kun 1 < j < m.
Taten erityisesti
i (m) = (a+ db)*y(m).
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Olkoon

m —1—1—{ n_lJ
o a+dbl

Talloin

a+(d+n—-1)0b>(1+ (m, —1)b)(a+ db),
joten (B%) on matriisin (A%) alimatriisi. Valitaan n siten, ettd m,, > [. Nyt
lauseen 10 nojalla

Ai(n) < pu(m).
Nyt siis
Ai(n) < pu(man) = (a+ db)*yi(my).

Apulauseen 5 nojalla

lim 7[<m) - 07

joten
lim ~;(m,) = 0.

n—oo

Téaten edelld olevan tarkastelun ja lauseen 32 nojalla sekd litistyslausetta
soveltaen

lim \(n) = 0.

n—oo

Lause 34. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja olkoon « sellainen
posititvinen reaaliluku, ettd 0 < o < 1. Olkoon d > 0 kokonaisluku. Olkoon
(¢;)$2, sellainen ddretdn, posititvialkioinen, aidosti kasvava kokonaislukujono,
ettdi aritmeettinen jono ((a +1b))2, on sen osajono. Olkoon

C:{Cl,CQ,...,Cn}

jarjestetty joukko ja olkoon (C%) joukon C ja luvun o madridmda SY T-potens-
simatriisi. Olkoot

A(n) < - < A(n)

matriisin (C) ominaisarvot. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Télloin

lim A\,,(n) =0.
Todistus. (Ks. [12, s. 560].) Viite seuraa lauseista 10, 32 ja 33. O
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Seurauslause 3. Olkoon « sellainen posititvinen reaaliluku, ettd 0 < o < 1.
Olkoon
A={1,2,...,n}

jarjestetty joukko ja olkoon (A®) joukon A ja luvun o méadradma SY T-potens-
simatriisi. Olkoot
Ai(n) < - < An(n)

matriisin (A%) ominaisarvot. Olkoon m positivinen kokonaisluku. Talloin

lim A\,,(n) =0.
Todistus. (Ks. [12, s. 561].) Viite seuraa valittomasti lauseesta 34. O

2.3 SYT-potenssimatriisin ominaisarvojen rajakiyttay-
tyminen ja alaraja SYT-potenssimatriisin pienim-
mélle ominaisarvolle

Edellisissd alaluvuissa tarkasteltiin tietyn tyyppisida SYT-matriiseja. Téssa

alaluvussa tarkastelua laajennetaan mielivaltaisesti valittujen, positiivialkiois-

ten, jarjestettyjen kokonaislukujoukkojen maaraamiin SYT-potenssimatrii-
seihin.

Olkoon (a;)$2, sellainen aidosti kasvava, dédretén jono, jonka alkiot ovat posi-
tiivisia kokonaislukuja ja olkoon a mielivaltaisesti valittu positiivinen reaali-
luku. Olkoon

A=A{ay,a9,...,a,}

ja olkoon

(A%)
joukon A ja luvun o maaraamé SYT-potenssimatriisi. Olkoot
Ai(n) < -+ < Au(n)

matriisin (A®) ominaisarvot. Lauseen 1 nojalla (A®) on positiivisesti defi-
niitti, joten lauseen 4 nojalla X\;(n) > 0, kun 1 < i < n. Téssd alaluvussa
esitetaéin edelld olevaa parempi tulos matriisin (A®) pienimmén ominaisar-
von A;(n) alarajaksi ja tarkastellaan matriisin (A®) ominaisarvojen kiyttéy-
tymistd matriisin dimension kasvaessa rajatta. (Ks. [12, s. 561].)

Apulause 6. Olkoon « positiivinen reaaliluku ja olkoon
B = {blab%"'?bm}
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sellainen tekijdsuljettu, jarjestetty, posititvialkioinen kokonaislukujoukko, et-
ti A C B. Olkoon J, Jordanin funktio. Olkoon Y = [c;j] sellainen n x m-
matriisi, jonka alkio

\/ Ja(bj)7 ]'OS bj]ai,
Cij = 0

muulloin.

Talloin

(A*) =YY",
Todistus. Ks. |11, s. 313].

Olkoon K (n) sellaisten n x m-alakolmiomatriisien joukko, joiden jokainen
diagonaalialkio on 1 ja jokainen diagonaalin ulkopuolinen alkio on 0 tai 1.
Selviisti joukko K(n) on &érellinen. Jokaisen joukkoon K(n) kuuluvan mat-
riisin ainoa ominaisarvo on 1, joten joukon K(n) alkiot ovat kiddntyviid mat-
riiseja. Esimerkin 3 nojalla joukko L(n) = {ZZ' | Z € K,} on éirellinen
joukko positiivisesti definiittejd n x n-matriiseja. Olkoon

L,(n) = {m(n) | ZZ" € L(n) ja pi(n) on matriisin ZZ” pienin ominaisarvo}.

Lauseen 4 nojalla joukon L, (n) alkiot ovat positiivisia reaalilukuja. Siis L, (n)
on adrellinen joukko positiivisia reaalilukuja. Nyt voidaan méaaritella ainoas-
taan kokonaisluvusta n riippuva positiivinen vakio

v, = minL,(n). (%)

(Ks. |12, s. 561].)

Vakion v,, ja Jordanin funktion J, avulla voidaan esittdd alaraja matriisin
(A%) pienimmille ominaisarvolle \;(n). (Ks. [12, s. 562].)

Lause 35. Olkoon (a;)$2, aidosti kasvava, ddareton, positiivialkioinen koko-
naislukujono ja olkoon o mielivaltaisesti valittu positivinen reaaliluku. Olkoon

A={ay,a9,...,a,}

ja olkoon olkoon (A%) joukon A ja luvun o madraamda SY T-potenssimatriisi.
Olkoot
Ar(n) <o < An(n)

matriisin (A%) ominaisarvot. Tdlloin matriisin (A%) pienin ominaisarvo

A1(n) > v, -min{J,(a;) | 1 <i<n}.
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Todistus. (Ks. [12, s. 562].) Olkoon Y apulauseessa 6 médritelty n x m-
matriisi. Nyt apulauseen 6 nojalla

(A*) =YY",
Olkoon P mielivaltaisesti valittu permutaatiomatriisi. Tall6in
(A =YY" =yIY" =y (PPT)YYT = (YP)(P'YT) = (YP)(YP)".

Matriisin Y sarakkeita voidaan tdten permutoida vapaasti, joten voidaan
olettaa, ettd
bi = Qy, 1 < 1 <n.

Esitetddn nyt matriisi Y muodossa
Y =[W][V],

jossa W on n x n-matriisi ja V on n x (m — n)-matriisi. Talléin
T T wr T T
VYT = (W [ VIW [ VIT = (W | V]| ] = wwT + vV,
Olkoot
() < -+ <mn)

matriisin WW7T ominaisarvot. Koska
Vvt =vy?t —ww?

ja esimerkin 3 nojalla matriisi VV7 on ei-negatiivisesti definiitti, niin lauseen
7 nojalla
Ai(n) > 7vi(n), 1<i<n.

Tarkastellaan matriisia W = [d;;]. Nyt

{\/Ja(aj), jos a;|a;,
dij — O

muulloin.

Matriisi W on sellainen alakolmiomatriisi, jonka jokainen diagonaalialkio
dii = \/Ja(a;). Muodostetaan matriisit U ja D siten, etté

D= diag(\/Ja(aﬁ,\/Ja(az),'“ sV Ja(an))

ja matriisin U = [u;;] alkio

0 muulloin.

1, jos ajla;,
uij =
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Matriisi W voidaan esittdd muodossa
W =UD.
Nyt
WWw? = (UD)(UD)" = (UD)(D'U") = U(DD"UT = U(DD)UT = UD*U”,

joten

(WWT>71 —_ (UDQUT)fl — (UT>71(D2)71U71.

Selvisti matriisit U ja W ovat kiifiintyvil, joten esimerkin 3 nojalla UU7 ja
WWT ovat positiivisesti definiitteji. Lauseen 4 nojalla matriisien UU7T ja
WWT ominaisarvot ovat positiivisia reaalilukuja. TAméin vuoksi matriisien
UUT ja WWT itseisarvoltaan suurimmat ominaisarvot ovat samalla niiden
suurimmat ominaisarvot.

Olkoon g1 (n) matriisin UUT pienin ominaisarvo ja olkoon

1 1

B = IO = IMdiae( 7 5 T

= max{ |1 <i<n}=

1
Ja(ai)

Nyt lauseen 11 nojalla

min{J,(a;) | 1 <i<n}

IWwH) 2 = 1@~ @)~ o < 1@ I IO = sl 1T ).
Lauseen 12 nojalla
@)= 1w T = 1w - o,

joten

IWwh=H < - [[oUh)~l.

Matriisi UU” on konjukaattisymmetrinen ja totesimme edell, ettii sen omi-
naisarvot ovat positiivisia reaalilukuja. Tédmén ja lauseen 2 nojalla

1
vunh)-Y = ——.
1[( ) )
Nyt siis
_ B
wwh-t .
VW= <
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Matriisi UUT on selviisti joukon L, (n) alkio, joten p;(n) > v,. Titen

P B _ 1
pi(n) — v, v, omin{Ju(a;) |1 <i<n}
Nyt siis
1
wwh| < :
i ) ||_vn-min{Ja(ai)]1§i§n}
Lauseiden 2 ja 13 nojalla
1
wwh=| > :
IvW = s
Koska
)\1 (n> > T (/n’)a
niin taten
1
M) > () > ——— >, min{Ja(a;) | 1 <i < n}.
[I(WWT)=]

Seurauslause 4. Olkoon (a;)2, aidosti kasvava, ddreton, positiivialkioinen
kokonaislukujono. Olkoon

A={ay,a9,...,a,}
ja olkoon (A) joukon A mddrddimd SYT-matriisi. Olkoot
M) < < Auln)
matriisin (A) ominaisarvot. Tdlloin matriisin (A) pienin ominaisarvo
A1(n) > v, -min{p(a;) | 1 <i <n}.

Todistus. (Ks. [12, s. 564].) Koska esimerkin 12 nojalla Ji(a) = ¢(a), kun a
on positiivinen kokonaisluku, niin viite on tosi lauseen 35 nojalla. O

Seurauslause 5. Olkoon (a;)2, sellainen aidosti kasvava, ddreton kokonais-
lukualkioinen jono, ettd ay = 1 ja olkoon v mielivaltaisest: valittu positiivinen
reaaliluku. Olkoon

A={ay,a9,...,a,}

ja olkoon (A%) joukon A ja luvun o médrdiimd SY T-potenssimatriisi. Olkoot
A(n) <--- < An(n)
matriisin (A%) ominaisarvot. Tdlldin matriisin (A%) pienin ominaisarvo

A1(n) > vy.
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Todistus. (Ks. [12, s. 564].) Koska esimerkin 13 nojalla J,(1) = 1 ja
Jo(a) > 1, kun kokonaisluku a > 2, niin viite on tosi lauseen 35 nojalla. O

Esimerkki 14. Olkoon « positiivinen reaaliluku ja olkoon

A — {ala ag, a3}

sellainen jarjestetty joukko, jonka alkiot ovat positiivisia kokonaislukuja. Olkoon
(A%) joukon A ja luvun o madraaméa SYT-potenssimatriisi. Olkoot

M <A< A3

matriisin - (A%) ominaisarvot. Talloin kohdassa (x) maéritelty vakio
v3 > 0.198 (ks. liite), joten lauseen 35 nojalla

A1 > min{0.198 - J,(a1), 0.198 - J,(az), 0.198 - J,(a3)}.
Jos a = 1, niin seurauslauseen 4 nojalla
A1 > min{0.198 - p(ay), 0.198 - p(as), 0.198¢p(as3)}.
Jos a; = 1, niin seurauslauseen 5 nojalla
A1 > 0.198.

Apulause 7. Olkoon a > 1 positiivinen kokonaisluku ja o positiivinen reaaliluku.
Olkoon C' Eulerin vakio. Tdalloin on olemassa sellaiset wvakiot k > 0 ja

0, 0 <0 <1, seki ainoastaan luvuista o ja § riippuva funktio g, jolle pdtee
lim,, . g(n) = oo, ettd:

a
1. jos a>1, niin Jy(a) > ;
¢(a)
—C kf
2. jos a=1, niin Jl(a)zg ¢ (1— ),
loga loga
3. jos 0 <a <1, niin Ju(a) = a*? . g(a);

4. jos a >0, niin lim J,(a) = co.

a—00

Todistus. (Ks. [12, s. 564].) Kun a on positiivinen reaaliluku, niin lauseen
28 nojalla



joten kun « on positiivinen reaaliluku, niin
Jo(a) >aaH<1—i)
- peP pa
Kun « > 1, niin lauseen 29 nojalla
1 1
06 5-oy
i Y UACAN 4 (o)

Téaten jos a > 1, niin

p€EP, pla p
joten
1
Ji(a) > a H <1——>
peP, p<a p
Lauseen 30 nojalla
1 -¢ 1
[T (1-7) = igato5)
P log a log a

pEP, p<a

joten on olemassa sellainen vakio £ > 0, etta
-C

H (1 B %9) = IZga(l a IOZa)'

peP, p<a

Téten jos a = 1, niin

Olkoon 0 < a < 1. Olkoon

a(1-9)
n
f(n) - Ja(n)
Osoitetaan, etté
lim f(n) =0



Jordanin funktio on multiplikatiivinen, joten selviisti my6s f on multiplika-
tiivinen. Lauseen 26 nojalla riittda osoittaa, etta

lim f(p") =0.
p—00

Koska lauseen 28 nojalla

lim — I "0“5(1 L )
im —— = lim p — — ] = o0,
R T »
niin
lim f(n)=0.

a(1-9) |

Olkoon nyt g = % Télloin J,(a) = a g(a) ja

lim g(n) = oc.

Téaten jos 0 < o < 1, niin on olemassa sellainen vakio §, 0 < 0 < 1, seki
ainoastaan luvuista « ja d riippuva funktio g, jolle pétee lim, ., g(x) = oo,
etta
Jo(a) = a®179 - g(a).
Tiedetéén, etta (ks. [2, s. 197])
x

lim = 00,

z—oo log
joten lauseen viimeinen kohta seuraa edellisistd kohdista ja minoranttiperi-
aatetta soveltamalla.

O

Seurauslause 6. Olkoon (a;)2, sellainen aidosti kasvava, ddreton kokonais-
lukujono, ettd ay > 1, ja olkoon o posititvinen reaaliluku. Olkoon

A={ay,ay,...,a,}

ja olkoon (A%) joukon A ja luvun o mddriamd SY T-potenssimatriisi. Olkoon
A1(n) matriisin (AY) pienin ominaisarvo. Olkoon C' Eulerin vakio ja olkoon g
apulauseessa 7 mddritelty funktio. Tdlloin on olemassa sellaiset vakiot k > 0
ja o, 0 <9 <1, ettd:

aa
1. jos a>1, niin \(n) > v, - ——;
(@)
e C k
2. jos a=1, niin \(n) Zvn-min{az ¢ (1— ) |1§i§n};
log a; log a;

3. jos 0<a<l, niin A\(n) > v, - min{az(_li_é) ~glan—) | 1 <i<n}
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Todistus. (Ks. [12, s. 566].) Viite on tosi lauseen 35 ja apulauseen 7 nojalla.
O

Lause 36. Olkoon (a;)2, sellainen aidosti kasvava, ddareton kokonaisluku-
jono, etti ay > 1, ja olkoon « posititvinen reaaliluku. Olkoot m ja n sellaisia
posititvisia kokonaislukuja, ettd n > m. Olkoon

A=A{ay,a9,...,a,}
ja olkoon (A%) joukon A ja luvun o mddaradma SY T-potenssimatriisi. Olkoot
A(n) < Aa(n) < -+ < Ap(n)

matriisin (A%) ominaisarvot. Olkoon C' Eulerin vakio ja olkoon g apulauseessa
7 mddritelty funktio. Talloin on olemassa sellaiset wvakiot k > 0 ja
0, 0 <0 <1, ettd:

a
1. jos a> 1, niin Ap_mi1(n) > vy, - =05
! ¢(a)
. Ap—j - 670 k
2. jos a=1, niin )\n_m+1(n)27)m-m1n{ <1— ) |0§i§m—1};
IOg QAn—i IOg An—i

1-96)

3. jos 0 < a<l1, nin \_mi1(n) > vy, - min{aia( cg(a;) |0<i<m-—1};

4. jos >0, niin lim \,_,,+1(n) = oc.

n—oo

Todistus. (Ks. [12, s. 566].) Olkoon

B =A{an—m+1,@n-ms2,---,0n}

ja olkoon (B?) joukon B ja luvun a madrddméa SYT-potenssimatriisi. Olkoot

pi(m) < pg(m) < -+ < gy (m)

matriisin (B*) ominaisarvot. Olkoon v,, kohdassa (x) médritelty vakio. Lauseen
35 nojalla
p1(m) > vy, - min{Jy(an—;) |0 <i<m—1}.
Lauseen 10 nojalla
An—my1(n) = pa(m).
Siis
An—mt1(n) > vy - min{Jy(an—;) |0 <i<m—1}.
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Téaten kolme ensimmaéisté viitettd ovat tosia apulauseen 7 nojalla. Lauseen
viimeinen viite seuraa edellisistd kohdista, kun sovelletaan minoranttiperi-
aatetta. O

3 SYT-matriisien ominaisarvojen tutkimukses-
ta

Tamén tutkielman luvussa 2 tarkasteltiin Shaofang Hongin ja Raphael Loewyn
artikkelissa Asymptotic Behavior of Eigenvalues of Greatest Common Div-
isor Matrices esittimid SYT-potenssimatriisien ominaisarvojen rajakiyttay-
tymistd koskevia tuloksia. Todennékdisesti ldhitulevaisuudessa kyetdan esit-
tdmain tarkempia arvioita SY T-potenssimatriisien ominaisarvoille. Tulevai-
suudessa nidhténeen myos PYM-potenssimatriisien eli pienin yhteinen moniker-
ta -potenssimatriisien ominaisarvojen tutkimusta. Tarkastelun kohteeksi voi-
daan ottaa esimerkiksi myds sellaisten matriisien ominaisarvot, joissa alkioiden
muodostamisessa on kiytetty suurimman yhteisen tekijan sijaan yleista suu-
rinta yhteistd tekijada. Tampereen yliopistossa tehdaan SYT-potenssimatrii-
seihin liittyvia tutkimusta ja mahdollisesti 1dhitulevaisuudessa ominaisarvo-
jen tarkastelu on yksi tutkimusalue.
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Matlab-ohjelman tulosteet

= [1
= [1
= [1
=1
[1
= [1
» G =[1
»H =110
» eig(A*A’)
ans =

1

1

1

» eig(B*B’)
ans =
0.3080
0.6431
5.0489

» eig(CxC?)
ans =
0.3820
1.0000
2.6180

» eig(D*D’)
ans =
0.3820
1.0000
2.6180

» eig(EXE’)
ans =
0.3820
1.0000
2.6180

» eig(F*F?)
ans =
0.2679
1.0000
3.7321

1];
1];
11;
11;
11;
1];
1];
11;
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» eig(GxG?)
ans =
0.1981
1.5550
3.2470

» eig(HxH?)
ans =
0.2679
1.0000
3.7321

»
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