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Biichin lauseen merkittavin tulos on, ettd darellisella automaatilla tunnis-
tettavat sadnnolliset kielet ovat méariteltavissd monadisessa toisen kertalu-
vun logiikassa. Téssa tutkielmassa todistamme lisaksi, ettd monadisen toisen
kertaluvun logiikan rinnalle Biichin lauseeseen voimme nostaa transitiivisen
sulkeuman ja deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikat.

Tutkielman péaldhdeteoksena on kidytetty Heinz-Dieter Ebbinghausin ja
Jorg Flumin kirjaa Finite Model Theory. Pitkilti tamén kirjan pohjalta esit-
telemme ensin sadnnolliset kielet, ddrelliset automaatit ja darelliset mallit.
Myo0s tutkielmassa kiytetyt merkintdatavat vastaavat pddosin kirjassa kiytet-
tyja merkintoja. Logiikoista esittelemme ensimmaéisen ja toisen kertaluvun
logiikat, monadinen toisen kertaluvun logiikan seké transitiivisen sulkeuman
ja deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikat. Luomme myés yleissil-
méyksen vaativuusteoriaan ja edelld mainittujen logiikkojen vaativuusluok-
kiin. Biichin lauseen todistusta varten tutustumme ensimmaéisen kertaluvun
ja monadisen toisen kertaluvun logiikkojen Ehrenfeucht-Fraisse peleihin. Nai-
den pelien avulla tarkastelemme logiikan kaavojen toteutumista dérellisissa
malleissa ja edelleen aérellisten mallien keskinéistd samankaltaisuutta. Tut-
kielman viimeisessa luvussa esitdimme Biichin lauseen laajennoksen, joka siis
kokoaa saannolliset kielet, darelliset automaatit, monadisen toisen kertalu-
vun logiikan seké transitiivisen sulkeuman logiikat samaan lauseeseen.

Oletamme entuudestaan tunnetuiksi tavallisimmat joukko-opin ja logii-
kan merkinnét, rekursiivisen méaarittelyn ja induktioperiaatteen. Tampereen
Yliopiston kurssi Johdatus aarellisten mallien teoriaan tarjoaa hyvat pohja-

tiedot aihealueen ymmartamiseen.
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Johdanto

Todistamme téssa tutkielmassa Biichin lauseen. Taméan lauseen merkittavin
tulos on, ettd &édrelliselld automaatilla (deterministiselld tai epddeterminis-
tistelld) tunnistettavat sddnnolliset kielet ovat méériteltdvissd monadisessa
toisenkertaluvun logiikassa. Lisdksi esittelemme transitiivisen sulkeuman ja
deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikat ja nostamme nadméa mona-
disen toisen kertaluvun logiikan rinnalle Biichin lauseeseen. Tutkielman paa-

tulos onkin kiteytettavissa yhteen lauseeseen, jossa on seitseméan kohtaa:

Olkoon L C ¥* kieli. Seuraavat ehdot ovat yhtapitéavia:

(i) On olemassa sellainen invariantti joukon ¥* ekvivalenssirelaatio ~, jolla
on &arellisen monta ekvivalenssiluokkaa, etta kieli L on yhdiste relaa-

tion ~ ekvivalenssiluokista.
(ii) Kieli L voidaan tunnistaa deterministiselld automaatilla.
(iii) Kieli L voidaan tunnistaa epiddeterministiselld automaatilla.
(iv) Kieli L on sddnnollinen.
(v) Kieli L on médriteltévissd logiikassa FO(DTC).
(vi) Kieli L on méériteltévissé logiikassa FO(TC).
(vii) Kieli L on méériteltdvissa logiikassa MSO.

Luvussa 1 esittelemme tutkielman kannalta oleellisia kasitteitd, maaritel-
mia ja tuloksia liittyen kieliin, automaatteihin ja aérellisiin malleihin. Ole-
tamme, ettd tavallisimmat joukko-opin merkinnéat, rekursiivinen maérittely
ja induktio ovat lukijalle jo entuudestaan tuttuja.

Luvussa 2 esittelemme ensimmaéisen ja toisen kertaluvun logiikat seka
transitiivisen sulkeuman ja deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikat.
Toisen kertaluvun logiikan osalta tassa tutkielmassa padpaino on monadises-
sa toisen kertaluvun logiikassa. Esittelemme kunkin logiikan syntaksin ja se-
mantiikan seké tarkastelemme logiikkojen vélisia suhteita. Téssd kohdin ole-
tamme tunnetuksi yleensa logiikkaan liittyvit perusmerkinnét ja -késitteet.

Luvun lopussa luomme yleissilméyksen vaativuusteoriaan.



Ensimmaéisen ja toisen kertaluvun logiikkojen pelikarakterisointeihin pe-
rehdymme luvussa 3. Esittelemme Ehrenfeucht-Fraissé pelin, joka on hyvi
tyokalu tutkittaessa aarellisten mallien samankaltaisuutta ja méaariteltavyyt-
td ensimmaéisen kertaluvun logiikassa ja monadisessa toisen kertaluvun logii-
kassa.

Viimeisessa luvussa 4 padsemme viimein Biichin lauseen ja sen laajen-
noksen todistukseen. Edellé esittelemdmme lauseen todistamme kahtena toi-
siinsa liittyvind implikaatioketjuina.

Paalahdeteoksena kidytamme Heinz-Dieter Ebbinghausin ja Jorg Flumin
kirjaa Finite Model Theory. Muut ldhteet ovat lueteltuina kohdassa Viitteet.



1 Alustavia tarkasteluja

Téassé luvussa esittelemme kielistd, automaateista ja malleista ne merkinnéat
ja méaritelmét, joita tulemme myohemmin tarvitsemaan. Erityisesti tutus-
tumme sdannollisiin kieliin, joilla on oma merkittava roolinsa Biichin lausees-
sa. Kappaleessa 1.2 esittelemme deterministisen ja epadeterministisen aarel-
lisen automaatin. Néiden abstraktien koneiden avulla voimme tunnistaa kie-

lia.

1.1 Kielet

Kuten luonnolliset kielet myos matematiikassa tarkastelemamme niin sano-
tut formaalit kielet koostuvat sanoista. Sanat puolestaan koostuvat merkeisté
ja toisinaan kutsummekin sanoja merkkijonoiksi. Emme kuitenkaan hyvéaksy
sanoihin mitd tahansa merkkeji, vaan kussakin kielessa kaytetyt merkit kuu-
luvat annettuun merkistoon. Merkisto on &érellinen epétyhja joukko merk-
kejéa. Merkistoon kuuluvat kaikki ne merkit, joita kulloinkin kyseessé olevas-
sa kielessd voidaan kidyttad. Merkitsemme yleisen tavan mukaan merkistoa
kreikan kielen kirjaimella 3.

Katenaatio (engl. concatenation) on alkioiden yhdistdmisté merkkijonoik-
si. Sana on merkiston X merkeista katenaatiolla muodostettu darellinen merk-
kijono. Olkoon ¥ = {a, b, ¢, d} merkistd. Merkkien a ja b katenaatio on yk-
sinkertaisesti ab. Vastaavasti joukkojen A = {a,b} ja B = {c¢,d} katenaatio
AB = {ac,ad, be,bd}. Alkion katenaatioille itsensé kanssa kiytamme ekspo-
nentiaalista merkintid. Siis aa---a = a* ja joukoille AA---A = AF, missi
k € N on peréttaisten alkioiden lukuméaré. Téssa k voi olla myos nolla, mi-
ki tarkoittaa tyhjaa merkkia tai tyhjda sanaa ja joukoille vastaavasti tyhjas
joukkoa. Tyhjda sanaa merkitsemme kreikkalaisella kirjaimella A.

Merkinnélla a* tarkoitamme kaikkia mahdollisia merkin a katenaatioita
itsensé kanssa. Toisin sanoen a* = {a°, a',a?, ...}. Tatd Kleenen tihdeksi

kutsuttua operaattoria voidaan soveltaa myos joukkouhin. Téalloin
oo
A= JAa=AvAU- -
i=0

Kieli on tietyn merkiston merkeistd koostuvien sanojen joukko. Merkit-



semme useimmiten kieltd isolla kirjaimella L. Kieli voi olla tyhja, t&lloin
L ={ } = 0. Koska kielet ovat sanoista muodostuneita joukkoja, niin voim-
me konstruoida uusia kielid kiyttamalld joukko-opin operaattoreita (yhdiste
U, leikkaus N ja erotus \) sekd katenaatiota ja Kleenen téhtea.

Merkinté >* tarkoittaa kaikkien mahdollisten merkiston > merkeista muo-
dostuvien merkkijoukkojen joukkoa. Toisin sanoen, mika tahansa merkistén
> kieli L on joukon »* osajoukko. Aina merkistostd ¥ riippumatta tyhjéa
sana A € X%, silld ¥ = JZ X' =X'UX U ja X0 =0.

Maaritelméssa 1.1 annamme sdannot sddnnollisten lausekkeiden muodos-
tamiseen. Téssa maaritelméassa ja myos myohemmin téassa tutkielmassa aak-
kostolla tarkoitamme kaikkia niitd merkkejé, joita on luvallista kiyttaa kul-

loisessakin yhteydessa. Usein aakkosto sisiltdd merkiston kuten téssa.

Maaritelma 1.1. Saannolliset lausekkeet ovat merkkijonoja, joiden aakkos-
toon {0} U{a € Z}U{U, +,), (}. Sdannolliset lausekket méadritelladn rekur-

siivisesti seuraavalla tavalla:
(i) 0 on sddnnollinen lauseke, joka vastaa tyhjaa kielté.
(ii) a on sdannollinen lauseke, joka vastaa kieltd {a}.

(iii) Josrja s ovat sidnnolliset lausekkeet, jotka vastaavat kielid R ja S, niin

(ruUs), (rs) ja r* ovat sédénnollisid lausekkeita, jotka vastaavat kielid

RUS, RS ja R*.

Nyt kun olemme maééritelleet sddnnolliset lausekkeet, on sdédnnollisten

kielten méaritteleminen yksinkertaista.

Maaritelma 1.2. Kieli on sé@dnnollinen, jos se voidaan esittad sadnnollisella

lausekkeella.

1.2 Automaatit

Seuraavaksi tutustumme abstraktiin koneeseen, joka pystyy tunnistamaan,
kuuluuko annettu sana tiettyyn kieleen. Kutsumme téallaista kuvitteellista

konetta darelliseksi automaatiksi (engl. finite automaton).



Yksinkertaistaen darellinen automaatti on tiettya algoritmia noudattava
abstrakti kone, joka saa syotteendén sanoja. Lukiessaan sanaa merkki kerral-
laan kone siirtyy eri tilojen vililla sen mukaan, minkd merkin kone on viimek-
si lukenut. Tiloja on dérellinen mééra ja niitd on kahdenlaisia; hyvéiksyvia ja
hylkdaavia. Jos kone jaa sanan loputtua hyviksyvaéan tilaan, niin luettu sana
kuuluu kyseiseen kieleen.

Tutustumme kahteen darelliseen automaattiin; epadeterministiseen ja de-

terministiseen. Méarittelemme ensin epédeterministisen automaatin.

Maaritelma 1.3. Adrellinen epadeterministinen automaatti M on viisikko
(Q,%, qo, 9, F'), missé

Q on aarellinen joukko tiloja,

by on aakkosto,

9 € Q on alkutila,

FCQ on hyvéksyvien tilojen joukko ja

0 C @ x X xE onsiirtymérelaatio tilojen vélilla.

Relaatio 6(g;,a,q;) on voimassa, kun automaatilla on mahdollisuus siirtyé

tilaan g; luettuaan merkin a tilassa g;.

Madrittelemme rekursiivisesti funktion ¢* : @ x ¥* — Pow(Q), missé
Pow(Q) on joukon @) potenssijoukko. Témén funktion arvo on joukko, joka
muodostuu niista tiloista, joihin automaatti voi péadtya lukiessaan sanan x

tilassa q.

Maaritelmé 1.4. Olkoon M = (Q, X, qo, 9, F') automaatti. Funktio 6* : @ x

¥* — Pow(Q) madritelladn seuraavasti:

(1) 0*(q,\) = {q}, aina kun ¢ € @ ja

(2) 0*(q,wa) = {p | d(r,a) = p jollakin r € §*(¢,w)}, aina kun ¢ € Q,
weE X jaa € X.

Deterministinen automaatti M = (@, >, g, d, F') on muilta osin saman-
lainen kuin epéddeterministinen automaatti, mutta funktio §*(g,a) on méaéa-
ritelty erikseen kaikilla a € 3 jokaiselle tilalle ¢. Nyt 6*(q,a) = {p} sijaan

merkitsemme yksinkertaisesti §*(g, a) = p.
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Funktion 0* avulla voimme tarkasti mé&aritella, mitd tarkoitamme sill4,

etta darellinen automaatti hyvaksyy tai hylkaa syotteeksi saamansa sanan.

Maaritelma 1.5. Olkoon M = (Q, 3, qo,0, ') dérellinen automaatti. Se
hyviksyy sanan w € ¥*, jos 0*(qo, w) C F. Jos M ei hyviksy sanaa, sanomme,
ettd M hylkdd sen. Asrellisen epideterministisen automaattin M hyviksymé

kieli on joukko
L(M) ={we X" |6 (q,w)NEF #0}.
Jos M on deterministinen, niin automaatin M hyviaksymaé kieli on joukko
L(M) = {w € ¥*| 6*(qo,w) € F}.

Olkoon L miké tahansa aakkoston ¥ kieli. Adrellinen automaatti M hyviksyy
eli tunnistaa kielen L, jos L = L(M).

Esimerkki 1.1. Olkoon ¥ = {a, b} aakkosto ja L = a*b aakkoston ¥ kieli.
Olkoon liséksi M = (Q, 3, qo, 0, F') sellainen deterministinen automaatti, etta
Q = {1,2,3},F = {2} ja (1,a,1),(1,b,2),(2,2,3) ja (3,z,3) € 0, misséi
x € M.

Automaatin M toimintaa kuvaa alla oleva kuvio, jossa automaatin tilat

on kuvattu ympyréiné ja siirtyméafunktio ¢ nuolina. Vahvennettu ympyré on

0.

Alussa automaatti M on tilassa qyg. Jos M lukee tilassa ¢o merkin a,

hyvéiksyva tila.

niin se pysyy tilassa qy. Vasta merkin b lukeminen siirtda automaatin tilasta
qo hyvéksyvaan tilaan ¢;. Jos M lukee tamén jdlkeen yhdenkin merkin, se
siirtyy pois hyviksyvésta tilasta ¢; tilaan go. Nyt automaatti hyviaksyy vain
ne sanat, joiden alussa on mielivaltainen ma#rd merkkeja a ja joiden lopussa

on yksi b. Nain ollen automaatin M hyviksyma kieli on

L(M) = {b, ab, aab,aaab, ...} = a*b = L.

Siis deterministinen automaatti M hyvéksyy kielen L.
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Huomautus 1.1. Deterministinen automaatti on epadeterministisen auto-
maatin erikoistapaus. Kaikki kielet, jotka voidaan tunnistaa deterministisella

automaatilla, voidaan tunnistaa myos epadeterministiselld automaatilla.

Kuten jo johdannossa totesimme aarellisilla automaateilla tunnistettavat
kielet ovat sadnnollisid. Taméan todistamme lemmassa 1.1. Tulos on voimas-
sa myOs toiseen suuntaan. Siis kaikki sdannolliset kielet voidaan tunnistaa

jollakin aarelliselld automaatilla. Tama tulee todistetuksi luvussa 4.

Lemma 1.1. Kaikki kielet, jotka voidaan tunnistaa epddetermainistiselld au-

tomaatilla, ovat sddanndllisid.

Todistus. [4,s. 146][1, s. 108] Olkoon M = (Q, %, qo, 9, F') epédeterministinen
automaatti, missa @ = {qo, ..., qn}. Olkoon L C ¥* automaatin M tunnis-
tama kieli. Merkitsemme L(%, j, k) niiden sanojen joukkoa, jotka M voi lukea
alkaen tilasta ¢; paédtyen tilaan ¢; kidymaélld niiden valissa vain sellaisissa ti-

loissa, joiden indeksi on < k. Voimme olettaa, ettd 0 < k < n. Nyt

(%) L(M) = | J L(0,j,n+1).
4;E€F

Riittéa siis osoittaa, ettéd kaikilla k:n arvoilla kieli L(4, 7, k) on sdannolli-
nen. Todistamme tdmén induktiolla k:n suhteen. Oletamme ensin, etta k = 0.
Télloin on olemassa kaksi vaihtoehtoa. Joko automaatti M lukee tyhjan sanan
Ajajaa tilaan ¢; tai M lukee merkin a € X ja siirtyy tilaan ¢;. Ensimmaéisessa
tapauksessa ¢ = j, mikd on toki mahdollista myo6s jalkimméisessd vaihtoeh-
dossa. Joka tapauksessa L(i,j,0) = {a € £ | §(¢g;,a) = ¢;} U{A} C X. Mer-
kitkddmme L(i, j,0) = {a1, as, ..., a,}. Télloin kielen L séd&nnollinen ilmaus
onr=aUayU---Ua,. Jos L(i,5,0) = 0, niin r = (.

Oletamme sitten, ettd L(i, 7, k) on sddnnéllinen, kun k& > 0. Osoitamme,
ettd L(i, 7,k + 1) on my6s sdannollinen. Kieli L(i, j, k + 1) sisaltda siis kaikki
ne sanat, jotka M voi lukea aloittaen tilasta ¢; paétyen tilaan ¢; ja kayttden
vain tiloja, joiden indeksi on < k -+ 1. Lukiessaan néitd sanoja automaatti M
voi kdyda tilassa g yhden tai useampia kertoja tai ei lainkaan. Voimme siis
kirjoittaa kielen L(i, j, k+1) muotoon L(i, j, k)UL(i, k, k) L(k, k, k)*L(k, j, k).
Olkoon ’I“]ij kielen L(i, 7, k) sdénnollinen ilmaus. Télloin kielen L(7,j,k + 1)

sadnnollinen ilmaus on 77 + riF (rif)*r?.
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Néin ollen kaavan (x) ja edellisen induktion perusteella L(M) on yhdiste

saannollisistéd kielistd. Siis L(M) on sddnnollinen. O

1.3  Adsrelliset mallit

Aloitamme esittelemélld késitteet symboli ja aakkosto. Symboleja on kol-
menlaisia; vakio-, relaatio- ja funktiosymboleja. Jokaisella relaatio- ja funk-
tiosymbolilla on paikkaluku n > 1. Aakkosto on &dérellinen joukko edelld mai-
nittuja symboleja. Kédytdmme aakkostolle yleisen tavan mukaan merkintaa 7.
Aakkosto on relationaalinen, jos se sisdltdé vain relaatiosymboleja.
Aakkoston 7 mallia A kutsumme 7-malliksi. Jokaisella 7-mallilla A on
epatyhja médrittelyjoukko, jota merkitsemme dom(A) = A. Malli A on &4-
rellinen, jos A on &érellinen. Merkitsemme mallissa A vakiosymbolin ¢ € 7
tulkintaa cA, relaatiosymbolin R € 7 tulkintaa R4 ja vastaavasti funktio-
symbolin f € 7 tulkintaa f4. Jokainen tdllainen tulkinta ¢* on joukon A
alkio ja edelleen tulkinta R* on joukon A relaatio ja f4 joukon A funktio.
Malli on siis tarkasti maaritelty struktuuri. Esimerkiksi reaalilukujen jér-
jestetty kunta voidaan ajatella mallina R = (R, +,-,0, 1, <), missid aakkos-
tona on 7 = {+,-,<,0,1}. R on mallin R méérittelyjoukko, + ja - ovat kak-
sipaikkaisia funktiosymboleja, < on kaksipaikkainen relaatiosymboli ja 0 ja
1 ovat vakiosymboleja. Nyt esimerkiksi funktiosymbolin + tulkinta mallissa

R on reaalilukujen tavanomainen yhteenlasku.

Esimerkki 1.2. Esimerkkiné relationaalisesta mallista otamme jéarjestyksen.
Olkoon 7 = {<}, missd < on kaksipaikkainen relaatio. Nyt 7-malli A =
(A, <) on jirjestys, jos kaikilla a, b, c € A pitee:

(a) —a <A a,

b) joko a <A b tai b <A a tai a = b,
(

(c) jos a <Abjab<Ac niina <4 e

Olkoot A ja B aakkoston 7 malleja. Riippumatta mallien A ja B maa-
rittelyjoukoista ja yksittaisista alkioista kyseiset mallit voivat olla keskenaén
rakenteellisesti samankaltaisia. Tata mallien samankaltaisuutta kuvaa kasite

isomorfismi.



Maaritelma 1.6. Olkoot 7 aakkosto, A ja B 7-malleja ja h : A — B kuvaus.

Kuvaus h on isomorfismi, jos h on bijektio ja toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) Jokaiselle vakiosymbolille ¢ € T pétee:
h(ct) = cB.

(ii) Jokaiselle n-paikkaiselle relaatiosymbolille R ja jokaiselle (ay, ..., a,) €
A" pétee:

(a1,...,a,) € R* < (h(ar), ..., hay,)) € RE.

(iii) Jokaiselle n-paikkaiselle funktiosymbolille f ja jokaiselle (ay,...,a,) €
A" pétee:
h(fAan, ... a,) = fB(h(ar),. .., h(a,)).

Maaritelma 1.7. m-mallit A ja B ovat isomorfiset, jos on olemassa isomor-

fismi A — B. Talloin merkitsemme A = B.

Kaksi mallia A ja B ovat siis isomorfiset, jos malli B voidaan muodostaa
mallista A korvaamalla jokainen alkio a € A sellaisella alkiolla h(a) € B,
ettd mallin A struktuuri sdilyy ennallaan.

Saman aakkoston 7 relationaaliset jarjestetyt mallit voidaan yhdistaa uu-
deksi malliksi jarjestamallda mallien alkiot perdkkédin. Kyseistd operaatiota

kutsutaan jarjestetyksi summaksi.

Maaritelma 1.8. Olkoon < jarjestysrelaatio ja 7 sellainen relationaalinen
aakkosto, ettd < € 7. Olkoot A ja B 7-malleja. Jos AN B # (), niin etsimme
mallille B sellaisen isomorfisen kopion B, ettd AN B = (. Jos AN B = (),
niin B’ = B. Maérittelemme mallien A ja B’ jarjestetyn summan A < B’

asettamalla:
(i) dom(A<B)=AUB,
(i) <AB=<AU <F U{(a,b) |a € A),be B')},

(iii) R4 = RAURP  kun R e 7\ {<}.
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1.4 Sanamallit

Sanamalli on ddrellinen jarjestetty malli, joka maéarittelee tarkasti jonkin sa-
nan struktuurin. Sanamallin méaéarittelyjoukko on jarjestetty joukko alkioita,
joihin kyseessd olevan sanan merkit liitetddn vastaavassa jarjestyksessa. Jos
sana on tyhja, niin myo6s maérittelyjoukko jaisi tyhjaksi. Koska mallin méaé-
rittelyjoukon tulee olla epatyhja, niin sanamallien yhteydesséa lisédmme jo-
kaisen sanan alkuun aloitusmerkin A ¢ ¥. Téll6in my6s tyhjélle sanalle A on
oma sanamallinsa. Sanojen katenaatiossa jalkimmaéisen sanan alusta merkki
A on jatettava pois.

Olkoon ¥ aérellinen joukko merkkeja ja w = wq -+ ,w, € X* sana. Ol-
koon lisdksi B jérjestetty joukko, jossa on n + 1 alkiota, ja olkoon < joukon

B jarjestys. Maarittelemme relaation P, erikseen jokaiselle a € X:
P, ={b e B|bon jarjestyksen < (j+1):s alkio ja w; = a}.

Koska jokaisen sanan alussa on nyt aloitusmerkki A ¢ 3, niin varaamme
sanamallin maérittelyjoukon pienimméan alkion vastaamaan tétd merkkia.
Siis

Pr = {b € B|bon jarjestyksen < ensimméinen alkio}.

Merkitsemme 7(X) aakkostoa {<} U {Pa} U {P, | a € ¥}. Nyt malli

B, = (B, <, Pa,(P,)aecx) on sanan w sanamalli.

Esimerkki 1.3. Olkoon ¥ = {a,i,l,m,n} ja olkoon w sana malli. Nyt
sanaa w vastaava sanamalli B,, = ({0,1,--- 5}, Pa, Py, P;, B, Py, P,,), missi
Prn={0},P, =12}, P, ={5}, b ={3,4}, P, = {1} ja P, = 0.

Mitké tahansa sanan w kaksi sanamallia B, ja B',, ovat keskenéén isomor-
fiset. Siksi voimmekin jatkossa olettaa, ettd sanan w = w; - - - w,, sanamallin
B, mééarittelyjoukko B on selkeyden vuoksi aina {0, ..., n}. Sanan w kaikkien
sanamallien luokkaa merkitsemme K. Toisin sanoen K, = {A | A = B,}.

Sanamallien yhteydessid on otettava huomioon aloitusmerkki A ja sille

varattu ensimmainen alkio jarjestettyd summaa maaritettaessa.

Huomautus 1.2. Olkoot A ja B sanamalleja ja olkoon lisdksi A = {0,--- , k}.
Miéarittelemme sellaisen isomorfismin f : B — B’, ettd kuvaus [ siirtad’ jou-

kon B alkiot joukon A alkioiden peréén. Olkoon siis f(z) = z+k, kun x # 0,
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ja lisiksi f(0) = 0. Edelleen jokaisella a € ¥ ja b € B piitee, ettd b € PP,
jos ja vain jos f(b) € P%. Nyt B = B'. Mallien A ja B miirittelyjoukot
ovat nyt erilliset lukuunottamatta ensimméisté alkiota 0. Sanamallien A ja

B jérjestettyn summan A < B saamme seuraavasti:
(i) dom(A<B)=AUDB,
(i) <AB'=<AU <B U{(a,b) |a € A,be B'},
(iii) PAB = PAU PP | jokaisella a € X ja

(iv) Pa = {0}.

Sanamallin B edustaman sanan aloitusmerkin 'paikka’ jad pois samaan
tapaan kuin sanojen katenaatiossa. Sanojen katenaatiolla ja samallien jarjes-
tetylld summalla on muutakin yhteistd. Nimittdin sanojen u ja v katenaation
uv sanamalli B, on isomorfinen sanamallien B, ja B, jéirjestetyn summan

kanssa.

Lemma 1.2. Olkoon 3 merkisto ja 7(3) sitd vastaava sanamallien aakkosto.

Nyt kaikilla sanoilla u,v € X* pdtee
B, = B, <B,.

Todistus. Todistamme, ettd on olemassa isomorfismi h : B,, = B, < B,.
Olkoot u ja v sellaisia sanoja, ettd sanan w pituus on n ja sanan v pituus
on m. Nyt B, = {0,1,...,n} ja B, = {0,1,...,m}. Télloin B, N B, # 0.
Olkoon f : B, — B! kuvaus kuten huomautuksessa 1.2. Néin ollen dom(B,, <
B))={0,1,---,n+m}. Toisaalta sanojen u ja v katenaatiosta muodostetun
sanamallin B,, méarittelyjoukko on myos B,, = {0,1,...,n+ m}.

Olkoon h : B, U B! — B, identtinenkuvaus. Siis h(z) = =z kaikilla
x € B, U B,. Koska kuvaus h on isomorfismi ja B,, = B, < B, ja koska
B, = B, niin h : By, = B, < B,. O

Olkoon w = wyws - - - w, sana. Otamme kiyttoon merkinndn Bs, t]. Talla
tarkoitamme rajoittumaa sanamallin B, maarittelyjoukossa B vilille [s, t] =
{u € B | s <Bu <B t}. Rajoitetussa sanamallissa Bl[s,t] méiirittelyjou-
kon pienin alkio s on jalleen varattu aloitusmerkille A. Té&ll6in merkintéa
wp[s, tarkoittaa sanan w osaa, jossa ovat merkit wsiy -+ -wy. Jos ¢ <B s, niin

wlg[s,ﬂ =\
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2 Logiikoista

Téasséd luvussa esittelemme ensimmaéisen ja toisen kertaluvun logiikat seké
ensimmaisen kertaluvun logiikan laajennuksena transitiivisen sulkeuman ja
deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikat. Toisen kertaluvun logiikan
osalta keskitymme monadiseen toisen kertaluvun logiikkaan. Jokaiseen logiik-
kaan liittyy késitteet syntaksi ja semantiikka. Syntaksi tarkoittaa sdantoja,
joiden mukaan kaavoja voidaan muodostaa. Semantiikka tarkoitaa sd&ntoja,

joilla kaavojen totuusarvot paatellaan.

2.1 Ensimmaisen kertaluvun logiikka
2.1.1 Syntaksi

Ensimmaisen kertaluvun logiikalle kidytdmme lyhennettd FO, mikd on ly-
henne englannin kielen sanoista first-order logic. Olkoon 7 jilleen aakkosto.
Ensimmaisen kertaluvun logiikan kaavat ovat déarellisia objekteja, jotka muo-

dostuvat seuraavista merkeista:
- muuttujat vy, ve,v3.. .,
- konnektiivit —, Vv,
- olemassaolokvanttori 3,
- yhtasuuruusmerkki =,
- sulkeet ), ( ja
- aakkoston 7 symbolit.

Muuttujasymboleja ja aakkoston 7 vakiosymboleja kutsumme termeiksi.
Ensimmaisen kertaluvun logiikan kaavoja voidaan muodostaa seuraavien

sadntojen mukaan:
(F1) Jos ty ja t; ovat termejé, niin tq = ¢; on kaava.

(F2) Jos R € 7 on n-paikkainen relaatio ja ti,...,t, ovat termejd, niin

R(ty,...,t,) on kaava.
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(F3) Jos ¢ on kaava, niin —¢ on kaava.

(F4) Jos ¢ ja 1 ovat kaavoja, niin (¢ V 9) on kaava.

(F5) Jos ¢ on kaava ja z on muuttuja, niin Jzp on kaava.

Saantojen (F1) ja (F2) mukaan muodostettuja kaavoja kutsumme ato-

mikaavoiksi. Olkoot ¢ ja ¥ FO-kaavoja. Otamme kiyttoon seuraavat yleiset

lyhennysmerkinnét:

(e A)
(o — 1)
(o= ¥)
Yz

Sanomme, ettd muuttuja on

= (e V),

= (e V),

= (e VA (9 V) ja
= —dz-ep.

sidottu, jos se on kvanttorin vaikutuspii-

rissd. Jos muuttuja ei ole sidottu, se on vapaa. Seuraavassa maérittelemme

tarkemmin tdman kasitteen.

Maaritelma 2.1. Olkoon ¢ ensimmaisen kertaluvun logiikan kaava. Kaavan

¢ vapaiden muuttujien joukkon free(y) médrittelemme induktiivisesti kaavan

© rakenteen suhteen.

- Jos p on atomikaava, niin free(y) on kaavassa @ esiintyvien muuttujien

joukko.

- free(—p) = free(yp)

- free(Ixp) = free(yp) \ {x}.

free(p V ) = free(p) U free(v))

Jos free(¢) = 0, niin ¢ on lause.

Esimerkki 2.1. Olkoon 7 = {<}. Esimerkissi 1.2 méérittelemdmme jérjes-

tyksen ehdot voimme ilmaista FO-logiikan kaavoilla.

(a) Va(—z < x)

(b) VaVy(x <yVy<axVz=y)

(c) VaVyVz((z <y ANy <z) =z < z2).
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Ylla olevissa kaavoissa ei ole vapaita muuttujia. Ne ovat siis lauseita.

Ensimmaéisen kertaluvun logiikkaan liittyy tiiviisti kvanttoriasteen késite.

Kaavan kvantoriaste kertoo kaavan sisakkaisten kvantifiointien maarasta.

Maaritelméa 2.2. Olkoon ¢ logiikan FO kaava. Kaavan ¢ kvanttoriasteen,

qr(y), méarittelemme rekursiivisesti:
- qr(p) =0, jos  on atomikaava,
- qr(=w) = qr(y),
- qr(p V) = maz{qr(y), qr()},
- qr(Jrp) = qr(p) + 1.

2.1.2 Semantiikka

Olkoon 7 aakkosto ja .4 7-malli. Olkoon « funktio, jonka méérittelyjoukkona
on muuttujien joukko ja arvojoukkona A. Siis v : {v, | n > 1} — A. Funktio
« liittad jokaiseen muuttujasymboliin v; mallin A jonkin alkion. Funktiota «

kutsumme tulkintafunktioksi tai tulkinnaksi mallissa A.

Maaritelma 2.3. Olkoon 7 aakkosto, A 7-malli ja « tulkintafunktio. Termin

t arvo mallissa A tulkinnalla o on
- 077" = a(v;), jos t on muuttujasymboli ja
- M =4, jos t on vakio.

Merkitsemme o sellaista tulkintafunktiota, joka on kuten funktio o, mut-

ta a(r) = a. Madrittelemme relaation A = pla] seuraavasti:

A=ty = ti[a] O

AER(ty,... . t)a] < RAWM, ... tA)

A el = A gla]

A (pVi)la] & Al pla] tai A = ¢lo]

A = Fzplal < on olemassa sellainen a € A, ettd A = p[ad].
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Atomikaava t, = ¢; tulkinnalla o on siis totta mallissa A tdsmaélleen sil-
loin, kun termien ty ja t; tulkinnat mallissa A ovat yhtdsuuret. Vastaavasti
relaatio R termein tg, ..., t, tulkinnalla o on totta mallissa A tdsmaélleen sil-
loin, kun relaation R tulkinta mallissa A termein tgl’a, ..., tAe pitee. Kaavan
¢ negaatio tulkinnalla o on totta mallissa A tdsmaélleen silloin, kun kaava
¢ tulkinnalla « ei pdde mallissa A. Kaavojen ¢ ja 1 disjuktio ¢ V 9 tul-
kinnalla « on totta mallissa A silloin ja vain silloin, jos jompi kumpi tai
molemmat kaavoista péatevit mallissa A tulkinnalla «. Viimeisesséd kohdassa
A | Jzp[a] pitee tasmiélleen silloin, kun on olemassa sellainen a € A, etté
tulkitsemalla muuttuja x alkioksi a A = ¢[a?] pétee.

Koska lauseissa ei ole vapaita muuttujia, niin lauseen ¢ totuusarvo mal-
lissa A ei riipu tulkintafunktiosta a. Lause ¢ on siis totta mallissa A eli

A ¢, jos A E pla] patee milla tahansa tulkintafunktiolla .

2.1.3 Maariteltavyys

Maaritelma 2.4. Olkoon K jokin darellisten 7-mallien luokka. Luokka K
on madriteltavissa logiikassa L, jos on olemassa sellainen logiikan £ lause ¢,

etta kaikilla 7-malleilla A pétee
AFpe Ac K.

Kaikki dérelliset mallit ovat isomorfiaa vaille méaériteltdvissa ensimmaisen
kertaluokan logiikassa. Sanat ’isomorfiaa vaille’ tarkoittavat sité, ettéd jos FO-
lause ¢ on totta mallissa A ja A = B, niin lause ¢ on totta myds mallissa 5.

Edellisen vaittdmaéan todistaa seuraava lemma.

Lemma 2.1. Jokaiselle ddrelliselle mallille A loytyy sellainen FO-logiikan
lause @, etta kaikille malleille B pdtee

BEes A=B.

Todistus. [1, s. 13] Olkoon A = {ai,...,a,}. Merkitsemme a = a; - - a,.
Maérittelemme joukon 6, := {¢ | b on muotoa R(z1,...,x;),z = y tai

¢ = x, muuttujilla vy . .. v, }. Nyt haluamamme FO-lause ¢ on
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=Ty o (N\{¥ | ¥ €0, A= vlal} A N{0 | ¥ € 0., A= ]}

/\\V/Un+1(?}n+1 =0 V-V Un+1 = Un))

Lauseeseen ¢ on siis koottu konjunktio kaikista niistd atomikaavoista 1, joilla
A = ¢[a] pitee, ja toisaalta niiden atomikaavojen 1) negaatiot, joilla A £
Yla] patee. Lauseen lopussa varmistutaan siitd, ettd muuttujia v; on yhta

paljon kuin mallissa A on alkioita. O

Olkoon 7 aakkosto ja ¢ FO-lause. Ne déarelliset mallit, joissa lause ¢ pé-
tee, muodostavat luokan, jota merkitsemme Mod(y). Sanomme, ettéd lause
¢ maédrittelee luokan Mod(yp). Maariteltdavyys ensimmaéisen kertaluvun logii-

kassa voidaan nain ollen maéaaritella myos seuraavasti.

Maaritelma 2.5. Olkoon K jokin darellisten mallien luokka. Luokka K on
méariteltdvissa ensimmaisen kertaluvun logiikassa, jos on olemassa sellainen
FO-lause, ettd K = Mod(p).

Esimerkki 2.2. Olkoon 7 = {<} aakkosto ja olkoon 1 ensimmaéisen kerta-

luvun logiikan lause:
Y =Vr(-z <zx) A\VaVy(r <yVy<zVz=y)

AN2VYVz((z <y Ay < z) — = < z).
Nyt lause ¢ méérittad luokan Mod(v)), johon kuuluvat kaikki dérelliset jér-
jestetyt 7-mallit.

Sanan w kaikkien sanamallien luokka on siis K,, = {4 | A = B,},
missd B, on sanan w sanamalli. Nyt jokaista kieltd L C »* vastaa luokka
K, ={A| A= B,, kun w € L}. Saman voi ilmaista myos kiddntden. Ol-
koon K sellainen aarellisten mallien luokka, joka koostuu sanamallien kanssa

isomorfisista malleista. Talloin luokkaa K vastaa kieli
L={weX|B, €K}

Esimerkkina kielten maériteltavyydestd ensimméisen kertaluvun logiikas-

sa tarkastelemme seuraavassa lemmassa mielivaltaista darellista kieltd L.

Lemma 2.2. Jokainen darellinen kieli L C >* on mddriteltavissa ensim-

mdaisen kertaluvun logitkassa.
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Todistus. Koska kieli L on &érellinen, niin jokaiselle sanalle w € L voi-
daan madrittda sanamalli B,,. Lemman 2.1 perusteella jokaiselle sanamal-
lille 16ytyy sellainen FO-logiikan lause ¢,,, ettd kaikille malleille A pétee
AE pu & A= B,. Olkoon ¢ = \/, ., ¢w. Nyt luokkaan Mod (1)) kuuluvat
kaikki ne sanamallit, jotka ovat isomorfisia jonkin sanaa w € L vastaavan
sanamallin kanssa. Siis Mod(¢) = {A | A= B,, jollakin w € L}. Néin ollen
K, = Mod(v) ja &érellinen kieli L on méériteltdvissd ensimmaéisen kertalu-

vun logiikassa. O

2.2 Transitiivisen sulkeuman logiikat

Transitiivisen sulkeuman logiikka ja deterministinen transitiivisen sulkeu-
man logiikka ovat ensimméisen kertaluvun logiikan laajennuksia. Kaytam-
mekin transitiivisen sulkeuman logiikalle lyhennettd FO(TC) (engl. transiti-
ve closure) ja deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikalle lyhennettéa
FO(DTC). Méérittelemme ensin, mité tarkoitamme transitiivisella sulkeu-

malla ja deterministisella transitiivisella sulkeumalla.

Maaritelma 2.6. Olkoon R kaksipaikkainen relaatio joukossa M. Relaa-

tioon R transitiivinen sulkeuma T'C'(R) maééritelldén seuraavasti:
TC(R) := {(a,b) € M? | on olemassa n > 0 ja sellaiset e, ..., e, € M,

ettd a = eg, b = e, jakaikillai <n (e;,e;11) € R}.

Relaation R deterministinen transitiivinen sulkeuma DT'C(R) mééritellddn

seuraavasti:
DTC(R) := {(a,b) € M* | on olemassa n > 0 ja sellaiset e, ..., e, € M,
ettd a = eg, b = e, ja kaikillai <n (e;,e;41) € R,
missé e;41 on ainoa alkio ¢ € M, jolla(e;, c) € R}.

Transitiivisen sulkeuman logiikassa patevéat samat kaavanmuodostussaén-
not (F1) - (F5) kuin ensimmaéisen kertaluvun logiikassa. Lisiksi tarvitsemme

sdannon (T6), missd x # y sekd s ja t ovat termeja.
(T6) Jos ¢ on kaava, niin [T'C, ,¢(x,y)](s,t) on kaava.
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Deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikassa on vastaava kaavanmuo-

dostussdanto (D6), missd x,y, s ja t ovat kuten edell.
(D6) Jos ¢ on kaava, niin [DT'C, ¢ (z,y)|(s,t) on kaava.

Kaavan [T'C, ,¢(x,y)](s, t) merkitys on, ettd pari (s, t) kuuluu joukon {(z,y) |
o(z,y)} transitiiviseen sulkeumaan, ja kaavan [DT'C, ,p(x,y)|(s, t) merkitys
on vastaavasti, ettd pari (s,t) kuuluu joukon {(z,y) | ¢(z,y)} deterministi-
seen transitiiviseen sulkeumaan. Toisin sanoen, jos A |= [T'C,, ,(x, y)](s, t)[a, b],
niin on olemassa sellaiset ey, ..., e,, ettd a = ey, b = e, ja kaikilla ¢+ < n péa-
tee A = o(z,y)[ei, €i11]. Deterministisen transitiivisen sulkeuman logiikassa

liséksi e;,1 on ainoa sellainen ¢ € M, ettd A = p(z,y)[e;, .

Huomautus 2.1. [1, s. 124] FO(DTC) on logiikan FO(TC) alilogiikka, sil-

14 kaikki logiikan FO(DTC) kaavat voidaan ilmaista myos logiikassa FO(TC).

Huomaamme, ettd [DT'C, ,o(x, y)|(u, v) on yhté pitdva kaavan [T'C, ,po(x, y)A
Vz(p(x, 2) — 2z =y))](u,v) kanssa.

Esimerkki 2.3. Olkoon X = {0,...,n} juokko, missi n € N. Olkoon S

seuraajarelaatio joukossa X. Siis
S={(k,k+1)e X x X |ke{0,....,n—1}}.

Relaatio S toteuttaa esimerkin 1.2 ehdot (a) ja (b), silld mikdén alkio ei ole
itsensa seuraaja ja jokainen alkio, jolla on seuraaja, on seuraajaansa pienem-
pi. Olkoon n > 2. Nyt (0,1) € S ja (1,2) € S, mutta (0,2) ¢ S. Néin ollen
seuraajarelaatio ei tdyté ehtoa (c). Toisin sanoen relaatio S ei ole transitii-
vinen.

Seuraajarelaation S transitiivinen sulkeuma T'C/(.S) tayttad kaikki ehdot
(a) - (c). Néin ollen TC(S) = {(z,y) € X x X | x < y}. Siis esimerkissé 1.2
esitetyn jarjestyksen ehdot voidaan ilmaista transitiivisen sulkeuman logiikan

kaavalla

[TCy0S(u,v)|(z,y).

Vaativuusluokista
Luvussa 1.2 esittelimme aarellisen automaatin, joka tunnistaa kielid. Vas-

taavanlaisia kielid tunnistavia tila-automaatteja on muitakin. Yleisimmin

19



vaativuusteorian yhteydessa kiytetty ja tunnetuin lienee Turingin kone, joka
késittelee syotteen ja tulosteen merkkijonoina syote- ja tulostenauhoilla. Li-
siksi koneella on kiytossa yksi tai useampia tyonauhoja, joissa varsinainen
laskenta tapahtuu. Laskennan tilavaatimus on niiden tyonauhan ruutujen
méara, joihin kone on laskennan aikana tehnyt merkintéja. Turingin koneen
suorittamat askeleet ovat keskendén hyvin saman tyyppisia. Siksi voimmekin
olettaa jokaisen askeleen vievin saman verran aikaa, joten laskennan aika-
vaatimus on koneen suorittamien askelten maara laskennan aikana. Turingin
kone onkin hyvéa tyokalu ongelmien aika- ja tilavaatumusten teoreettiseen ké-
sittelyyn. Automaatein kuvatut laskennan mallit edustavat matalan tason
abstraktiota.

Adrellisten mallien teoria tuo mukanaan korkean tason abstraktion. Mal-
lit voidaan ajatella syctteend logiikan lauseille ja tulokseksi saadaan tieto
lauseen totuusarvosta kyseisessa mallissa. Koodaamalla malli merkkijonoksi,
joka voidaan antaa syotteené esimerkiksi Turingin koneelle, luodaan vastaa-
vuuksia matalan ja korkean abstraktiotason vilille.

Kielen tunnistamiseen johtavan laskennan aika- ja tilavaatimukset muo-
dostavat vaativuusluokkia. Olkoon M Turingin kone ja L C »* jokin kieli.
Olkoon lisdksi f : N — N funktio, joka kuvaa luetun sanan pituuden suhdet-
ta laskentaan vaatimaan aikaan tai tilaan. Merkinté |w| tarkoittaa sanan w
pituutta. Jos kone M kéyttda kielen L kunkin sanan w laskentaan korkein-
taan f(|w|) ruutua, niin kone M on f tilarajoittunut. Vastaavasti sanomme,
ettd M on f aikarajoittunut, jos kone M kayttda kielen L kunkin sanan w
laskentaan korkeintaan f(|w]|) askelta.

Esimerkkina aikavaativuusluokasta otamme luokan PTIME eli polyno-
misessa ajassa laskettavien kielten luokan. Olkoon p polynomi, jonka ker-
toimet ovat positiivisia kokonaislukuja. Kieli L kuuluu aikavaativuusluok-
kaan PTIME, jos kielen L tunnistaa sellainen kone M, joka on p aikarajoit-
tunut. Vastaavasti jos kone M on p tilarajoittunut ja M tunnistaa kielen
L, niin kieli L kuuluu tilavaativuusluokkaan PSPACE eli polynomisessa ti-
lassa laskettavien kielten luokaan. Jos kone M on epéddeterministinen ja p
aika- tai tilarajoittunut, niin koneen M tunnistama kieli L kuuluu luokkaan
NPTIME tai NPSPACE samaan tapaan kuin edelld. Mainittakoon viela tila-

vaativuusluokat LOGSPACE, logaritmisessa tilassa laskettavien kielten luok-
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ka, ja NLOGSPACE, epadeterministinen logaritmisessa tilassa laskettavien
kielten luokka.

Voidaan todistaa, ettd darellisten mallien luokka K, jonka mallit sisaltéa-
vit jarjestyksen, on madriteltavissd logiikassa FO(DTC) tdsmaélleen silloin,
kun K kuuluu vaativuus luokkaan LOGSPACE. Vastaavasti K on maéri-
teltévissa logiikassa FO(TC)tasmaélleen silloin, kun K kuuluu vaativuusluok-
kaan NLOGSPACE. Huomautuksessa 2.1 totesimme, ettd FO(DTC) on logii-
kan FO(TC) alilogiikka. Vastaavasti vaativuusluokka LOGSPACE on luokan
NLOGSPACE osajoukko, silla kuten airellisten automaattien tapauksessa
(huomautus 1.1) my6s Turingin koneille pétee, ettd deterministinen kone on

epadeterministisen koneen erikoistapaus.

2.3 Monadinen toisen kertaluvun logiikka

Toisen kertaluvun logiikalle kdytdmme lyhennettd SO, miké tulee englannin
kielen sanoista second order logic. Ensimmaéisen kertaluvun logiikan kaavan-
muodostussdantojen (F1) - (F5) lisdksi otamme kiytt6on uuden kaavanmuo-

dostussaannon:
(S6) Jos ¢ on kaava ja R on relaatiosymboli, niin 3Ry on kaava.

Toisen kertaluvun logiikka on siis syntaksiltaan kuten ensimmaéisen kerta-
luvun logiikka, mutta lisdksi se sallii relaatiosymbolien kvantifioinnin. Ol-
koon ¢ = p(xy,...,x,,Y7,...,Ys) toisen kertaluvun logiikan kaava, missé
x1,...,T, ovat vapaita muuttujia ja Y7,..., Y, ovat vapaita relaatiomuut-
tujia. Olkoon A 7-malli ja aq,...,a, € A. Viela lisdksi oletamme, etté
mallin A maérittelyjoukossa on sellaiset relaatiot Ry, ..., Ry, ettd niiden
paikkaluvut vastaavat relaatiomuuttujien Y7,...,Y paikkalukuja. Merkin-
ta A E pla, ..., an, Ry, ..., Ry] tarkoittaa, ettd ¢ on totta mallissa A, kun
kaavan ¢ vapaat muuttujat tulkitaan mallin A alkioksi a4, ...,a, ja relaa-
tiomuuttujat mallin A relaatioiksi Ry, ..., Ry.

Tassa tutkielmassa keskitymme monadiseen toisen kertaluvun logiikaan,
jolle kdiytdmme lyhennettd MSO. Monadisen toisen kertaluvun logiikan lauseis-
sa kvantifioidut relaatiosymbolit ovat aina yksipaikkaisia. Ensimmaéisen ker-

taluvun logiikka on selvésti toisen kertaluvun logiikan ja néin ollen myos

21



monadisen toisen kertaluvun logiikan alilogiikka, silld kaikki FO-kaavat ovat
my6s SO- ja MSO-kaavoja. Transitiivisen sulkeuman logiikat ovat ensimmai-
sen kertaluvun logiikan laajennoksia siind, missa toisen kertaluvun logiikka-
kin. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta transitiivisen sulkeuman logiikan kaavat

voidaan ilmaista monadisessa toisen kertaluvun logiikassa.
Lemma 2.3. Logiikat FO(TC) ja FO(DTC) ovat logiikan MSO alilogiikoita.

Todistus. |2, s. 11| Koska FO(DTC) on logiikan FO(TC) alilogiikka, niin
riittad todistaa, ettd FO(TC) on logiikan MSO alilogiikka. Logiikan FO(TC)
méadritelmdn mukaan A = [TC,.¢(u,v)|(z,y)[a,b] pétee, jos on olemassa
sellainen joukko alkioita ey, ..., e,, ettd a = ey, b = e, ja kaikilla ¢ < n pétee

A = ¢(z,y)[e;, e;41]. Toisin sanoen on olemassa joukko U,
(a) jonka pienin alkion on a ja suurin on b ja

(b) jos alkio ¢ kuuluu joukkoon U ja A = ¢(z,y)[c, d], niin myds alkio d

kuuluu joukkoon U.

Esittelemme ensin kaavan 1, joka péatee sellaisilla joukoilla U, joilla on omi-

naisuus (b). Olkoon
(X)) = VaVy(X(z) A E(z,y) — X(y)),

missé E(c,d) < A= p(z,y)|e, d.
Kohta (a) edellyttéd, ettéd alkiot a ja b kuuluvat joukkoon U ja etté joukon

muut alkiot asettuvat naiden valiin. Nain ollen haluamamme MSO-lause on

(W) AU@@) ANUD) AYV(V CUAG(V) = V =U)).

3 Pelikarakterisoinneista

Tassa luvussa esittelemme Ehrenfeucht-Fraissé-pelin ensimméisen ja toisen
kertaluvun logiikoille. Tama peli on kiyttokelpoinen tyokalu tutkittaessa si-

td, onko jokin darellisten mallien luokka maériteltavissd logiikassa FO tai
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MSO. Pelikarakterisointi helpottaa myos tulosten todistamista; voimme kes-
kittya pelin yksittdiseen kierrokseen ja osoittaa halutun tuloksen induktiolla
kierrosten lukumééran suhteen.

Madrittelemme aluksi joitakin késitteitd ja esittelemme merkintoja. Ol-
koon 7 aakkosto, jossa on vain relaatiosymboleja ja vakioita. Olkoot A ja B
aarellisida 7-malleja. Mallit A ja B ovat ekvivalentit ensimmaéisen kertaluvun
logiikan suhteen, jos samat FO-lauseet ovat tosia molemmissa. Talloin kaikil-
le FO-lauseille ¢ pitee A = ¢ < B | ¢ ja merkitsemme A = B.Vastaavasti
sanomme, ettd mallit A ja B ovat m-ekvivalentit ensimméisen kertaluvun lo-
giikan suhteen, jos kaikilla FO-lauseilla ¢, joilla gr(p) < m, pitee A | ¢ <
B | . Talloin merkitsemme A =, B.

Samaan tapaan merkinti A =99 B tarkoittaa, etti malleissa A ja B

pétevit samat MSO-logiikan lauseet ¢, joissa gr(¢) < m.

Maaritelma 3.1. Olkoot A ja B malleja. Olkoon p sellainen kuvaus, etta
dom(p) C A ja ran(p) C B. Nyt kuvaus p on osittaisisomorfismi, jos

(a) p on injektio,
(b) A € dom(p) ja p(c?) = & kaikilla ¢ € 7 ja

(c) R4ay,...,a,) & RB(p(ay),...,p(a,)) kaikilla n-paikkaisilla relaatioil-
la R ja kaikilla a4, ..., a, € dom(p).

Kaikkien osittaisisomorfismien joukolle mallilta A mallille B kidytamme mer-
kintad Part(A, B).

Olkoon ¢(vyq,...,vs) ensimméisen kertaluvun logiikan atomikaava. Jos
A |= ¢(v)[a] tésmilleen silloin, kun B = o(v)[b], niin tuntuisi luonnollisel-
ta, ettd mallien vilille 16ytyisi osittaisisomorfismi. Néin itse asiassa onkin
ja tuloksen voi laajentaa koskemaan kaikkia kvantifioimattomia FO-kaavoja
(v, ...,vs). TAmén todistamme seuraavassa lemmassa. Jatkossa kiytam-
me merkintéi @ — b kuvaamaan mallin A relaatiot toteuttavien alkioiden ja

vakioiden kuvautumista mallin B vastaaville alkioille.

Lemma 3.1. Olkoon @ = ay,...,as € A ja b = by,...,by € B. Seuraavat
kohdat ovat yhtdpitdvid:
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(i) Lauseet
pla;) = b;, kun i=1,...,s,

ja p(ct) =P, kun ceT

madrittavat sellaisen kuvauksen p, etti p € Part(A, B).

(11) Kaikille kvantifioimattomille kaavoille p(vy, . .., v,) patee A = plal, jos
ja vain jos B = ¢lb].

(111) Kaikille atomikaavoille o(vy, ..., vs) patee A = @la], jos ja vain jos
B olf].

Todistus. |1, s.15 idea] Todistamme ensin, ettd kohdat (i) ja (iii) ovat keske-
naan ekvivalentit. Olkoon p sellainen osittaisisomorfinen kuvaus, ettéd p(a;) =
bi, kun i = 1,...,s, ja p(c?) = P, kun ¢ € 7. Olkoon ¢(v;,...,v,) sel-
lainen atomikaava, ettd A = ¢[a]. Nyt kaava ¢ voi olla muotoa ty = #;
tai muotoa R(ty,...,t,). Jos A |= (v; = wvg)[al, niin silloin ja vain silloin
a; = ai. Koska p(a;) = b; kaikilla ¢ = 1,...,s ja koska p on injektio, niin
p(a;) = p(ay) tédsmélleen silloin, kun b; = by,. Edelleen b; = by, jos ja vain jos
B E (v; = v)[b]. Siis B = ¢[b]. Vastaava tulos piétee, jos jompikumpi ter-
meisti t, tai t; on vakio, silli jokaiselle vakiolle ¢ € T pitee p(c?) = cP. Jos
ja vain jos A = R(c, vj,v;,)[a], niin silloin relaatio R4 (¢4, a;, ai,) on voimassa.
Koska p(c?) = ¢ piitee jokaisella vakiolla ¢ € 7 ja kaikilla i = 1,..., s pitee
p(a;) = b; ja koska p on injektio, niin R?(p(c?),p(a;),p(ay)) pétee tdsmil-
leen silloin, kun RP(cP,b;,b;) pétee. Edelleen RP(cP,b;,b), jos ja vain jos
B = R(c,vj,v)[b]. Siis B = p[b].

Oletamme sitten, etté kohta (iii) pitdé paikkansa. Olkoon siis ¢(v1, . . ., vs)

atomikaava, jolle patee

AE pla] joss BE g[b].

Kaava ¢ on siis muotoa ty = t; tai muotoa R(t,...t,). Molemmissa tapauk-
sissa, jotta kohdan (iii) ehto téyttyy, on oltava olemassa sellainen kuvaus p,
ettd kaikille vakioille ¢ € 7 pitee p(c?) = ¢ ja kaikilla i = 1,...,s pitee
p(a;) = b;. Kuvaus p on injektio, silla kaikilla j ja k € {1,..., s} pétee, etta
jos p(a;) = p(ag), niin a; = a;. Néin ollen méaritelmén 3.1 kaikki kohdat

patevat. Siis kuvaus p on osittaisisomorfismi mallilta A4 mallille B.
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Kohdat (ii) ja (iii) ovat myos keskenédén ekvivalentit. Kvantifioimattomat
ensimmaisen kertaluvun logiikan kaavat saadaan atomikaavoista kaavanmuo-
dostussdantoja (F3) ja (F4) kdyttamaélld. On siis selvad, ettéd kohdasta (ii)
seuraa kohta (iii). Todistamme, ettd véitteestd (iii) seuraa kohta (ii). Ol-
koot ¢ ja ¢ sellaisia atomikaavoja, joille kohta (iii) pétee. Oletamme, etta
A E —lal. Nyt siis A £ ¢[a]. Koska kaavalle ¢ pitee kohta (iii), niin
B [~ 1[b]. Edelleen siis B = —)[b]. Ekvivalenssin kiéinteinen suunta todistuu
vastaavasti. Oletamme sitten, ettd A = (¢ V p)[a. Nyt pétee joko A = 9a]
tai A | ¢lal tai molemmat. Koska kaavoille ¢ ja ¢ on voimassa kohdan
(iii) ehto, niin ainakin toinen joko B |= 1[b] tai B |= ¢[b] piitee. Niin ollen

B |= (¢ V)[b]. Jélleen ekvivalenssin kiidinteinen suunta todistuu vastaavasti.

Siis kohtien (ii) ja (iii) ovat yhtapitavia. O

3.1 Ehrenfeucht-Fraissé-peli ensimmaisen kertaluvun lo-
giikalle

Ehrenfeucht-Fraissé pelille kiytdmme lyhennettd EF-peli ja yksittédista EF-
pelif ensimmiisen kertaluvun logiikalle merkitsemme G,,(A, a, B,b), missi
A ja B ovat malleja ja a € A® ja b € B® ovat niiden mallien alkiojonoja.

Olkoot A ja B 7-malleja, a € A* ja b € B* seki m € N. EF-pelissi on
kaksi pelaajaa; spoiler (S) sekéd duplicator (D). Nimensi mukaisesti D yrittaa
’kopioida’ malleja eli ndyttad, ettd mallit ovat samankaltaisia. Pelaaja S taas
yrittad tehdd taméan mahdollisimman vaikeaksi. Pelaajilla on m vuoroa, jotka
he kiyttaviat vuorotellen. Pelaaja S aloittaa pelin.

Kullakin kierroksella i S valitsee alkion e; mallista A tai alkion f; mal-
lista B. Jos S valitsee alkion e;, niin D vastaa pelaajan S valintaan etsiméalla
mallista B sellaisen alkion f;, ettéd kuvaus ae, - - -e; — bf - - - f; on osittaisiso-
morfismi mallista A4 mallille B. Jos S valitsee alkion f;, niin D etsii vastaavasti
alkion e; mallista A.

Jos ja vain jos @,e1,...,em > b, fi,..., fm € Part(A,B), niin D voit-
taa pelin. Lemmasta 3.1 seuraa, ettd jos m = 0, niin pelaajan D voittoon
vaaditaan vain, ettd @ +— b € Part(A,B). Jos D ei voita, niin S voittaa.
Toisin sanoen S voittaa, jos jollakin i < n kierroksella ey ---e; — bfi - f;

ei ole osittaisisomorfismi. Pelaajalla joko D tai S on voittostrategia pelis-
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sd Gn(A,a, B, 13), jos tama voittaa kyseisen pelin riippumatta vastustajan
valinnoista. Toisin sanoen voittostrategian omaavalla pelaajalla on tietty pe-
lijarjestys, jota kiayttdmalla han voittaa ko. pelin aina.

Seuraavaan lemmaan on kerétty joitakin EF-pelin ominaisuuksia, jotka

ovat suoria seurauksia pelin méaarittelysté.
Lemma 3.2. Olkoot A ja B malleja, a € A*,b € B* jam > 0.

(a) Pelaajalla D on wvoittostrategia pelissi Go(A,a, B,b), jos ja vain jos

a b on osittaisisomorfismi.
(b) Kun m > 0, niin seuraavat ehdot ovat yhtapitivid:

(i) Pelaajalla D on voittostrategia pelissi G, (A, a, B, b).

(ii) Jokaiselle a € A on olemassa sellainen b € B ja jokaiselle b € B

on olemassa sellainen a € A, ettd dublicatorilla on voittostrategia
pelissi G (A, aa, B, bb).

(c) Jos pelaajalla D on voittostrategia pelissi G,,(A,a, B,b) ja jos n < m,

niin pelaajalla D on voittostrategia myds pelissi G, (A, a, B, b).

Olkoon malli A annettu ja olkoot @ = a;---as € A ja m > 0. Méarit-
telemme seuraavaksi kaavan ¢2*(vy, - -+, vs), joka kuvaa alkioiden a peliteo-

reettisia ominaisuuksia missé tahansa EF-pelissi G,,(A, a, B, b).

Maaritelméa 3.2. Olkoon v = vy, ..., v,. Maérittelemme kaavan 7' rekur-

siivisesti. Kun m = 0, niin
() = /\{cp(f)) | ¢ on atomikaava tai sellaisen negaatio ja A | plal}.
Kun m > 0, niin

(@) = N\ a1 (0,0000) Ao \/ @i (0, 00).
acA acA
Kun m = 0, niin kaava ¢7' on konjunktio sellaisista atomikaavoista tai
niiden negaatioista, jotka pétevit mallissa A, kun muuttujat vy, ..., vs tul-
kitaan alkioiksi aq,...,as,. Kun m > 0, niin kaava @' sanoo, etta kaikilla

a € A on olemassa sellainen v,, 1, jolla kaava gogz_l(@, vsy1) pétee, ja toisaal-

ta kaikille v, 16ytyy sellainen a € A, ettd kaava ols (9, v4,1) pitee.
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Nyt kaava 7' on itseasiassa méadritelty siten, ettd kaikilla malleilla B ja
b € B pelaajalla D on voittostrategia pelissi G, (A, @, B, b) tésmiilleen silloin,

kun B = ¢2'[b]. Témén todistamme Lemmassa 3.5. Ennen sité esittelemme

ja todistamme EF-peliin liittyvia tuloksia.

Lemma 3.3. Kaikilla s,m > 0 arvoilla joukko B, = {©Z" | A on dadrellinen

malli ja a € A®} on ddrellinen.

Todistus. Olkoon C' = {p(vy,...,vs) | ¢ on atomikaava tai sellaisen negaatio}.
Jos muuttujien maéraé ei oteta lukuun, niin ensimméisen kertaluvun logii-
kan kaavat muodostuvat darellisesta maarasta merkkeja, silla aakkosto 7 on
adrellinen. Néin ollen joukko C' on &arellinen, sillda muuttujia vq,...,vs on
aarellinen méaara.

Todistamme induktiolla kvanttoriasteen m suhteen, ettd kullakin s:n ar-
volla joukon B,, kaavat voidaan valita 2™ tavalla.

Oletamme ensin, ettd m = 0. Jokainen joukon C' kaava on joko tosi tai
epatosi mallissa A. Jos kaava ¢ € C on epétosi mallissa A, niin kaavaan
©% otetaan konjunktio ko. kaavan negaatiosta ja péin vastoin. Niin ollen
jokaisella s arvolla kaavoja ¢ on tismélleen yksi. Siis viite pétee joukolle
By, silld 20 = 1.

Oletamme sitten, ettd joukon B, alkiot voidaan valita 2™ tavalla. Maa-

ritelmédn 3.2 mukaan

ot (v) == /\ FVs419054(0; Vs 1) A Vs \/ P (U, Vst1).-
acA acA
Nyt alkio a € A kaavassa ¢ (0,v,41) voidaan valita kahdella tavalla. Joko
niin, ettd ensin kiinnitetddn alkio a ja etsitddn sopiva muuttujan v, arvo,

m-+1

tai painvastoin. Nain ollen kaavat ¢

mt+l voidaan valita 2 - 2™ = 2™F! tavalla

kullakin s:n arvolla. Induktioperiaatteen mukaan kullakin s:n arvolla joukon
B,, alkiot voidaan valita 2™ tavalla kaikilla m > 0. Nain ollen joukko B,, on

aarellinen kaikilla s, m > 0. O
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Lemma 3.4. Seuraavat tulokset ovat yleisesti voimassa.

(a) qr(pg’) =m
(b) AE ¢7lal

(c) Kaikille malleille B ja b € B on voimassa, ettd B = ©2[b] silloin ja

vain silloin, kun @ — b € Part(A, B).

Todistus. |1, s. 18(idea)]

(a)

Olkoon ensin m = 0. Nyt méadritelmén 3.2 mukaan 2 muodostuu ato-
mikaavojen ja niiden negaatioiden konjunktioista, joten selvisti qr(¢2) =

0. Olkoon m > 0 ja oletamme, ettd gr(w2 ) =m — 1. Nyt

qr () = max{gr( /\ Fve1ems " (0,v:01)), ar(Vows \/ oo (0, 0441))}

acA acA
=maz{(m—-1)+1,(m—1)+1} =m.

Induktioperiaatteen nojalla gr(¢Z') = m kaikilla m > 0.

Todistamme viitteen induktiolla kvanttoriasteen m suhteen. Olkoon
ensin m = 0. Nyt ¢? on kaikkien niiden atomikaavojen tai atomikaa-
vojen negaatioiden ¢ konjunktio, joille patee A = p[a]. Néin ollen
A E ©Yla]. Olkoon sitten m > 0 ja oletamme, ettd A = ¢2'[a] pé-
tee. Nyt médritelmén 3.2 mukaan A = o2 (0)[a] pitee, kun jokaiselle
a € A 16ytyy sellainen alkio b € A, ettd ¢ (v, vs41) pitee mallissa A,
kun muuttuja ve,q tulkitaan alkioksi b € A, ja toisaalta tulkittiinpa
muuttuja vsyq miksi tahansa alkioksi b € A, niin on olemassa sellai-
nen a € A, ettd ¢ (v, vs11) péatee mallissa A. Molemmissa tapauksissa
tallainen b € A on varmasti olemassa, silld voimme aina valita kunkin

alkion vastaamaan itseddn; siis b = a. Néin ollen induktioperiaatteen
nojalla A = ¢2[a] kaikilla m > 0.

Mééritelmén 3.2 mukaan 2 on kvantifioimaton. Edellisen kohdan (b)
mukaan aina pitee A = ¢0[a]. Oletamme nyt, ettd B = ¢2[b]. Tami on

Lemman 3.1 mukaan yhtépitivii sen kanssa, ettd a — b € Part(A, B).
]
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Lemma 3.5. Olkoot A ja B malleja, a € A%, b € B® ja m > 0. Tdlloin

seuraavat ehdot ovat yhtdpitavid:
(i) Pelaajalla D on voittostrategia pelissi G, (A, a, B,b).

(ii) B = ¢i'[b].

(iii) Olkoon ¢(vy,...,vs) sellainen FO-kaava, etti qr(v) < m. Nyt
() Ak pla) & B ob].

Todistus. |1, s. 18] Oletamme ensin, ettd kohta (iii) on voimassa. Lemman
3.4 mukaan ¢qr(¢2) = m ja A | ¢2'[a]. Koska kohta (iii) pétee, niin selvésti
B |= ¢™[b]. Siis kohdasta (iii) seuraa kohta (ii).

Seuraavaksi todistamme induktiolla kvanttoriasteen m suhteen, etté koh-
dat (i) ja (ii) ovat yhtépitdvid. Olkoon ensin m = 0. Lemman 3.2 mukaan
pelaajalla D on voittostrategia pelissi Go(A,a, B,b), jos ja vain jos @ — b
on osittaisisomorfismi mallista .4 malliin 5. Edelleen Lemman 3.4 perusteella
téllainen osittaisisomorfismi on olemassa silloin ja vain silloin, kun B |= ¢2[b].

Oletamme sitten, ettd m > 0 ja ettd ekvivalenssi (i) < (ii) on voimassa
kvantoriasteen ollessa m — 1. Nyt Lemman 3.2 kohdan (b) mukaan pelaajalla
D on voittostrategia pelissi G,,(A, @, B, b), jos ja vain jos jokaiselle a € A on
olemassa sellainen b € B ja jokaiselle b € B on olemassa sellainen a € A, etté
pelaajalla D on voittostrategia pelissi G,,_1(A, aa, B, bb). Induktio-oletuksen
mukaan jokaiselle a € A on olemassa sellainen b € B ja jokaiselle b € B on

olemassa sellainen a € A, ettd B |= o '[bb]. Tdmi on juuri se, mitd kaava

™ 5an00; B Auea F0st19m (0, 0551) AV0si1 Voen ot (0, 0541)[b]. Siis
B | ¢™[b]. Niin ollen induktioperiaatteen nojalla kohdat (i) ja (ii) ovat
yhtapitavid kaikilla m > 0.

Oletamme sitten, ettd kohta (i) on voimassa. Todistamme induktiolla
kvanttoriasteen m suhteen, ettd kohta (iii) patee. Olkoon m = 0. YIl& olevan
todistuksen mukaan pelaajalla D on voittostrategia pelissi Go(A, @, B, b) tis-
miilleen silloin, kun B |= ¢?2[b]. Lemman 3.4 mukaan A = ¢2(a). Siis kohdan
(iii) véite on tosi, kun m = 0.

Oletamme sitten, ettd m > 0 ja ettd implikaatio (i)=-(iii) on voimas-

sa kvanttoriasteen ollessa m — 1. Edellisen perusteella atomikaavat kuuluvat
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niiden kaavojen (v, ..., vs) joukkoon, jotka toteuttavat ehdon (k). Néiden
kaavojen muodostama joukko on selvisti suljettu negaation ja disjunktion
suhteen. Olkoon nyt ¢(Z) = Jy1) sellainen kaava, ettéd gr(y¢) < m. Muuttu-
ja y on sidottu, joten voimme olettaa, ettd y # z; kaikilla 1 < i < s. Siis
Y = (Z,y). Oletamme, ettd A | @[a]. Siis on olemassa sellainen a € A,
ettd A | 9a, al. Oletuksen mukaan pelaajalla D on voittostrategia pelissi
Gm(A, a, B,b). Siis on olemassa sellainen b € B, ettd pelaajalla D on voit-
tostrategia pelissi G,,_1(A, aa, B,bb). Nyt ¢r(y)) < m — 1, joten induktio-
oletuksen mukaan B |= b, b]. Siis B |= ¢[b]. Siis induktioperiaatteen nojalla
kohdasta (i) seuraa kohta (iii) kaikilla m. O

Edellisen lemman kohta (iii) on yhtd pitdvad sen kanssa, ettd A =, B.
Toisin sanoen pelaajalla D on voittostrategia pelissi. G,,(A, @, B,b) tismél-

leen silloin, kun mallit A ja B ovat m-ekvivalentit.

3.2 Monadisen toisen kertaluvun logiikan pelikarakteri-
sointi

=M50 on peliteoreettinen karakterisointi. Merkitsemme yk-

Myo0s relaatiolle
sittdistd monadisen toisen kertaluvun logiikan EF-pelid MSO-G,, (A, B).

Peli etenee kuten ensimmaéisen kertaluvun logiikan EF-peli, mutta nyt
kullakin kierroksella S voi valita joko yksittdisen alkion tai joukon alkioita.
Alkiojoukon valinta vastaa yksipaikkaisen relaatiomuuttujan kvantifiointia.
Jos S valitsee yksittéisen alkion, niin D vastaa kuten FO-logiikan EF-pelissi.
Jos S valitsee alkiojoukon P C A, niin D vastaa joukolla ¢ C B. Ja péin
vastoin jos S valitsee alkiojoukon ¢ C B, niin D vastaa joukolla P C A.
Kun on pelattu m kierrosta, niin mallista A on valittu alkiot aq,...,a, ja
alkiojoukot P, ..., P sekd mallista B vastaavasti alkiot by,...,b,. ja alkio-
joukot Qq,...,Qs. Nyt r + s = m. Pelaajalla D on voittostrtegia pelissa
MSO-Gw (A, B), jos @+ b € Part((A, P),(B,Q)).

Edellisen kappaleen tulokset EF-peleille ovat voimassa my6és monadisen
toisen kertaluvun logiikan tapauksessa pienin lisdyksin. Kéymme ldpi ndmé&
tulokset todistuksineen. Tosin seuraavaan lemmaan on koottu EF-pelin omi-

naisuuksia, jotka ovat suoria seurauksia pelin méarittelysta.
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Lemma 3.6. Olkoot A ja B malleja, a € A",b € B",P,...,P, C A ja
Qla"'a@sgB'

(a) Pelaajalla D on voittostrategia pelissic MSO-Gy(A, B), jos ja vain jos
@+ b e Part(A,B).

(b) Kun m >0, niin seuraavat ehdot ovat yhtapitivid:

(i) Pelaajalla D on voittostrategia pelissi MSO-G,,((A, P,a), (B, Q,b)).

(ii) Jokaiselle a € A on olemassa sellainen b € B ja jokaiselle b € B
on olemassa sellainen a € A, ettd pelaajalla D on voittostrategia
pelissi MSO-G,,_1((A, P,aa), (B,Q,bb), ja vastaavasti jokaiselle
P C A on olemassa sellainen Q C B ja jokaiselle ) C B on
olemassa sellainen P C A, ettd pelaajalla D on wvoittostrategia
pelissi MSO-G,,_1((A, PP,a), (B,QQ,b).

(c) Jos pelaajalla D on voittostrategia pelissi MSO-G,,((A, P, a), (B,Q,b))
ja jos n. < m, nun pelaajalla D on voittostrategia myds pelissa MSO-

Gu((A, P,a), (B,Q,D)).

Ensimméisen kertaluvun logiikan EF-pelien yhteydessd maéaérittelimme
kaavan 7. Madrittelemme nyt vastaavan kaavan wg}p MSO — G, peleil-
le ottaen huomioon mahdolliset alkiojoukkojen valinnat. Edelleen kaava w;’}
madritellddn siten, ettd kaikilla malleilla B pelaajalla D on voittostrategia
pelissi MSO-G,((A, P,a), (B,Q,b)) tismilleen silloin, kun B = wgfp[lg, Q).

Télle véitteelle esitimme perustelut Lemman 3.9 todistuksessa.

Maisritelma 3.3. Olkoon o = vy,...,v, ja V. = Vi,...,V,. Miarittelemme

kaavan 9”5 rekursiivisesti. Kun m = 0, niin

27;, = /\{gp('&, V) | ¢ on atomikaava tai sellaisen negaatio, A = p|a, P]}.

Kun m > 0, niin

1
Writi= A\ Foe e p Ao \ T s A N BVerrtlpp AWVars ) 4T 0p.
acA acA PCA PCA

Lemma 3.7. Kaikilla m > 0 arvoilla joukko By, = {475 | A on ddrellinen

malli, a € A" ja Py, ..., Py C A} on ddrellinen.
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Todistus. Todistamme induktiolla kvanttoriasteen m suhteen, ettd kullakin
s arvolla joukon B, kaavat voidaan valita 4™ tavalla.

Oletamme ensin, ettd m = 0. Vastaavin perusteluin kuin Lemmassa 3.3
joukko By on yksikésitteinen.

Oletamme sitten, ettd joukon B,, alkiot voidaan valita 4™ tavalla. Maa-

ritelman 3.3 mukaan

1
Writi= A\ Foe e p Ao \ T A N BVerrtlpp AWVors \/ 4500
acA acA PCA PCcA

Nyt alkio a € A kaavassa Vo, (0, 0511, V) voidaan valita kahdella tavalla.
Joko niin, ettéd ensin kiinnitetdan alkio a ja etsitddn sopiva muuttujan vgy;
arvo, tai painvastoin. Vastaavasti osajoukko P C A kaavassa w;’} »(a, V,Vst1)
voidaan valita kahdella tavalla. Siis kaavat w;’?;gl voidaan valita (2+2)-4™ =
4mF1 tavalla. Induktioperiaatteen mukaan kullakin s:n arvolla joukon B,
alkiot voidaan valita 4™ tavalla kaikilla m > 0. Néin ollen joukko B5,, on

aarellinen kaikilla s, m > 0. 0
Lemma 3.8. Seuraavat tulokset ovat yleisesti voimassa.

(a) qr(yy’p) =m

(b) A= yrsla, Pl

(¢) Kaikilla malleilla B seki b € B ja Q C B pitee B = @Z)gp[l_), Q] silloin
ja vain silloin, kun @ — b € Part(A, B).

Todistus. [1, s. 18(idea)|

(a) Jos m = 0, niin mééritelmén 3.3 mukaan 1? 5 muodostuu atomikaa-
voista tai niiden negaatiosta, joten selvasti qr(wg ) = 0. Jos m > 0,
niin

qr(Yp) = max{qr(/\ E|Ur+11/1;;}})a qr(Yv,41 \/ 22%1)’

a€A a€cA

ar( N\ Verrdl'op), ar(Wapa \/ 4050}
PCA PCA

=max{(m—-—1)+1,(m—-1)+1,(m—1)+1,(m—1)+1} =m.
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(b)

Todistamme vaitteen induktiolla kvanttoriasteen m suhteen. Olkoon
ensin m = 0. Nyt wg p on kaikkien niiden atomikaavojen tai atomikaa-
vojen negaatioiden ¢ konjunktio, joille pitee A = pla, P]. Niin ollen
A= @/)2’]5[&, P]. Olkoon sitten m > 0 ja oletamme, etti A = vi'pla, P]
péatee. Nyt mééritelmén 3.3 perusteella A = wg'fgl(ﬁ,V)[d,P] patee,
kun jokaiselle a € A 16ytyy sellainen b € A ja jokaiselle b € A 16ytyy
sellainen a € A, ettd A |= o7 5(0, vey1, V)[a, b, P] pétee ja vastaavasti
jokaiselle P C A 16ytyy sellainen Q C A ja jokaiselle Q C A 16ytyy
sellainen P C A, ettd A = wg’fﬁp(ﬁ,‘_/, Vii1)la, P, Q)] pétee. Tillaiset
alkiot b € A ja joukot ) C A loytyvit varmasti, kun asetamme kun-
kin alkion vastaamaan itsedén. Toisin sanoen olkoon b = a ja Q) = P.

Induktioperiaatteen nojalla A |= ¢ s[a, P] kaikilla m > 0.

Maéaritelman 3.3 mukaan w; 5 on kvantifioimaton. Edellisen kohdan (b)
mukaan aina pitee A = wgﬁ[d’ P]. Oletamme nyt, etti B = wgyp[lf), Q).
Tamé on Lemman 3.1 mukaan yhtépitivid sen kanssa, ettd a — b €
Part(A, B).

O

Lemma 3.9. A =M59 B jos ja vain jos pelaajalla D on wvoittostrategia
pelissi MSO-G,,(A, B).

Todistus. Todistus etenee kolmessa osassa kuten lemmassa 3.5. Toisin sanoen

on todistettava, ettd seuraavat viitteet ovat yhtapitavia.

(i)
(ii)
(iif)

Pelaajalla D on voittostrategia pelissi MSO-G,,((A, P, a), (B,Q,b)).
B ): 1/1;7?15[67 Q]
Olkoon [z, Y] sellainen MSO-kaava, jolle gr(¢) < m. Nyt

AEyla, Pl BEyb Q]

Oletamme ensin, ettd kohdan (iii) vdittdméa on voimassa. Lemman 3.8
mukaan ¢r(¢;) = m ja A |= ¢75[a, P). Koska kohta (iii) pétee, niin selvésti
B = 45 [b, Q). Siis kohdasta (iii) seuraa kohta (ii).
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Seuraavaksi todistamme induktiolla kvanttoriasteen m suhteen, etté koh-
dat (i) ja (ii) ovat yhtépitdvid. Olkoon ensin m = 0. Lemman 3.6 mukaan
pelaajalla D on voittostrategia pelissi, MSO-Go((A, a, P), (B,b,Q)), jos ja
vain jos a — b € Part(A,B). Edelleen Lemman 3.8 perusteella tiillainen
osittaisisomorfismi on olemassa silloin ja vain silloin, kun B |= wg’ ]5[5, Q).

Oletamme sitten, ettd m > 0 ja ettd ekvivalenssi (1)< (ii) pitdé paikkansa
kvantoriasteen ollessa m — 1. Oletamme, etta pelaajalla D on voittostrategia
pelissd MSO-G,((A, &, P), (B, b, Q)). Jos edellinen valinta on ollut pistesiirto,
niin Lemman 3.6 kohdan (b) mukaan pelaajalla D on voittostrategia pelis-
si MSO-Gp((A,a,P), (B,b,Q)), jos ja vain jos jokaiselle a € A on olemassa
sellainen b € B ja jokaiselle b € B on olemassa sellainen a € A, ettd pe-
laajalla D on voittostrategia pelissi MSO-G,,_1((A, aa, P), (B, bb, Q)). Nyt
induktio-oletuksen mukaan jokaiselle a € A on olemassa sellainen b € B ja
jokaiselle b € B on olemassa sellainen a € A, ettd B |= w;’;}l [bb, Q). Mikéli
edellinen valinta on ollut joukkosiirto, niin vastaavasti Lemman 3.6 mukaan
pelaajalla D on voittostrategia pelissi MSO-G.,((A, a, P), (B,b,Q)), jos ja
vain jos jokaiselle P C A on olemassa sellainen () C B ja jokaiselle ) C B on
olemassa sellainen P C A, ettéd pelaajalla D on voittostrategia pelissi MSO-
Gm_1((A4,a,PP), (B,b,QQ)). Induktio-oletuksen mukaan jokaiselle P C A
on olemassa sellainen () C B ja jokaiselle ) C B on olemassa sellainen
PC A ettdi BE gj];;[B, QQ).

Yhdistdmalla namé kaksi tapausta saamme méaaritelméan 3.3 mukaisen
kaavan, joka pétee mallissa B. Siis B = A4 Fvr1¥g p AVUr4 Vaea ¥ 5 A
Npca VsV op AVVii1 Vpc g ¥ pp- Slis B =975 [b, Q). Niin ollen induk-
tioperiaatteen nojalla kohdat (i) ja (ii) ovat yhtépitavia kaikilla m > 0.

Oletamme sitten, ettd kohta (i) on voimassa. Todistamme induktiolla
kvanttoriasteen m suhteen, ettd tdlléin my6s kohta (iii) patee. Olkoon ensin
m = (. Edellisen todistuksen mukaan pelaajalla D on voittostrategia pelissa
MSO-Go((A, a, P), (B,b, Q)) tismilleen silloin, kun B |= 1/12715[6, Q). Lemman
3.8 mukaan A [= 92 5(a, P). Siis kohdan (iii) viite on tosi, kun m = 0.

Oletamme sitten, ettd m > 0 ja ettd implikaatio (i)=-(iii) on voimas-
sa kvanttoriasteen ollessa m — 1. Edellisen perusteella atomikaavat kuulu-
vat niiden kaavojen ¢(vy,...,v,, Vi,..., V;) joukkoon, jotka toteuttavat eh-
don A | ¢la,P] & B E ¢[b,Q]. Niiden kaavojen muodostama jouk-
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ko on suljettu negaation ja disjunktion suhteen. Olkoon (7, X) = 3Y)
sellainen kaava, ettd qr(p) < m. Kaava ¢ voisi olla myds muotoa Jyi,
silloin todistus etenisi kuten Lemman 3.5 todituksessa. Relaatiomuuttuja
Y on sidottu, joten voimme olettaa, ettd Y # X, kaikilla 1 < ¢ < s.
Niin ollen v = (%, X,Y). Oletamme, etti A | ¢[a, P]. Siis on olemas-
sa sellainen P C A, etti A | va, P, P]. Oletuksen mukaan pelaajalla D
on voittostrategia pelissi MSO-G,((A, P, a), (B,Q,b)). Niin ollen on ole-
massa sellainen () C B, ettd pelaajalla D on voittostrategia pelissi MSO-

_1((A,PP,a), (B,QQ,b)). Nyt gr(y)) < m — 1, joten induktio-oletuksen
mukaan B = ¥[b, Q, Q). Siis B = ¢[b, Q]. Nyt induktioperiaatteen mukaan
kohdasta (i) seuraa kohta (iii) kaikilla m. Ja edelleen kohdat (i), (ii) ja (iii)
ovat yhtapitavia. O

Lemma 3.10. Relaatio =M99 on ekvivalenssirelaatio, jolla on ddrellisen

monta ekvivalenssiluokkaa.

Todistus. Selvisti =M50

on ekvivalenssirelaatio, silld se on refleksiivinen,
symmetrinen ja transitiivinen. Lemman 3.9 perusteella kaksi mallia A ja
B ovat m-ekvivalentit tédsmélleen silloin, kun B = (S b, Q). Edelleen Lem-
man 3.3 mukaan lauseita wgfp on aarellinen méaara kullakin m. Né&in ollen

relaatiolla =,,, on aarellinen méara ekvivalenssiluokkia. ]

Lemma 3.11. Olkoot Ay, Ay, By ja By T-malleja. Tdlloin on voimassa: Jos

Al MSO Bl ja AQ MSO Bg, nn Al < AQ MSO Bl < Bg

Todistus. |1, s. 39] Olkoon A; =M50 B, ja Ay =M50 B,. Lemman 3.9 mukaan
pelaajalla D on voittostrategia Sy pelissé MSO—Gm(.Al, B1) ja voittostrategia
Sy pelissd MSO-G,,(Az, By). Osoitamme, ettd pelaajalla D on voittostrategia
myo6s pelissi MSO-G,,(A; < Ag, By < By).

Kullakin kierroksella on kaksi vaihtoehtoa. Pelaaja S voi tehda joko piste-
tai joukkosiirron. Oletamme ensin, ettd S valitsee alkion a € Ay < Ay. Nyt D
poimii vastauksensa voittostrategiasta Sy, jos a € Aj, ja voittostrategiasta
Sy, jos a € A,. Siis pistesiirron tapauksessa pelaajalla D on voittostrategia
pelissi MSO-G,(A; < Ay, By < Bs). Oletamme sitten, ettd S tekeekin jouk-
kosiirron ja valitsee osajoukon P C A; U Ay. Merkitsemme P, = P N Ay ja

P, = PN A,. Olkoon @) voittostrategian S; mukainen vastaus siirrolle P;
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ja vastaavasti Qo voittostrategian S mukainen vastaus siirrolle P,. D vastaa
siis Q1 U (2. Tama pitad siséllaan kaikki ne siirrot, jotka vastaavat relaa-
tioiden kuvautumista mallista A; <. A5 mallille By < B,. Néin ollen pelaajalla
D on voittostrategiapelissi MSO-G, (A1 < Ay, By < By) my6s joukkosiirron

tapauksessa. Nyt lemmasta 3.9 seuraa, ettid A; 9 A, =15 B) < Bs. O

4 Biichin lause ja transitiivisen sulkeuman lo-
giikat

Richard Biichi esitti ja todisti vuonna 1960 lauseen, joka oli ensimmaisia
deskriptiiviseen vaativuusteoriaan liittyvid tuloksia. Biichin alkuperiisessa
lauseessa oli allaolevien kohtien (i) - (iv) ja (vii) lisiksi kohta, jonka mukaan
kieli L on logiikassa Mon — X1 méériteltivissi. Logiikkan Mon — X lauseita
ovat ne MSO logiikan lauseet, jotka ovat muotoa 3R;---3R,p. Téssa tut-
kielmassa logiikan Mon — 3 tilalla tarkastelemme transitiivisen sulkeuman
logiikoita FO(TC) ja FO(DTC). Saannollisten kielten méériteltavyytta tran-
sitiivisen sulkeuman logiikoissa ovat tarkastellet Andreas Potthoff vaitoskir-
jassaan vuodelta 1994 seké Lauri Hella kokouksessa Workshop on Automata
and Finite Model Theory Helsingissa 2001.

Esittelemme tutkielman padtuloksen seuraavassa lauseessa. Lauseen to-
distus on yhteenveto jo aiemmin todistetuista tai tdassad luvussa esiteltavis-
ta lemmoista. Jatdmmekin todistuksen tasté syystd myohemmaksi. Lausees-
sa 4.1 esiintyy késite invarianttius, jota emme ole viela esitellet. Joukon >*
relaatio ~ on (oikealta) invariantti, jos kaikille sanoille u,v,w € ¥* pétee

U~ U= UW ~ VW
Lause 4.1. Olkoon L C X* kieli. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:

(i) On olemassa sellainen invariantti joukon ¥* ekvivalenssirelaatio ~, jol-
la on ddrellisen monta ekvivalenssiluokkaa, ettd L on yhdiste relaa-

tion ~ ekvivalenssiluokista.
(ii) L voidaan tunnistaa deterministiselld automaatilla.

(11i) L voidaan tunnistaa epideterministiselld automaatilla.
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(iv) L on sddnndllinen.

(v) L on mddriteltivissd logiikassa FO(DTC).
(vi) L on mddriteltivissd logiikassa FO(TC).
(vit) L on mddriteltivissa logiikassa MSO.

Tarkastelemme Lauseen 4.1 kohtien (i) - (vii) vélisid yhteyksid. Lahdem-
me rakentamaan todistusta varten kahta implikaatiorengasta. Todistusketjun

muodostumista havainnollistaa alla oleva kuvio.

Todistamme ensin, ettd véitteesta (i) seuraa kohta (ii). Taméan jalkeen
kidymme lapi implikaatioketjun (ii)-(iii)-(iv)-(vi)-(vii) ja edelleen ketjun (ii)-
(v)-(vii). Lopuksi yhdistdmme ketjut todistamalla, ettd kohdasta (vii) seuraa

véite (i). Lemma 4.1 todistaa implikaation viitteesta (i) vaitteeseen (ii).

Lemma 4.1. Olkoon ~ invariantti joukon ¥* ekvivalenssirelaatio, jolla on
adrellisen monta ekvivalenssiluokkaa. Olkoon kieli L C >* yhdiste relaation
~ ekvivalenssiluokista. Tdlloin on olemassa deterministinen automaatti, joka

tunnistaa kielen L.

Todistus. [1, s. 107] Kieli L on siis yhdiste relaation ~ ekvivalenssiluokis-
ta. Sanan w madraamad ekvivalenssiluokkaa merkitsemme [w]. Olkoon kieli
L = [u] U - U [u,], joillakin uy,...,u, € ¥*. Muodostamme relaation ~

ekvivalenssiluokista deterministisen automaatin M = (Q, X, qo, 9, F'), misséa

37



Q= {[u] | ue X}
o = [/\]7

0:QxX—Q, (u],a)=ud ja

F={lul,...[w]}

Selviisti joukko () on aérellinen, silla ekvivalenssirelaatiolla ~ on vain aérel-
lisen monta ekvivalenssiluokkaa.

Seuraavaksi tarkastamme, etté tilasiirtymérelaatio d on hyvinmééritelty:
Olkoot u,v € ¥* a € ¥ ja [u] = [v] eli u ~ v. Relaation ~ invarianttiudesta
seuraa, ettd ua ~ va eli [ua] = [val. Siis 6 on hyvinmaaritelty.

Yksinkertaisella induktiolla sanan v pituuden suhteen todistamme, etta
0* ([u],v) = [uv]: Olkoon ensin |v| = 0 siis v = A. Nyt §*([u],A) = [u].
Teemme induktio-oletuksen, ettd §*([u],v) = [uv], kun |v] = k ja k > 0.
Todistamme, ettd §*([u],va) = [uva], kun @ € ¥ ja |va] = k + 1. Nyt
0*([u] ,va) = 6(0*([u],v),a) = o([uv],a) = [uval. Induktioperiaatteen mu-
kaan siis 6* ([u],v) = [uv] kaikilla sanoilla v € 3*.

Erityisesti siis 6*([\], v) = [v]. Téll6in automaatin M tunnistama kieli on

L(M) = {ve x| 6qg,v) € F}
={veX|[v €F}
= [u] U+ U [u,]
=L.

Siis on olemassa deterministinen automaatti, joka tunnistaa kielen L. O

Huomautuksen 1.1 nojalla kohdasta (ii) seuraa kohta (iii). Olemme jo
aikaisemmin luvussa 1 todistaneet Lemman 1.1, jonka mukaan kaikki aarelli-
selld epadeterministiselld automaatilla tunnistettavat kielet ovat sdannollisia.

Néin ollen kohdasta (iii) seuraa véite (iv).

Lemma 4.2. Jokainen sidanndéllinen kieli L on logiikassa FO(TC) maddritel-

tavissa.

Todistus. |2, s. 8] Olkoon L C ¥* sddnnollinen kieli, jonka sdannoéllinen il-

maus on r. Todistamme induktiolla sdédnnollisen ilmaisun pituuden suhteen,
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ettd on olemassa sellainen FO(TC)-kaava ¢, (z,y), ettd kaikille sanamalleille
A ja kaikille s,t € A, pétee

A ): QOT(.’L', y)[sa t] = WAs,f] S

Kuten jo alemmin mainitsimme w4 = A, jos ¢ <A s, ja rajoitetun
sanamallin pienin alkio s on varattu aloitusmerkille A. Maérittelemme kaavat
min(z) == Vy(—-y < z) ja maz(z) = Vy(—z < y). Nyt kielen L méérittelee

lause JxIyp,(x,y) A min(x) A maz(y). Induktio etenee seuraavasti:
(1) wo(z,y) = ~(z = ),
(i) walz,y) = (& + 1=y A Fuly)),
(i) s (2, 9) = @r(2,9) V @s(2,y),
(1v) @rs(z,y) = F2(x < 2 <y App(z, 2)),

(V) ore(z,y) = [TCyupipr(u,v)] (z,y).

Koska saannollinen ilmaus () vastaa tyhjda kieltd, niin maarittelemme
kohdassa (i) kaavan ¢y siten, ettd se on aina epétosi. Kohdassa (ii) kaava
v, edustaa kaikkia yhden merkin a € ¥ mittaisia sdannollisid ilmaisuja.
Jokaisen sanamallin ensimmaé&inen alkio on varattu aloitusmerkille A. T&all6in
pieninta alkiota seuraavan alkion tulee kuulua joukkoon P, jokaisella a € X.
Téama alkio on samalla my6s ko. sanamallin suurin alkio. Kohdan (iii) saamme
suoraan yhdisteen maaritelmasta. Olkoot R ja S kielid, joiden sddnnolliset
ilmaukset ovat r ja s. Jotta sana w kuuluisi kieleen R U .S, niin sanan w
on oltava joko kielestd R tai kielestd S. Siis madrittelemme kaavan ¢,
kaavojen ¢, ja @, disjunktiona. Kohdassa (iv) on olemassa z € A, joka jakaa
universumin kahteen sellaiseen osaan, ettd lause ¢, on totta ensimmaéisesséa
ja lause @, toisessa osassa.

FO(TC)-logiikan mééritelmén mukaan kohta (v) tarkoittaa, ettd on ole-
massa sellaiset e, . . ., e,, ettd z = ey, y = e, jakaikillai < n lause ¢, (e;, €;11)
on tosi. Siis 16ytyy joukko alkioita e;, jotka jakavat universumin osiin, joissa
kussakin pétee @, (e;, €;11).

Néin ollen kaikki sdédnnolliset kielet ovat méaariteltavissé logiikassa FO(TC).

O
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Nyt Lemman 4.2 mukaan kohdasta (iv) seuraa viite (vi). Edelleen Lem-
man 2.3 mukaan FO(TC) on logiikan MSO alilogiikka. Toisin sanoen jos kieli
L on méériteltévissi logiikassa FO(TC), niin se on méadriteltavissd myos mo-
nadisen toisen kertaluvun logiikassa. Nain olemme saaneet muodostetuksi
ketjun (i)-(ii)-(iii)- (iv)-(vi)-(vii).

Seuraavaksi kdymme ldpi implikaatioketjun (ii)-(v)-(vii). Lemma 4.3 to-

distaa implikaation (ii)-(v).

Lemma 4.3. Kaikki deterministisen automaatin M tunnistamat kielet ovat

maddriteltivissa logiikassa FO(DTC).

Todistus. |3, s. 30] Olkoon M = ({1,...,n},%, 1,6, F') deterministinen auto-
maatti, joka tunnistaa kielen L C >*. Tulemme osoittamaan, ettd ne auto-
maatin M laskennat, jotka paattyvit hyviksyvaan tilaan, voidaan ilmaista
kaavalla, jossa on kaksi sisdkkaistd DTC-operaattoria.

Olkoon w = wy -+ -w, € X* sana ja A, sanaa w vastaava sanamalli. Ol-
koon m = 3n, missi n on siis automaatin M tilojen lukuméaara. Lemman 2.2
mukaan jokainen d#rellinen sanajoukko on méaériteltavissa ensimmaéisen ker-
taluvun logiikassa, joten voimme rajoittua niihin sanoihin, joiden pituus on
vahintaan 2m. Néin ollen sanan w pituus on > 2m. Jaamme sanan w sellaisiin
osiin, ettéd kussakin osassa on m merkkia. Jos sanan w pituus ei ole jaollinen
m:1l4, niin viimeisessd osassa on merkkeja k& kappaletta, missd 1 < k < m.
Talloin sanan w pituus on siis Im + k, jollakin [ > 2 ja 0 < k < m.

Merkitsemme ¢; sita tilaa, jossa automaatti M on luettuaan sanasta w
i ensimmaéistd merkkid, kun 1 > ¢ > r. Siis ¢; = 6*(1,wap,). Liséksi mer-
kinnélla * = max tarkoitamme sanamallin viimeistd alkiota. Tata vastaa
FO-kaava Vy(x >= y). Maarittelemme viela tiloille p,q € {1,...,n} jai € N

sellaiset ensimmaisen kertaluvun logiikan kaavat w; s joilla pétee

A ()] < 6 (p, wag ) = ¢

Nyt Ay = ¢ ,(x)[k] on voimassa tésmélleen silloin, kun alkaen merkisté
w41 on olemassa sellainen 7:n mittainen merkkijono, jota lukiessaan auto-
maatti M siirtyy tilasta p tilaan q.

Tarkastelemme automaatin M laskentaa m:n mittaisissa jaksoissa. Tata

varten madrittelemme FO(DTC)-kaavan ¢;(z), joka pétee niilld muuttujan
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x arvoilla, jotka ovat m:n monikertoja. Olkoon siis
o1(x) :==32(z =0V [DTCy, 4, (y2 = y1 + m)](2, x)).

Muuttujat tulkitsemme sanamallin A, alkioiksi. Alussa automaatti M on
tilassa 1. Kun automaatti on lukenut sanasta w merkkiin w,, saakka, niin
se on siirtynyt tilaan ¢,,. Koodaamme tdmén tilan sanamallin A, alkioksi
m + q,,. Automaatti lukee seuraavat m merkkié ja paatyy tilaan ¢o,,, minki
koodaamme alkioksi 2m + ¢s,,,. Néin jatkamme kunnes sanasta on jaljella
korkeintaan 2m merkkia. Koska m = 3n, niin ei ole vaaraa, ettd koodaukset
menisivat padllekkédin tai ristiin, vaan kaikilla ¢ € N arvoilla im + ¢;,, tulee
koodatuksi yksikasitteiselle alkiolle kertoimen 7 mukaisessa jérjestyksessa.

Edelld kuvattua koodausta varten tarvitsemme FO-kaavan @,ge, joka
kuvaa automaatin M laskennan etenemistd aina merkkiin w,_(2;,4) asti.
Olkoon

Caskel(T1, To, x3) = xy(xy = 21 + 2MA
\/ \/ (2 =21+ j Az = a1+ m+ kAP (1))
j=1,mk=1,...n

Nyt Ay = @asker (21, T2, 3)[a1, ag, az] patee, jos alkiota a; vastaavan mer-
kin etdisyys sanan lopusta on > 2m, edellinen koodaus on tehty alkiolle as
ja viimeisin koodaus alkiolle as.

Tultaessa sanan w loppuun taytyy varmistua siitd, ettd automaatti M
paatyy hyvéiksyvaan tilaan. Madrittelemmekin FO-kaavan ¢,,,, seuraavasti:
Omaz (T1, T2, T3) == (T3 = maz)A

\/ \/ \/(x3:x1—|—j/\x2:xl—i—j/\w;k(xl)).
1=m,....2m—1 j=1,...n keF
Nyt Ay E Omaz (21, T2, 3)[a1, as, as] patee, kun alkio az on sanamallin A,
suurin alkio, alkiota a; vastaavan merkin etdisyys sanan lopusta on < 2m,
edellinen koodaus on tehty alkiolle a, ja laskennan lopussa automaatti M jaa
hyvéiksyvaan tilaan.
Lopuksi kokoamme méaarittelemdmme kaavat yhteen. Nyt automaatin M

hyvéiksytyt laskennat voidaan ilmaista FO(DTC)-kaavalla
dzy3za(r) = 1 A2y = max A [T'C,, ,0(21, 22)] (71, 2)),
missé go(:cl, xz) = 323(901(23) A (Spaskel(z& 21, 22) v SOmax(Z:Sa 21, Z2)))- [
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Huomautuksen 2.1 mukaan FO(DTC) on logiikan FO(TC) alilogiikka. Ja
edelleen Lemman 2.3 mukaan FO(TC) on logiikan MSO alilogiikka. Néin ol-
len, jos kieli L on méadriteltévissd logiikassa FO(DTC), niin se on mééritelta-
vissd myos logiikassa MSO. Néin ollen implikaatioketju (ii)-(v)-(vii) on todis-
tettu. Nyt voimme todistaa Lauseen 4.1 liittamalla edelld muodostamamme

implikaatioketjut toisiinsa.

Lauseen 4.1 todistus. |1, s. 110]

On siis toditettava vield, ettd jos kieli L C ¥* madriteltavissid logiikassa
M SO, niin silloin on olemassa sellainen invariantti joukon »* ekvivalens-
sirelaatio ~, jolla on &érellisen monta ekvivalenssiluokkaa, ettd L on yh-
diste relaation ~ ekvivalenssiluokista. Siis L = [u] U --- U [u,], joillakin
Uy oy Uy € 25,

Olkoon nyt L C ¥* kieli, joka on madriteltavissd logiikassa M SO. On
siis olemassa sellainen M SO-lause ¢, ettd Mod(¢) = |, Bu- Merkitsemme
qr(p) = m.

Olkoon ~ sellainen relaatio, ettd jos ja vain jos u ~ wv, niin B, =,, B,.
Lemman 3.10 perusteella relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio. Lauseita, joiden
kvanttoriaste on < m, on vain darellinen méara. Tésta voimme padtella, ettéa
relaatiolla ~ on darellinen méaaré ekvivalenssiluokkia.

Oletamme, ettd B, = ¢ ja u ~ v. Siis B, =, B,. Nyt relaation =,
mééritelmésta seuraa, ettd B, = ¢. Néin ollen voimme ilmaista kielen L
muodossa (J{[u] | v € ¥*,B, | ¢}. Siis kieli L on yhdiste relaation ~
ekvivalenssiluokista.

Todistamme vield lopuksi, ettd relaatio ~ on invariantti: Olkoon u ~ v

jaw € X*. Siis B, =, B,. Nyt lemman 3.11 perusteella
Buw = B, < B, =, B, <B, = B,,.

Siis uw ~ vw. Nain ollen relaatio ~ on invariantti.
Nyt ollen kohdasta (vii) seuraa viittama (i), mikd liittd4 aiemmin to-
distamamme implikaatioketjut yhteen. Siispa ehdot (i) - (vii) ovat yhtapité-

via. O
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