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TIIVISTELMA

Tyossa kisitelldadn kahta modaalista aikalogiikkaa: perusaikalogiikaa ja
Until-Since -logiikkaa. Néihin tutustutaan antamalla kyseisille logiikoille se-
mantiikat, jotka pohjautuvat ns. Kripke-malleihin. Malliteorian ohella pe-
rusaikalogiikkaa ldhestytdan myos aksiomaattisesti ja tyossd todistetaankin
pienimmé&n normaalin aikalogiikan taydellisyys suhteessa kaikkien aikalogii-
kan kehysten luokkaan. Néin ollen tyo tarjoaa myo6s yksinkertaisen esimerkin
formaalista aksioomasysteemisté, jolla on intuitiivisesti selked tulkinta.

Liséksi tyossd naytetddn, ettd perusaikalogiikka on ilmaisuvoimaisempi
kuin tavallinen modaalilogiikka ja vastaavasti Until-Since -logiikka on ilmai-
suvoimaisempi kuin perusaikalogiikka. Tata varten maaritelladn mallien sa-
manlaisuutta tosien kaavojen mielessi kuvaavat bisimulaatio-relaatiot. Sa-
malla todistetaan useita vastaavuustuloksia kaavojen validisuuden ja kehyk-
sen relaation ominaisuuksien véalilld. Y14 mainitut ilmaisuvoiman vertailut
tehdadn siis kahden modaalisen kielen vililla, mutta lisdksi tyossd mainitaan
lyhyesti (esimerkin avulla) miten modaalista kieltd voidaan verrata predi-
kaattilogiikkaan.

My6s modaliteettien lukuméédrdd erdéssé lineaarisessa aikalogiikassa tut-
kitaan.

Tarkeimmét viitekirjat tyossé ovat Blackburn, Patrick & de Rijke, Maar-
ten & Venema, Yde: Modal Logic ja Burgess, John P.: Basic Tense Logic
(Teoksessa Handbook of Philosophical Logic, Vol. II).
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Johdanto

Kasitteita

Téssé tyossa tutkitaan erilaisia modaalilogiikoita. Modaalilogiikoissa tarkas-
tellaan relationaalisia struktuureja, jotka koostuvat tietysté joukosta ja siiné
madritellysta relaatiosta. Modaaliset kielet tarjoavat sisdisen, lokaalin néke-
myksen néistd struktuureista ([1], s. xi-xii). Kieli tarkoittaa tarkasteltavan
logiikan kaavanmuodostussadntoja. Modaalisten kielien rakenteeseen kuuluu
oleellisesti erilaisia modaalioperaattoreita. Tavallisen (aleettisen) modaalilo-
giikan kielessé on yksi modaalioperaattori (). Multimodaalilogiikka on mo-
daalilogiikka, jonka kielessd on useampia sellaisia operaattoreita, jotka eivit
palaudu toisiinsa. Téssé késiteltdvit aikalogiikat ovat esimerkkejd multimo-
daalilogiikoista, joissa on kaksi modaalioperaattoria.

Seuraavassa luonnehditaan havainnollisesti tissd tyossé tarkasteltavia mo-
daalioperaattoreita: Perusaikalogiikan operaattorien F' ja P merkitykset ovat

Fa: lause « on tosi (vihintddn kerran) tulevaisuudessa
Pa: lause « oli tosi (vahintddn kerran) menneisyydessi.

Tarkastellaan esimerkkiné lausetta
p = "Sarajevo on kaupunki Jugoslaviassa.”

Jotta aikalogiikassa voitaisiin ottaa kantaa lauseen p totuuteen, tdytyy ensin
madritelld ajanhetki, jolloin lausetta tarkastellaan. Olkoot namé hetket vuo-
sia. Nyt p on tosi esimerkiksi hetkelld 1980, ja epétosi hetkelld 2004. Mutta
kumpanakin néistd hetkistd lause Pp on tosi! Toisaalta esimerkiksi vuonna
1592 lause F'p on tosi.

Toisenlaisen Until Since -logiikan operaattorit U ja S ovat kaksipaikkaisia
eli ne sitovat kaksi lausetta; toisin kuin perusaikalogiikan operattorit, jotka
siis sitovat vain yhden lauseen. Ne tulkitaan seuraavasti

U(a, 3): lause B on tosi sithen asti, kunnes lause « on tosi
S(a, B): lause (3 on ollut tosi siita ldhtien, kun lause « oli tosi.

Tarkastellaan nyt esimerkkilauseita

q = "Kroatia on itsendinen valtio”
r = "Zagreb on valtion pdidkaupunki.”

Télloin esimerkiksi lause S(gq, ) on tosi vuonna 2004,

Oletetaan, ettd jokin logiikka tulkitaan struktuuriluokassa S. Olkoon L
kyseisen logiikan hyvinmuodostettujen kaavojen joukko (kieli). Télloin luok-
ka 7 C S on L-mddriteltdvd, jos on olemassa sellainen kaava o € L, ettd «
on tosi struktuurissa S € S jos ja vain jos S € 7.



Olkoot seuraavassa L ja Lo logiikoita, jotka tulkitaan samassa struktuuri-
luokassa S. Olkoot liséiksi £, ja Lo vastaavasti nédiden logiikoiden hyvinmuo-
dostettujen kaavojen joukot. Talloin kaavat o € £ ja B € Lo ovat ekvivalen-
tit, jos o on tosi struktuurissa S € S jos ja vain jos 4 on tosi (ts. jos nididen
kaavojen totuusehdot eli tulkinnat struktuurissa S € S ovat samanlaiset).

Liséksi sanotaan, ettd logiikka Ly on yhtd ilmaisuvoimainen kuin Loy, jos
jokaisella 7~ C § pitee, ettd luokka 7 on Li-méariteltdva jos ja vain jos se
on Lo- maariteltava. (Vrt. [3], s. 17.)

Toisaalta logiikka Ly on ilmaisuvoimaisempt kuin Loy, jos on olemassa sel-
lainen £ C L4, etté sitd vastaava logiikka on yhté ilmaisuvoimainen kuin Lo
ja on olemassa sellainen kaava o € Ly, ettéd se ei ole ekvivalentti minkaan
kaavan (5 € L9 kanssa. Edellinen ehdoista siis tarkoittaa, ettd kaikki joukon
Lo kaavat ovat ekvivalentteja jonkin joukon £; kaavan kanssa.

Vield madritelldan, ettd logiikka Ly on selvdsti ilmaisuvoimaisempi kuin
Ls, jos logiikka L; on ilmaisuvoimaisempi kuin Ls ja on olemassa sellainen
luokka 77 C S, ettéd se on Li-médriteltdva muttei ole Lo- médriteltava.

Kuten alussa mainittiin, modaalilogiikat tulkitaan struktuureissa, jotka
koostuvat joukosta ja siind mééritellysta relaatiosta. Nain ollen edellisissé
médritelmissa luokka 7 voidaan luonnehtia asettamalla relaatiolle jokin vaa-
timus. Lisdksi huomattavaa maaritelmissa on, etté koska tarkasteltavien logii-
koiden semantiikkojen pitda olla samankaltaiset (eli ne pitdé voida tulkita sa-
manlaisessa mallissa), niin kaksi mielivaltaista logiikkaa eivét ole valttamétta
vertailullisia ”ilmaisuvoiman” suhteen. Téassé tyossé kéisiteltavit logiikat ovat
vertailullisia ilmaisuvoiman suhteen.

[lmaisuvoimaisempi kuin -mééritelmén edellinen ehto on usein ilmeinen.
Jalkimmaisen ehdon késittelemiseksi jatkossa médritelldén erityinen mallien
vélinen relaatio: bisimulaatio. Jos kahden mallin joidenkin tilojen véalilld on
tallainen relaatio, niin ndmaé tilat ovat tarkasteltavan semantiikan mielessé
identtiset. Nyt jos l10ytyy kaksi mallia joiden vélilld on logiikan Ly bisimu-
laatio ja toinen malli toteuttaa jonkin kaavan o € £, mutta toinen malli ei
toteuta sité, niin edelld mainittu ehto on saatu todistettua.

Selvésti ilmaisuvoimaisempi kuin -mééritelmén jalkimmaéisen ehdon ta-
pauksessa toimitaan samoin: etsitddn kaksi mallia joiden vélilla on logiikan
L, bisimulaatio ja joista toinen ei toteuta ja toinen toteuttaa jonkin L£;-
maéadriteltdvan ominaisuuden.

Tyon sisdlto

Téamén tyon ensimmaisessd luvussa esitelldédn perusaikalogiikan (aikalogii-
kan) ja Until Since -logiikan (US-logiikan) semantiikat. Lisdksi siind mé&é-
ritelladn kolme mallien vélistd relaatiota: tavallisen modaalilogiikan, aika-



logiikan ja US-logiikan bisimulaatiot. Y1ld esitetylld tavalla bisimulaatioi-
ta hyodyntamalla naytetddn, ettd aikalogiikka on tavallista modaalilogiik-
kaa selvisti ilmaisuvoimaisempi ja US-logiikka aikalogiikkaa ilmaisuvoimai-
sempi. Samalla todistetaan muutamia vastaavuustuloksia. Tamé tarkoittaa
madriteltdvyyden méaritelméssé esiintyvén kaavan « ja sitéd vastaavan luokan
T etsimistd. Luvun lopussa méaritellddn vield ns. ekspressiivinen téydelli-
syys, joka liittyy US- ja predikaattilogiikan ilmaisukyvyn vertaamiseen.
Toisessa luvussa késitelladn aikalogikkaa formaalisti todistusteorian kan-
nalta; ensimmaéisessd luvussa ldhestymistapa oli 1ldhinnd malliteoreettinen.
Nyt méaritellddn tdsmaéllisesti pienin aikalogiikka K; ja todistetaan tdmén
taydellisyys. Taydellisyys osoittaa, ettd kaikissa aikalogiikan malleissa tosien
kaavojen joukko on tésmélleen sama kuin K;-todistuvien kaavojen joukko.
Viimeisessé luvussa tutkitaan luonnolliseen aikak&sitykseen verrattavissa
olevaa aikalogiikkaa ja modaliteettien maaraéa tassa logiikassa. Téllaisessa
semantiikassa modaliteetti vastaa kysymyksiin: milloin, minka ajan?
Taméan tyon lukijan oletetaan hallitsevan klassisen logiikan ja tavalli-
sen modaalilogiikan alkeet. Erityisesti modaalilogiikan Kripke-semantiikka
on syytd tuntea, silld aikalogiikan semantiikka on erdénlainen laajennettu
Kripke-semantiikka. Luonnehditaan Kripke-semantiikkaa lyhyesti ja havain-
nollisesti: Lahtokohtana on joukko tiloja (mahdollisia maailmoja), joita yh-
distavit tietyt saavutettavuusrelaatiot. Kaavan totuus tulkitaan téllaisessé
tilassa, jossa on tosia tietyt atomilauseet. Kun modaalioperaattorit tulkitaan

Oa:jossain saavutettavassa tilassa on voimassa lause «
Oa : kaikissa saavutettavissa tiloissa on voimassa lause «

niin kaava voidaan ajatella automaatiksi, joka kyseisesté tilasta ldhtevia re-
laatioita pitkin selvittdd, ovatko vaaditut lauseet voimassa (vrt. [1], s. 67).
Alla olevan kuvan maailmassa w toteutuu esimerkiksi kaava <r, sillé erdéssé
sen nuolen mukaan saavutettavissa olevassa maailmassa on tosi 7.

Toisaalta luvun 2 ymmértamisen kannalta todistusteoriasta on hyva olla
pohjatietoa, silld vaikka keskeiset késitteet on mééritelty, esitelliin ne mel-
ko luettelomaisesti. Liséksi kaksi maksimaalisesti ristiriidattomia joukkoja



koskevaa tulosta otetaan kayttoon todistamatta niitd. Namé tiedot, kuten
tiedot Kripke-semantiikastakin sekd em. todistukset, voi hankkia esimerkisi
kirjasta Rantala & Virtanen: Johdatus modaalilogiikkaan [7]. Pé&asiallisina
lahteina tyossé on kéytetty teosta Blackburn et.al.: Modal Logic [1] ja artik-
kelia Burgess: Basic Tense Logic [2]. Niiden teosten kirjallisuusluetteloista
loytyy lisdé aihepiirid késittelevia julkaisuja.

Aikalogiikan historiaa

Aikalogiikan perustajana voidaan pitdé uusiseelantilaista Arthur Prioria (1914—
1969). Hén aloitti tyonsé aikalogiikan ja -filosofian parissa 1950-luvun alussa.
Prior kehitti sekd modaalisia ettéd ei-modaalisia aikalogiikoita, mutta térkein
hénen ajatuksistaan oli juuri se, ettd hin keksi antaa Saul Kripken (s. 1940)
nimeé kantavalle mahdollisten maailmojen semantiikalle aikatulkinnan. Taméa
intuitiiviseen aikakésitykseen sopiva tense logic, kuten Prior sitd kutsui, oli
(ja on) lahtokohtana suurelle edistykselle ja uusille ideoille logiikan piirissé.
Esimerkiksi Hans Kampin (s. 1940) huomattavat saavutukset logiikan alalla
ovat pohjautuneet Priorin tyohon. Erddnlainen ldpimurto aikalogiikan pii-
rissé olikin Kampin keksim& Until Since -logiikka 60-luvun loppupuolella.
U S-logiikka on nimittéin ”yhtdilmaisuvoimainen” Dedekind-tédydellisten® li-
neaaristen jarjestysten joukossa kuin yhden vapaan muuttujan ensimmaéisen
kertaluvun predikaattilogiikka ([1], s. 429-430). Lineaarinen jarjestys on an-
tisymmetrinen, transitiivinen ja vertailullinen relaatio.? Koska predikaattilo-
giikka tulkitaan eri tavoin kuin modaalilogiikat, niin ilmaisuvoiman méaari-
telmé vaatii tarkennusta, kun verrataan U S-logiikkaa ja predikaattilogiikkaa.
Téahén asiaan palataan tdsmaéllisesti alaluvussa 1.6, mutta &dskeinen tulos ja&
silloinkin maininnaksi.

Matematiikan lisiksi aikalogiikkaa voidaan soveltaa monilla muilla aloil-
la — esimerkiksi filosofiassa, kielitieteessd ja tietojenkésittelytieteesséa. 1970-
luvulta alkaen aikalogiikka onkin tullut erityisen térkeéksi tietojenkasittely-
tieteiden sovelluksissa. Myo0s edelld mainitulla bisimulaation késiteelld on
sovelluksia. Se vastaa esimerkiksi prosessialgebran ongelmaan: mitka siir-
tojarjestelmét (engl. transition system) vastaavat samaa prosessia? Lisdksi
bisimulaatio liittyy ldheisesti peliteoriaan — se on analoginen késite voitto-
strategialle.

LJ4rjestetty joukko on Dedekind-tiydellinen, kun sen jokaisella ylh#iltd rajoitetulla
epatyhjilla osajoukolla on pienin yléraja.

2Relaatio R on antisymmetrinen, kun Vz,y : tRyRx = = = y.
Relaatio R on transitiivinen, kun Vz,y, 2z : tRzRy = xRy.
Relaatio R on vertailullinen, kun Vz,y : cRy V yRx V x = y.



1 Aikalogiikat ja maariteltivyys

1.1 Perusaikalogiikka

Aikalogiikan kieli saadaan lauselogiikan (propositiologiikan) kielesté lisaamélla
sithen modaalioperaattorit F' ja P. (Vrt. engl. Future ja Past.) Nyt kaavan-
muodostussdannot ovat:

e Atomilauseet p; (i = 0,1,2,...) ovat kaavoja.
e Jos a ja f ovat kaavoja, niin —«a, (a A ), Faja Pa ovat kaavoja.
e Muita kaavoja ei ole.

Merkitéaén kaavoja kirjaimin «, 3,7, ... ja atomilauseita usein p, q,r, ... Jat-
kossa symboleita V, —, «», L ja T kéytetddn tuttuun tapaan ja myo6s sulut
jatetddn kirjoittamatta normaalin kdytdnnon mukaan. Liséksi otetaan kéyt-
toon lyhennysmerkinnét

Ga =-F-a ja Ha=-P-a.

Kun muistetaan Johdanto-luvussa esitetty operaattorin £’ intuitiivinen mer-
kitys, niin kaavan Ga merkitykseksi tulee: -« ei tapahdu koskaan tulevaisuu-
dessa, eli a tapahtuu aina tulevaisuudessa. (Vrt. engl. something is always
Going to be.) Vastaavasti kaava Ha merkitsee: o tapahtui aina menneisyy-
dessa. (Vrt. engl. something Has always been.)

Kehys on struktuuri F' = (W, R), jossa W on epéityhji joukko ja R C
W x W. Jos liséksi V' on kuvaus atomilauseiden joukolta joukkoon P (W),
niin struktuuri M = (F, V) = (W, R, V') on (tavallisen modaalilogiikan) mal-
li. Alempana méaéritelladn mitd ominaisuuksia kehykseltd vaaditaan, jotta
se olisi aikalogiikan kehys. Aikalogitkan malli on tavallisen modaalilogiikan
malli, jossa kehys on aikalogiikan kehys.

Siis muodollisesti aikalogiikan ja tavallisen modaalilogiikan mallit ovat sa-
manlaisia, mutta nyt voidaan ajatella, ettd joukon W alkiot ovat mahdol-
lisia ajanhetkié (jatkossa abstraktimmin ”tiloja”), ja kehys (W, R) muodos-
taa (jarjestetyn) ajanjakson, jossa relaatio R on ”aikaisemmin kuin”-relaatio.
Merkitaéan

M,wE a,

kun kaava « on tosi mallin M tilassa w. Tama méaaritellaan seuraavasti:

M,wkEp < weV(p)
MwE-a & MuwkFa



MwEaANpf & MwFEajaMwE}f
M,wE Fa & Jw'eW :wRw N MwEa«
M,wkEPa & 3w eW :w'Rw A M,wE .

Siis totuusehtojen kannalta F' ja P vastaavat tdysin tavallisen modaalilogii-
kan operaattoria <; operaattorin P tapauksessa relaationa on vain R~1. Nyt
operaattoreita G ja H sisdltdvien kaavojen totuusmééritelmiksi saadaan

M,wE Ga & Y e W: (wRw = M,w' E «)
M,wE Ha & Yo' € W: (w'Rw= Muw E «).

Alla olevassa kuvassa on havainnollistettu esimerkin vuoksi mallia M =
<VV, R, V>’ jossa W = {1’ 2, 374}7 R = {(17 2)’ (174)7 (27 3)7 (4’ 3)} ja V(p) =
{2,4} sekd V(p;) = 0, kun p; # p. (Jatkossa tilanteen kannalta merkityk-
settomien atomilauseiden totuusjakaumat jatetdan mainitsematta.)

Nyt siis tilassa 3 on tosi Hp eli M,3 F Hp, sillé tiloissa 2 ja 4 on voimassa p.
Toisaalta M, 4 F —Pp, koska se ei ole saavutettavissa mistdan, missa p olisi
totta. Siis aikalogiikan semantiikka on samanlainen kuin tavallisen modaali-
logiikan Kripke-semantiikka, mutta nyt "nédhdain” myos taaksepéin.

Jos M,w FE « aina, kun w € W, niin sanotaan, ettd o on walidi mallissa
M, jamerkitdéin M F «. Vastaavasti jos (F, V) E a, aina kun V' on kehykseen
F liittyva kuvaus, niin sanotaan ettd o on validi kehyksessi F', ja merkitdan
F E «. Tarvittaessa voidaan kuvaus V' laajentaa (rekursiivisesti) kuvaukseksi
kaikkien kaavojen joukolta joukkoon P (W), jolloin siis

V(a) ={x e W| M,z F a}.

Yleisesti multimodaalilogiikoissa jokaiseen operaattoriin liittyy oma relaa-
tionsa. Siis tdsméllisemmin operaattoreihin F' ja P liittyy molempiin omat
relaationsa Rr ja Rp. TAlloin malliksi on otettava struktuuri (W, Rp, Rp, V)
ja silloin my06s operaattorien F' ja P totuusméaritelmat ovat tdsmalleen ku-
ten tavallisella operaattorilla <:

wkEOCae Fu  wResw AW E a.



Ajan intuitiivisen luonteen takia on kuitenkin luonnollista sopia, ettd ope-
raattori P "katsoo” taaksepéin relaatiota Rp, jota F' katsoo eteenpéin. Toi-
sin sanoen Rp = R;'. Tamin takia mallissa tarvitaan vain yksi relaatio
R (= Rp). Todetaan vield seuraavassa lauseessa mitd téstd sopimuksesta
seuraa.

Lause 1 Olkoon W # () ja Rp, Rp C W x W. T&ll6in
Rp = Rp' < (W,Rp, Rp) & (p — GPp) A (p — HFp).
(Vrt. [1], tehtéva 3.1.1.)
Todistus. Osoitetaan ensin ekvivalenssi
Rp CRy' < (W,Rp,Rp) Ep— HFp. (%)

Oletetaan aluksi, ettid Rp C Rg'. Olkoon sitten M = (W, Ry, Rp, V) malli,
jossa kuvaus V' joukolle W on mielivaltainen. Oletetaan vield, ettd M, w F p,
jollain w € W. Olkoon w’ € W sellainen, ettd wRpw'. Nyt oletuksen Rp C
R;! mukaan w' Rpw, joten M, w' F Fp. Koska wRpw' ja w’ oli mielivaltainen,
niin M, w E HFp. Taten

(W, Rp,Rp) Ep— HF)p.

Oletetaan sitten, ettd (W, Rp, Rp) F p — HFp. Tehdddn vastaoletus,
ettd on olemassa sellainen pari (w,w’) € Rp, etti (w,w’) ¢ Ra'. Olkoon
V' sellainen kuvaus, ettd V(p) = {w}. Koska (w',w) ¢ Rp ja p toteutuu
ainoastaan hetkelld w, niin (W, Rp, Rp, V), w' ¥ Fp . Toisaalta wRpw’, joten

(W, Rp, Rp,V),w¥ HFp.

Siis (W, Rp, Rp, V) ¥ p — HFp, joten vastaoletus ei pidd paikkaansa.
Vastaavasti osoitetaan, etta

R;' C Rp < (W,Rp, Rp) E p — GPp. ()
Lause on voimassa, kun yhdistetdén rivien (x) ja (%) tulokset. O
Olkoon

F={(W,R,R) | W#0 ja Ri,R, CW x W}

kaikkien kehysten luokka suhteessa kieleen, jossa on kaksi modaalioperaatto-
ria. Méaritellaan kaikkien aikalogiikan kehysten luokka F;, C F seuraavasti

(W,R1,Ry) € F; & Rl_l = Ry ja R; on antisymmetrinen.

7



Aikalogiikan kehys on siis antisymmetrinen. Huomattavaa on, ettd teorian
kannalta antisymmetrisyysoletusta ei tarvita missdédn tdmén tyon tuloksista.
(Tosin lausetta 17 todistettaessa on "mukavaa”, ettd luokka F; on antisym-
metrinen, mutta lause on voimassa myos ilman antisymmetrisyytta.) Lisdksi
on muistettava, ettd téssa aikalogiikan kehyksilta ei vaadita muita ominai-
suuksia — esimerkiksi irrefleksisyytti3.

Aikalogiikan kehysten luokkaa F; voidaan kutsua myos kaksisuuntaisten
kehysten luokaksi (vrt. [1], s. 21). Kuten edelld mainittiin, ndistd kehyksista
puhuttaessa riittdd mainita vain yksi relaatio (R;). Koska liséksi operaatto-
rien alkuperéisten totuusmééritelmien nojalla aina on

(W.R) F (p — GPp) A (p — HFp),
niin voidaakin kirjoittaa
Fo={(W,R) | W#0ja RCW x W on antisymmetrinen }.

Siis kaavat p — GPp ja p — HFp ovat aina tosia aikalogiikoissa. Taméa on
my6s semantiikan kannalta mielekéisti?: jos p tapahtuu nyt, niin se on aina
tulevaisuudessa mennyt tapahtuma (G Pp), ja toisaalta se on aina mennei-
syydessé tuleva tapahtuma (H Fp).

3Relaatio R on irrefleksiivinen, jos Vz : (z,7) ¢ R.

4 Aikalogiikan tulkinnan kannalta olisi jirkevii, ettd R olisi ainakin antisymmetrinen ja
transitiivinen. Tésséd olevissa teoreettisissa tarkasteluissa tulevaisuuden ja menneisyyden
késitteet haméartyvit, kun kehyksen relaatiota ei oleteta transitiiviseksi: Esimerkiksi ra-
kenne xRy Rz ei ole sallittu aikalogiikan kehyksessd, mutta suurempien rengasrakenteiden
(syklien) olemassaoloa ei kielletd. Siis esimerkiksi rakenne x RyRzRx on sallittu.



1.2 Bisimulaatio

Olkoot M = (W, R, V) ja M’ = (W', R', V') tavallisen modaalilogiikan mal-
leja. Talloin epétyhji relaatio Z C W x W' on mallien M ja M’ vilinen
bistmulaatio, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Jos wZw', niin M,w E p; & M',w' E p; aina, kun i € {1,2,3,...}.
(2) Jos wZw' ja w' R, niin v € W : vZv" ja wRw.
(3) Jos wZw' ja wRv, niin " € W' : vZv" ja w' RV

Jos wZw', niin sanotaan, ettd tilat w ja w' ovat bisimilaariset. (Vrt. [7], s.
213.)

Lause 2 Olkoon Z C W x W' mallien M = (W, R, V) ja M' = (W', R, V')
vélinen bisimulaatio. Jos tilat w € W ja w’ € W' ovat bisimilaariset, niin

MwkFas M uwEa,

jokaisella modaalilogiikan kaavalla a.

Lause 2 todistetaan induktiolla kaavan « rakenteen suhteen: ks. esimerkiksi
[7], s. 213-214.

Edellisen lauseen mukaan siis mikddn modaalilogiikan kaava ei erota kah-
ta bisimilaarista maailmaa. Johdannossa esitetyn ”kaavat automaatteina’-
havainnollistuksen mukaan tdmé tarkoittaa sité, ettd automaatti ei huomaa
eroa, jos se siirretdéan bisimilaarisesta tilasta toiseen. Mutta koska ndmé au-
tomaatit toimivat lokaalisti eli ne nékevét vain naapuritiloihinsa (relaation
mielessd), niin mallit, joiden vélilld on bisimulaatio, voivat olla hyvinkin eri-
laisia. Esimerkkejé téllaisistd malleista ja bisimulaatioista yleensédkin on esi-
merkiksi lauseiden 4 ja 5 todistuksissa.

Aikalogiikan mallien M ja M’ valinen aikalogiikan bisimulaatio Z saadaan,
kun lisdtdéan bisimulaation méaaritelméadn ehdot:

(4) Jos wZw' ja v'R'w', niin v € W : vZv" ja vRw.
(5) Jos wZw' ja vRw, niin " € W' : vZv" ja v'R'w'.
Lausetta 2 vastaava tulos on voimassa aikalogiikassa:

Lause 3 Jos aikalogiikan mallien vililla on aikalogiikan bisimulaatio, niin
talloin kaksi bisimilaarista tilaa toteuttavat tdsméilleen samat aikalogiikan
kaavat. (Vrt. [1] s. 67 ja 70.)



Todistus. Todistus tapahtuu induktiolla aikalogiikan kaavan rakenteen suh-
teen. Koska aikalogiikan bisimulaatio on tavallisen modaalilogiikan bisimu-
laatio ja aikalogiikan kieli eroaa modaalilogiikan kielestd vain operaattorin
P osalta, niin lauseen 2 mukaan riittda tutkia tapaus Po, jossa kaavalle o
on voimassa induktio-oletus. Olkoon siis M ja M’ malleja, joiden valilla on
bisimulaatio Z. Induktio-oletus on

jos wZw', niin M,wkF o< M, w'F «a.

Oletetaan, ettd M, w E Pa ja wZw'. Nyt operaattorin P méaéaritelman mu-
kaan
Jv:vRw A M,vFE a.

Edelleen bisimulaation médritelmén kohdan (5) mukaan on olemassa sellai-
nen v, ettd vZv’ ja v’ R'w’. Koska vZv' ja M,v E «, niin induktio-oletuksen
mukaan M’ v' E «. Koska lisiksi o' R'w’, niin M’ w' E Pa. Téten

M,wE Pa= M' v E Pa.

Implikaatio toiseen suuntaan saadaan vastaavasti kdyttamalla bisimulaa-
tion médritelmén kohtaa (4). O

Tarkastellaan alla olevan kuvan mukaisia malleja M = ({w},0,V) ja
M = ({w',w"}, {(w”,w")}, V'), joiden tiloissa w ja w’ ovat tosia tésmélleen
samat atomilauseet. Nyt ndmé mallit osoittavat, ettd perusaikalogiikan kaa-
va Pp ei ole ekvivalentti minkéén tavallisen modaalilogiikan kaavan kanssa:
Selvésti relaatio Z = {(w,w’)} on mallien M ja M’ vélinen bisimulaatio,
koska madritelmén ehdot (2) ja (3) ovat triviaalisti voimassa. Siis tilat w ja
w’ ovat bisimilaariset tavallisen modaalilogiikan mielessd. Téten lauseen 2
mukaan ne toteuttavat samat kaavat. Kuitenkin Pp on tosi vain tilassa w’.

Z /
w w
M

M/
Yll& esitetyn havainnon mukaan perusaikalogiikka on ilmaisuvoimaisem-
pi kuin tavallinen modaalilogiikka (ks. méérielméd johdannosta). Nimittain
selvasti se perusaikalogiikan ”osakieli”, joka ei sisélld operaattoria P, on yhté

ilmaisuvoimainen kuin tavallinen modaalilogiikka (koska ndmé kielet eroavat
vain operaattoreiden < ja F' suhteen ja kaavat Op ja Fp ovat ekvivalentit).
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1.3 Bijektion méairiteltivyys

Alla tarkastellaan joitakin kehysvastaavuuksia. Kehysvastaavuudella tarkoi-
tetaan, ettd tietyn muotoisen kaavan validisuus kehyksesséd on yhtapitavas
madrdtyn kehykseen liittyvan relaation ominaisuuden kanssa. Téll6in sano-
taan, ettd kyseinen kaava mddrittelee tdmén omimaisuuden. Koska relaation
ominaisuus ma#rad kehysluokan, niin mééritelmé voidaan myods muotoilla:
kaava o médrittelee kehysluokan F*, jos jokaisella kehykselld F' pétee

FeF < FEaq.

Huomattavaa on, ettéd kaava « ei ole syntaktisesti yksikésitteinen — ratkaise-
vaa on sen looginen muoto. Siis jos a méarittelee jonkin ominaisuuden, niin
sen madrittelee myos kaava o', joka on saatu kaavasta a korvaamalla siini
esiintyvén tietyn atomilauseen kaikki esiintymét jollain muulla atomilla.

Todistetaan ensin erés jatkossa hyddyllinen tavallisen modaalilogiikan vas-
taavuustulos (vrt. [7], s. 210):

Aputulos 1 Olkoon (W, R) tavallisen modaalilogiikan kehys. Talloin
(W,R)EOp+«— <Op < R on kuvaus.

Todistus. Validisuus (W, R) £ Op < <p on voimassa, jos ja vain jos (W, R) E
Op — <p ja (W,R) E Op — Op. Tarkastellaan niitd kahta implikaa-
tiomuotoista kaavaa — osoittautuu nimittdin, ettd ne vastaavat kuvauksen
madritelmén kahta ehtoa. Néytetaén siis, etta

(W,R) E Op — Op < Ywy, wy, wg € W (wy Rwa A wyRws = wy = ws) (1)

ja
(W,RYEOp - Op&sVweW : 3w e W : wRw'. (2)

Oletetaan ensin, ettd (W, R) F Op — Op. Tehddén vastaoletus, ettd on
olemassa sellaiset wq,wq, w3 € W, ettd wyRws, w;Rws ja wy # ws. Ol-
koon M = (W, R,V) malli, missd V(p) = {ws}. Nyt vastaoletuksen mu-
kaan M,w; F Op, ja toisaalta piatee M, w; ¥ Op. Siis (W, R) ¥ Op — Op,
miké on ristiriita.

Oletetaan sitten, ettd R toteuttaa ekvivalenssin (1) oikean puolen. Olkoon
M = (W,R,V) malli, w € W ja M,w E <p. Siis on olemassa w’ € W, jolla
wRw" ja M,w" E p. Olkoon wRw"”. Nyt oletuksen mukaan w' = w”, eli
M, w" & p. Siis M, w F Op. Néin ollen (W, R) F Op — Op.

Téten ekvivalenssi (1) on voimassa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd (W, R) F Op — <p. Tehdéddn vastaoletus, etta
on olemassa sellainen w € W, ettd wRw' ei piade millidn w’ € W. Olkoon
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M = (W, R, V). Nyt vastaoletuksen mukaan M, w F Op (tyhjd ehto), joten
oletuksen mukaan M,w F Op. Taten on olemassa sellainen w’ € W, ettéd
wRw', mika on ristiriita.

Oletetaan lopuksi, ettéd relaatio R toteuttaa ekvivalenssin (2) oikean puo-
len. Olkoon M = (W, R, V) malli, w € W ja M,w F Op. Siis on olemassa
w' € W, jolla wRw', joten M,w E <p. Siis (W, R) E Op — Op.

Téten myos ekvivalenssi (2) on voimassa. O

Edella esiteltya bisimulaatiota koskevaa lausetta 2 voidaan kétevésti so-
veltaa, kun halutaan ndyttas, etta jotain ominaisuutta ei voida mééritella ta-
vallisella modaalilogiikalla. Alla ”"modaalilogiikka” tarkoittaa tavallista mo-
daalilogiikkaa.

Lause 4 Mikain modaalilogiikan kaava ei méérittele sité, ettd kehyksen re-
laatio on injektio®.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd on olemassa modaalilogiikan kaava «,
joka méaérittelee relaation injektio-ominaisuuden. Téll6in siis

(W, R) E a < R on injektio.

Olkoon F' = (W, R) kehys, jossa W = {w,w'} ja R = {(w,w), (w',w)}. Téten
vastaoletuksen mukaan F' ¥ «, eli on olemassa sellainen malli M = (F, V),
ettd M F a.

Olkoon sitten M’ = (W’ R’ V') malli, jossa W’ = N,
R ={(n,n+ 1)| n € N} ja mééritelladn kuvaus V' jokaisella atomilauseella
p seuraavaasti

Vilp) = N ;osvé);w

0 muulloin.

Voidaan todeta (kdymiélld bisimulaation mééritelmén ehdot (1)-(4) lépi),
ettd relaatio

Z ={(w,0)} U{(w,n)| n € N\ {0}}
on bisimulaatio mallien M ja M’ valilla. Nyt M’ E «, silli R’ on injektio.
T&amé on ristiriita, silld lauseesta 2 seuraa (koska molempien mallien jokai-

nen maailma on bisimilaarinen jonkin toisen mallin maailman kanssa), etta
mallien M ja M’ pitiisi toteuttaa tdsmélleen samat kaavat. O

SKuvaus on injektio, kun kaikki mirittelyjoukon alkiot kuvautuvat eri alkioiksi.
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Huomattavaa edellisen, ja my0s seuraavan, lauseen todistusmenetelméssa
on, ettd kuvaus V saadaan vastaoletuksesta ja kuvaus V' konstruoidaan
tamén avulla.

Lause 5 Mikédan modaalilogiikan kaava ei mééarittele sitd, ettd kehyksen re-
laatio on surjektio®.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd on olemassa modaalilogiikan kaava «,
joka méaérittelee relaation surjektio-ominaisuuden. T&lloin siis

(W, R) F a < R on surjektio.

Olkoon F' sama kehys kuin edellisen lauseen todistuksessa, jolloin nytkin on
olemassa sellainen malli M = (F, V), ettd M ¥ a.

Olkoon sitten M’ = (W’ R', V') malli, jossa W' = N,
R ={(0,0)} U{(n+1,n)| n € N} ja

o piast
Vip) = {o,i}, j]'osvé);w
0

muulloin.

Voidaan todeta, etté relaatio

Z = {(w,0), (wlv 1)}

on bisimulaatio mallien M ja M’ valilld. Nyt M’ E «, silla R’ on surjektio,
joten M’ 0 F a ja M',1F «a. Kuitenkin joko M,w ¥ « tai M,w" ¥ «, mika
on lauseen 2 mukaan ristiriita. O

Tavoittena on vakuuttua siitd, ettd mikdan modaalilogiikan kaava ei méaa-
rittele bijektiivisyyttéa eli sitéd, ettd kuvaus on seké injektio ettd surjektio.
Vaikka lauseet 4 ja 5 antavat aihetta otaksua, ettd néin olisi, niin tutkitaan
asiaa tarkemmin seuraavassa lauseessa.

Lause 6 Mikain modaalilogiikan kaava ei méérittele, sitd ettd kehyksen re-
laatio on bijektio.

Lauseen todistus on edellisten kaltainen — tyydytdén nyt selostamaan asia
kuvan avulla. Alla olevassa kuvassa mallien M ja M’ valilla on bisimulaatio
Z (paksut viivat). Koska mallin M relaatio ei ole bijektio, mutta mallin M’
relaatio on, niin ei voi olla olemassa modaalilogiikan kaavaa, joka méarittelisi
bijektiivisyyden.

6Kuvaus on surjektio, kun jokaisella maalijoukon alkiolla on alkukuva.
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Olkoon tésté eteenpéin (W, R) perusaikalogiikan kehys, ts. (W, R) € F;.
Aputuloksen 1 mukaan aikalogiikassa on siis voimassa:

(W,R) E Fp < Gp < R on kuvaus.

Jos edellisen lisiksi (W, R) E Pp — Hp, niin R on injektio, ja jos (W, R) F

Hp — Pp, niin R on surjektio. Néaiden tulosten yhdistelmé todistetaan

lauseessa 8, jota ennen suoritetaan joitakin yleisempia tarkasteluja.
Maéaritelladn aikalogiikan kaavan o peilikuva o™ seuraavasti:

()™ = pi, iEN
(" = "
(anp)™ = a™Ap™
(Fa)™ = Pa™
(Pa)™ = Fa™.

Peilikuvan ottaminen tarkoittaa siis tapahtuman peilaamista nykyhetken
suhteen: menneisyydesté tulee tulevaisuutta, ja pdinvastoin (vrt. [1], s. 427,
[2], s. 92). Helposti huomataan, ettd esimerkiksi (& — )" = o™ — G,
(Ga)™ = Ho™ ja (Ha)™ = Ga™ .
Aputulos 2 Olkoon (W, R) € F;. Télloin

W, R)Ea< (W R E™
Todistus. Valitaan kuvaus V', ja todistetaan induktiolla, etté

W,R,V)Ea e (W,R™V)E Q™.
(

Talloin lause on voimassa, koska V' on mielivaltainen.
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Olkoon w € W. Talloin
<W7 R7 V>7w = Di g <VV7 Ril? V>> w Di g <VV7 Rilv v>7 wF (pz)mu

silla relaatiolla ei ole vaikutusta atomilauseen totuuteen. Siis asia on kunnos-
sa, kun « on atomilause.
Olkoon induktio-oletus (I.O.), etta

W, R, V), wE B« (W,R' V), wEB™ ja

W, R V),wE~ye (W,R V) wEqy™,
jokaisella w € W. Kdydé&an lapi seuraavat tapaukset

o a=—0:

(W,R,P),wE -3 (W,R,V),wkBE (W,R", V), wk 3"
s (W,RTL V) wE "< (W, R V), wk (=8)™.

e a=0FN7v:

(W,R, V), wkE BN~
s (W R V),wkEGja (W R V) wkE~y
LW RV, wE B ja (W, R V), wEA™
& W,R'NVY wEB"Ay" < (W, R V), wE (BAY)™.

e a=Fp(:

(W,R,V),wkE Fg3

Juw' € W:wRw' ja (W,R,V),w' E

Juw' € W :wRw ja (W,R™' V), w' E g™
Juw' € W:w'R 'wja (W, R V), w' E 3™
(W, RL V), wk PB™

(W, RV VY, wE (FB)™.

S ¢

T 0T &

e o = Pj: todistetaan vastaavasti kuin edellinen kohta.

Téten induktioperiaatteen mukaan (W, R, V) E a & (W, R~ V) E a™, jo-
kaisella aikalogiikan kaavalla a. O
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Lause 7 Olkoon (W, R) € F; ja tarkoittakoon merkintd O(R), etta relaa-
tiolla R on ominaisuus O. Téll6in

(W, R) F a < O(R) jos ja vain jos (W, R) F a™ < O(R™).

Todistus. Oletetaan ensin, ettid (W, R) F a < O(R), jokaisella R C W2 On
helppo todeta, ettd (a™)™ = «, joten aputuloksesta 2 seuraa

(W,R)Ea™ < (W,R™ F a.
Tallsin (W, R) E o™ & (W, R1) E o Q4
Oletetaan sitten, etté

O(R™).

(W,R) E o™ < O(R™).

o APUROS 2 g poty 1 m OIS 6 (p1)-1) & O(R). O

Nyt (W,R)E

Tarkastellaan esimerkkiné edellisen tuloksen kayttamisestéd tunnettua tie-
toa: kaava p — F'p méérittelee kehyksen relaation R refleksisyyden. Nyt siis
lauseen 7 mukaan (W, R) Fp — Pp [= (p — Fp)™], jos ja vain jos relaatio
R~ on refleksinen. Alla on liséé esimerkkeji lauseen 7 soveltamisesta.

Lause 8 Olkoon (W, R) € F;. Talloin
(W,R) E (Gp < Fp) A (Hp < Pp) & R on bijektio.

Todistus. Oletetaan ensin, ettid R on bijektio. Talloin R ja R~! ovat molem-
mat kuvauksia. Koska R on kuvaus, niin aputuloksen 1 mukaan (W, R) F
Gp « Fp. Koska myos R~! on kuvaus, niin lauseen 7 ja edellisen havainnon
mukaan (W, R) F Pp < Hp, silli (Gp < Fp)™ = Pp < Hp. Néin ollen
haluttu konjunktio on validi kehyksessé (W, R).

Oletetaan sitten, etta (W, R) E (Gp < Fp) A (Hp < Pp), ja tehddan vas-
taoletus, ettd R ei ole bijektio. Nyt siis R tai R~ ei ole kuvaus. Oletetaan,
ettd R ei ole kuvaus. Nyt aputuloksen 1 mukaan (W, R) ¥ Fp < Gp, mika
on ristiriita oletuksen kanssa. Vastaavasti paddytdin ristiriitaan, jos R~' ei
ole kuvaus. O

Nyt perusaikalogiikka on selvésti ilmaisuvoimaisempi kuin tavallinen mo-
daalilogiikka (ks. méérielmé johdannosta). Nimittdin edellisen alaluvun mu-
kaan ilmaisuvoimaisempi kuin -suhde on voimassa ja lisdksi bijektiivisten
aikalogiikan kehysten luokka on méériteltéavissd edellissé logiikassa lauseen 8
mukaan, mutta se ei ole médriteltavissa jalkimmaiselld logiikalla (lause 6).
Tamé vahvemmuus on voimassa suhteessa struktuuriluokkaan F;.
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My6s esimerkiksi surjektiivisten aikalogiikan kehysten luokka sopisi edel-
lisen paatelméan tekoon: Olkoon R kuvaus. Jos aputuloksen 1 todistuksessa
olevassa ehdossa (2) R korvataan relaatiolla R™!, niin saadaan surjektion
madritelmé. Siis

R on surjektio & YweW: 3w € W:wR '
. ehto (2
B Ry E Gy Fp
& (W,R) E Hp — Pp,

missé viimeinen ekvivalenssi on voimassa aputuloksen 2 mukaan. Toisaalta
on todistettu lause 5.

Siis lause (W, R) ¥ (Gp < Fp) A (Hp < Pp) on yhtépitavid sen kanssa,
ettdi R C W x W ei ole bijektio. Huomattavaa on kuitenkin, ettd esimer-
kiksi kaava —=((Gp < Fp) A (Hp < Pp)) el médrittele ”ei-bijektiivisyyttd”;
nimittdin tarkoittaahan merkinté

(W.R) E a,
ettéd jokaisella V' on voimassa (W, R, V) F «, kun taas merkinti
(W,R) ¥ a

tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen V', ettd (W, R, V) ¥ «.

Néin ollen on mielekésta kysyé, ettd voisiko tavallisessa modaalilogiikassa
olla kaavaa, joka méarittelee bijektiivisyyden kiellon? Lause 9 osoittaa, etté
vastaus on kielteinen.

Lause 9 Mikééan tavallisen modaalilogiikan kaava ei méaéarittele kehyksen re-
laation ominaisuutta ”ei-surjektio” tai ”ei-injektio”.

Perustellaan lause taas kuvan avulla.
(——»)
M
RO
M/

Kuvassa siis mallin M relaatio on bijektio, ja mallin M’ relaatio ei ole injektio
eikd surjektio. Kuitenkin néiden mallien vililld on bisimulaatio Z (paksut
viivat), joten lause 9 on voimassa.
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1.4 Until Since -logiikka

Perusaikalogiikkaa ilmaisuvoimaisemman Until Since - eli US-logiikan kieli
saadaan lauselogiikan kielesté ottamalla kidyttoon bindériset operaattorit U
ja S. Siis jos «a ja § ovat kaavoja, niin myos U(a, 3) ja S(«, 5) ovat kaavoja,
jotka voidaan lukea seuraavasti

U(a, 3): kaava [ on tosi siihen asti, kunnes kaava « on tosi
S(a, B): kaava 3 on ollut tosi siitd ldhtien, kun kaava « oli tosi.

US-logiikan malli on samanlainen kuin perusaikalogiikassa. Uusien ope-
raattorien totuusehdot mallissa M = (W, R, V') ja hetkelld w € W ovat

M,wEU(a, ) &

Juw' € W : (wRw' ja M,w' E ajaVve W : (wRvRw' = M,vE f3)),
M,wE S(a, ) &

Jw' e W : (w'Rwja M,w' E«ajaVveW: (wRvRw= M,vE ().

Siis operaattorit U ja S ovat ikdénkuin toistensa peilikuvat: S "katsoo” re-
laatiota R toiseen suuntaan kuin U. Huomattavaa on, ettd kumpikaan ope-
raattoreista ei vaadi kaavan ( toteutumista tarkasteluhetkelld w (ellei ole
wRw), ja etté relaatiosta R ei oleteta muuta kuin antisymmetrisyys — myos
U S-logiikan kaavat tulkitaan kaksisuuntaisten kehysten luokassa F;.

Tarkastellaan esimerkkind seuraavan kuvan tilannetta ja pidetddn ku-
van relaatiota transitiivisena, vaikka transitiivisuuden vaatimat nuolet onkin
jatetty piirtdmétta. (Nuolet osoittavat ”tulevaisuuteen”.)

1 2 3 4
Tilassa 1 on voimassa kaava U(p, q), koska on olemassa tulevaisuuden tila,
jossa on tosi p, ja jokaisessa tilassa ennen sitd on tosi ¢.
Helposti nédhdéén, ettd U(a, T) on ekvivalentti kaavan Fa kanssa ja vas-
taavasti S(a, T) ja Pa ovat ekvivalentit.” Siis US-logiikan kielen osa, jo-
ka siséltdd vain kaavoja muotoa U(a, T) ja S(a, T) lauselogiikan kaavojen

lisdksi on yhté ilmaisuvoimainen kuin perusaikalogiikka. Téaten edellisen ala-
luvun mukaan esimerkiksi bijektio voidaan maéritella U S-logiikalla.

"Looginen totuus T voidaan méiritelld kaavalla p V —p. Looginen epitotuus L on
edellisen negaatio.
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Seuraavassa kuvassa annetut mallit M ja M’ osoittavat, ettd operaattoria
U ei voi mééritelld operaattorien F' ja P avulla (vrt. [1], tehtdva 2.2.4.).

!

M M
LI &G

Kuvassa siis M,a; E U(g,p), silla kaikilla reiteilld tilasta a; tilaan co,
missé on totta ¢, on tosi p. (Téllaisia reittejd on vain yksi, kun suoraa yh-
teyttd (a1, co) el lasketa.) Toisaalta selvisti M’ a ¥ U(q,p). Kuitenkin voi-
daan todeta kiymalla aikalogiikan bisimulaation mééritelmén ehdot (1)-(5)
lapi, ettd relaatio

Z = {(d07 d)? (ah a’)> <a27 (Z), (b17 b)? (b27 b)? (Clv C)? (CQJ C)}

on bisimulaatio mallien M ja M’ vililld. Nyt lauseen 3 mukaan mikaéin ai-
kalogiikan kaava ei erota malleja M ja M’', joten kaava U(q,p) ei ole ekviva-
lentti mikdan perusaikalogiikan kaavan kanssa. Taten US-logiikka on ilmai-
suvoimaisempi kuin perusaikalogiikka (jélleen suhteessa struktuuriluokkaan
F).

Vertaillaan vield (esimerkinomaisesti) perusaika- ja US-logiikkaa maérit-
telemalld erds ominaisuus seké edellisen ettéd jalkimmaéisen logiikan kaavan
avulla. Madritelldsin relaation diskreettisyys tiheyden® ”vastakohdaksi”: re-
laatio R C W x W on diskreetti, jos kaikilla w € W on voimassa ehdot:

e Jos tilalla w on R-seuraaja, niin silld on vélitén R-seuraaja.
e Jos tilalla w on R-edeltdji, niin silld on valiton R-edeltéja.

Siis formaalisti: YVw € W:

8Relaatio R on tihed, jos VaVy : xRy = 3z : (v # z # y A xRzRy). Joskus tiheyden
médritelméssé ei ole #-vaatimusta, mutta se on téssi oleellinen: nimittain kun ”16yhempi”
médritelmé on kidytossé, niin kaava Op — OOp méérittelee tiheyden.
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Ju: (v £ wAwRY) = ' : (W #wAwRwW A=Fv : (w # v # w AwRvRw"))
ja
Ju: (v #wAvRw) = Fw' : (W' # wAw RwA—Fv : (w # v # w' Aw' RuRw)).

Havainnollisesti sanottuna diskreetti relaatio R ei ”jéarjestd” joukkoon W
lainkaan tiheitéd kohtia. Huomattavaa on, etté yleensa relaation diskreettisyy-
desté (ja tiheydestéd) puhutaan vain lineaaristen jérjestysrelaatioiden tapauk-
sissa. Koska lineaarisuutta ei téssi vaadittu, niin valiton R-edeltdji ja véliton
R-seuraaja (tédsmallisessd méadritelmassa tilat w') eivét ole valttdmatta yk-
sikésitteisid! Esimerkiksi diskreetissd relaatiossa R = {(1,2),(1,3),(3,3)}
tilalla 1 on kaksi valitontad seuraajaa, 2 ja 3, mutta tila 3 on itsensd yk-
sikésitteinen véliton seuraaja. Jos diskreetti relaatio on lineaarinen jérjestys,
niin talloin valiton seuraaja ja véaliton edeltdja ovat yksikasitteiset.

Huomattavaa on myos, ettd yleisesti minkddn modaalilogiikan kaava ei
voi madritelld vertailullisuutta, joka siis vaaditaan relaation lineaarisuuteen
(vrt. [8], Tulenheimo): Jos nimittéin kaava o médrittelisi vertailullisuuden,
niin esimerkiksi ({1}, {(1,1)}) F a ja ({2},{(2,2)}) F a. Mutta myos

{1,25,{(1,1),(2,2)}) F a,

silld kaava o toteutuu molemmissa joukon {1,2} tiloissa.® Kuitenkaan ky-
seinen kehys ei ole vertailullinen! Vertailullisuuden mééarittelyyn palataan
luvussa 3.

Lause 10 Olkoon R irrefleksiivinen lineaarinen jirjestys. T&lloin
(W,R)E (FTApANHp— FHp) AN (PT ApAGp— GPp) < R on diskreetti.
(Vrt. [2], s. 107.)
Todistus. Oletetaan etté,
(W,R)E (FTApANHp— FHp) N (PT ApAGp— GPp).

Tehd&dn vastaoletus, ettd on olemassa sellainen w € W, etté silld on seuraa-
jia ja edeltdjid, mutta ei ole valitonta edeltdjaa tai seuraajaa. (Ellei seuraajia
tai edelt&jia olisi ollenkaan, niin relaatio olisi diskreetti.) Tutkitaan tapausta
jolloin tilalla w ei ole vilitonté seuraajaa.

9Yleisesti on voimassa: validisuus siilyy mallien ns. erillisessé yhdisteessi. Ks. tarkem-
min [1], s. 53.
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Nyt siis Vo : wRv = 32 : w # 2z # v AwRzRv. Olkoon V sellainen kuvaus,
etta
V(p)={w €W |w'Rw Vv =w}.

Nyt mallissa (W, R, V') on voimassa vastaoletuksen mukaan w E F'T ja ku-
vauksen V' mééritelmédn mukaan w F p ja w F Hp. Kuitenkin w ¥ F Hp,
silld aina kun v on tilan w seuraaja eli wRv, niin on olemassa sellainen z,
ettd wRzRv ja z ¥ p. (Irrefleksisyyden takia v # w ja antisymmetrisyyden
takia z ¢ V(p).) Néin ollen (W, R, V), w ¥ FT Ap A Hp — FHp, mikd on
on ristiriita oletuksen kanssa.

Tapaus, jossa tilalla w ei ole vilitonta edeltdjaa johtaa vastaavasti ristirii-
taan oletuksen (W, R) E (PT A p A Gp — GPp) kanssa.

Oletetaan sitten, ettd R on diskreetti. Olkoon V' kuvaus ja w € W sel-
lainen, ettd (W, R, V), w E FT Ap A Hp. Koska w F FT, niin tilalla w on
seuraaja. Koska R on diskreetti lineaarinen jérjestys, niin tilalla w on yk-
sikésitteinen viliton seuraaja, olkoon se v. Talloin v F Hp, joten w E F Hp.
Siis (W,RYE FT ApA\ Hp — FHp.

Vastaavasti yksikasitteisen vilittomén edeltdjéan avulla saadaan mééritte-
levin kaavan toinen konjunkti validiksi. O

Edellisen lauseen mukaan siis irrefleksiivisten lineaaristen aikalogiikan ke-
hysten luokassa diskreettisyys voidaan mééritella perusaikalogiikalla. Tamé
tietysti on mahdollista myo6s U S-logiikassa, mutta seuraavassa lauseessa osoi-
tetaan, ettéd talloin vastaava maédrittely voidaan tehdd myos irrefleksiivisten
kehysten luokassa ilman oletusta lineaarisuudesta. Lauseista 10 ja 11 ei kui-
tenkaan seuraa, ettd US-logiikka olisi selvésti ilmaisuvoimaisempi kuin pe-
rusaikalogiikka, silld pitéisi vield nayttad, ettd mikasan jalkimmaéisen logiikan
kaava ei madrittele diskreettisyytté irrefleksiivisten kehysten luokassa. Tamé
lienee mahdollista, mutta kysymys jaa téssd avoimeksi.

Lause 11 Olkoon R irrefleksiivinen. T&lloin
(W.R)E (FT = U(T,L)A(PT — S(T,L1)) & R on diskreetti.
(Vrt. [1], s. 430.)
Todistus. Oletetaan ensin etta,
(W.R)E (FT = U(T,L)A(PT — S(T,1)).

Tehd&dén vastaoletus, ettd on olemassa sellainen w € W, etté silla on edeltéjé
ja seuraaja, mutta ei ole vilitonté edeltdjid tai seuraajaa. Tutkitaan tapausta
jolloin tilalla w ei ole valitonta seuraajaa. Olkoon M kehyksen (W, R) malli
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ja wRw'. Nyt siis M,w £ FT. Toisaalta M,w ¥ U(T, L), koska aina on
olemassa sellainen v, ettd wRvRw' ja tietysti M,v ¥ L. Siis M ¥ FT —
U(T, L), mikd on ristiriita.

Vilittoméan edeltédjan tapaus johtaa vastaavasti ristiriitaan.

Oletetaan sitten, ettd R on diskreetti sekd kuvaus V ja w € W ovat
sellaiset, ettd (W, R, V), w E FT. Koska w E FT ja R on irrefleksiivinen,
niin tila w on relaatiossa ainakin yhden muun tilan kanssa. Edelleen koska
R on diskreetti, niin on olemassa sellainen w’, ettd se on tilan w véiliton
R-seuraaja, siis wRw'. Siis (W, R, V), w E U(T,L). (T&ll6in nimittain U:n
maaritelméssa implikaatio wRvRw' = v E L on triviaalisti tosi, kun w’ on
w:n valiton R-seuraaja.)

Vastaavasti saadaan (W, R) £ PT — S(T,1). O

Irrefleksisyys-oletuksesta voidaan luopua, jos tiukennetaan operaattoriden
U ja S méaritelmié seuraavasti:

M,wE U (a,) &
Juw': (W' # wjawRw jaw EajaVYveW : (wRvRw = vk 3)),
M,wE S (a,B) &
' (W #wjawRwjaw FajaVveW: (wWRvRw = vEfj)).
Tallgin siis kaava (U'(T,T) — U (T,L)) A (S/(T,T) — S/(T,1))

méérittelee (lauseen 11 todistuksen mukaan) diskreettisyyden kaikkien ai-
kalogiikan kehysten luokassa.
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1.5 US-logiikan bisimulaatio

Mallien M = (W,R,V) ja M' = (W', R', V') vilinen US-bisimulaatio on
aikalogiikan bisimulaatio Z C W x W', joka toteuttaa lisiksi seuraavat ehdot

(6) Jos wZv, w'Zv', wRw', wRw" Rw'" ja vR'v', niin
F" e W vRV'"R'V ja w"Zv".

(7) Jos wZv, w'Zv', vRWV', vR'v" RV ja wRw', niin
Jw” € W : wRw"Rw' ja w"Zv".

Nyt US-bisimulaation taytyy toteuttaa ehtojen (1)-(5), ks. s. 9, liséksi
kaksi uutta ehtoa. (Vrt. [6], s. 406-407 ja [8], Tulenheimo.) Seuraava kuva
havainnollistaa ehtoa (6) siten, etta ehjit viivat ovat oletuksia ja katkoviivat
ehdon antamat relaatiot.

Esimerkiksi sivulla 19 olevien mallien M ja M’ vililli oleva relaatio Z ei
ole U S-logiikan bisimulaatio. Nimittidin aR'bR'c, a1 Za, caZc ja a; Rca, mutta
mallin M tilojen a; ja ¢y "vilistd” ei 16ydy sellaista ehdon (7) vaatimaa
tilaa, joka olisi bisimilaarinen tilan b kanssa (tila dy ei siis kédy). Seuraava
lause vahvistaa tdmén havainnon.

Lause 12 Olkoon Z C W x W’ US-logiikan mallien M = (W, R,V) ja
M’ = (W' R, V') vilinen US-bisimulaatio. Jos tilat w € W ja w’ € W’ ovat
bisimilaariset, niin

MwkEas M uwEa,

jokaisella U S-logiikan kaavalla c. (Vrt. [8], Tulenheimo.)

Todistus. Todistetaan induktiolla U S-kaavan « rakenteen suhteen, etté
jos wZw', niin M,wkE o & M, w' E a. (%)

Koska U S-bisimulaatio on my0s tavallinen bisimulaatio, niin lauseen 2 mu-
kaan riittdd tutkia tapaukset a = U(f3,7) ja a = S(5,7). Olkoon induktio-
oletus, ettéd () patee kaavoille [ ja .
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Oletetaan aluksi, ettd wZw’ ja M,w E S(8,7). Nyt operaattorin S méaa-
ritelmén mukaan

Jve W :vRwja M,vE [ javRtRw = M,tF ~. (%)

Koska wZw' ja v Rw, niin aikalogiikan bisimulaation méaaritelmén ehdon (5)
mukaan

' vZv jau'R'w'.
Nyt induktio-oletuksen mukaan M’ v E 3, silla M, v F (3. Oletetaan, ettd on
olemassa sellainen ¢’ € W', ettd o' R't' R'w'. Nyt ehdosta (7) seuraa, etté

dt € W :vRtRw ja tZt'.

Nyt rivin (#*) mukaan M,t F ~, ja edelleen induktio-oletuksen mukaan
M’ t' E ~. Siis implikaatio

VRYR'wW = Mt E~

on aina tosi, silld ¢’ oli mielivaltainen. Taten M’ w' E S(f3,7).

Kéanteisen implikaation osoittamiseksi oletetaan wZw’ ja M’ w' E S(3,7)
ja toimitaan vastaavasti kuin edelld: Jélleen operaattorin S méaritelméan mu-
kaan saadaan

W eW WRw ja M v EBjavRYRwW = M t'E~. (#")
Koska wZw' ja v’ R'w’, niin bisimulaation mééritelmén ehdon (4) mukaan
v :vZv ja vRw.

Nyt induktio-oletuksen mukaan M, v E (3, silli M’,v" F (3. Oletetaan, ettd on
olemassa sellainen t € W, ettd vRt Rw. Nyt ehdosta (6) seuraa, etté

' e W vRYRwW jatZt.

Nyt rivin (x+") mukaan M’ t' F ~, ja edelleen induktio-oletuksen mukaan
M, t E ~. Siis implikaatio

vRtRw = M,tF v

on aina tosi, ja tiaten M, w E S(53,7).
Siis (%) pétee, kun a = S(3,~). Tapaus o« = U(3, ) késitelladn vastaa-
vasti. O
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Lause 13 Mikéan US-logiikan kaava ei mééarittele irrefleksisyytté.

Todistus. Tarkastellaan malleja M = (W, R, V'), jossa
W ={w}, R={(w,w)} ja V valuaatio,
ja M= (W' R V'), jossa
W ={reQ 0<uz<l},
R’ on rationaalilukujen tavallinen jarjestys < ja
V'(p) = W', jos V(p) = W, muuten V'(p) = 0.

Nyt relaatio
Z=WxW

on U S-logiikan bisimulaatio mallien M ja M’ vélilla. Nimittdin ehto (6)
tayttyy aina joukon W’ tiheyden takia ja ehdon (7) voimassa olo on tri-
viaalia. Koska R on refleksiivinen ja R’ on irrefleksiivinen, niin lauseesta 12
seuraa, etti irrefleksisyytta médritteleviaa kaavaa ei ole. O

1.6 US- ja predikaattilogiikan vertaamisesta

Jotta modaalilogiikkaa ja ensimméisen kertaluvun predikaattilogiikkaa voi-
taisiin vertailla kesken&dédén, niin tdytyy johdannossa esitettyja méaritelmié
tasmentaa.

Tarkastellaan esimerkkiné U S-logiikkaa ja ensimméisen kertaluvun predi-
kaattilogiikkaa (FO-logiikkaa), jonka aakkostossa on kaksipaikkainen relaatio
ja predikaattisymboleja; olkoon aakkosto {<, P}, i € N. 10 Tillaiseen ak-
kostoon liittyvé predikaattilogiikan malli on muodollisesti samanlainen kuin
modaalilogiikan malli: modaalilogiikan mallia M = (W, R, V') vastaava predi-
kaattilogiikan malli M on sellainen aakkoston {<, P;} malli, jossa universumi
dom(M) = W, aakkoston symboli < tulkitaan relaatioksi R ja predikaatin
P; totuusjoukoksi tulkitaan joukko V' (p;).

Lause 13 siis osoittaa, ettd on olemassa ominaisuuksia, joita ei voi méaritella
U S-logiikalla. Irrefleksisyyden voi tietysti maaritella FO-logiikassa: Olkoon
M jokin kehystd (W, R) vastaava predikaattilogiikan malli. T&ll6in selvésti

M EVz—(z < x) & relaatio R on irrefleksiivinen.

0Predikaattilogiikkaan liittyvin késitteiston voi palauttaa mieleen esimerkiksi teoksen
Salminen & Védnénen: Johdatus logiikkaan (Gaudeamus. Helsinki. 1992.) avulla.
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Toisaalta voidaan osoittaa, ettd ns. Lobin kaava
G(Gp—p) — Gp

(lyhennysmerkinté varsinaisesta US-logiikan kaavasta) méérittelee ominai-
suuden (relaatio on transitiivinen ja kaikki polut ovat déarellisid), jota ei voi
maééritelld FO-logiikalla. (Ks. tdmén todistus [1], s. 130-132. Vrt. myds [7],
s. 223-225.)

Edelliset havainnot osoittavat, etté ei voi sanoa kumpi U .S- ja FO-logiikoista
on ilmaisuvoimaltaan ”parempi”. Tamén takia onkin kiinnostavaa tutkia
millaisissa tilanteissa (malleissa) ndiden logiikoiden kaavat ilmaisevat samat
asiat. Alla méaritellidn mita tdma ”yhtailmaisuvoimaisuus” tarkoittaa.

Madritellaan US- ja FO-logiikan vélinen standardikddnnds kuvauksena

ST, : {US-logiikan kaavat} — {FO-kaavat, joissa on yksi vapaan muuttuja z},

= P(z), ieN

= —ST,(a)

STy(a) N ST,(5)

F2(z < 2 A ST.(a) ANVy(z <y <z — ST,(P)))
Jz(z > 2 A ST, (a) ANVy(x >y > 2 — ST,(8))).

W
%
D)
>
= =28
Il

Médritelméan viimeisilld riveilld esimerkiksi merkinta ST, (3) tarkoittaa vas-
taavaa kaavan (§ kddnnosté, jossa y on ainoa vapaa muuttuja. (Téll6in on
tietysti kdytettdva eri muuttujasymbolia y # x, jottei = tule sidotuksi.)

Nyt jokaisella US-logiikan mallilla M = (W, R, V), tilalla w € W ja kaa-
valla a pétee:

M,wEa s ME ST, () [w], (%)

missd M on mallia M vastaava predikaattilogiikan malli.!!
Tulos (%) todistetaan induktiolla kaavan a rakenteen suhteen. Siis rivin
(%) mukaan myos

MEas MEV2ST, (),

kun predikaattilogiikan malli M on kuten edella. (Vrt. [1], s. 84-85.)
Olkoon K jokin US-mallien luokka. Kun U S-logiikan kaavalla ja yhden

vapaan muuttujan FO-logiikan kaavalla on voimassa ekvivalenssi (k) jokai-

sella M € K, niin namé& kaavat ovat IC-ekvivalentit. Koska standardikdannos

HMerkintd M F « [w] tarkoittaa, ettd kaavassa a esiintyvi vapaa muuttuja tulkitaan
mallissa M alkioksi w € W.
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ST, on kuvaus, niin rivin (%) mukaan jokainen US-logiikan kaava on ekvi-
valentti jonkin yhden vapaan muuttujan FO-kaavan kanssa kaikkien mallien
luokassa. (Siis « ja ST, («r) ovat ekvivalentit.) Kadnteisen tuloksen voimassa
olo riippuu malliluokasta /.

Jos jokainen yhden vapaan muuttujan FO-kaava on K-ekvivalentti jonkin
U S-logiikan kaavan kanssa, niin U S-logiikka on ekspressiivisesti taydellinen
suhteessa luokkaan IC. Siis ekspressiivinen tdydellisyys ikédédnkuin osoittaa,
ettd kuvaus ST, on kddntyva tietyssd malliluokassa.

Kuten Johdanto-luvussa mainittiin, niin voidaan osoittaa, etta U S-logiikka
on ekspressiivisesti taydellinen suhteessa Dedekind-taydellisten linenaaristen
U S-mallien luokkaan. (Vrt. [1], s. 248-249, ja [5], Hodkinson.) Néin ollen U S-
ja FO-logiikalla voidaan ”sanoa” néistd malleista tédsmélleen samat asiat eli
nédiden logiikoiden ilmaisuvoima on sama em. malliluokassa. Huomattavaa
on, etta lause 13 ei ole ristiriidassa tdmén faktan kanssa. (Nimittédin lauseen
13 todistuksessa kéytetty malli M’ ei ole Dedekind-taydellinen.)

Aikalogiikan kieltéd voidaan kuitenkin edelleen ”parantaa” ottamalla kayt-
toon entista vahvempia operaattoreita. Esimerkiksi ns. Stavi-konnektiivit laa-
jentavat U S-logiikkaa siten, ettd saatu logiikka on ekspressiivisesti tdydellinen
suhteessa kaikkien lineaarisesti jérjestettyjen US-mallien luokkaan. Stavi-
konnektiiveilla "kéasitelldadn” ei- Dedekind téaydelliset jarjestykset eli sellai-
set, jotka ovat Dedekindin leikkauksia'?. (Stavi-konnektiiveista enemmin [1],
s. 428-430).

Standardikddnnos predikaattilogiikkaan ja ekspressiivinen téaydellisyys voi-
daan tietysti mééaritelld mille tahansa modaalilogiikalle — ylla U.S-logiikka
toimi esimerkkiné.

12Joukko C on Dedekindin leikkaus, jos on olemassa sellainen epityhji Cy C C, etti
siiné ei ole suurinta alkiota ja se on alaspéin suljettu.
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2 Todistusteoriaa

2.1 Kasitteita

Téssé alaluvussa palautetaan mieleen modaalilogiikan todistusteorian kes-
keistd kasitteistod. (Vrt. [1], s. 189-194, [2], s. 94, [4], s. 16-17 ja [7], s.
185, 231.) Madritelladn ensin peruskésitteet yleisesti (suhteessa tavalliseen
modaalilogiikkaan). Nyt tarkasteltavana on kieli, jonka kaavat mééritelldén
lyhyesti ilmaisulla

a:=pl|-al(ana)| O,

missé p kdy ldpi numeroituvan méédran atomilauseita. Merkitdan Oa = -O—ay,
ja kédytetddn taas symboleita V,— ja < sekd sulkuja tuttuun tapaan. Mo-
daalilogiikan kaavasta a on saatu sijoittamalla uusi kaava, kun jokainen kaa-
vassa « esiintyva tietty atomilause (tai tietty alikaava) korvataan jollain (yh-
delld) kaavalla. Modaalilogiikan tautologiat on saatu sijoittamalla lauselogii-
kan tautologioista. Siis esimerkiksi tautologiasta p — p saadaan sijoittamalla
tautologiat Og — g ja (-p A Oq) — (—p A Og).

(Modaali)logitkka L on sellainen kaavajoukko, joka sisaltdd kaikki tauto-
logiat, on suljettu padttelysddnnén modus ponens suhteen eli

josa€Lja(a— ) €L, niin €L,
ja toteuttaa universaalin sijoitussdannon, s.o.
jos a € L, niin # € LL aina, kun kaava 3 on saatu sijoittamalla kaavasta «.

Olkoon L jokin logiikka. Jos o € L, niin kaava o on L-teoreema, ja talloin
merkitddn by o (jatkossa lyhyesti - «, kun on selvdd miké logiikka on
kyseessi). Kaavajoukko G on L-ristiriidaton, jos ei ole olemassa sellaista
adrellista joukkoa {a1,as,...,a,} C G, etté

Fp —(ar Aag A= A ay,).

Kaava o on L-ristiriidaton, kun {a} on L-ristiriidaton.
Normaali modaalilogiikka on logiikka, joka siséltaé liséksi kaavan

(K) O(p — ¢) — (Bp — Hq),
ja on suljettu generalisaation suhteen, s.o.

jos F a, niin F Oa.
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Olkoon seuraavassa JF jokin luokka kehyksid. Jos kaava o on validi jokai-
sessa luokan F kehyksessé, niin « on F-validi, jota merkitdin Fz o (jatkossa
lyhyesti F «). Siis esimerkiksi luokan F; mééaritelmén ja lauseen 1 mukaan
on voimassa Fgz, p — HFp.

Jos on olemassa F-malli ja sen tila, jossa kaava a on tosi, niin a on F-
toteutuva.

Systeemi L, eli kaavajoukko, joka on logiikka, on [uotettava suhteessa luok-
kaan F, jos jokainen L-teoreema on F-validi.

Luotettava systeemi L on tdydellinen suhteessa luokkaan F, jos jokainen
F-validi kaava on L-teoreema.

Systeemin méédritelméssd annetut kaavat ovat tdmén systeemin aksioo-
mia. Teoreemoja ovat siis kaikki aksioomista padttelysddntojen avulla saa-
dut kaavat (kun paittelysiaantoja on sovellettu #dérellisen monta kertaa).
Padttelyketjua aksioomista teoreemaan kutsutaan tdmén teoreeman deduk-
tioksi eli todistukseksi. Nain ollen tdydellisesséd systeemissé jokainen validi
kaava on mekaanisesti johdettavissa aksioomista. Systeemin taydellisyys tar-
koittaakin, ettd semanttisesti, eli mallien avulla, luonnehdittu systeemi ja
aksioomien kautta saatava systeemi ovat tdsmaélleen samat. Logiikkoja tut-
kittaessa tdmé pyritidin usein osoittamaan.'3

BTgydellisyys voidaan mairitelld myds yleisemmin kaavajoukon ¥ suhteen:
Vi:Va:XFae Xt a,

missd X F « tarkoittaa, ettd a seuraa loogisesti kaavajoukon ¥ kaavoista ja X F «, ettd o
on todistuva eli johdettavissa ko. aksioomasysteemissé joukosta 3.
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2.2 Pienin aikalogiikka

Aikalogiikan kaavat saadaan siis samalla tavalla kuin yll4, paitsi ettd operaat-
torin < paikalla on F', ja muotoa P« oleva ilmaisu on myds kaava. Kaavat Ga
ja Ha kasitetddn lyhennysmerkinnoiksi varsinaisen kielen kaavoista —F'—a
ja " P-a.

Normaali aikalogiikka on normaali modaalilogikka suhteessa aikalogiikan
kieleen, joka sisdltda lisdksi kaavat p — HF'p ja p — GPp. Toisin sanoen
pienimmén normaalin aikalogiikan K; aksioomat ovat

e tautologiat
e Gp—q —(Gp—Gq), Hp—q —Hp—Hg  (K)
ep—HFp, p—GPp (A
ja padttelysdaannot ovat
e jost ajak a— f, niink g (MP)

e jos  «, niin - (3,
aina kun [ on saatu sijoittamalla kaavasta « (US)

e jost a, niin - Ga jat+ Ha (TG)

Yleensidkin multimodaalilogiikoissa yo. késitteet muotoillaan kuten ylla:
lisdtaan jokaista uutta operaattoria vastaavat kohdat tavallisen modaalilo-
giikan méaritelméadan. Alaluvussa 2.4 osoitetaan systeemin K; taydellisyys
suhteessa aikalogiikan kehysten luokkaan. Sitd ennen kasitellaan péadtelmien
tekoa aksioomasysteemissé ja todistetaan systeemin K; luotettavuus.

2.3 Luotettavuus

Aksioomasysteemissid myos padttelysadantoja voidaan johtaa lisdé.
Lause 14 Systeemissd K; on voimassa:
(a) Josta — B, niin - Ga — G jak Ho — Hf.

(b) Jos F a < 3 ja kaava 7/ on saatu kaavasta 7 korvaamalla siiné yksi tai
useampi kaavan « esiintymé kaavalla (3, niin - v < ~+/.

(c) Teoreeman peilikuval® on teoreema.

MK, madritelmid sivulta 14.
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Jatetddn lauseen 14 tédsméllinen toditus muotoilematta, mutta selostetaan
kuitenkin periaatteet. Ensimméinen kohta saadaan soveltamalla ensin ole-
tukseen sdantoa (TG), ja sitten sddntod (MP) tulokseen ja aksioomaan (K),
johon on sovellettu sdantod (US). Toinen kohta todistetaan induktiolla kaa-
van 7 rakenteen suhteen. (Ks. vastaavaa tulosta todistuksineen [7], s. 191.)
Huomattavaa on, ettd (b)-kohta eroaa oleellisesti pééttelysddnnosta (US):
edellistd sdantoa kaytettdessd mikéd tahansa alikaava voidaan korvata sen
kanssa ekvivalentilla kaavalla, jalkimméisen sddnnoén tapauksessa minké ta-
hansa alikaavan kaikki esiintymét taytyy korvata mielivaltaisella kaavalla.
Kolmas kohta on selva, koska systeemisséd K; jokaisen aksiooman peilikuva
on myos aksiooma. Huomattavaa on, ettd kolmas kohta ei vilttaméatta pade
systeemin K; kaikissa laajennuksissa, toisin kuin muut kohdat.

Seuraavaksi suoritetaan esimerkkiné ja mydhempéad kéyttod varten erdén
péaattelysddannon johto ja muutamien teoreemojen deduktiot (vrt. [2], s. 97—
98). Joka rivin lopussa on selityksend maininta, mistd ja miten ko. rivi on
paatelty (sdéntojen (MP) ja (US) kiyttod seké yksinkertaisimpia tautologioi-
ta ei ole mainittu).

(1)p—gq oletus

(2) ¢ — —p 1, tautologia

(3) G-q — G—p 2, Lause 14(a)

(4) Fp — Fq 3, tautologia, G:n maaritelmé

()p—(qg—pAq) tautologia

(2) Gp — G(q —pANq) 1, Lause 14(a)

3) Gla— (pAq) = (Gg— GlpAg)  (K)

(4) Gp — (Gg — G(p N q)) 2-3, tautologia (x)
(5) Gp ANGqg — G(p A q) 4, tautologia (*x*)

() (a=BAB =) = (@=7) () (@=(F=17) = (@AF =)

(1) =p — HF-p (A)

(2) =p — H-—F-p 1, Lause 14(b)

(3) -p — H-Gp 2, G'n maéaritelma

(4) PGp — p 3, tautologia, H:n méiritelma

Y1I4 oleva siis osoittaa, ettd = GpAGq — G(pAq) jak PGp — p. Edelleen
lauseen 14(c) mukaan saadaan - Hp A Hqg — H(p A q) ja+ FHp — p.
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Lause 15 Systeemi K; on luotettava suhteessa luokkaan F;.

Todistus. (Vrt. [7], s. 201-202.) Valitaan mielivaltainen systeemin K; teo-
reema «. TEll6in on siis olemassa deduktio aq,as,...,a,, jossa a, = «a ja
jokainen «y; (1 <7 < n) on joko systeemin K; aksiooma tai saatu tAmén sys-
teemin padttelysddannoilla edellisistd kaavoista aq, aq, ..., a;_1. Naytetddn,
ettd jokainen kaava a; on Fy-validi. Tama tehdédén induktiolla:

(Lauselogiikan) tautologiat ovat valideja kaikkien (yhden relaation) kehys-
ten luokassa

Fi={(W,R)| W #£0, RC W?}.

(Ks. [7], s. 172-175.) Koska F; C Fi, niin asia on selvé, jos a; on tautologia.
Olkoon M = (W, R, V) luokan F; malli ja w € W sellainen, ettd M, w F
H(p — q) A Hp. Nyt jos w'Rw, niin M, w' E p — ¢ ja M,w" E p. Téten

w Rw = M,w' E g,

eli M,w k& Hgq. Siis jos a; = H(p — q) — (Hp — Hgq), niin F «;. Vastaavasti
késitellddn kaava G(p — q) — (Gp — Gq).

Jos a; on kumpi tahansa aksioomista (A), niin se on F;-validi lauseen 1
mukaan.

Koska oy on aina aksiooma, niin se tuli ylla késiteltya. Nyt voidaan tehda
induktio-oletus: olkoon F «; aina, kun j < 1.

Oletetaan, ettd «; on pédtelty sddnnolla (MP). T&lloin on olemassa kaavat
ar = a; — o jaay, joissa k, j < i. Nyt induktio-oletuksen mukaan F o; — oy
ja F «aj. Yksinkertainen mallitarkastelu osoittaa, ettd F ;.

Oletetaan sitten, ettd a; on paatelty sdénnolla (TG). Tallsin on olemassa
sellainen kaava «; (j < i), ettd a; on joko Ga; tai Haj. Nyt induktio-
oletuksen mukaan pétee F ;. Jélleen yksinkertainen mallitarkastelu osoittaa,
ettd F Gay ja F Haj, joten pédttelysianto (TG) sailyttaa validisuuden.

Sadnnon (US) késittelyd varten tarvitaan merkinté: merkitééin v(p/d), kun
kaavaan v sijoitetaan jokaiseen atomilauseen p esiintymén paikalle kaava ¢.
Siis esimerkiksi p(p/q) = ¢ ja (p A q)(p/(¢ — p)) = (¢ — p) A q. Sijoitus voi-
daan tehdd myo6s samanaikaisesti useille atomilauseille: (p — ¢)(p/q,q/p) =
q— p.

Oletetaan lopuksi, ettd ; on saatu sijoittamalla kaavaan «; (j < ¢) atomi-
lauseen p paikalle mielivaltainen kaava /3 ja kaava c; on ensimméinen sijoituk-
sella saatu kaava tarkasteltavassa deduktiossa. Osoitetaan, ettd F a;(p/3).
Jos kaavassa a; on sijoitettu useisiin atomilauseisiin samalla kertaa, niin alla
oleva menettely pitdi "toistaa” vastaavan monta kertaa.®

15Samanaikaiset sijoitukset voidaan tulkita perikkaisiksi sijoituksiksi, jos sijoituksissa
kédytetddn aina uusia atomilause-symboleja. Néin voidaan aina tehdé, jolloin valtytadn
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Jos kaavassa a; ei esiinny symbolia p, niin asia on selvd. Nimittain a;(p/f5) =
a; ja induktio-oletuksen mukaan F ;. Oletetaan siis, etté p esiintyy kaavassa
;. Siis o on joko

1

)

2) toinen aksioomista (K)

3) toinen aksioomista (A) tai
)

4) saatu kaavoista aq, oo, . .., oj_1 padttelysdannoilla (MP) tai (TG).

Saénto (US) ei siis ole luettelossa, koska a; oli ensimméinen sijoituksella saa-
tu kaava. Kaydédédn lapi luettelon tilanteet: Tapauksessa 1) kaava o;(p/f3)
on tautologia, ja asia on siten selvi. Tapauksessa 2) todistuksen alkuosan
kaltainen tarkastelu osoittaa, ettd F a;(p/3). Tapauksessa 3) lauseen 1 ta-
painen tarkastelu osoittaa, ettd F a;(p/3). Tapauksessa 4) on edellisten koh-

tien ja induktio-oletuksen mukaan voimassa F «ay(p/3), F aa(p/f),... ja
E a;_1(p/F). Koska sdannot (MP) ja (TG) sdilyttévit validisuuden, niin
nytkin F o;(p/f3). Siis F o;. O

Alaluvussa 2.4 kidytetddn hyvéksi seuraavaa tulosta:

Lause 16 Jos jokainen K;-ristiriidaton kaava on F;-toteutuva, niin K; on
tdydellinen suhteessa luokkaan F;. (Vrt. [1], s. 194.)

Todistus. Olkoon lauseen oletukset voimassa. Tehdaéin vastaoletus, ettd K,
ei ole tdydellinen suhteessa luokkaan F;. Silloin on olemassa sellainen validi
kaava o, ettd ¥ «. Siis o ¢ K;.

Jos olisi =—a € K, niin tautologian =——a — a mukaan olisi a € K. Siis
on oltava =—«a ¢ K, eli ¥ ——a. Tdten kaava -« on K;-ristiriidaton, joten
oletuksen mukaan —« on toteutuva. Tdmé& on mahdotonta, koska F «. Siis
vastaoletus on hyldttavé ja tdydellisyys on voimassa (luotettavuus on voi-
massa edellisen lauseen mukaan). O

esimerkiksi sijotuksien (p — ¢)(p/q,q/p) = ¢ — pja ((p — @)/9))(e/p) =p — p
kaltaiselta sekaannukselta.
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2.4 Taydellisyys

Systeemin K; tdydellisyyden osoittamiseksi tarvitaan useita aputuloksia ja
valmistelevia tarkasteluja. Koko alaluku seurailee paépiirteissdin lahdetté
2], s. 98-103. (Vrt. myds [1], s. 224-228.)

Kaavajoukko G on maksimaalinen, jos a € G tai ~a € G, jokaisella
kaavalla a.

Maksimaalisesti L-ristiriidaton kaavajoukko on sekd L-ristiriidaton etté
maksimaalinen. Merkitéaédn kaikkien maksimaalisesti K;-ristiriidattominen jouk-
kojen joukkoa symbolilla G.

Seuraavia maksimaalisesti ristiriidattomia joukkoja koskevia aputuloksia
3 ja 4 vastaavat tulokset todistetaan esimerkiksi teoksessa [7], s. 232-234.

Aputulos 3 Olkoot A € G ja a ja ( kaavoja. Silloin

joko a € A tai ~a € A

aAN( e Ajosjavainjosa € Ajafe A
josa— e Ajaa € A niin € A
K, C A.

Havainnollisesti maksimaalisesti ristiriidaton kaavajoukko on kaikkien nii-
den kaavojen joukko, jotka ovat tosia jonkin mallin yhdessa tilassa.

Aputulos 4 (Lindenbaumin lemma) Jos A on K;-ristiriidaton kaavajouk-
ko, niin on olemassa sellainen B € G, ettd A C B.

Aputulos 5 Olkoot A, B € G. Télloin seuraavat ehdot ovat yhtéapitavia
(a) Va:a€ A= Pa € B
(b) Va:a € B=Faec A
(c) Va:Gae A= a€eB
(d) Ya: Ho € B= a € A.

Todistus. Oletetaan, ettd (a) ja Ga € A. Siis PGa € B. Koska edellisen
alaluvun mukaan - PGp — p ja K; C B, niin sddnnén (US) mukaan
PGa — « € B. Nyt aputuloksen 3 mukaan o € B. Téten (c¢) on voimassa.
Oletetaan, ettd (c) ja o € B. Koska B € G, niin ~a ¢ B. Nyt oletuksen
mukaan G-« ¢ A eli Fa € A. Néin (b) on voimassa.
Implikaatiot (b)=-(d) ja (d) =(a) todistetaan vastaavasti. O

Olkoot A, B € G. Télloin joukko B seuraa joukkoa A, merkitddn A < B,
jos aputuloksen 5 ehdot ovat voimassa néille joukoille.
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Aputulos 6 Olkoon C € G, ja a kaava. Talloin
(a) FaeC=3dBe€G:C<BANa€B
(b) PeeC=3JAcG: A<CAhacA

Todistus. Késitelladn (a)-kohta — toinen kohta on vastaavanlainen.
Olkoon Fa € () ja merkitdan

By—{3| GB e C}u{al

Néytetadn, ettd By on Ky-ristiriidaton. Télloin Lindenbaumin lemma antaa
sellaisen joukon B € G, ettd By C B, ja edelleen aputuloksen 5 (c)-kohdan
mukaan C' < B.

Tehd&dn vastaoletus, ettd By on K;-ristiriitainen. T&lloin on olemassa
sellaiset kaavat (31, s, ..., B, € By \ {a}, ettd

Fo(BiA B A A By Aa).
Koska —(p A ¢) — (p — —q) on tautologia, saadaan edellisesté
E(BLAB2 A A By) — o
Edelleen lauseen 14 mukaan saadaan
FG(BL AP A A By) — Ga

Edellisestd ja alaluvussa 2.3 johdetusta teoreemasta Gp A Gg — G(p A q)
seuraa induktiivisella paattelylla, ettéa

F(GBL NGBy A+ NGB — Ga
Koska Gf31,Gps,...,GB, € C, niin aputuloksen 3 mukaan
GOLNGBs N--- NGB, € C.

Lisiksi K; C O joten (GO AGB2A---NGp,) — G-a € C. Téaten G-a € C.
Nyt operaattorin G méaéaritelméan mukaan —Fa € C, mikéd on ristiriidassa
oletuksen kanssa.

Taten By on K;-ristiriidaton. O
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Madritelladan, ettd kehykseen (W, R) liittyvé kronikka on kuvaus
T : W — G. Kronikka T on koherentti, jos

VaVy : xRy = T(x) < T(y),

ja koherentti kronikka on tdydellinen, jos jokaisella kaavalla a ja jokaisella
xreW:
FaeT(x)=3y: xRy N a€T(y)
PaeT(x)=Jy:yRx N a € T(y). }<*)
Kronikka-nimeé voisi havainnollisesti perustella siten, ettd 7' liittaa jokai-
seen ajanhetkeen x € W kaikki silloin tapahtuvat tapahtumat (koska 7T'(x)
on maksimaalinen).
Jos V' on kehyksen (W, R) valuaatiofunktio (eli kuvaus atomilauseiden
joukolta joukkoon P(W)), niin sen indusoima kronikka on

Tv(x) ={a | (W,R, V), z E a}.

Ty on tdydellinen. Jos puolestaan T on kehyksen (W, R) tdydellinen kronikka,
niin sen indusoima valuaatio on Vy(p) = {x € W| p € T(x)}.

Aputulos 7 Olkoon T kehyksen (W, R) téydellinen kronikka ja V' sen in-
dusoima valuaatio. T&lloin

Vo) ={zeW |aeT(x)}, (%)

jokaisella kaavalla «.'® Lisiksi erityisesti jokainen joukon 7T'(z) kaava on to-
teutuva kehyksessia (W, R) aina, kun x € W. (Eli lyhyesti jos V = V, niin
T="Ty.)

Todistus. Osoitetaan induktiolla kaavan « rakenteen suhteen, ettd (x*) on

voimassa. Kuvauksen V; méaritelmén mukaan asia on selvé, kun a on ato-

milause. Olkoon induktio-oletus, ettd (**) on voimassa kaavoille (3 ja ~.
Koska

wefr | feT(x)e Pel(lw) < ¢ET (w) <
we{r|feT@)} BweV)sweV(-0 ja

welr|BAyET(x)) & BAyeT(w) & BeT(w)ijaryeT(w) &

weV(B)jaweV(y)ecweV(BAY),

niin véite on tosi, kun a on lauselogiikan kaava.

6Merkintéi V («) tarkoittaa kaavan a totuusjoukkoa mallissa (W, R, V).
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Osoitetaan vield, etté

V(FB) ={x | FBeT(x)}.

("2”) Oletetaan ensin, ettd F'3 € T'(x). Nyt kronikan T tdydellisyys sa-
noo, etta
Jy:azRy N Be€T(y).

Siis induktio-oletuksen mukaan y € V(). Tdten = € V(F[3).

("C”) Oletetaan sitten, etta F'3 ¢ T'(z). Siis ~F( € T(z) eli G- € T(x).
Olkoon y € W sellainen, ettd xRy. Koska T on koherentti, niin T'(z) <
T'(y). Edelleen aputuloksen 5(c) mukaan =3 € T'(y). Nyt induktio-oletuksen
mukaan y € V(=0), joten z € V(G—f) = V(=Ff). Nain siis « ¢ V(Ff).
Jos em. kaltaista tilaa y ei ole olemassa, niin triviaalisti = ¢ V(F3).

Tapaus a = P/ on jélleen vastaava.

Lauseen loppuosa on voimassa, silla (W, R, Vy),x E « aina, kun o €
T(x). O

Koska systeemi K; on luotettava, niin lauseen 16 mukaan se on téydellinen,
jos mikd tahansa ristiriidaton kaava oy on toteutuva. Edellinen aputulos
kertoo, ettd tdmén nayttdmiseksi riittaéa konstruoida sellainen kehys (W, R)
ja sen taydellinen kronikka T, ettd jollain ¢ € W pitee o € T(t). Tété
varten sovitaan seuraavista méaritelmista:

Olkoon W numeroituvasti déreton joukko. (Joukon W alkioita kaytetain
konstruoitavan kehyksen ajanhetkini.) Olkoon

M={W,R,T)| ) # W C W sirellinen, R C W? antisymmetrinen,
T kehykseen (W, R) liittyva koherentti kronikka }.
Kolmikko m’ = (W', R",T") € M on kolmikon m = (W, R,T) € M laajen-

nus, jos

W Ccw, R=RnW?* ja TCT.

Muistutetaan vield, ettd m € M ei ole malli, silla T" on kuvaus W — G.

Aputulos 8 (Killing lemma) Jos vaatimusten (*) kaltainen'” ehto ei ole
voimassa kolmikossa m € M, niin on olemassa tdméin kolmikon sellainen
laajennus m’ € M, etté kyseinen ehto on voimassa.

Todistus. Késitelladn ehdoista (x) ensimmaista. Olkoon m = (W, R, T) sel-
lainen, etté ehto

FaeT(x)=3y: 2Ry N ae€T(y)

1"Ehto on vaatimusten (*) kaltainen, kun kaava « ja tila 2 € W ovat jotkut tietyt.

37



ei ole voimassa. Siis on olemassa sellaiset « ja x € W, ettd Fa € T(x) ja
ehdon jalkipuoli ei ole voimassa.
Nyt aputuloksen 6 (a) mukaan

dBeG:T(x)<B N a€B.
Olkoon y € W\ W. Olkoon kolmikko m’ = (W', R', T") sellainen, etti
W=wuly}t, R=RU{(z,y)} ja T"=TU{(y,B)}
Talloin
JyeW' 2Ry N aeT(y).

Koska lisdksi R on antisymmetrinen ja 7" koherentti, niin m’ € M ja téaten
se on etsitty kolmikon m laajennus.

Jalkimmaéinen ehdoista (x) késitelldén kdyttden hyviksi apulauseen 6 (b)-
kohtaa. O

Lause 17 Systeemi K; on téydellinen suhteessa luokkaan F;.

Todistus. Olkoon ay K;-ristiriidaton kaava. Naytetdéan, ettd ag on toteutuva
konstruoimalla sellainen F;-kehys ja sen taydellinen kronikka 7', etté jollain
to € W pitee ag € T'(to).

Numeroidaan joukko W = {tg,t1,t2,...} ja kaikki aikalogiikan kaavat
Qp, ap, Qg, . . .18 Liitetédin vaatimukseen

Fa; eT(t;) =3y :t;,Ry N oj € T(y)
koodi 2 - 5° - 77 ja vaatimukseen
Po; e T(t;) = Jy:yRt; N o € T(y)

koodi 3 - 5" -7 (i,7 € N). Olkoon Cy € G Lindenbaumin lemman antama
joukko, jolla ag € Cy.

Olkoon sitten mg = (W, Ro,Tp), jossa Wy = {to}, Ry = 0 ja Ty =
{(to0,Co)}. Selviisti Ty on koherentti kronikka, joten my € M. Maéritellaan
kolmikot my, mo, ms, ... rekursiivisesti: Jos

my, = (Wy, Ry, Tp), n >0,

on médritelty, niin jollain ehtojen (x) kaltaisella vaatimuksella, joka ei ole
voimassa kolmikossa m,,, on pienin koodinumero. Olkoon m,,,; kolmikon m,,

8Numerointi on mahdollista: voidaan esimerkiksi helposti muodostaa injektio
{aikalogiikan kaavat} — N, joka osoittaa, etti aikalogiikan kaavoja on numeroituva médra.
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Killing lemman mukainen laajennus, joka toteuttaa edelld mainitun ehdon.
Jos ehdot (%) ovat aina voimassa kolmikossa m,,, niin mééritelliin m,, ., =
M.

Olkoon

W=JW. R={JR. ja T=JT.

neN neN neN

Alempana perustellaan, ettd kuvaus 7' on kehyksen (W, R) taydellinen kro-
nikka. (Selvésti (W, R) € F;.) Silloin apulauseen 7 mukaan kaava ag on to-
teutuva mallissa (W, R, V), nimittdin (W, R, V), tg E ayp, eli tdydellisyys on
voimassa lauseen 16 mukaan.

Jos edellé olevan rekursiivisen prosessin askeleella k + 1 ei 16ydy sellaista
kaavaa «;, ettd Fa; € C; tai Poy € C; millédén ¢ < k, niin prosessi pyséhtyy
siten, ettd kolmikot eivét endd laajene eli my = my 1 = mypio = - -+ Tall6in
kolmikko (W, R, T') muodostetaan yhdisteend kaikista syntyneisté kolmikois-
ta (Wo, Ro, o), ..., (Wi, Ry, Ty). Esimerkiksi jos ag = p ja Cj on sellainen,
etta

{=Fa | jokaisella kaavalla a} U {—Pa | jokaisella kaavalla a} C Cp,

niin (W, R, T) = (Wy, Ry, Ty). Nyt p on toteutuva mallissa (W, R, V).
Perustellaan siis vield, ettd T" on taydellinen kronikka. Koska Ty, C T7 C
T, C --- jajokainen 7; on kronikka, niin ndiden yhdiste 7" on kuvaus ja lisdksi
kronikka. Tehdd&n sitten vastaoletus, ettd T' ei ole tdydellinen. Siis on ole-
massa vaatimusten (x) kaltainen ehto, jota kronikka 7" ei toteuta; olkoon k
tdmén ehdon koodinumero. Koska T" = J,, .y T5, niin on olemassa sellainen
T;, jossa ehto numero k ei toteudu. (Tdma ei kuitenkaan ole valttdméatta pie-
nin sellainen ehto.) Nyt kuitenkin ainakin kronikka 7}, toteuttaa ehdon k.
Siis vastaoletus on véara, koska T, C T O

Huomattavaa on, miksi luokan M mééaritelméssa kaytettiin antisymmet-
risid relaatioita: tédydellisyyslauseen todistuksessa relaatiosta R tulee aina
antisymmetrinen. Néin selittyy miksi oli mukavaa méaritelld aikalogiikan ke-
hykset antisymmetrisiksi.

Kuten sanottua, systeemin K; taydellisyys voidaan todistaa myos suh-
teessa kaikkien kehysten luokkaan. (Ks. esimerkiksi [1], s. 206.)

Jos systeemid K, laajennetaan lisddmaélla siihen aksioomia, niin saadun
systeemin tdydellisyys suhteessa johonkin kehysluokkaan voidaan usein osoit-
taa samalla periaatteella kuin edelld (mikéli kyseinen systeemi on téydellinen).
Tarkastellaan seuraavaksi tarvittavia muutoksia erddn laajennuksen tapauk-
sessa.
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Olkoon K* se systeemi, joka saadaan systeemistd K;, kun siihen lisdtdéan

aksioomaksi kaava
Gp — GGp.

Olkoon luokka F* antisymmetristen ja transitiivisten kehysten luokka. Huo-
mioidaan jatkossa se, ettd nyt késitellain maksimaalisesti K*-ristiriidattomia
joukkoja.

Aputulos 9 Relaatio < on transitiivinen.

Todistus. Olkoon A < B ja B < C. Oletetaan, ettd Ga € A, ja ndytetiin,
ettd a € C, jolloin A < C (Aputulos 5¢). Koska K* C A, niin uuden ak-
siooman mukaan GGa € A. Nyt koska A < B, niin Ga € B. Samoin koska
B < C, niin a € C. O

Nyt systeemin K* tédydellisyys suhteessa luokkaan F* voidaan osoittaa
tekemalla seuraavat muutokset edella olevaan: Maaritellaan ensin luokka

M*={(W,R,T)| 0 # W C W iérellinen, R C W? antisymmetrinen ja
transitiivinen, 7" kehykseen (W, R) liityva koherentti kronikka }.

Seuraavaksi Killing lemmaa vastaavan tuloksen todistuksessa pitdd korjata
relaation R’ méaritelmé, jotta transitiivisuus sailyisi. Nyt pitdé olla

R = RU{(z,y)} U{(v,y)| vRz}.

Lisdksi pitda ndyttad, ettd tehty muutos ei vaikuta kuvauksen T” sopivuuteen
(ks. Killing lemman todistusta). Siis tarkistetaan onko 7" koherentti:

jos vR'y, niin pitéad olla T'(v) < B [= T'(y)].

Koska vRx ja T' on koherentti, niin 7'(v) < T'(z). Téten 17" (v) < T'(x), silla
T C T'. Nyt relaation < transitiivisuuden ja sen, ettd 7"(x) < B takia asia
on selvd. Nain Killing lemma on voimassa systeemissd K* ja haluttu tulos
seuraa lauseesta 17.

Samantapaisella menettelylla kuin ylla voidaan siis todistaa muitakin tay-
dellisyystuloksia. Mutta vastaako jokaista normaalin aikalogiikan K, (jér-
kevdd) laajennusta jokin kehysluokka? Vastaus on kielteinen — voidaan ni-
mittédin osoittaa, ettd on olemassa sellainen ristiriidaton systeemin K, laa-
jennus, joka ei ole tdydellinen suhteessa mihinkdédn kehysluokkaan, ei edes
tyhjadn. Télloin sanotaan, ettd kyseinen systeemi on epdtdydellinen. (Ks.
lisda [1], s. 212-214.)
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Aikalogiikan semantiikan kannalta on kiinnostavaa tarkastella irrefleksii-
visié logiikoita, mutta lauseen 13 mukaan tédtd ominaisuutta vastaavaa aika-
logiikan kaavaa ei ole — edellahén esimerkiksi transitiivinen kehysluokka saa-
tiin aksiomatisoitua ottamalla aksioomaksi kaava Gp — GGp, joka samalla
maédrittelee transitiivisuuden. Irrefleksiivinen aikalogiikka voidaan kuitenkin
aksiomatisoida, kun irrefleksisyys luonnehditaan péattelysdannon avulla.

Jos F* on irrefleksiivinen kehys, niin on voimassa tulos:

jos kaava a on toteutuva kehyksessa F'* ja atomilause p ei esiinny
kaavassa «, niin myos kaava —-Pp A p A —=Fp A « on
F*-toteutuva.

Tédmén osoittamiseksi oletetaan (F*, V) w E «a. Olkoon sitten kuvaus V*
muuten sama kuin V' paitsi ettd V*(p) = {w}. Koska p ei esiinny kaavassa
a, niin (F*, V*) Jw E «. Lisdksi irrefleksisyyden takia

(F*,V*Y , wkE —=Pp Ap N —Fp.
Nyt ottamalla kiyttoon edellistd havaintoa vastaava paattelysaanto (I RR)

josk (=Pp Ap A =Fp — «) ja atomilause p ei esiinny kaavassa
«, niin - «

saadaan aksiomatisoitua irrefleksiivisia systeemeji. Voidaan esimerkiksi to-
distaa, ettii systeemi Kr'°, johon on lisitty péittelysdintd (IRR), on tiy-
dellinen suhteessa niihin luokan F7 kehyksin, jotka ovat irrefleksiivisia. Se-
litetddn téssd tdmén menettelyn pari paapiirrettéd; tarkemmin aiheeseen voi
perehtyé teoksen [1], s. 230-237, avulla.

Y1I4 oleva mallitarkastelu osoittaa (kontrapositio-muodossa), ettd sdantod
(I RR) siilyttad validisuuden. Siis luotettavuus on voimassa.

JostFE —=Pp Ap A —=Fp, jollain tarkasteltavan kehysluokan kehyksen tilal-
la ¢, niin ¢ on ainoa hetki, jolloin tdmé& kaava on tosi (koska luokan Fr kehys
on vertailullinen ja transitiivinen). Siis kaava =Pp A p A —Fp ikéddnkuin
nimedd hetken t. Taydellisyyslauseen todistuksessa konstruoitava malli saa-
daan irrefleksiiviseksi, kun kéytetdan sellaisia maksimaalisesti ristiriidatto-
mia joukkoja, jotka aina sisdltavat kaavan muotoa =Pp Ap A —Fp. Nédin
ollen tehtaviksi jad tarvittavien aputulosten (mm. Lindenbaumin lemmaa
vastaavan tuloksen) todistaminen néille ns. nimetyille maksimaalisesti risti-
riidattomille kaavajoukoille.

9Gysteemin K, erds laajennus on K, joka on téydellinen suhteessa kehysluokkaan Fy.
Katso ndiden méadritelmét luvun 3 sivuilta 42-43.
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3 Modaliteeteista aikalogiikassa

Kaavaan vaikuttava modaliteetti on &arellinen jono peridkkéisid negaatio-
merkkejé ja modaalioperaattoreita kyseisen kaavan edesséd. Méaaritelladn siis:

e Tyhja merkkijono on modaliteetti.
e Jos m on modaliteetti, niin jonot —-m, F'm ja Pm ovat modaliteetteja.

Merkitéan a = 3, jos Fr, a < (. Télloin sanotaan, ettd kaavat a ja (3
ovat Fi-ekvivalentteja. (Vrt. Johdanto-luvun mééritelméén, jossa oli puhe
eri kielten kaavoista.) Koska

Gp = -~F-p, Fp=-G-p, Hp=-P-p, Pp=-H-p ja —-—p=p,

niin tiettyyn kaavaan vaikuttava modaliteetti voidaan aina kirjoittaa siten,
ettd mahdollisia negaatiomerkkejd on tédssd modaliteetissa korkeintaan yk-
si ja ettd tdmé negaatiomerkki on vélittomaésti kaavan edessd. (Esimerk-
ki: == P-PGa = PF H-«.) Pidetdédn tilloin negaatiota tutkittavan kaavan
osana, jolloin modaliteetteja ovat mitka tahansa &érelliset jonot symboleita
F,G, P ja H. Néin ollen modaliteetteja on siis ainakin syntaktisesti déretén
méadra, mutta onko nédin myos kaavojen tulkinnan kannalta? Tamé riippuu
tarkasteltavasta systeemista. Esimerkiksi systeemissé K; modaliteettien H ja
HH merkitykset ovat erilaiset — voidaan nimittdin helposti muodostaa F;-
malli, jossa on sellainen tila, ettd kaava Hp on tosi ja H Hp on epatosi. Nain
ollen systeemissé K; on ddrettomésti modaliteetteja. Toisaalta sité vastaavan
kehysluokan F; mielivaltainen kehys ei vastaa intuitiivista késitysta ajasta.

Seuraavassa tutkitaan modaliteetteja erddssd laajemmassa systeemissé.
Maééaritelladn systeemi K seuraavasti: systeemi Kt saadaan systeemistd Ky
lisddmalla sen aksioomien joukkoon kaavat

(T) Gp — GGp

(V1) FpANFq— F(pANFq)V F(pAq)V F(FpAq)
(Va)  PpAPq— P(pAPq)VP(pAq)VP(PpAqg)
(D) Fp— FFp

(M)  Gp—Fp

(M.

2) Hp— Pp

Kaava (T') maidrittelee kehyksen transitiivisuuden. Nyt on oletettava, etté
tarkasteltava relaatio on yhtendinen, joka tarkoittaa, ettd jokaisen kahden
tilan vélilla on "reitti” eli

Ve,y e W dzy,29,...,2, E W xRz R2R ... Rz, Ry,
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jollain n € N. Siis sivun 20 esimerkin kaltainen tilanne pitda kieltdd. Kaavat
(V1) ja (V) méérittelevit vertailullisuuden transitiivisten kehysten luokassa,
kun relaatio on yhtenédinen. Yleisesti: jos transitiivisuus on voimassa, niin
kaavat (V) ja (V,) médrittelevit vertailullisuuden mielivaltaisen tilan seu-
raajien ja edeltéjien joukossa, joka siis yhtenéisella relaatiolla on W. Kaava
(D) méirittelee tiheyden?®, kaava (M) sen, ettéi kehyksessi jokaisella tilal-
la on seuraaja ja kaava (Ms) sen, ettd jokaisella tilalla on edeltdja. Nama
vastaavuudet voidaan osoittaa samaan tapaan kuin toimittiin aputuloksen 1
todistuksessa.

Olkoon Fr C F; kaikkien sellaisten aikalogiikan kehysten luokka, jotka
ovat transitiivisia, vertailullisia, tiheitd ja joissa jokaisella tilalla on edeltéjé
ja seuraaja. Voidaan osoittaa, ettd systeemi Kt on tdydellinen suhteessa
luokkaan Fr. ([2], s. 106. Ks. vastaavaa tulosta todistuksineen [1], s. 209.)

Nyt luokan Fr kehyksid voidaan pitdd intuitiivisen ajan kaltaisina: En-
siksikin aikaa voidaan pitdd antisymmetrisend, transitiivisena ja vertailulli-
sena. (Tosin joskus on syytd mallintaa erityisesti tulevaisuuden tapahtumia
ei-lineaarisilla ns. puumalleilla.) Toisaalta aika voidaan késitté#é erddnlaisena
jatkumona eli tihe&nd. Télloin on huomattava, ettd joukon W alkioina ei
voida pitdd pelkdstddn esimerkiksi vuosia. Lisdksi voidaan ajatella — see-
mildisestd perinteestd ja alkurédjiéhdysteoriasta huolimatta — ettd ajalle ei
niy alkua eiké loppua eli seuraava ja edellinen ajanhetki 16ytyy aina. Ajatel-
laan lisdksi, ettd luonnollisen kielen modaliteetti on ilmaus, joka suhteuttaa
jonkin asiaintilan vallitsemisajan (tapahtuman sattumisajan) nykyhetkeen
(lausumishetkeen). Siis se kertoo milloin modaliteetin sitoma kaava toteu-
tuu.

Tutkitaan erdiden systeemin Kt modalitteettien merkityksid havainnolli-
sesti kuvien avulla. Alla luokan F7 kehys on kuvattu aikasuorana, joka on ra-
tionaalilukuakseli.?! Kuvissa musta pallo on tarkasteluhetki, eli se ajankohta
jolloin modaliteetti on ”voimassa”.

20T sss# on siis kiytossd tiheyden ”16yhempi” médritelms (ks. s. 19 alaviite):
R on tihed, jos Va,y : tRy = 3z : Rz Ry.

2ltseasiassa Iuokan Fr jokainen numeroituva kehys on isomorfinen rationaalilukujen ja
niiden tavanomaisen jirjestyksen < muodostaman struktuurin kanssa. ([2], s. 106)
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F}Z p . FGp. —
° | > o >
p p
) . . _
Gp PGp

Kuvien kaavojen pelikuvat ovat (vastaavassa jérjestyksessi) Pp, PHp, Hp
ja F'Hp. N&itd havainnollistavat kuvat olisivat kirjaimellisesti edellisten ku-
vien peilikuvia. Vastaavanlaisten kuvien avulla voidaan havaita, ettd kaava
FPp (tai PFp) merkitsee, ettd ”joskus p” — ottamatta mitenkaén kantaa on-
ko puhe menneisyydesté, nykyisyydesté vai tulevaisuudesta. Toisaalta kaava
GHp (tai HGp) merkitsee, ettd "aina p” — siis sekd menneisyydessd, nykyi-
syydessd ettd tulevaisuudessa. Erityisesti tyhjd modaliteetti viittaa "nyky-
hetkeen”, joka tarkoittaa po. modaliteetin ”voimassa olo hetked”.

Modaliteetit GF' ja GP peilikuvineen eivét ole kuvien tai aikatulkinnan
kannalta selkeité.

Seuraava lause osoittaa, ettéd systeemissd Kr on tdsmaélleen 15 merkityk-
seltéén erilaista modaliteettia; ne ovat juuri ylld mainitut modaliteetit! (Vrt.
[2], s. 106.)

Lause 18 Systeemissi K jokainen modaliteetti (liitettynd atomilauseeseen
p) on Fr-ekvivalentti jonkun seuraavan kanssa

(tyhjs), F, P, G, H, GH, PG, FG, GF, HF, FP, GP, HP, PH tai FH.

Todistus.??> Osoitetaan aluksi, ettd tarkasteltavat viisitoista modaliteettia
ovat todellakin eri modaliteetteja eli ettd mitkéan niista eivit ole Fp-ekviva-
lentteja keskenddn. Tamé tehdéddn tarkastelemalla modaliteetteja pareittain
ja konstruoimalla sellainen Fp-malli, ettd po. modaliteetit eivét ole ekviva-
lentteja tédssd mallissa. Alla annetaan kolme Fr-mallia, jotta kaikki kombi-
naatiot tulee kaytyéa lapi.

Olkoon W ={z €Q|0<z <1}, R =< ja

= (3o fremes 3 = (2o o<

sekd n
Vs(p) = {— € W| syt(n,m) =1 jam on parillinen} :
m

22Todistuksessa merkinti F o tarkoittaa Fz,. a.
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Alla olevasta taulukosta ndhdéain misséa mallissa ja missd tdmén mallin tilassa
taulukon vaaka- ja pystyriveilta 16ytyviat modaliteetit eivit ole ekvivalentit.
Taulukkoa luetaan siten, ettd pelkka luku x tarkoittaa mallin (W, R, V}) tilaa,
luku [x] mallin (W, R, V) tilaa ja luku (x) mallin (W, R, V5) tilaa.

F P [€] H GH PG FG GF HEF FP GP HP PH FH

O | 1/4 1/2 2/3 1/3 1/3 /3 /2 1/3 172 172 172 /3 173 /3
F /4 1/2 1/2 1/2 /2 (/2] [1/2]  [2/3]  [2/3]  [2/3]  [2/3]  [2/3] @ [1/2]

P /2 1/2 172 1/2 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/2 1/2 1/2

G 2/3  2/3 2/3 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 2/3 2/3 2/3

H /3y [/3p  [/31 (/3] [1/2]  [1/2]  [1/2]  [1/2]  (1/2]  ([1/3]

GH 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 1/2]  [172]  [1/4]
PG 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 /2] [172]  [1/4]
FG (/2 @/2)  @/2) (/2 (1/2) [1/2] [1/4]
GF [2/3] (/2] [1/2] [1/2] 1/2 [1/4]
HF (3/4]  [3/4]  [3/4]  [3/4]  [1/4]
FP 1/4 1/4 1/4 1/4
GP 1/3 1/3 1/3
P 2 [1/2]
PH [1/2]

Nyt taulukon mukaan esimerkiksi (W, R, V), % ¥ Pp < GPp, miki tar-
koittaa, ettd P ja GF ovat eri modaliteetteja systeemissd Kr. Vastaavat
pédtelmét tehdidn esimerkiksi tiedoista (W, R,Va),35 ¥ GHp < PHp ja
(W, R, V3) ,% ¥ FGp <« GFp. Jilkimmaisessd tapauksessa on huomattava,
ettd kuvauksen V3 méaritelméstéd johtuu, ettd mielivaltaista tilaa seuraa ai-
na tiloja, joista erdissi on voimassa p ja toisissa —p. 2 Tamé takaa, etté
tutkittava ekvivalenssi ei ole voimassa, silla nyt % ¥ FGp ja % F GFp.

Kokonaisuudessaan taulukko osoittaa, ettd mitkaédn tarkasteltavista mo-
daliteeteista eivéit ole samoja.

#3Perustellaan huomio: Olkoon 2 € {z € Q| 0 < z < 1} ja syt(n,m) = 1. Nyt

n l4n/m n+m
S = <1,
m 2 2m

mutta aina ei ole syt(n + m,2m) = 1. Alla hyodynnetéénkin sellaista havaintoa, ettd
jos osoittaja on pariton ja nimittéjd on parillinen (tai pdinvastoin), niin nimittédja siilyy
parillisena (tai parittomana) vaikka supistaittaisiinkin. Siis jos n + m on pariton, niin
(W, R, V3), %™ & p. Jos n +m on parillinen, niin n < m — 1 (koska n < m). Téten

7 2m

n+m-+1
< —<

n 1
m 2m

)

joten my®s nyt (W, R, V3) , “Emt & Toisaalta jos n < m — 1, niin

n n+m

m 2m-—1

eli (W,R,V3s), Q”Wfinl E —p. (Paritonta nimittédjii el voi supistaa parilliseksi.) Jos taas
n =m — 1, niin

n <n+m_2m—1 <4m—4<1

m 2m  2m Im—1

eli tallinkin (W, R, V3) , 4m=4

? 4dm—1

F —p. Néin ollen tekstissd mainitut tilat on 16ydetty.
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Kahden operaattorin erilaisia kombinaatioita on kaikkiaan 4 - 4. Osoite-
taan seuraavaksi, ettd kaksi samaa aikaoperaattoria "kutistuu” aina yhdeksi,
ja kaksi muuta kahden eri operaattorin ekvivalenssia, jolloin saadaan oikea
maéaara, 10, kahden operaattorin modaliteetteja.

Koska Fr-kehys on tihed, on helppoa néayttia, ettd F' E GGp — Gp, kun
F € Fr. Koska Gp — GGp on aksiooma, niin systeemin K luotettavuuden
mukaan F Gp — GGp. Téten

F GGp <« Gp.

Jos R on transitiivinen, niin R~!' on transitiivinen. Koska lisiksi Gp —
GGp madrittelee transitiivisuuden, niin lauseen 7 mukaan F Hp — H Hp.
Liséksi mallitarkastelun avulla saadaan tulos F HHp — Hp, joten

= HHp < Hp.

Jalleen mielivaltaisen Fr-mallin avulla huomataan, ettd F FFp — Fp.
Koska F'p — F'Fp on aksiooma, niin systeemin Kt luotettavuuden mukaan
saadaan F F)p — F Fp. Néin ollen

F Fp« FFp.

Jos R tihed, niin R~! on tihe#i. Koska lisiksi Fip — FFp méiirittelee
tiheyden, niin taas lauseen 7 mukaan F Pp — PPp. Vastaavin perustein
kuin edelld saadaan

E Pp < PPp.

Nyt havaitaan, ettd koska aksioomien (T') ja (D) peilikuvat Hp — HHp
ja Pp — PPp ovat valideja ja siten systeemin Kt tdydellisyyden takia myos
teoreemoja, niin lause 14(c) on voimassa systeemissid K. Tédten seuraavaksi
teoreemoiksi todistettavien kaavojen peilikuvat ovat teoreemoja automaatti-
sesti. (Ja siten myos valideja.)

Olkoon F' € Fr, M = (F,V) ja M,w F FPp. Télloin méaaritelmien
mukaan

Jv:wRv AT v RuA MV Ep.

Nyt relaation vertailullisuuden takia on kaksi vaihtoehtoa:
(i) wRY' tai w = v'. Koska ei ole olemassa minimié relaation R suhteen, niin

Juw' : w' Rw.
Siis M,w' E Fp. Taten M,w E PFp.

(ii) v Rw. On jéalleen olemassa sellainen w’, ettd w'Rv'. Nyt M,w’ E Fp,
joten M, w FE PFp.
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Néin ollen on voimassa F F'Pp — PFp, joten taydellisyyden ja yo. peili-
kuvaa koskevan huomautuksen mukaan

+ FPp <« PFp. (%)
Nyt rivin (*) ja lauseen 14(b) mukaan

F—=F-=P-p— -~ P-—F-p eli +-GHp— -HGp.

Siis - HGp — G Hp, josta paételldédn lauseen 14(c) mukaan

()

Lauseen varsinainen todistusstrategia on induktio modaliteetin rakenteen
suhteen (jota ei tdssd eksplisiittisesti tehdd). Lauseen todistamiseksi tdytyy
vield nayttad, ettd kolmen aikaoperaattorin jono ”kutistuu” kahdeksi ope-
raattoriksi. Téstd seuraa induktiivisella ajattelulla lauseen totuus. Koska
kolmen operaattorin kombinaatioita on paljon, niin tyydytdédn luettelemaan
kaikki tarvittavat ekvivalenssit ja todistamaan niistd muutama malliksi. Té&l-
laisia kombinaatiota on siis kaikkiaan 4 -4 -4 = 64, mutta néistd voidaan ylla
osoitettujen ekvivalenssien takia jattda huomiotta useita:

= HGp <~ GHp.

1) Kahteen samaan operaattoriin padttyvit modaliteetit on késitelty ylla
todistettejen ekvivalenssien ja lauseen 14(b) takia. N&itd on yhteensa
4-4.

2) Kahdella samalla operaattorilla alkavat modaliteetit on késitelty sadnnon
(US) takia. Siis esimerkisi tulos - GGHp < G Hp saadaan suoraan si-
joittamalla edelld todistetusta teoreemasta GGp < Gp. Téllaisia mo-
dalitetteja on myos 4 - 4 (joista 4 on samoja kuin 1-kohdassa).

3) Lisdksi ekvivalenssien (x) ja () takia 4-2 tarkasteltavaa modaliteettia
* 1
palautuu kohtiin 1 ja 2. Siis esimerkiksi F'PFp (E) PFFp E) PFp.
Siis kohtien 1-3 mukaan jéljelld on 64 — 16 — (16 — 4) — 8 = 28 kolmen
perikkéisen aikaoperaattorin kombinaatiota, joista edelld olleen peilikuva-
huomautuksen perusteella riittda tarkastella puolia. Todistettavaksi jaavét

GFHp < GHp FGHp «— GHp
GPGp <« Gp FPGp «— FGp
GPHp <~ PHp FPHp «— PHp
GFGp «— FGp FGFp <« GFp
GHPp <~ HPp FHPp «+ HPp
GHFp < GFp FHFp < Fp

GFPp < FPp FGPp < FPp
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Osoitetaan naista kaksi malliksi.
Alaluvussa 2.3 johdetun teoreeman PGp — p ja lauseen 14(a) mukaan on
F GPGp — Gp. Koska lisiksi kaava Gp — G'PGp on aksiooma (A), niin

- GPGp — Gp.

Aksioomasta (M;) GFGp — FFGp saadaan lauseen 14(b) ja aiemman huo-
mion - FFp < Fp mukaan - GFGp — FGp. Oletetaan, ettd M F FGp,
kun M on luokkaan Fr liittyva malli. Télloin myos M E GFGp, joten
F FGp — GFGp. Téten tdydellisyyden mukaan - FGp — GFGp. Siis

- GFGp — FGp.

O

Jos luonnollista kieltd pidettéisiin systeemin K kaltaisena ja aikaa jonkin
luokan Fr kehyksen kaltaisena, niin télldin lauseen 18 mukaan on olemassa
15 merkitykseltdan erilaista ajan ilmaisua. Tietenkin edellinen rinnastus on
riittdmaton yksinkertaistus. Seuraava havaintokin ilmentéé sen: mikédén sys-
teemin Kt modaliteetti ei ilmaise tilannetta ”téstéd jonkin aikaa p” eli etté
p tulee tapahtumaan johonkin hetkeen asti:

Huomataan, ettd ylla olevan kuvan mukainen tilanne voidaan ilmaista kaa-
valla U(T,p). Operaattorin U totuusméadaritelmén mukaan nimittéin patee

wEU(T,p) < ' : (wRw A Yv: (wRvRw = v E p)),

silli ehto w’ F T voidaan merkityksettoména jattda pois. Voidaan myos
osoittaa, ettd téllaistd "vajaata” US-logiikan kaavaa ei voi ilmaista milldén
aikalogiikan kaavalla. Tamén voi helposti tehdé aikalogiikan bisimulaation
avulla, kuten alaluvussa 1.4.

Néin ollen on otettava avuksi ainakin U S-logiikka, jotta luonnollisen ajan
ilmauksia voitaisiin luonnehtia paremmin aikalogiikan kaavoilla.
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