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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tarkastellaan reaalisen symmetrisen ja ei-negatiivisesti defi-
niitin matriisin antiominaisarvojen ja antiominaisvektoreiden sovellutuksia ti-
lastotieteessa. Tutkielman alussa esitellaan ne ominaisarvoja koskevat tulok-
set, joita antiominaisarvoja ja -vektoreita tarkasteltaessa tarvitaan. Tutkiel-
massa johdetaan yhtalot antiominaisarvoille ja -vektoreille ja tarkastellaan nii-
den geometrista merkitysta. Liséksi johdetaan antiominaisarvon tulkinta OL-
SE:n ja BLUE:n vélisena Watsonin tehokkuuden alarajana kun mallimatriisi on
vektori. Esimerkkiné tarkastellaan tapauksia joissa jéénnostermilld on AR(1)-,
MA(1) ja tasakorrelaatiorakenne.

Tutkielmassa tarkastellaan pienimman antiominaisarvon tulkintaa maksimaa-
lisena kulmana kahden vektorin valilla, ja esitellaan sovellutus, jossa pienin an-
tiominaisarvo tulkitaan pienimmaksi mahdolliseksi korrelaatiokertoimeksi kah-
den havaintovektorin valilla, kun kovarianssirakenne tunnetaan. Lisdksi tutkiel-
massa esitellaan kanoniset korrelaatiot, joitakin niiden ominaisuuksia ja joh-
detaan kanoniset korrelaatiot antiominaisarvojen funktiona. Tutkielmaan on
myos keratty kirjallisuudesta joitakin erilaisia esitysmuotoja antiominaisarvol-
le, seka yhteyksia joihinkin muihin epayhtaloihin.

Antiominaisarvojen lisdksi tutkielmassa méaaritelldan yleistetty antiominaisar-
vo ja sitd vastaava antiominaismatriisi. Yleistetylle antiominaisarvolle ja antio-
minaismatriisille johdetaan yhtalot ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden funk-
tiona. Osoitetaan, ettd Watsonin tehokkuuden alaraja voidaan esittda pienim-
man yleistetyn antiominaisarvon funktiona. Tutkielmassa tarkastellaan lyhyesti
kuntoisuusluvun 'condition number’ ja antiominaisarvon vélista suhdetta mat-
riisin kuntoisuuden arvioinnissa. Lopuksi tutkielmassa johdetaan myo6s uskot-
tavuussuhdetesti kovarianssirakenteen testaamiseen ja osoitetaan, ettd uskot-
tavuussuhdetestin testisuure on yleistetyn antiominaisarvon nelio.

Asiasanat: antiominaisarvo, antiominaisvektori, yleistetty antiominaisarvo,
OLSE:n tehokkuus, kollineaarisuus, kanoninen korrelaatio
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1 Johdanto

Antiominaisarvot ja antiominaisvektorit ovat suhteellisen tuoretta kasitteis-
toa matematiikassa ja tilastotieteessa. Termi antiominaisarvo nousi esille vasta
Gustafsonin (1972) artikkelissa, vaikka asiaa on késitelty aikaisemmin matema-
tiikassa ja tilastotieteessd muilla nimilla. Gustafsonin varhaisimmat artikkelit
ovat suuntautuneet matematiikan puolelle, mutta mychemmin han on kirjoitta-
nut artikkelin antiominaisarvojen ja -vektoreiden sovelluksista tilastotieteessa
(Gustafson 2002, 2005). Antiominaisarvo-termin lanseerauksen myota antiomi-
naisarvoihin ja -vektoreihin liittyvia artikkeleita ovat kirjoittaneen Gustafsonin
lisédksi ainakin Davis (1980), Rao (2005) ja Khattree (2001, 2002, 2003).

Tilastotieteen terminologiassa antiominaisarvo on viela nuorempi kéasite kuin
matematiikassa. Ensimmaiset artikkelit tilastotieteen sovellutuksista tai tulkin-
noista ovat tehneet Gustafson (2002) sekd Khattree (2003). Tata varhaisem-
massa kirjallisuudessa antiominaisarvoa ei olla kaytetty terminé, mutta varsi-
nainen sisélto on ollut kaytosséa ainakin Kantorovichin epéayhtalon (1948) julkai-
susta ldhtien. Gustafson (2002) kayttaa artikkelissa antiominaisarvoja pienim-
mén nelidsumman estimaattorin (OLSE:n) tehokkuuden seké kanonisten kor-
relaatioiden tarkasteluun. Tété aikaisemmin Khattree (2001, 2002) on kirjoit-
tanut artikkeleita antiominaisarvojen laskemisesta, mutta vuonna 2003 Khat-
ree julkaisi kokoavan artikkelin antiominaisarvoista tilastotieteessé (Khattree
2003). Téma artikkeli onkin toiminut merkittavina tiedonldhteena téta tutkiel-
maa kirjoitettaessa.

Tassa tutkielmassa rajoitutaan tarkastelemaan ainoastaan reaalisten, symmet-
risten ja ei-negatiivisesti definiittien matriisien antiominaisarvoja. Antiominai-
sarvojen teoria, kuten myos jotkut muut tutkielmassa esitetyt epayhtalot, on
kasitelty kirjallisuudessa yleisemmassa muodossa. Tassa tutkielmassa ne kui-
tenkin esitetdan ainoastaan reaalisten symmetristen ja ei-negatiivisesti defi-
niittien matriisien erikoistapauksessa, silla tutkielman valmistumiseen mennes-
sa loytamani tilastotieteen sovellutukset eivat vaadi tata yleisempia tuloksia.

Tutkimus on jaettu kuuteen lukuun. Luvussa 2 tarkastellaan ominaisarvoja ja
ominaisvektoreita ja johdetaan graafinen esitys, jonka tarkoitus on tukea an-
tiominaisarvojen graafista esitystd. Kappaleessa 2 otetaan myos todistamatta
kayttoon ominaisarvohajotelma, jota tarvitaan myohemmin tulevissa todistuk-
sissa. Kappaleessa 3.1 tarkastellaan hieman antiominaisarvojen historiaa, seka



antiominaisarvojen kehityksen keskeisia henkiloita. Kappaleessa 3.2 maaritel-
laan antiominaisarvot ja antiominaisvektorit, seka todistetaan etta pienin an-
tiominaisarvo saadaan suoraan Kantorovichin epayhtalosta. Tassa kappaleessa
myos todistetaan keskeisin antiominaisarvoja koskeva lause, joka kertoo etta
antiominaisarvot ja -vektorit voidaan kirjoittaa ominaisarvojen ja ominaisas-
vektoreiden funktiona. Kappaleessa 3.3 johdetaan tehokkuuden minimi lineaa-
risessa mallissa jossa mallimatriisina on pelkka vektori. Esimerkkeina kasitel-
laén tilannetta jossa kovarianssimatriisilla on AR(1), MA(1) sekd tasakorre-
laatiorakenne. Luvussa 4 tarkastellaan pienimmén antiominaisarvon tulkintaa
minimaalisena korrelaationa kahden havaintovektorin valilla, kun kovarianssi-
rakenne on tunnettu.

Kappaleessa 5.1 esitellaan kanoniset korrelaatiot, seka joitakin kanonisten
korrelaatioiden jatkossa tarvittavia tuloksia. Kappaleessa 5.2 johdetaan kano-
nisten korrelaatioiden ja antiominaisarvojen yhteys. Kappaleessa 6.1 esitellaan
joitakin kirjallisuudesta 16ytyvia antiominaisarvojen esitysmuotoja. Kappalees-
sa 6.2 esitellaan lyhyesti muita epayhtaloita jotka ovat suoraan yhteydessa Kan-
torovichin epayhtaloon ja samalla pienimpaan antiominaisarvoon. Kappaleessa
6.3 esitelladan ja otetaan todistamatta kayttoon Wieladtin epayhtalo seka esi-
tellaan kolmen esimerkin avulla sen sovellutuksia tilastotieteessa.

Kappaleessa 7.1 maaritellaan yleistetty antiominaisarvo ja osoitetaan, et-
ta yleistetty antiominaisarvo voidaan esittaa antiominaisarvojen tulona. Lisaksi
esitellaan kaksi yksinkertaista esimerkkia yleistetysta antiominaisarvosta. Kap-
paleessa 7.2 johdetaan, etta Watsonin tehokkuus yhtyy ongelmaan yleistetyista
antiominaisarvoista. Tasta esitelladn myos esimerkki, Watsonin tehokkuuden
alaraja on piirrettynd autokorrelaation funktiona AR(1)- rakenteen tapauk-
sessa. Kappaleessa yleistetaan yleistetty antiominaisarvo, ja samalla siis Wat-
sonin tehokkuus, koskemaan ei-negatiivisesti definiittia kovarianssirakennetta.
Talloin voidaan tarkastella vakiotermin ulkopuolisen osavektorin tehokkuut-
ta. Esimerkkeina esitellaan kyseisen osavektorin Watsonin tehokkuuden alara-
jat korrelaation funktiona malleissa AR(1)-, MA(1)- ja tasakorrelaatiorakenne.
Kappaleessa 7.3 esitellaan lyhyesti mita tarkoitetaan matriisin kuntoisuudella,
ja kuinka pieninta antiominaisarvoa voidaan kayttaa hyodyksi aineiston kuntoi-
suuden arvioinnissa. Lisaksi esitelladn eras kuntoisuuluvun ’condition number’
heikkous aineiston kuntoisuuden mittana seka heratelldan keskustelua yleiste-
tyn antiominaisarvon kayttamisestd kuntoisuusmittana. Lopuksi kappaleessa
7.4 johdetaan uskottavuussuhdetesti otoskovarianssimatriisin testaamiseen, ja
todetaan etta se on yleistetyn antiominaisarvon nelio.



2 Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisarvoilla ovat keskeisia tyovélineité tilastotieteessa sekd matematiikas-
sa. Yksi erityinen sovellutus ominaisarvoille ja ominaisvektoreille on paakom-
ponenttianalyysi, jossa pyritaian etsimaan sellaista satunnaismuuttujien lineaa-
rikombinaatio, jonka varianssi on mahdollisimman suuri. Esitellaan tama omi-
naisarvojen sovellutus, silli se tukee jatkossa olevia graafisia esityksia.

Olkoon x,y; satunnaisvektori siten, ettd E(x) = 0. Koska x:n odotusarvo
on nolla, x:n kovarianssimatriisi ¥ = E(za'). Olkoon v = (71,7%2,--.,7%)’
kerroinvektori, jonka avulla keskistetysta satunnaisvektorista & muodostetaan
uusi muuttuja & = 4’'x. Tamin uuden muuttujan varianssi on

var(§) = E(y'zx'y) = v E(xx)y = v'X~.

Nyt ongelmana on muodostaa sellainen kerroinvektori ~y, jotta uuden muut-
tujan ¢ varianssi 4'X- on mahdollisimman suuri ehdon +'4 = 1 vallites-
sa. Tama ehto tarkoittaa, etta kerroinvektorin = alkioiden nelididen summa
V4 AI 4+ 'yf, = 1. Ehto on tarpeen, silla mielivaltaisen suurilla «y:n alkion
arvoilla var(§) = /X~ olisi 4areton ja mitdan aariarvoa ei olisi olemassakaan.

Maksimointitehtéva voidaan ratkaista esimerkiksi Lagrangen kertojamenette-
lyn avulla. Muodostetaan Lagrangen funktio

Lag(7, %) =93y — A(v'v - 1),

jossa A € R on Lagrangen kerroin. Derivoidaan lauseke ~y:n suhteen, jolloin
stationaaripisteen valttamattoméaksi ehdoksi saadaan, etta

OLag(v,X)

=23y -2y =0.
ol

Jakamalla yhtalo kakkosella, ja ottamalla « yhteiseksi tekijaksi, saadaan ehto
muotoon:

(2 = M)y =0.



Jotta talla homogeenisella yhtaloryhmalla olisi olemassa ei-triviaali ratkaisu,
determinantin |X — M| on oltava nolla, eli

(2.1) IS — M| = 0.

Ominaisyhtdlé (2.1) on A:n p:nnen asteen polynomi, jonka juuria kutsutaan
matriisin 3 ominaisarvoiksi Ay > Ay > --- > \,. Koska jokainen A; on ominais-
yhtalon ratkaisu, ne toteuttavat yhtaloryhman

(X—-X)y=0
Yy =1

Talloin siis luonnollisesti myos ensimmainen ominaisvektori 7, ja sita vastaava
ominaisarvo A; toteuttavat yhtaloryhman

Nyt kertomalla yhtélo (2.2) vasemmalta ~/:1la saadaan

(2:3) (B = AMd)y = 0.

Jasjestelemélld yhtdlon (2.3) termit uudestaan ja sijoittamalla sithen yhtélo-
ryhmén (2.2) viimeinen yhtalo voidaan yhtélo (2.3) kirjoittaa muodossa:

Y11 = A

Nyt suurimman ominaisarvon \; tiedetaan olevan uuden muuttujan &; varians-
si. Toiseksi suurinta ominaisarvoa A, vastaavan lineaarikombinaation kerroin-
vektori v, on siis 2. ominaisarvoa vastaava ominaisvektori. Toiseksi suurin omi-
naisarvo ja sita vastaava ominaisvektori saadaan samasta maksimointitehta-
vasta kuin ensimmaisetkin ominaisarvot ja -vektorit, kuitenkin lisarajoituksilla

Y1v2 = 0 ja v5y2 = 1.

Jatkossa tullaan tarvitsemaan ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden lisaksi
ominaisarvohajotelmaa.

Lause 2.1. Olkoon matriisi A, «, symmetrinen neliomatriisi. Tdalloin

(2.4) A =TAT', TT =TT =1,,

missa Ty xn:n sarakkeina ovat matriisin A ortogonaaliset ja normeeratut omi-
naisvektorit, seki matriisi A = diag(A, A2, ..., A\n) kun \; on matriisin A 1.
ominaisarvo.



Esimerkki 2.1. Olkoon X = (1, x9, x3) keskistetty havaintoaineisto, jonka
kovarianssimatriisi

6 2 1
=12 8 2
1 2 12

—_

Talloin ominaisarvohajotelman perusteella on olemassa A jonka diagonaalil-
la ovat ominaisarvot ja muualla nollaa, sekda ominaisvektoreiden muodostama
matriisi T

4.7574 0 0 0.8415  0.4851 0.2378
A = 0 8 0 , T=|-05392 0.7276 0.4241
0 0 13.2426 0.0327 —0.4851 0.8739

Tarkastellaan kovarianssimatriisin 3 maarittelemaé hyperellipsoidia

(2.5) Yz = a,

missd a = 1 ja x = (x,y, 2z)" on muuttujavektori. Kuviossa 2.1 on piirrettyna
yhtélon (2.5) méarittelemé hyperellipsoidi sekd ominaisvektorit. Ominaisvekto-
rit voidaan aina valita ykkosen mittaisiksi, mutta kuviossa ominaisvektoreiden
pituudet ovat ominaisarvojen neliojuuret, eli hyperellipsoidin padakselien pi-
tuudet. Jos o # 1, padakselien pituudet ovat v/a);, missi \; on matriisin X i:s
ominaisarvo.



Kuvio 2.1. Kovarianssimatriisin méaarittelemé hyperellipsoidi, johon on

lisatty ominaisarvojen neliojuurien pituiset ominaisvektorit.



3 Antiominaisarvot ja -vektorit

3.1 Antiominaisarvojen historia

Termin antiominaisarvo otti kdyttoon Gustafson (1972) artikkelissaan ”An-
tieigenvalue inequalities in operator theory”. Gustafson (1972) tarkastelee 'dis-
joint’ -operaattoreita, ja Davis (1980) johtaa tulokset koskemaan myos 'normal’
-operaattoreita. Koska tassa tutkielmassa tarkastellaan vain reaalisia, symmet-
risia, positiivisesti definiitteja matriiseja, vektori & € R™ ja matriisi A on re-
aalinen, symmetrinen ja positiivisesti definiitti.

Gustafson tarkastelee (1972) artikkelissaan vektoreiden x ja Ax vilistd
kulmaa. Kahden tunnetun vektorin @ ja Ax valisen kulman « kosini voidaan
tunnetusti kirjoittaa muodossa

' Ax

V' A’z - x'x

Gustafson osoitti, ettd yhtalon (3.1) oikean puolen dériarvot saadaan valitse-
malla x:ksi joko jokin matriisin A ominaisvektori tai antiominaisvektori @x;.
Kun vektoriksi « valitaan jokin matriisin A ominaisvektori, kulmaksi tulee
nolla. Itse asiassa ominaisvektorilla & kertominen ainoastaan venyttaa vekto-
ria Ax vastaavan ominaisarvon suhteessa. Kun valitaan = @1, saavutetaan
suurin mahdollinen kulma vektoreiden x ja Ax vilille. Koska vektorilla @, on
kulman « suhteen juuri vastakkainen ominaisuus kuin ominaisvektorilla, Gus-
tafson (1972) nimesi tdmén suurimman mahdollisen kulman kosinin pienim-
maksi antiominaisarvoksi ja vektorin a; pieninta antiominaisarvoa vastaavaksi
antiominaisvektoriksi.

(3.1) cosa =

Gustafson (1972) osoitti myds, ettd pienin antiominaisarvo yhtyy Kanto-
rovichin epayhtalon alarajaan. Nobel-palkinnon vuonna 1975 voittanut Leonid
Vital “evich Kantorovich (1948) osoitti, etté

YAy -yAly (M +N\)?
(y,y)Q AN,

missd A, », on reaalinen symmetrinen positiivisesti definiitti matriisi, y € R”
ja Ay > Ay > - >\, > 0 ovat matriisin A ominaisarvot.

(3.2)




Kantorovich julkaisi epayhtalon venajaksi vuonna 1948, mutta Watson, Al-
pargu ja Styan (1997) tekivét havainnon, etté graafiteoreetikko Roberto Wert-
heimer Frucht (1943) oli julkaissut epayhtédlon espanjaksi viittd vuotta aikai-
semmin. Tamén vuoksi jatkossa tulemmekin kdyttdmaan yhtalosta (3.2) nimeé
Fruchtin—Kantorovichin epayhtalo.

Kantorovichin (1948) ja Fruchtin (1943) erilldén tekemien julkaisuiden tu-
lokset olivat siis kdytossé jo vuosista 1943 ja 1948 lahtien. Tamén vuoksi Gus-
tafsonin (1972) reaalisia symmetrisié positiivisesti definiittejd matriiseja koske-
vat tulokset olivat kdytossa jo vuosikymmenia aikaisemmin ennen antiominai-
sarvonimen lanseeraamista. Tilastotieteeseen ehtikin tana aikana tulla huomat-
tavasti sovellutuksia Fruchtin-Kantorovichin epayhtalolle. Ensimmaéisen varsi-
naisen antiominaisarvojen ja -vektoreiden tilastotieteen sovellutuksista kerto-
van artikkelin kirjoitti Gustafson (2002). Artikkelissaan hén l&hestyy ”opera-
tor trigonometry”:n nékokulmasta Bloomfieldin, Watsonin (1975) ja Knottin
(1975) esittelemdd OLSE:n ja BLUE:n suhteellista tehokkuutta seké kanonisia
korrelaatioita.

3.2 Antiominaisarvot ja -vektorit

Antiominaisarvot ovat saaneet nimensi matemaattisten ominaisuuksiensa pe-
rusteella, kuten edellisessa luvussa 3.1 lyhyesti todettiin. Antiominaisarvoja tai
antiominaisvektoreita ei ole kuitenkaan maaritelty viela sen tarkemmin.

Tarkastellaan Cauchyn—Schwarzin epayhtilod (Lause L.1), eli
(u'v)* < u'u - v', u,v € RP.

Tehdaan valinta v = x ja u = Ax, missié A on reaalinen symmetrinen po-
sitiivisesti definiitti matriisi, ja vektori & # 0. Télloin Cauchyn—Schwarzin
epayhtalosta seuraavat keskenaan yhtapitavat epayhtalot

(' Ax)? < 2’ A’z - x'x,

T Ax < Vax' A2z - x'x

ja
T’ Ax

(3.3) — < 1.

Va'A’x - x'x
Yhtalon (3.3) vasen puoli saavuttaa maksiminsa 1 kun « ja Az ovat lineaari-
sesti riippuvia, kuten Cauchyn—Schwarzin epéayhtélon todistuksessa (Lause L.1)
todetaan. T&lloin optimointitehtévén (3.5) ratkaisuksi & sopii esimerkiksi mika

tahansa matriisin A ominaisvektori. Tama voidaan osoittaa helposti matriisin
A ominaisarvohajotelman avulla.
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Koska A on symmetrinen, silld on ominaisarvohajotelma
A =TAT', TT =TT =1,

jossa A on diagonaalimatriisi jonka diagonaalilla ovat matriisin A ominaisar-
vot Ay > Xe > ... >\, > 0sekd T = (ty,ta,- -+ , t,), jossa t; on \;:td vastaava
ominaisvektori.

Sijoittamalla ominaisarvohajotelma yht&loon (3.3) saadaan

' Az TAT x TAT x

34 p— _— R
(3.4) Ve'A2z -2’z V'TAT'TAT xz-xx Vx'TAT'z-x'x

jossa viimeinen yhtasuuruus seuraa ominaisvektoreista koostuneen matriisin
T'n ortogonaalisuudesta T'T = TT' = 1.

Olkoon vektori & matriisin A k:nnetta ominaisarvoa vastaava ominaisvekto-
ri. Talloin vektori T'x = e, = (0,---,0,1,0,---,0)" on k:s kantavektori, ja
yhtélo (3.4) saadaan muotoon
a:’TAT’w . e;Aek . )\k
V'TAT'z -x'xz /e, Ae; A2

missad Ay on matriisin A k:s diagonaalialkio, eli matriisin A k:s ominaisarvo.

Cauchyn—Schwarzin epayhtalon perusteella tiedetaén, etta

x' Az
(3.5) max —————— =1
70 ' A’z - x'x
ja maksimi saavutetaan esimerkiksi matriisin A jollakin ominaisvektorilla. Tar-
kastellaan seuraavana maksimointitehtavad (3.5) vastaavaan minimointitehta-
vaan:

x' Az
(3.6) min ————— = (4.
70 /o' A’x - x'x
Yhtalon (3.6) minimiarvoa p; kutsutaan pienimméksi antiominaisarvoksi ja

Minimin tuottavaa vektoria @, kutsutaan pienintd antiominaisarvoa vastaa-
vaksi antiominaisvektoriksi.

Tehddan muunnos y = A2, missid A2 on matriisin A symmetrinen ja posi-

tiivisesti definiitti neliGjuuri. Matriisin A neli6juurella tarkoitetaan matriisia
eqee 1 1
joka toteuttaa yhtalon A = Az Az.

11



Sijoittamalla tdma yhtaloon (3.6) saadaan, etta
_ x'Ax
p1 = min ———
x#0 \/x' A’z - x'x
. Az Aix
= nin 1 1 1 1
0 e AsAA e @AY A Ase
/
(3.7) = min vy
vA0 \/y' Ay -y Ay
2
IRDYED W

(3.8)

missi A\ > Ay > ...\, > 0 ovat matriisin A ominaisarvot. Yhtéloiden (3.7) ja
(3.8) vilinen yhtésuuruus seuraa Fruchtin—Kantorovichin epayhtélosté (Lause
L.3).

Maaritelma 3.1. Olkoon A,x, symmetrinen ja positiivisesti definiitti matrii-
51, ja Ay > Ay > ... > A, > 0 sen omanaisarvot. Matriisin A pienin antiomi-
naisarvo maarittellaan yhtalon

' Ax
3.9 = min ——
(3.9 - 40 \/x' A%x - x'x

ratkaisuna ja ratkaisun tuottavaa vektoria x, kutsutaan pienintd antiominai-
sarvoa vastaavaksi antiominaisvektoriksi. Matriisin A yleinen antiominaisarvo
maaritellaan yhtalolla

3.10 ;= min 2T fun <
( ) H @i L, ZB;Asz .z J

Yhtilon (3.10) ratkaisuja p; kutsutaan matriisin A i:nneksi antiominaisarvoik-
st, ja ratkaisun tuottavaa vektoria x; kutsutaan i:nnettd antiominaisarvoa ji;
vastaavaksi antiominaisvektoriksi.

Edella ollaan jo nahty, etta pienin antiominaisarvo saadaan suoraan Fruchtin—
Kantorovichin epayhtéalon raja-arvona. Vastaava tulos voidaan yleistaa koske-
maan myos muita antiominaisarvoja.

Lause 3.1. Olkoon A,., symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi, jon-
ka ominaisarvot ovat \y > Ao > ... > X, > 0. Talloin matriisin A pienin
antiominaisarvo on

' Ax 2/ M
3.11 = mi =
(3.11) M= Vo ks om M+ Ay

Ve
VAN

1:mnetta ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

ja sita vastaava antiominaisvektori €, = q £ \/)\V )i)\ qp, Missa q; on
1 P
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Muut antiominaisarvot saadaan yhtalosta:

(3 12) . w,Aw 2\/ >\i)\p7i+1
. ] — . 5
wile; /' A2z -2’z A1t Apoi41
. L .  p—itt o
ja niitd vastaavat antiominaisvektorit €; = —Y———q; + #qp,iﬂ,
VAt Ap—it1 VAt Ap—it1
missa qi on k:nnetta ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

Todistus. Todistuksen on esittanyt Khattree (2001), mutta se on keskeisilta
osin sama kuin Raon ja Raon (1987) esittdma todistus. Tarkastellaan funktiota

' Ax
vV'Alx - x'x

Derivoidaan h(x) vektorin @ suhteen (Rao, 1973, s.72), jolloin saadaan valtta-
maton ehto

(3.13) h(z) =

x' Az A+ x' Az

_— -x = 2Ax.
' Ax 'z

(3.14)

Ratkaisua koskevan vélttaméttoméan ehdon (3.14) perusteella voidaan péétella,
etta

(3.15) ClA(x : Ax)] = C(Ax : A’x) C C(x : Ax),

missé C(A):lla tarkoitetaan matriisin A sarakeavaruutta. Talloin z:n ja Az
virittdma avaruus on suljettu A:n suhteen. Talloin maksimissaan kaksi A:n
ominaisvektoria riittdéd virittdméasan sarakeavaruuden C(x : Azx). Téll6in mah-
dolliset ratkaisut saadaan siis yhden tai kahden A:n ominaisvektorin lineaari-
kombinaationa (katso s. 41).

Koska matriisi A on symmetrinen, niin silld on ominaisarvohajotelma
(3.16) A =TAT'

missd A = diag(A1, Ag, ..., Ap), ja matriisi T' muodostuu A:n ominaisvektoreis-
ta. Kun tehdéén sijoitus y = T"@, saadaan minimoitava funktio h(y) muotoon

y'Ay
VY'AY-y'y
Tehd&an sijoitukset y = T'x, a; = ;'314‘42‘; ja as = ‘”3;733‘” yhtéloon (3.14), jolloin

(3.18) a1 A*Ty + a,Ty = 2ATy.
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Ominaisarvohajotelman perusteella yhtalo (3.18) voidaan kirjoittaa muodossa
(3.19) 2T Ay = a, A*Ty + a,Ty.

Kertomalla yhtélo (3.19) vasemmalta matriisilla T”, saadaan

(3.20) 2Ay = a1 A%y + avy.

Kerrotaan yhtélo (3.14) vasemmalta vektorilla y"T”, jolloin saadaan

(3.21) amy T ATy = y'T' ATy.
Ominaisarvohajotelman perusteella yhtalo (3.21) voidaan kirjoittaa muodossa
(3.22) y' Ay = a1y’ A%y.

Stationaaritilassa yhtéléiden (3.20) ja (3.22) on padettavi, jolloin ne voidaankin
kirjoittaa yhtaloryhméana

— 2

YAy = ay'A’y
Yhtaloryhmén (3.23) ylempi matriisiyhtéalé voidaan kirjoittaa p:n yhtélon yh-
taloryhmaéana, eli

(324) 2)\13/1 = ((ll)\l2 + a2)y’i7 1= 17 .., P.

Edelld on todettu, ettd yhtdlon (3.14) ratkaisu @ voidaan esittdd yhden tai
kahden matriisin A ominaisvektorin lineaarikombinaationa. Koska y = T'x,
missa T on ominaisvektoreista muodostunut matriisi, niin y = e; tai

y = d;e; + dje;. T&lloin yhtélon (3.23) ratkaisut 10ytyvét kahdesta vaihtoeh-
dosta:

Tapaus 1. Olkoon ehdokasvektori y = e; eli i:s kantavektori. Sijoitetaan
tamé yhtéloryhméén (3.23), eli
2A€i = CllAQeZ' + ase;
e/Ae; = a;eiA’e;,
josta voidaan ratkaista, ettd a; = A; ''ja ay = ). Téssé stationaaritilas-

sa kuitenkin funktio h(x) saavuttaa maksiminsa 1, kuten jo aikaisemmin on
Cauchyn—Schwarzin epéayhtalon perusteella todettu.

Tapaus 2. Olkoon ehdokasvektorit muotoa y = d;e; + d;e;, missa
d;,d; # 0. Sijoitetaan tdmé yhtdloryhméén (3.24) ja oletetaan, ettd \; # A;.
Talloin yhtaloryhmén (3.23) ylempi yhtélo voidaan esittdd muodossa:
(325) 2)\2 == al)\? + asy
(3.26) 2\; = a1 \; + ay,
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joista ay ja ay voidaan ratkaista:

2
-2 =
(3.27) ai N+ A
ja
20
2 =
(3.28) az Nt A

Muotoa y = d;e; + dye; oleva ratkaisu loytyy vain jos toisen asteen yhtaloilla
(3.25) ja (3.26) on olemassa ratkaisu. Yhtéloiden (3.25) ja (3.26) diskriminantti
on

D=4- 4(-@1)(-&2)

ja on oltava ei-negatiivinen, jotta yhtaloilla (3.25) ja (3.26) olisi olemassa rat-
kaisu. Sijoitetaan yhtalot (3.27) ja (3.28), jolloin diskriminantin perusteella
saadaan ehto:

M

(3.29) Giaap St

Kerrotaan ehto (3.29) puolittain ()\; + ;)*1la ja kerrotaan auki sulkulauseke,
jolloin ehto voidaan kirjoittaa muodossa

ANA; S AT+ AT+ 200,
tai
(3.30) (A +Aj)% > 0.

Epéyhtélostd (3.30) ndhdédn, ettd diskriminantti-ehto pétee aina ja talloin
ratkaisu on aina olemassa. Nyt siis yhtéloparin (3.23) jalkimmaisesta yht&losté
seuraa, etta

d\?
31 il _
(3.31) (%) x

x’' Az
x'x

/ N oo . . .
Koska a; = mm,TAz”; ja ag = niin voidaan helposti huomata, etta

24/ N\
h(x) = aras = T )\j.

Yhtilon (3.31) avulla ndhddén, ettd y = (/)\je; = v/Ae;, missi \; # \; on
ratkaisu yhtaloparille (3.23). Téll6in siis kaikki yhtélon (3.23) ratkaisut sisél-
tyvat tapauksiin 1 ja 2, joista tapaus 1 tuottaa funktion h(y) maksimin ja
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tapaus 2 minimin. Nyt koska yht&lolla (3.14) ja h(y) on samat ddriarvot, niin
apulauseen (L.2) perusteella voidaan sanoa, ettd pienin antiominaisarvo p; on:

2,/MA,

1 = )
VW
. . . . VA VA -
jota vastaava antiominaisvektori on ¢y = Ty, = == 21 qp,, missa
A +)\p \/ )\1+/\p

q; on i:nnettd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori. Muut antiominaisarvot
saadaan siis luonnollisesti yhtalosta:

2 \V/ )\i/\p—i-l—l

Hi= N+ i1

\V Ap—iti Vi
4 i i
\/>\i~‘r>\p—i+1 ai \/>\i+>\p—i+1 Tp—it1,
missa g on k:nnetta ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

jasita vastaava antiominaisvektori ¢; = T'y; =

]

Edella on jo todettu, etta antiominaisvektorit ovat ortogonaalisia ja ne il-
moitetaan yleensa ykkosen mittaisina. Ortogonaalisuudesta seuraa, ettd mat-
riisilla A on maksimissaan [p/2] kappaletta antiominaisarvoja ja antiominais-
vektoreita. Merkinnalld [p/2] tarkoitetaan osamééran p/2 kokonaislukuosaa, eli
esimerkiksi [5/2] = 2.

Antiominaisarvojen ja vektoreiden lukumé&érd on maksimissaan [p/2], silla
matriisilla A saattaa olla useampikertaisia antiominaisarvoja, ja niihin liittyvia
antiominaisvektoreita. Useampikertaisiin antiominaisarvoihin liittyvat antiomi-
naisvektorit eivat kuitenkaan ole valttamatta ortogonaalisia, joten ne eivat ole
yhtélon (3.10) ratkaisuja. Tamén vuoksi antiominaisarvoja ja antiominaisvek-
toreita on maksimissaan [p/2] kappaletta.

Edella olevasta todistuksesta huomattiin ettd antiominaisvektorit voidaan
aina esittda kahden ominaisvektorin lineaarikombinaationa. Kuviossa 3.1 on
esimerkin 2.1 kovarianssimatriisin maéarittelema hyperellipsoidi, ominaisvekto-
rit, antiominaisvektorit ja ensimmaistd ja kolmatta ominaisarvoa vastaavien
ominaisvektorien virittamaé taso. Pienintd antiominaisarvoa vastaava antiomi-

naisvektori ei ole yksikasitteinen vaan @, = \/AVI’Y’)\?) qt \/AVI’\+1A3 qs, ja se virittaa

saman tason kuin ensimmaista ja kolmatta ominaisarvoa vastaavat ominais-
vektorit. On kuitenkin syyta huomata, ettd tdman tason muut vektorit eivat
ole yhtélon (3.11) ratkaisuja.

3.3 Pienin antiominaisarvo ja tehokkuus

Ehka tunnetuin sovellutus antiominaisarvolle on OLSE:n ja BLUE:n vilinen te-
hokkuus. Tarkastellaan erikoistapausta, jossa mallimatriisi & on vektori (Pun-
tanen 1999, s. 450).
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Kuvio 3.1. Esimerkin 2.1 kovarianssimatriisin maaritteleméa hyperellip-
soidi, johon on mustalla lisatty ominaisvektorit seka valkoisella pieninta
antiominaisarvoa vastaavat antiominaisvektorit. Lisdksi pienimmén ja
suurimman ominaisvektorin virittdméa taso, jossa pienintd antiominai-
sarvoa vastaavat antiominaisvektorit sijaitsevat.
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Olkoon malli {y, 3, 0V}, jossa mallimatriisi  on siis vektori ja talloin
[ on reaaliluku. Tarkastellaan pienimmén nelicsumman estimaattorin OLSE:n
tehokkuutta parhaaseen lineaariseen estimaattoriin BLUE verrattuna. Merki-
tadn pienimmaéan neliosumman estimaatoria B:lla ja parasta lineaarista esti-
maattoria G:114. Oletetaan tunnetuksi, ettd

~ wlvfly
— lv—l —1 lv—l —
b= @va) ey = S0
~ x
B= (@) "2y = — 2.

r'x

Téalloin

'V
('x)?

'z) ' Va(dz) ! =

Madritelladn tehokkuus ¢ BLUE:n ja OLSE:n varianssien suhteeksi (Watsonin
tehokkuus)

var(3 z'Vig)™! x'z)?
(3.32) s=D VD el
var([3) (om)? Ve -x'V-ix

Nyt siis nahdaan suoraan, etta tehokkuus saavuttaa maksiminsa 1 aina
kun Vx = Az, X € R, eli kun « on jonkin V:n ominaisvektorin suuntai-
nen. Maksimi ei kuitenkaan ole kovin mielenkiintoinen, silla satunnaisvekto-
rin & valinnassa voi aina kayda hyva tuuri. Mielenkiintoisempi kuitenkin on
tehokkuuden minimi, jota ei voida huonoimmallakaan tuurilla alittaa. Tehok-
kuuden minimi on pienimmén antiominaisarvon nelio, joka ndhdaan helpos-
ti yhtaloistd (3.7) ja (3.8). Samalla ndhdddn, ettd yhtdsuuruus saavutetaan,
kun & = V%wl = \/iiql + \%qn, missa @7 on kovarianssimatriisin V' pieninta
antiominaisarvoa vastaava antiominaisvektori ja g; on kovarianssimatriisin V
7:nnettd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan tilannetta jossa virhetermi noudattaa astetta 1
olevaa autoregressiivista prosessia
€ = a€;_1 + U, i:...,—2,—1,0,1,2,..., |(1|<1,

missa u;:t ovat riippumattomia satunnaismuuttujia joiden odotusarvo
E(u;) = 0 ja varianssi var(u;) = o2. Tastd prosessista kiytetdin yleisesti ly-
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hennettyd merkintdd AR(1). Télloin voidaan néyttés, etta

1 a? a? a"t
) o2 a’ 1 a® R
cov(e) =cov(y) =0V = 5 : : : . : ;
I—a : : : . :
an—l an—Q an—3 1

misséd n on havaintojen lukumaara. OLSE:n ja BLUE:n valisen Watsonin tehok-

kuuden minimi ¢,y,;, voidaan siis yhtélon (3.32) perusteella kirjoittaa muodossa
(x'x)? AN,

Ve -V-ie (A+N\)?2 s

(3.33) Ormin =

missd A\; on matriisin V' i. ominaisarvo. Kuten yhtélosta (3.33) ndhdéén, termi

li > supistuu nimittajassa ja voidaan siksi jattaa huomiotta.
Piirretdan kuvio 3.2, jossa tehokkuuden minimié tarkastellaan parametrin a
suhteen. AR(1)-mallissa parametri a on itse asiassa autokorrelaatio viiveel-
la 1. Talloin kuviosta 3.2 nahdaan, etta pienilla autokorrelaatioilla, eli para-
metrin a arvoilla OLSE on vield pahimmillaankin suhteellisen tehokas AR(1)-
kovarianssirakenteen tapauksessa. Tehokkuuden minimi kuitenkin pienenee mi-
td suuremman arvon parametri a saa. Suurilla havaintomaarilla kuvaaja tulee
kuitenkin huipukkaammaksi, eli parametrin a arvo vaikuttaa voimakkaammin
tehokkuuden alarajaan. Yksityiskohtaisempaa tietoa AR(1)-mallin vaikutuk-
sesta regressioanalyysiin 16ytaa esimerkiksi Puntasen (1999) kirjasta.

Esimerkki 3.2. Kuten edellisessé esimerkissd (3.1) tarkasteltiin OLSE:n te-
hokkuuden minimid AR(1)-mallin tapauksessa, tarkastellaan nyt liukuvan kes-
kiarvon mallia viiveelld 1, eli MA(1)-mallia. Talloin oletetaan, etta:

€ = bu;_1 + u; t1=...,—2,—1,0,1,2,..., |b|<1

missa u;:t ovat riippumattomia satunnaismuuttujia joiden odotusarvo
E(u;) = 0 ja varianssi var(u;) = o2

w*

Kuten edella, voidaan myo6s nyt helposti osoittaa etta

1+ 6% b 0 0
2
cov(y) = o’V = o* b 1—in b O ,
0 0 0 1+ b2

josta o2 voidaan taas jattdd huomiotta.

Kuviosta 3.3 nahdaan ettd parametrin b vaikutus tehokkuuden minimiin
MA (1)-kovarianssirakenteen tapauksessa on hyvin samanlaista kuin paramet-
rin a vaikutus AR(1)-kovarianssirakenteen tapauksessa. Pienilla havaintoméaé-
rilld kuitenkin MA(1)-kovarianssirakenteen tapauksessa tehokkuuden minimi
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Kuvio 3.2. Kuvion pystyakselilla on OLSE:n tehokkuuden minimi ¢,y
AR(1)-kovarianssirakenteen tapauksessa, kun vaaka-akselilla on para-
metri a.

- n=5
. . - - n=10
0.9 — n=50 H

0.8} N £ b

05 N 8

Tehokkuus

0.4F R N |

02f ’ . 4

01l _- S

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuvio 3.3. Kuvion pystyakselilla on OLSE:n tehokkuuden minimi ¢,y
MA(1)-kovarianssirakenteen tapauksessa, kun vaaka-akselilla on para-
metri b.
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ei mene nollaan parametrin b l&hestyesséd ykkostd, kuin vastaavassa AR(1)-
kovarianssirakenteen tapauksessa.

Esimerkki 3.3. Tarkastellaan viela kolmantena esimerkkind OLSE:n tehok-
kuuden minimia tasakorrelaation tapauksessa, jolloin

1 c c c
& 1 c c 1
cov(y) =’V =o? | | ) ) -, — <c< 1.
: : : : n—1
C c c 1

Kuten edelld, niin myos nytkin o2 supistuu tehokkuustarkastelussa, ja voidaan
tarkastella ainoastaan matriisin V' pieninta antiominaisarvoa. Piirretaan ku-
viota 3.2 vastaava kuvio, jossa OLSE:n tehokkuuden minimi on pystyakselilla
ja vaaka-akselilla on parametri c.

1F I =
S = n=10
! RN < n=20
1 : TN - - n=
09 | TN n_50 H
| N — n=100

0.8

0.7

0.6

0.5

Tehokkuus

0.4

0.3

0.2

Kuvio 3.4. Kuvion pystyakselilla on OLSE:n tehokkuuden minimi ¢,y
tasakorrelaation tapauksessa, kun vaaka-akselilla on parametri c.

Kuvioista 3.2, 3.4 ja 3.3 ndhdédén, ettd AR(1)- ja MA(1)-kovarianssirakenne
vaikuttaa tehokkuuden minimiin hyvin samalla tavalla. Kummassakin tapauk-
sessa parametrin ollessa lahella nollaa, tehokkuuden minimi on lahella ykkos-
td. Parametrien vaikutus tehokkuuden alarajaan on sekd AR(1)- ettd MA(1)-
kovarianssirakenteiden tapauksessa symmetristd nollan suhteen. AR(1)- kova-
rianssirakenteen tapauksessa (kuvio 3.2) pienilldkin otoskoilla a:n ollessa ldhel-
la ykkosta, tehokkuuden alaraja lahenee nollaa. Néin ei kuitenkaan tapahdu
MA(1)-kovarianssirakenteen tapauksessa (Kuvio 3.3).
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Tasakorrelaation tapauksessa (Kuvio 3.4) parametrin ¢ vaikutus tehokkuuden
alarajaan ei ole symmetrista nollan suhteen. Negatiiviset parametrin ¢ arvot
vaikuttavat huomattavasti voimakkaammin tehokkuuden alarajaan kuin posi-
tiiviset c:n arvot. Lisaksi parametrin ¢ vaikutus tehokkuuden alarajaan riippuu
voimakkaasti havaintojen lukumaarasta, mika nakyy kuviossa 3.4 kuvaajan
huipukkuutena suurilla n:n arvoilla.

Huomautus. Voidaan osoittaa, ettd mallissa {y, X3, 02V}, missd kovarians-
simatriisilla V' on tasakovarianssirakenne, OLSE on BLUE (esim. Puntanen
1999 s. 168). Esimerkissd 3.3 mallimatriisi @ on vektori, eli mallimatriisista
puuttuu vakiotermié vastaava vektori 1 = (1,1,...,1). Tdméan vuoksi OLSE:n
tehokkuus menee alle ykkosen esimerkin 3.3 mallissa.
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4 Antiominaisarvot ja korrelaatio

Gustafson (1972) tarkasteli matriisin A kosinia cos A, joka reaalisen symmet-
risen ja positiivisesti definiitin matriisin A,, tapauksessa on

/
A
(4.1) cos A = min ——e 22— o,

=20 /' A2x - '

missa @« on reaalinen vektori.

Matriisin A kosini on siis vektoreiden @ ja Ax vilisen kulman maksimi. Tilas-
totieteessa talla kulman kosinilla on tulkinta korrelaatiokertoimena.

Antiominaisarvojen etsiminen voidaan tulkita myos minimaalisen korrelaa-
tion etsimiseksi lineaarikombinaatioiden z'x ja 2z’ Ax valilla

! /A
(4.2) min cor(2'x, 2’ Ax) = min cov(z'z, 2z’ Ax) ’
x#0 x#£0 \/Var(z’Aw) var(z'z)

missa vektori z on satunnaisvektori jonka kovarianssimatriisi on identiteetti-
matriisi. Yhtalo (4.2) saadaan muotoon

'z, 2/ Az
min cor(2'x, 2’ Ax) = min cov(ze, )
x40 z#0 | /var(z’' Azx) - var(z'z)

cov(x'z, x' Az)
min
220  /var(z' Az) - var(z'z)
x' cov(z)Ax

min .
=20 \/x' A cov(z) Az - &' cov(z)x

(4.3) -

Koska z:mn kovarianssimatriisi on identiteettimatriisi cov(z) = I,, yhtalosta
(4.3) seuraa, ettd

' Ax
(4.4) min cor(z'x, 2’ Az) = min ————— = py,
70 70 /o' A’x - x'x

mik& on matriisin A pienin antiominaisarvo.

Esimerkki 4.1. Antiominaisarvon tulkintaa korrelaatiokertoimena kahden sa-
tunnaismuuttujan valilla voidaan soveltaa mielekkéasti isien ja poikien valisen
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korrelaation tarkastelussa (Rao ja Rao 1987). Olkoon vektoreissa f ja ¢ p sa-
moin kerattya mittaustulosta isésta ja pojasta. Olkoon mittausten valinen ko-
varianssimatriisi

(4.5) cov (’Cc ) = (é ;) ,

misséa 3:n oletetaan olevan symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi. Tar-
kastellaan nyt kahden lineaarisen funktion ¢’ f ja y’c valista korrelaatiota, jos-
sa Ypx1 on reaalinen kerroinvektori. Tall6in korrelaatio voidaan yhtélon (4.4)
perusteella kirjoittaa muodossa

cor(y f.y'c) = ——2WHye y cov(f, c)y
7 \/cov(y’c) ~cov(y'f) \/y’ cov(e)y -y cov(f)y
Y'Yy

(4.6) =
VYEry-y'y

Kuten edelld todettiin, yhtdlon (4.6) maksimi saavutetaan valitsemalla ker-
roinvektoriksi y jokin 3:n ominaisvektori. Kayttamalla kerroinvektorina jotain

matriisin 3 ominaisvektoria isit ja pojat ovat korrelaation mielessa mahdolli-
simman samanlaisia.

Miniminsé yhtalo (4.6) saavuttaa kun kerroinvektoriksi y valitaan ¥:m pie-
ninta antiominaisarvoa g vastaava antiominaisvektori. Talloin minimiarvoksi
tulee matriisin ¥ pienin antiominaisarvo. Jos siis kerroinvektorina y kaytetaan
pieninta antiominaisarvoa vastaavaa antiominaisvektoria, isat ja pojat muis-
tuttavat mahdollisimman vahan toisiansa. Voidaan siis sanoa, etta isat ja po-
jat muistuttavat toisiaan vahintaén sen verran, etta korrelaatioksi jaa pienin
antiominaisarvo.

Edellisen esimerkin tulosta voidaan yleistda (Rao ja Rao 1987) koskemaan
kovarianssimatriisia

I Y X
4. —
(4.7) cov (c Sy Ty )
missd matriisit 317 ja Yoo ovat positiivisti definiittejd sekd 315 symmetrinen.

Talloin paadytaan samaan lopputulokseen kuin edellisessa yksinkertaistetussa
esimerkissa.
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5 Antiominaisarvot ja kanoninen
korrelaatio

5.1 Kanoniset korrelaatiot

Tarkastellaan vektoria @(,44)x1 ja olkoon E(x) = 0. Ositetaan vektori  kah-
1) (2)

o1 Siten, etta ¢ < p. Vektorin @:n kovarianssimat-

teen osavektoriin @,
riisin oletetaan olevan

_ (X X
(5.1) cov(x) = (221 222> :

Muodostetaan uudet muuttujat w = o’z™® ja v = v&®, jossa vektorit a ja
~ on valittu siten ettéd var(w) = var(v) = 1. Tasmaéllisesti tama4 siis tarkoittaa,
etta

jax

(5.2) var(w) = E(w?) = var(a/zV) = o/Za = 1,

(5.3) var(v) = E(v?) = var(v'2®) = 43y = 1,
ja talloin w:n ja v:n valinen kovarianssi, samoin kuin korrelaatio on
(5.4) cov(w,v) = E(wv) = o cov(zW, @)y = a’'S,7.

Kanonisen korrelaatioanalyysin ongelma on valita kerroinvektorit ¢ ja -« siten
etta w:n ja v:n valinen korrelaatio saavuttaa maksiminsa. Eli maksimoidaan
kaavan (5.4) korrelaatiota (kovarianssia) siten ettd ehdot (5.2) ja (5.3) ovat
voimassa. Maksimointiongelma voidaan ratkaista kayttamalla Lagrangen ker-
tojamenettelya, jolloin Lagrangen funktioksi tulee

1 1
(55) ”Lp = 0'212'7 — 5)\(04'211(1 — 1) — 5,&(’7/222’7 — 1),

missa A ja pu ovat Lagrangen kertojia. Derivoidaan funktio i muuttujavekto-
reiden a ja 7 suhteen, seka asetetaan osittaisderivaatat nolliksi:

oY
. — =Y -\ =
(5 6) Jox 127 — AXpa =0,
oY ,
(5.7) oy Yo — uXyy =0.
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Kertomalla yhtélo (5.6) vasemmalta o’:1la ja (5.7) v":lla saadaan

a'212’7 — )\o/Ena = O,

VB — py' By = 0.
Koska a’¥11ax = 1 ja 4’399y = 1, niin nahdédéan etta A = p = o’Xqo7y. Talldin
vhtélét (5.6) ja (5.7) voidaan kirjoittaa muodossa

(510) —)\Ena + 212’)’ = 0,
(511) 22104 — )\222’)’ = 0.

Yhtaloryhma voidaan esittad myos matriisimuodossa

—AXq bIHP (84
5.12 =0,
( ) ( 3o —)\222) (’Y)

joka taas voidaan esittda matriisin 3 ominaisarvoyhtalon muodossa

(5.13) Kg; g;z) - )\I] (:) = 0.

Talloin maksimiarvon etsiminen palautuu matriisin 3 suurimman ominaisar-
von A; etsimiseksi. Kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia seka reaalisia, silla
kovarianssimatriisi ¥ on ei-negatiivisesti definiitti sekd symmetrinen. Triviaa-
liratkaisut & = 0 ja v = 0 eivdt kdy ratkaisuiksi ehtojen (5.2) ja (5.3) perus-
teella.

Kaavasta (5.8) ndhdéaén ettd A = '35y on w:n ja v:n vilinen korrelaatio
stationaaritilassa. Jos halutaan valita maksimikorrelaatio, niin tulee valita etta

1)
- : - : - : al
A = A1, mika on suurin ominaisarvo, jota vastaava ominaisvektori on (7(1)).

Tallsin wy ja vy ovat £M:n ja x®:n lineaarikombinaatiot, joilla on maksimi-
korrelaatio.

Toinen kanoninen korrelaatio voidaan etsia kuten edella, mutta lisataan eh-
tojen (5.2) ja (5.3) liséksi rajoitus, etté ensimmaisen ja toisen kanonisen muut-
tujan valilla ei ole korrelaatiota. Talloin toiseksi suurin kanoninen korrelaatio
on ps = Ao, eli kovarianssimatriisin 32 toiseksi suurin ominaisarvo. Tasmallinen
todistus esitetddn esimerkiksi kirjassa (Anderson 2003, s. 488).

Kanoninen korrelaatio voidaan kirjoittaa myos ainoastaan joko kerroinvek-
torin a:n tai :n suhteen. Kertomalla yhtélo (5.10) A:lla ja (5.11) vasemmalta
35 1la, saadaan etti

(5.14) ATy = e,
(5.15) 3 o1 = \y.
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Sijoitetaan yhtalo (5.15) yhtdloon (5.14), jolloin

(5.16) YHYn Yo = Y a.
Jarjestelemélld yhtélon (5.16) termit uudestaan, saadaan
(5.17) (21925739 — A?2)a = 0.

Kertomalla yht#lo (5.17) vasemmalta 377114, paddytidn tarkastelemaan mat-
riisin

2 21255 B
ominaisarvoja. Ominaisarvot toteuttavat siis yhtalon:
(EI112122;21221 — )\2_[)(1 =0.

Vastaava yhtalo kerroinvektorille v saadaan kertomalla yhtalo (5.11) A:lla ja
(5.10) vasemmalta X' :1la:

(25212212I11212 — )\2I>‘7 = 0.
Matriisit 37;' 12 ja X5y X1 ovat kokoa p x ¢ ja g x p. Talloin matriisitulon nol-
lasta poikkeavia ominaisarvoja koskevan lauseen (Lause L.4) nojalla tiedetdan,
etta
{nzch(B1' 212555 Da1pxp) } = {n2ch (3% T B Biaigxq) } »

eli matriiseilla ovat samat nollasta eroavat ominaisarvot. Koska p < ¢ niin ky-
seisilla matriiseilla on p kappaletta nollasta eroavia ominaisarvoja Ay > Ay >
2>, > 0.
Koska kovarianssimatriisi 317 oletetaan positiivisesti definiitiksi, niin on ole-
_1 11
massa symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi 3, siten, ettd 3,,*3,;*> =
.. Tilléin edelld mainitun lauseen L.4 nojalla

1 1 _1 _1
(5.18)  {n2eh(Z07 0 B0l Tar) | = {nach(T1 T T T ) |

1 _1
Koska matriisit 3,,° ja 2,2 31235, 291 ovat samankokoisia neliomatriiseja,
niin yhtélo (5.18) voidaan kirjoittaa my6s muodossa

{Ch(2;1§2;1521222_21221)} = {Ch(2;1§21222_212212;1§)} )

eli kaikki matriisien ominaisarvot ovat samat.
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Nyt siis kanoniset korrelaatiot on johdettu useammalla eri tavalla, liittyen
matriisien ominaisarvoihin. Suurin kanoninen korrelaatio p; on siis kovarianssi-
matriisin 3 suurin ominaisarvo Aq, seka py = A9, p3 = A3, -+, pp, = A,. Toisaal-
ta suurin kanoninen korrelaatio p; on matriisin 22_21221 21_11212 suurin ominai-
sarvo, joka on \?. Lisaksi tiedetdan, etta

(5.19) {nzch(23, 01 X' o) } = {nzch(T]' 1225, 1) }
(5.20) - {nzch(szzng;zzlz;f)} .

5.2 Kanoniset korrelaatiot ja pienin antiominaisarvo

Luvussa 4 tarkasteltiin antiominaisarvojen tulkintaa korrelaatiokertoimena. Ta-
man vuoksi onkin luonnollista ettd antiominaisarvoilla on sovellutuksia myos
kanonisten korrelaatioiden yhteydessa.

Ensimmainen kanoninen korrelaatio voidaan esittaa pienimman antiominai-
sarvon funktiona kuten Eaton (1976) on esittdnyt. Maksimoidaan satunnais-
muuttujien w = o’z ja v = v'x® vilista korrelaatiota, kun

(1) b b
T 11 12
5.21 cov =3 = .
( ) (33(2)) (221 222)
Ensimmaisen kanonisen korrelaation nelio voidaan silloin luonnollisesti kirjoit-
taa muodossa

(5.22) max _cov(w, )" = max (o Zy)”
' cov(w)cov(v) er a'Ejo- Y gy

Nyt kun teemme sijoitukset

(5.23) a= (‘8‘) eR”, g= (2) e R,

niin saadaan epayhtalo

(5 24) max (a,2127)2 < max M
' ay Y- YYny T ag aXa-g'Xg’

silla epayhtalon vasen puoli on oikean puolen osajoukko, ja siksi pienempi tai
yhtasuuri kuin oikea puoli.

Epéyhtalon (5.24) perusteella Eaton (1976) osoittaa ensimmaéisen kanonisen

korrelaation ja pienimman antiominaisarvon valisen yhteyden. Nyt tama yhteys
kuitenkin osoitetaan toisella tavalla.
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Lause 5.1. Olkoon X p X p symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi, jol-
la on ominaisarvot \y > Ay > -+ > A\, > 0, ja niitd vastaavat ominaisvektorit

q17q27"'7qp7 quH:l;Z:17ap7 q;qJIOkU/IlZ#]

Olkoon vektorit y # 0 € R?P ja « # 0 € RP. Talloin kanonisen korrelaation
nelio voidaan kirjoittaa muodossa

'Yy 2 L (x'x)?
Vrse - ySy) T

z#0,y7#0,
x/y=0

(5.25) max (

Yhtdsuuruus yhtdlossd (5.25) toteutuu kun © = q1 + qp ja Yy = q1 — qp-

Todistus. Koska vektorit & ja y ovat ortogonaalisia, niin voidaan sanoa etta
da € R? : y = (I — P,)a. Talloin rajoite 'y = 0 voidaan siséllyttdd maksi-
mointitehtavaan siten, etta rajoitutaan etsimaan korrelaation maksimoivaa ker-
roinvektoria a € RP ainoastaan C(x)*:1ta. Merkitiddn vield ettd (I — Py) = Q,
jolloin voidaan kirjoittaa, etta

2 ('Sy)?
max cor (x'z,y'z) = max
*#0,y7£0, e£0,y20, '3 - Y' Dy
x/y=0 z’y=0
5> 2
(5.26) = max (2'£Qa)

20 'Xx - ad'QEQa’
Tehdaan valinta
u=QXx, v=Qa,

niin voidaan soveltaan lauseen L.1, eli Cauchyn—Schwarzin epéayhtalon toista
muotoa (K.2):

(W'v)? <u'Au-v'A v, veC(A).
Valitaan A = QXQ), joilloin ehto v € C(A) toteutuu, silla

C(Qa) C C(QXQ).

Cauchyn—Schwarzin epayhtalon perusteella yhtalon (5.26) maksimoitavalle funk-
tiolle patee epayhtalo:

(#'3Qa)’  _ ¥'SQ(QTQ) @Sz aQ(Q¥Q)Qa
Yz -dQXQa — 'Yz - dQXQa
23Q(Q2Q) QSz - a(QEQ)a
Yz -adQXQa
_ ¥TQ(Q¥Q) @z

I

(5.27)
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Talloin voidaan kirjoittaa, etta

(5.28) max M < max leQ(QEQ)_QEw.

2#0y20, T'Nx - Yy’ Dy T =A0 X

z/y=0

Oletetaan tunnetuksi, ettd Q(QXQ) Q = M ja sille ekvivalentti esitystapa on
Sl 4 lg(2'E ) e’ S Sijoittamalla tdméa epéayhtéloon (5.28), saadaan

('Zy)? - X[ - p(r' S ) 'Y S
max —————— < max
=200, BN - y'Sy T 270 X
_ ('YX 'Sz ¥R z(X ) 'S e
~ o | x3z '
('3x  x'z(dX'z) 'z
2.29 = —
(5:29) rgg(}){ X 'Y
B r (.’B,JI)Q
(5.30) o _1 Sz -zl
(5.31) =1— 3,

jossa yhtéloiden (5.29) ja (5.30) vélinen yhtdsuuruus pitdéd paikkansa silld seka
'z ja 'Ytz ovat reaalilukuja.
[l

Yhtaloa (5.25) vastaavaa epayhtélod kutsutaan joissakin yhteyksissd Wie-
landin epayhtéloksi (esim. Drury, Liu, Lu, Puntanen, Styan 2000). Tamé& on
hyva huomata, silla tama vektoriyhtalo tullaan kappaleessa 6.3 yleistamaan
matriisimuotoiseksi.

Nyt on siis todettu etta ensimmainen kanoninen korrelaatio voidaan kir-
joittaa kovarianssimatriisin ¥ pienimmén antiominaisarvon pu; funktiona:

pi=1-—pd.

Tama tulos kuitenkin yleistyy koskemaan muitakin kanonisia korrelaatioita:
pr=1— 2, i=1,2,...

Edella ollaan todettu, etta matriisin 3 pienimmasta antiominaisarvosta p; kay-
tetaan varsinkin matemaattisessa kirjallisuudessa termia matriisin 3 kosini,
"the cosine of matrixz 327 eli cos 3. Talla merkintatavalla ensimmainen kanoni-
nen korrelaatio voidaan esittdd muodossa sin 3 (Gustafson ja Rao 1997).

Tarkastellaan kahden satunnaisvektorin v, ja v, valista kanonista korrelaa-

tiota, kun v; = P{u ja vy = Pyu, missd P,y, = (P, : P;) on ortogonaalinen.
Olkoon vy r X 1 ja vy (p —7) x 1 vektori siten, ettd 1 <r < £.
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Muodostetaan vektoreiden v, ja vy kovarianssimatriisi:

vy cov(vy) cov (v, vs)
cov =

Vg cov(ve, V1) cov(ve)

_ (P{cov(u)P;  Pjcov(u)P;

 \Pjcov(u)P,  Pycov(u)Py
_ (PXP, PXP,
- \PXP, PXYP)
Talloin satunnaisvektoreiden vy ja v, suurin kanoninen korrelaatio voidaan

esittdd edelld johdettujen matriisien (5.19) ja (5.20) ominaisarvo-ongelmina.
Suurimman kanonisen korrelaation nelioé voidaan esimerkiksi esittad matriisin

(PI2P) ' PISP(PXP,) ' P,EP,
suurimpana ominaisarvona, eli

Yy (P/SP) 'P/SPy(P,XP,) ' Py Py
y'y

p% — Imax - A%v

Yy
missd y # 0 € R". Téssa tarkastelussa matriisit P; ja P» olivat siis tunnettuja
ja vakioita.

Esimerkki 5.1. Olkoon malli {y, X3, V'}, jossa X on n x k —mallimatriisi.
Pienimman nelicsumman ennuste g ja jiannostermi € ovat:

Tarkastellaan pienimmaéan neliosumman ennusteen ¥ ja jaannostermin e valista
suurinta kanonista korrelaatiota, eli

cor’(, €) = (g, €)
— oc*(Hy, My).

Talloin sovitteen Hy ja jaannostermin My valinen yhteisjakauman kovarians-
simatriisi on

Hy\ (HVH HVM
(5.32) cov (My) = (MVH MVM) :

Edella ollaan todettu, etta ensimmainen kanonisen korrelaation saadaan esi-
merkiksi yhteisjakauman kovarianssimatriisin (5.32) suurimpana ominaisarvo-
na. Edella esitellyn tarkastelun perusteella kuitenkin tiedetdan, etta ensim-
mainen kanoninen korrelaatio voidaan maaritella myos kovarianssimatriisin V'
pienimmén antiominaisarvon funktiona, eli p? =1 — p?.
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Edellé késiteltiin tilannetta jossa ortogonaalinen matriisi P = (P, : Py) oli
tunnettu, ja haluttiin ratkaista ongelma

(5.33) max cor’ (o Pju, ' Pyu).

oY
Joskus kuitenkin voidaan halutaan valita sarakkeittain ortogonaaliset matriisit

P, ja P; siten, ettd p? maksimoituu:

(5.34) max p?.

P

Venables (1976) osoitti, ettd talldin tehtdvin (5.34) kanssa ekvivalentti tehtava
on etsid kaksi lineaarista funktiota kju ja kbu, jotka ratkaisevat ongelman:

(5.35) max (k| Sks)>
(5.36) ehdolla K,k = 0,
(5.37) K, Sk =1,
(5.38) k,Sky = 1.

Ensimmaiset kanoniset muuttujat v, ja w, voidaan siis kirjoittaa muodossa

v = a'vy = o' Plu = Kju,

wy = v'vy = v Pyu = kju.

Koska matriisit P; ja P, ovat sarakkeittain ortogonaalisia, ja vektorit a seka
~ kayvat maksimoinnissa lapi koko R":n, niin vektorit k; ja ko kayvat yhdessa
lapi koko RP:n.

Yhtéalosta (5.35) on helppoa huomata, ettd vastaavan minimointiongelman
toteuttaisivat mitkd tahansa 3:n ominaisvektorit. Ehdot (5.36)-(5.38) téytty-
vat triviaalisti, silld ominaisvektorit voidaan aina valita siten ettd ne ovat or-
togonaalisia ja ykkosen mittaisia.

Koska symmetrisella matriisilla 3 on ominaisarvohajotelma, niin minimoi-
tava funktion (5.35) neliGjuuri voidaan kirjoittaa muodossa

kllsz = kllTAT,kQ = e;Aej = 07

missd e; = (0,0,---,0,1,0,---,0)" on i. kantavektori, ja A on ominaisarvo-
matriisi. Koska kj:ksi oli valittu matriisin 3 7. ominaisvektori, niin se on or-
togonaalinen kaikkiin muihin 3:n ominaisvektoreihin nahden ja sen normi on
voitu valita ykkoseksi. Télloin T"k on i. kantavektori, ja alkuperdisen minimoi-
tavan fuktion (5.35) minimiarvoksi tulee my6s nolla.

Lisdksi voidaan huomata, ettd optimointitehtéva (5.35) palautuu siis yhté-
16n (5.25) tarkasteluksi.
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6 Muista epayhtaloista ja muodoista

6.1 Antiominaisarvon monet muodot

Tahanastisissa tarkasteluissa ollaan aina palautettu antiominaisarvon tunne-
tuinpaan muotoon, eli pienimman ja suurimman ominaisarvon geometrisen ja
aritmeettisen keskiarvon suhteeseen:

VA 2V,
T A M+

Antiominaisarvolla on kuitenkin asiayhteydesta riippuen monia esitysmuotoja.
Esimerkiksi artikkeleista Drury et al. (2000) ja Wang ja Ip (1999) kerdttyja
ekvivalentteja esitysmuotoja pienimmélle antiominaisarvolle ovat:

) 2\/T 2 2
AT W ot (54 4)
- () - (5) - 25

missé Kk = A;/A\, on matriisin A kuntoisuusluku ’condition number’.

6.2 Muista epayhtaloista

Edella ollaan esitetty, etta Fruchtin—Kantorovichin epayhtalon ylaraja pysty-
taan maarittelemaan helposti sijoittamalla Ax = y, jolloin paadytaan tarkas-
telemaan Caychyn—Schwarzin epéayhtaloéd. Fruchtin—-Kantorovichin epéyhtalon
alaraja on yleensa ylarajaa kiinnostavampi. Kirjallisuudesta 16oytyykin useita
epayhtaloita, jotka ovat laheisessa yhteydessa Fruchtin—Kantorovichin epéyh-
taloon. Householder (1974) osoittikin, ettd Wielandtin epéyhtalosta

(6 1) (m/Ay)Q < >\1 - )\'I’L 2
' Az -yAy — \ N+ N/

saadaan Fruchtin—-Kantorovichin epéayhtalo sijoituksella

y=A'lx — —az’A_lw T = il A lx.
'z x'x
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Toiseen suuntaan, eli Fruchtin-Kantorovichin epayhtalosta saadaan Wielandtin
epayhtéld, ovat todistaneet esimerkiksi Bhatia (1999), Bhatia ja Davis (2000)
ja Zang (1999, 2001). Voidaankin sanoa ettd ndma kaksi epayhtalod ovat olen-
naisilta osin ekvivalentit. Watson, Albargu ja Styan (1997) osoittivat samalla
tavalla ekvivalenteiksi Fruchtin—Kantorovichin epayhtéalon kanssa Schweitzer,
Polya—Szegod, Greub—Rheinboldt, Cassels ja Krasnosel’skii-Krein epéyhtalot.
Lisaa tietoa Kantorivichin tyyppisista epayhtaloista 1oytyy esimerkiksi artikke-
lista Drury et al. (2000).

6.3 Matriisimuotoinen Wielandtin epayhtalo

Wang ja Ip (1999) ovat osoittaneet, etté edelld esitetystd Wielandtin epéyhté-
losta voidaan esittaa myos matriisiversio:

Lause 6.1 (Matriisimuotoinen Wielandintin epéyhtéld). Olkoon A, ., positii-
visesti definiitti matriisi, ja Ay ja A\, Sen suurin ja pienin ominaisarvo, sekd
nitd vastaavat ortonormaalit ominaisvektorit ovat q, ja qn. Olkoot X, ., ja
Y, «, reaalisia matriiseja jotka toteuttavat ehdon X'Y = 0. Talloin

A=Ay
)\1+>\n

2
(6.2) X'AY (Y'AY) Y'AX <, ( ) X'AX,

missd "<p” wviittaa Lownerin jirjestykseen. Yhtasuuruus (6.2):ssa pdtee kun

1 1
—Pxq1 + —Pxq, = v(q1 + qn),
A\ \,

missa vy on reaaliluku.

Todistus. Todistus sivuutetaan, mutta l6ytyy artikkelista Wang ja Ip (1999).
m

Tilastotieteen sovellutuksia epéayhtélolle (6.2) 16ytyy ainakin kun oletetaan,

ettan=p+qgja X = ({f) jaY = (IO ) Nyt jos matriisi A ositetaan
n—p

siten, etta
X'AX =A,,, X'AY =A,,, YAX=A,, Y'AY = Ay,

niin epéyhtalo (6.2) saadaan muotoon

A=A\
(6.3) A AL Ay <p (/\1 ) Ay
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Esimerkki 6.1. Muodostetaan satunnaisvektoreiden u ja v ensimmaéinen ka-
noninen korrelaatio Wielandtin epayhtélén matriisimuotoa kéyttden (Wang ja
Ip 1999). Olkoon vektorit w,x1 ja v,x1 satunnaisvektoreita, ja

cov (u) =3 = (EH le)
v Yo o)’

Wiedlandtin epéayhtalon matriisimuodon perusteella

. A=A\
(6.4) 21385 B <1 ()\1 mn )\n> X,

jossa A; on matriisin X i. ominaisarvo. Kertomalla yhtalo (6.4) vasemmalta ja

_1
oikealta matriisilla 3J,;* saadaan

shsasm st <, (M) g
11 12499 ~421471 =L )\1 T )\n P
Koska yleisyyttd menettamétta voidaan olettaa, ettd p < ¢ ja r(X12) = p, niin
kanonisille korrelaatioille p; > ps > --- > p, patee, etta

A — A, _
P < , =1,2,...,p.
PN+ A, ! p

Esimerkki 6.2. Olkoon matriisi
S S
S —
(Szl 522)

esimerkissd (6.1) olevan matriisin 3 estimaatti, missd Sy; on p X p-matriisi.
Wiedlandtin epayhtalon matriisimuodon perusteella

_ A _)\n 2
512855 So1 <1 (Ai +/\n) S,

jollon matriisin Sy Schurin komplementti S:n suhteen

Si1.20 =811 — 5125521521

A=A\
> S — ()\1+)\n> S
= (1—(1—43)) Su
(65) = NJ%SH’

missé ; on matriisin S pienin antiominaisarvo.
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Tarkastellaan uuden havainnon ennustamista, kun satunnaisvektorin y ole-
tetaan muodostuvan lineaarisesta malllista

y=XpB+e,

missa X on n x k mallimatriisi. Uudet havainnot sisaltava satunnaisvektori yr
oletetaan muodostuvan lineaarisesta mallista

yr = Xs0+ €y,

missa Xy on m X k mallimatriisi. Olkoon satunnaisvektoreiden y; ja y yhteis-
jakauman kovarianssimatriisi

yr\ (X0 hHP
v (y) B (En E22) ’

ja oletetaan se positiivisesti definiitiksi. Tarkastellaan tilannetta, jossa y:n y¢n
yhteisjakaumaksi oletetaan normaalijakauma

)~ () =G =)

Keskineliovirheen mielessa paras lineaarinen ennuste uudelle havainnolle y; on
ehdollinen odotusarvo.

Vektorin y;m ehdollinen odotusarvo ehdolla y on

E(ysly) = E(y;) — T2y (y — E(y)),
ja télloin siis satunnaisvektorin y; ehdollinen varianssi on
(6.6) cov(ysly) = Tire = i1 — o1 X5, T
Yhtéalon (6.6) ja (6.5) perusteella voidaan paatelld, etté
(6.7) 1351 <p B <p T

Esimerkki 6.3. Olkoon tarkasteltava aineisto keskistetty, ja olkoon sen osi-
tettu kovarianssimatriisi

jonka pienin antiominaisarvo p, = 0.8. Olkoon vield vasemman ylakulman osite

2 2
== (3 3)
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Edellisen epayhtélon (6.7) perusteella pétee, etté

1.64 1.64 2 2
pix, = (1.64 5‘74) <p 22 <p X = (2 7) .

Kuviossa (6.1) ovat kovarianssimatriisien 33, ja 3;; madrittelemét konfi-
denssiellipsit. Katkoviivalla piirretty u23;:n konfidenssiellipsi on X;;:n konfi-
denssiellipsoidin sisapuolla, ja niiden etaisyyden toisistaan méaraa pienin an-
tiominaisarvo p;. Mita lahempana ykkostéa pienin antiominaisarvo on, niin sita
lahempéna konfidenssiellipsit ovat toisiansa, ja sitd vahemméan hyotya kova-
rianssirakenteen mallintamisesta on mahdollista saada.

Kuvio 6.1. Matriisin ¢23; méirittelem# konfidenssiellipsi on piirretty
katkoviivalla ja 311 madrittelemé konfidenssiellipsi yhtenaiselld viivalla.
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7 Yleistetty antiominaisarvo

7.1 Yleistetty antiominaisarvo

Khattreen (2002) julkaisussa esitellddn antiominaisarvo-ongelman yleistys, jos-
sa antiominaisvektorin sijasta etsitaan antiominaismatriisia. Yleistetyt antiomi-
naisarvot voidaan muodostaa helposti antiominaisarvojen avulla, jolloin suurin
yleistetty antiominaisarvo j;; on suoraan pienin antiominaisarvo p;.

Maaritelma 7.1. Olkoon matriisi Ay, reaalinen symmetrinen ja positiivisesti
definiitti matriisi. Tarkastellaan optimointitehtavda

: | X'AX|
(7.1) ) = min :
X XA XX

missi X,x, on reaalinen matriisi astetta r siten, etta 1 < r < [p/2]. Opti-
mointitehtdvin (7.1) ratkaisua pp) kutsutaan matriisin A r:mneksi yleistetyksi
antiominaisarvoksi ja ratkaisun tuottavaa matriisia X* r:tta yleistettya antio-
minaisarvoa vastaavaksi antiominaismatriisiksi.

Olkoon matriisi A, x, reaalinen, symmetrinen ja positiivisesti definiitti mat-
riisi ja minimoidaan funktiota

| X'AX|
VIX'AZX]|

Koska funktion ja sen logaritmin aariarvot ovat samat, minimoinnissa voidaan
kéayttdd funktiota log h(X). Funktion h(X) osoittaja ja nimittdja ovat poly-
nomeja matriisin X elementtien suhteen, joten ne molemmat ovat jatkuvasti
differentoituvia ja télloin siis myds funktio h(X) on jatkuvasti differentoitu-
va. Talloin on riittavaa tarkastella funktion Zle x4 T+; gradienttien lineaarista
riippumattomuutta, kun i =1,2,--- ,jjaj=1,2,--- ,r. Merkitaéan, etta

h(X) = ehdolla X'X = 1.

a p
E T4 %45 = Oim@ij + Ojmxy; = 0,

t=1

al‘lm

missa
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Tehdaan vastaoletus, etta gradientit ovat lineaarisesti riippuvia. Jotta gra-
dientit voivat olla lineaarisesti riippuvia, taytyy olla olemassa sellainen ylakol-
miomatriisi B # 0, siten etté

p p
Z Z bz’j<5imxlj + 5jmxlj) = 07

i=1 j=1

miké pétee jokaisella parilla (I, m). Matriisimerkinnéin tdméa voidaan kirjoittaa,
ettd (B 4+ B’) X’ = 0. Nyt jos molemmat puolet kerrotaan oikealta matriisilla
X, niin

(B+B)X'X =0
B+ B =0,

ja koska B on ylakolmiomatriisi, B = 0. Tama on kuitenkin ristiriidassa vas-
taoletuksen kanssa, ja talloin alkuperaisesta oletuksesta seuraa, etta gradientit
ovat lineaarisesti riippumattomia. Taméan perusteella me siis tiedamme, etta
funktion h(X) minimi l6tyy stationaariarvojen joukosta.

Nyt siis stationaaritila voidaan loytaa kayttamalla Lagrangen kertojame-
nettelya. Muodostetaan Lagrangen funktio jonka avulla minimoidaan funktio-
ta log h(X), ehdolla ettd X'X = I, eli

1
(7.2) Lag(X,T) =log | X'AX| — 5 log | X'A*X| - tr(X'XT),

missa Lagrangen kertojamatriisi T' on ylakolmiomatriisi. Derivoimalla yhtalo
(7.2) X :n suhteen saadaan

OLagX.T) _ jx(x'AX)" — L A2X(X'A2X)"
0X 2
1
(7.3) —JX(T+T) =0,

ja derivoimalla matriisin 1" suhteen saadaan

OLag(X,T)

(7.4) ol

=X'X=1I.

Kertomalla vasemmalta yhtdlo (7.3) matriisilla X’ ja sijoittamalla (7.4) saa-
daan

1 1
X'AX(X'AX)™' — §X’A2X(X’A2X)‘1 - §X’X(T +T')=0
1

1
I--I--I(T+T)=0
51— 5 I(T+T)

T+T =1,.
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Talloin yhtalo (7.3) sieventyy muotoon

(7.5) AX(X'AX)™ — %AQX(X’AZX)_1 — %X = 0.

Nyt kertomalla yhtalo (7.5) vasemmalta matriisilla X’ A~! saadaan etta
X'ATTAX (X'AX) ™ — %X’A‘lAQX(X’AQX)‘l — %X’A‘lX =0

(X'AX)™' - %X’AX(X’AQX)‘l — %X’A—lx =0

(7.6) (X'AX) ' — %X’A‘lX = %X’AX(X’AQX)‘l.

Yhtélon (7.6) vasen puoli on kahden symmetrisen matriisin summa, joten ko-

ko vasen puoli on symmetrinen. Talloin myo6s oikea puoli on symmetrinen, ja

silloin matriisit X’AX ja (X’A%X)~! kommutoivat. Lauseen L.5 perusteella

on olemassa molemmat matriisit X’ AX ja (X'A%X)~! diagonalisoiva ortogo-
naalinen matriisi P, eli

(7.7) P (X'A’X)'P =D,
(7.8) P (X'AX)P = D,,

missd D, ja Ds ovat diagonaalimatriiseja. Kertomalla yhtalot (7.7) ja (7.8)
vasemmalta matriisilla P ja oikealta P’ saadaan

(7.9) (X'A2X)"! = PD,P'
(7.10) (X'AX) = PD,P/,
Sijoittamalla yhtalot (7.9) ja (7.10) yhté&loon (7.6) saadaan
1 1
(PDQPI)il - §XIA71X - §PD2P/PD1P/
1 1
(711) PlilD;lPi1 - §X/A71X == §PD2D1P/.

Koska matriisi P on ortogonaalinen P’P = PP’ = I,, P~!' = P’ ja koska
P~ = (P~Y yhtilo (7.11) voidaan kirjoittaa muodossa

1 1
PD51P/ - §X/A71X == §PD2D1P/

1 1
~-X'A'X =PD;'P' -~ -PD,D, P’
2 2 2
1
(7.12) X'A7'X =2P(D;" - 5DQDl)P’.

Nyt jos yhtélo (7.12) kerrotaan vasemmalta matriisilla P’ ja oikealta matriisilla
P, saadaan etta
1

(7.13) PX'A'XP=2D;" - §D2D1).
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Yhtéalon (7.13) oikea puoli on diagonaalimatriisi, silld diagonaalimatriisien kaan-
teismatriisi ja diagonaalimatriisien tulo ovat diagonaalimatriiseja. Talloin siis
sama matriisi P joka diagonalisoi matriisit X’ AX ja (X’A?X)~!, diagonali-
soi myos matriisin X'A71X.

Olkoon X* matriisi joka minimoi funktion A(X), tdlléin myés X = X*Q
minimoi yhtalon, kun @ on ortogonaalinen matriisi. Tama nahdaéa helposti
sijoittamalla X = X*Q yhtéloon (7.1). Lisdksi tiedetdédn ettd

X/X — Q,(X*)/X*Q — QIQ — IT'
Koska minimiarvo saavutetaan milld tahansa ortogonaalisella matriisilla Q,
niin Q:ksi voidaan valita matriisit X’ A%2X ja X’AX ortogonalisoiva matriisi
P. Tilloin yleisyyttia menettamitti voidaan olettaa, ettd matriisit X’ A%2X ja

X'AX ovat diagonaalisia. Koska matriisin X’ AX oletetaan olevan diagonaa-
linen, myos (X’AX)~! on diagonaalinen.

Koska diagonaalimatriisin determinantti on diagonaalialkioiden tulo, minimoi-
tava funktio h(X) voidaan kirjoittaa muodossa

T /
Hi:l T, Ax;
T 7 2. :
vV Hi:1 T, AT,

Vastaavasti jos ehto (7.5) kirjoitetaan muodossa, jossa otetaan huomioon mat-
riisien diagonaalisuus, saadaan

(7.14) h(X) =

1
T 0 e 0
0 S
(Ax,:---: Azx,) Ty AT
z L0
0 0 :B’Timr
:13’1Al2w1 0 0
1
ey Y Eaw
0 0 m;,Al%cr
1
(7.15) —5(381 coeerx,) =0.

T&alloin ndhdéén ettd ehto (7.5) voidaan kirjoittaa myos ositettuna, muodossa

Ax; 1 A’x; 1
T Ax; 2xA’x; 2

(7.16) z, =0, i=12 1

Yhtalon (7.16) perusteella nahdadn, etta vektori A%z; on vektoreiden x; ja
Ax; lineaarikombinaatio. Talloin

ClA(x; : Ax;)] = C(Ax; : A’x;) C C(x; : Axy),
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miké tarkoittaa, ettd vektoreiden x; ja Ax; virittdméa avaruus on suljettu A:n
suhteen. Talloin x; ja Ax; virittdméa avaruuden virittdmiseen riittdd maksi-
missaan kaksi matriisin A ominaisvektoria, ja namé ominaisvektorit l0ydetdan
ratkaisemalla yhtalo

u 1 w? I 0
x,Ax; 2xA2x; 2
tai
'A%z,
(7.17) u? — 2w,AZ u+ @, A%m; = 0,

Oletetaan nyt, ettd ndmé ominaisarvot ovat A; ja Af. Téll6in yhtalosta (7.17)
nahdaan, etta

"A2q.
N =28 T = 2l A%,
T Az,
Talloin siis
AT )
T, Ax; = 2)\¢ f Z)\* ja NN =T Al

7

Nyt siis funktio h(X') voidaan kirjoittaa muodossa

H T; Aaf:Z H >\ +,\*
)\i/\;‘

) )\i +Ar

Bloomfield ja Watson (1975) ja Knott (1975) osoittivat kombinatorisesti, etté

minimi saavutetaan valinnalla A} = A,_; ;1. Sama seuraa myos suoraan apu-
lauseesta (L..2). Talloin

B =20/ N i
MX) = 11 A+ Apoit1

Talloin «; voidaan esittdd ominaisarvoja A; ja A\,_;41 vastaavien kantavekto-
reiden summana

V Ap—i VA
(7.18) x; = P et A €pit1, i=1,.
VA At VA Ap—igt

missé e, on k. kantavektori.

STy

Tilannetta A\; = A\,_;;+1 vastaava tekijd yhtilossé h(x) on siis

Az, 2/ AN 2\

= 1’
\/ CC;A2CCZ )\'L + )\p71+1 )\ + )\
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eli (x}Ax;)* = [ A’x,;. Matriisin A ominaisarvohajotelman avulla kirjoitettu-
na nahdaan
(x,Ax;)? = 2, A%x;
(x/TAT'x;)* = ,(TAT')*x;

e, TAT ,x,TAT'x; = ,TAT'TAT x;

T TAT z;x!TAT' z; = 2, TA°T'z;,
jolloin T"x;x/T = I. Néin tapahtuu ainakin silloin kun &; on matriisin A jokin
ominaisvektori.

Nyt siis funktion A(X) minimi ehdolla X’X = I saavutetaan, kun

o NN NI
(7.19) min_ h(X) = || = p—itl A iy
X'X=I, paiey )\Z + )‘p—i-i-l i1 >\z + /\p—i+1

missd r* < r tarkoittaa termien lukumédrié joilla yhtalolla (7.17) on erilliset
juuret. Nyt yhtdlon (7.8) perusteella yksi ratkaisu antiominaismatriisille X on
siis

X=(x1:...:@Cp 1 qpry1:...:qy),

missa g; on i:nnettd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori. Matriisissa X voi-
daan g; valita miten tahansa, kunhan vektoria q; ei ole kaytetty vektoreiden
i, ...,x, muodostamisessa.

Alussa teimme oletuksen 1 < r < [p/2]. Todistus voidaan myos esittdé si-
ten, etté siihen siséltyy tilanne [p/2] <7 < p (esim. Knott 1975), mutta silloin
yhtélo (7.19) saa muodon

min(r,p—r)

27/ N
min  h(X) = H Sy et

X/X:I.,. i1 )\Z ~|» )\p—’b-‘rl

Huomautus. On syytd huomata, etta yleistetty antiominaisarvo saa yksikertai-
sen muodon antiominaisarvojen tulona. Talloin, jos r = 1, yleistetty antiomi-
naisarvo on sama kuin pienin antiominaisarvo, eli pp; = p1.

Nyt edella esitetty tulos voidaan esittda yleistettya antiominaisarvoa kos-
kevana lauseena.

Lause 7.1. Olkoon matriisi A,x, reaalinen symmetrinen ja positiivisesti de-
fingitti matriisi, jonka ominaisarvot ovat Ay > Ao > -+ > A, > 0 ja niitd
vastaavat ominaisvektorit ovat qi,qu, ..., q,. Talloin sen r:s yleistetty antio-
MINALSATVO [y ON

min(r,p—r)

pipy) = mi X AX

0 B H 20/ Aidp—it1
X /X' A2X|[X'X| o At A 7
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missa Xpx, on reaalinen matriisi astetta r. Ratkaisun tuottava antiominais-
matriisi X* = (T 1 g 1 -+ 1 Tpe D Ppe o0 D Py), MISSE T = @i £ @yt
on matritsin A i:nettd antiominaisarvoa vastaava antiominaisvektori ja p; voi
olla mika tahansa matriisin A ominaisvektori jota ei ole kaytetty antiominais-
vektoreiden x; muodostamisessa.

Esimerkki 7.1. Esimerkit 7.1 ja 7.2 ovat perdisin Khattreen (2002) artikke-
lista. Olkoon matriisi A = diag(1,2,3,4,5), ja r = 3. Etsitdin siis kolmatta
yleistettya antiominaisarvoa ja sitd vastaavaa antiominaismatriisia.

jg = _min h(X) = (%) (@) ROPAL

X' X=I, 6 6 9

ja tata vastaava antiominaismatriisi X on siis

[aw]
(@]

]
win
(@)

+1

Wl

+

g o o o
[}
(=
=)
=) (@)

Edelta nahdéaan etta pp = pu3), silla matriisilla A on ainoastaan kaksi antiomi-
naisarvoa. Talloin antiominaismatriisiksi riittaa ilmoittaa antiominaismatriisin
X kaksi ensimmaista saraketta.

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan toisena esimerkkina matriisia jolla on useam-
pikertaisia ominaisarvoja. Olkoon matriisi A = diag(1,1,2,2,3,3), ja r = 3.
Etsitaan siis kolmatta yleistettya antiominaisarvoa ja sitd vastaavaa antiomi-

naismatriisia. Talloin
23\ (2v3 3
pg = — || — | (1) =~
13 4 4 4

ja sita vastaava antiominaismatriisiksi voidaan valita

B0

o 5 3
X=1o o 24
V2

0 £ 0

+5 0 0
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tal

B0 0
0 X0
x= 8 8 jﬁ ’
V2
+1 0 o0
0 +£5 O

silld matriisilla A on moninkertaisia ominaisarvoja.

7.2 Yleistetty antiominaisarvo ja tehokkuus

Vaikka yleistetyn antiominaisarvon termi on tullut kayttoon vasta Khattreen
(2002) artikkelin my6ta, niin aikaisemmin tilastotieteessé yleistettyyn antio-
minaisarvoon ovat torménneet ainakin Bloomfield ja Watson (1975) ja Knott
(1975) tarkastellessaan OLSE:n ja BLUE:n vilistd tehokkuutta. My6hemmin
Bartmann ja Bloomfield (1981) paatyivat yleistettyihin antiominaisarvoihin
tarkastellessaan korrelaatiota ja tehottomuutta.

Bloomfield, Watson (1975) ja Knott (1975) tarkastelivat tehokkuutta toisis-
taan riippumatta, ja julkaisivat lahes identtiset todistukset tehokkuuden ala-
rajalle samassa Biometrikan julkaisussa 1975. Kummatkin tarkastelivat mallia
{y, XB, 0>V}, ja olettivat ettd mallimatriisi X on téiysiasteinen. Tehokkuu-
den Bloomfield, Watson ja Knott maarittelivit OLSE:n ja BLUE:n yleistettyjen
varianssien osamaaréksi. Yleistetty varianssi on perdisin Watsonin (1955) artik-
kelista ja lienee tehokkuustarkasteluissa yleisimmin kaytetty varianssin yleistys
kovarianssimatriisille. Vaikka yleistetty varianssi on luultavasti yleisin varians-
sin yleistys kovarianssimatriisille, niin muitakin on olemassa ja niita voidaan
kéyttdd yhtd hyvin tehokkuustarkastelussa. Esimerkiksi Liu (2000) vertailee
useiden eri varianssin yleistysten perusteella laskettuja tehokkuuksia.

Tarkastellaan mallia {y, X3, 02V}, jossa X, taysiasteinen havaintomatrii-
si. Merkitdén pienimman nelidcsumman estimaattia B:lla ja parasta lineaarista
estimaattia @:1la. Talloin

B _ (X/X>71X/y, B _ (leflx)lelvfly
ja estimaattorien kovarianssimatriisit
cov(B) = (X'X)'X'VX(X'X)™,  cov(B) = (X'VIX)L

Maaritellaan tehokkuus ¢ yleistettyjen varianssien suhteeksi

_ var(8)] _ (X'VIX)
|var(8)]  [(X'X)'X'VX(X'X)"|
| X' X|?

(7.20)

T XVIX|XVX|
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Olkoon taas V2 matriisin V' nelijuuri. Tehdéén edelliseen yht&léon (7.20)
sijoitus X = V:Y. Tilléin tehokkuus voidaan kirjoittaa muodossa

b= Y'ViV2Y|? . |lyvyp
Yviveviv|yviv-iviy| YV Yy

mika on juuri edella esitetyn yleistetyn antiominaisarvoyhtalon nelio.

Nyt voidaan siis todeta, etta talla tavalla méaritelty OLSE:n tehokkuuden mi-
nimi on pienin yleistetyn antiominaisarvon nelio, ja se saavutetaan sité vastaa-
valla antiominaismatriisilla.

Eaton (1976) ja Venables (1976) osoittivat etté kanonisille korrelaatioille
patee, etti p? < 1—p2. Myshemmin Bartman seki Bloomfield (1981) yleistivit,
etta

r

| Y

i=1

Kuten Bloomfield, Watson (1975) ja Knott (1975), my6s Bartmann ja Bloom-
field tarkastelivat mallia {y, X3, 0V}, jossa OLSE:n ja BLUE:n kovarians-
simatriisit voidaan, kuten edella, kirjoittaa muodossa:

~

cov(B) = X'VX, cov(B) = (X'VIX)L

Tarkastellaan pienimmaéan neliGsumman sovitteen ja jaannostermin valista ka-
nonista korrelaatiota

cc*(Hy, My).
Talloin
(H:M)(H:M)=1,

ja Hy:n ja My:n yhteisjakauman kovarianssimatriisi on

Hy\ (HVH HVM
Y\my) “\MvH MVM)

BLUE:n varianssi voidaan ositettujen matriisien laskusaantojen perusteella kir-
joittaa muodossa

(7.21)  cov(B) = (X'V'X) ' = X'VX - X'VM(MVM) MVX.

Kerrotaan yhtils (7.21) vasemmalta ja oikealta matriisilla (X'V X)"2, ja tar-
kastellaan determinanttia:

I— (X'VX) : X'VMMVM) M'VX(X'VX):|
= |(X'VX) (X' V'X)(X'VX) 2
1

22 = .
(7-22) X'VIX|[X'VX|
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Koska oletettiin ettd X’'X = I, niin yhtélostd (7.22) saadaan, ettd OLSE:mn
tehokkuuden minimi ¢,,;, on yleistetyn antiominaisarvon nelio. Talloin siis
tehokkuuden minimin ¢,,;, voidaan kirjoittaa muodossa:

Smin = I — (X'VX) 2 X'VMM' VM) M'VX(X'VX)"3| =2,

Esimerkki 7.3. Tarkastellaan vastaavaa tilannetta kuin esimerkissa 3.1, mutta
talla kertaa tarkastellaan mallia {y, X3, V'}, jossa X on n x k-mallimatriisi,

ja tehokkuus maédritelldén Bloomfieldin, Watsonin (1975) ja Knottin (1975)
tyyliin kovarianssimatriisien determinanttina.

Kovarianssimatriisi on kuten esimerkissa 3.1. Piirretdan minimaalinen tehok-
kuus @i = ,u[zp] pystyakselille ja vaaka-akselille parametri a, kolmella eri ha-
vaintojen maaralla eli n:nnén arvolla.

.. n=5
- - n=20
— n=50

0.9

0.8

0.7

0.6

05F

Tehokkuus

0.3

0.2

0.1+

Kuvio 7.1. Kuvion pystyakselilla on OLSE:n tehokkuuden minimi ¢y,
AR(1)-kovarianssirakenteen tapauksessa, kun vaaka-akselilla on autokor-
relaatio viiveella 1.

Kuviosta 7.1 nahdaan, etta tehokkuuden minimiin vaikuttaa voimakkaasti au-
tokorrelaatio a, seka havaintojen lukumaara. Suuremmilla havaintomaérilla au-
tokorrelaation vaikutus tehokkuuden minimiin on voimakkaampaa kuin pienil-
14 havaintomaéarilla. Tama nakyy kuvion voimakkaana huipukkuutena suurilla
havaintomaarilla.

Esimerkki 7.4. Edella esimerkissa 3.3 tarkasteltiin tehokkuutta kun malli-
matriisina on vektori . Kuten edella on jo todettu, tama vastaa yleistettya
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antiominaisarvoa py). Tasakovarianssimatriisin V' ominaisarvot ovat kuitenkin
tunnettuja suljetussa muodossa, eli

| 14+ (n—1)p kertalukuna 1
(7.23) {cb(V)} = { 1—p kertalukuna n-1
Taman perusteella tiedetaan, ettd ensiméinen antiominaisarvo p; on erisuuri
kuin yksi ja muut antiominaisarvot ovat ykkosia. Talloin myos kaikki yleistetyt
antiominaisarvot pp; = py, kun i =1,... r.

Nyt sijoittamalla tasakorrelaatiomatriisin ominaisarvot (7.23), saadaan Wat-
sonin tehokkuus ¢ muotoon

AN 40+ (n—2)c— (n—1)c?)
¢= (AL +A)2 (2 4+ nc — 2¢)? ’

missa ¢ on korrelaatio. Kuvio missa tehokkuuden minimi on piirretty korrelaa-
tion ¢ funktiona, on siis sama kuin esimerkin 3.3 kuvio 3.4.

Tastéa tehokkuuden kannalta heikoimmasta mahdollisesta tapauksesta puuttuu
jalleen kerran vakiotermié vastaava vektori 1 = (1,1,...,1)" ja tdmén vuoksi
OLSE ei ole BLUE tasakorrelaatiorakenteen tapauksessa.

Edella on tarkasteltu Watsonin tehokkuutta lineaarisessa mallissa
{y, X3, V}, kun kovarianssimatriisi V' on tunnettu. Kuten edelld ollaan to-
dettu, Watsonin tehokkuuden minimi on yleistetyn antiominaisarvon nelio ja
se saavutetaan yleistetylla antiominaismatriisilla. Yleistetty antiominaismat-
riisi ei kuitenkaan sisilla ykkosvektoria 1 = (1,1,...,1)’; joten tehokkuuden
kannalta huonoin havaintomatriisi ei sisalla ollenkaan vakiotermia ja kulkee siis
origon kautta.

Tarkastellaan nyt mallia

My ={y, 15+ XB1, V}
ja sen "redusoitua” versiota

My ={Cy, CXp3;, CVC}.

missa C=1—J=1— %11’ on siis keskistdjamatriisi. Malleissa M1y ja Mo
vektoreiden B; BLUE:t ovat samat, kuten Zyskind ja Martin (1969) ovat osoit-
taneet. Talloin myos 3; vektoreiden tehokkuudet ovat samat malleissa M5 ja

Ma.
Mallista My voidaan helposti laskea 3; vektorin tehokkuus tarkastelemalla

kovarianssimatriisin C'V C yleistettya antiominaisarvoa. Ongelmaksi kuitenkin
osoittautuu, ettd kovarianssimatriisi CV C on singulaarinen ja tdmén vuoksi
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edella maariteltya yleistettya antiominaisarvoa ei ole olemassa.

Chu, Isotalo, Puntanen ja Styan (2004, 2005) tarkastelevat osavektoreiden
tehokkuuksia lineaarisessa mallissa, ja tekevat Watsonin tehokkuuteen seuraa-
van yleistyksen.

Lause 7.2. Olkoon matriisi A,x, reaalinen symmetrinen ja ei-negatiivisesti
definiitti, jonka aste on v jar +1 < v < p. Matriisi A™ on matriisin A
Moore-Penrose inverssi ja matriisi Xpx, on astetta r, siten etta 1 < r < p.
Talloin

: [ X AX,| . | X' X|
min = min
X [[XIA2X,| | X/ X,| X |XAX| | XA"X]
1

= min

xX=1 \/|[X'AX| | X A" X|
minﬁr‘) 9 )\i)\v_i_‘_l
i F Aot

=1

Todistus. Matriiseilla A ja AT on olemassa ominaisarvohajotelmat
(7.24) A=T AT, A"'=TA'T]

missd v X v -matriisin A; diagonaalilla ovat A:n positiiviset ominaisarvot, ja
matriisissa T niitd vastaavat ominaisvektorit. Kun oletetaan, ettd X :n sarak-
keet ovat ortogonaaliset ja ettd C(X) C C(A), niin X voidaan kirjoittaa muo-
dossa X = TP, missé P, toteuttaa ehdon P'P = I,. Talléin sijoittamal-
la yhtélot (7.24), yleistetty antiominaisarvoyhtélo ei-negatiivisesti definiiteille
matriiseille voidaan kirjoittaa muodossa

. | X, AX,| . 1
min = min
x.X.=1 /| X/ A2X,| | X/ X,] XX=I,/[X'AX| |[X'ATX]
, 1
min
PP=I,/|P'A\P|-|P'A{'P|

B

i+ Ao—ir1

i=1
[

Lauseen 7.2 perusteella yleistetty antiominaisarvo voidaan yleistaa koske-
maan myon reaalisia symmetrisia ja ei-negatiivisesti definiitteja matriiseja. Téal-
16in antiominaisarvot lasketaan kuten positiivisesti definiittien matriisien ta-
pauksessa, mutta ottamalla mukaan ainoastaan nollasta poikkeavat ominaisar-
vot. Jatkossa myos ei-negatiivisesti definiitin matriisin ei-singulaarisesta osasta
laskettuja yleistettyja antiominaisarvoja kutsutaan yleistetyksi antiominaisar-
voksi.
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Esimerkki 7.5. Tarkastellaan (3; vektorin tehokkuutta mallissa M5, kun
kovarianssimatriisilla V' on tasakorrelaatiorakenne. Keskistajamatriisi voidaan
kirjoittaa muodossa

1
C=I1-J=I--11
n

ja tasakorrelaatiorakenteen kovarianssimatriisi muodossa
V=>0-pI+p11 =(1-p)I+ pnd,

missa p on korrelaatiokerroin ja n on havaintojen lukumaara. Nyt Bi:n te-

hokkuuden minimi on matriisin C'V C pienimmaén yleistetyn antiominaisarvon

nelio, kun antiominaisarvot on laskettu matriisin matriisin C'V C nollasta poik-

keavien ominaisarvojen perusteella.

Suorittamalla kertolasku, saadaan

CVC = (1—p)T—(1—p)J = (1—p)I %(1 ot

Talloin nahdaan, ettd matriisin CV C' alkiot ovat

CVC — (1—p)(1—1) diagonaalilla
_%(1 —p) muualla :
Otetaan yhteiseksi tekijaksi ATy jolloin
e
(7.25) cve = 1 = :
| 1-p)1-3)| : |
—a —

missa vakiotermi voidaan jattaa taas huomiotta. Merkitaan mat-

1
(1-p)(1-7)
riisilla D yhtélén (7.25) tasakovarianssimatriisia, josta vakiotermi m
on jatetty huomiotta. Tasakorrelaatiomatriisin ominaisarvot tunnetaan yht?a’—
16n (7.23) perusteella, joten

0 kertalukuna 1
{ch(D)} = { ~%- kertalukuna n-1
Koska matriisin D kaikki nollasta poikkeavat ominaisarvot ovat samoja, niin
pienin yleistetty antiominaisarvo on yksi.

Nyt on siis osoitettu, ettd B; vektorin Watsonin tehokkuus mallissa M5 on 1,

kun kyseessa on tasakorrelaatiorakenne. Tama voidaan myos ymmartaa niin,
ettd riippumatta korrelaatiosta tai havaintomatriisista X, OLSE:n ja BLUE:n
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tehokkuudet ovat samat kunhan mallissa on mukana vakiotermi. Vertaamalla
tata kuvion 3.4 tilanteeseen, jossa vakiotermia ei ole mukana, huomaa kuin-
ka suuri merkitys ykkosvektorilla saattaa olla tehokkuuteen. Yleisemminkin on
helppoa todistaa, ettda OLSE on BLUE tasakorrelaatiorakenteen tapauksessa,
kun mallissa on mukana vakiotermi (esim. Puntanen 1999, s. 168).

Esimerkki 7.6. Tarkastellaan 3, kerroinvektorin tehokkuutta mallissa M,
kun kovarianssimatriisilla V' on AR(1)- ja MA(1)-rakenne. Kuten esimerkissé
7.5, myos nyt By kerroinvektorin tehokkuus mallissa M, on sama kuin mal-
lissa Ms ja kerroinvektorin 3y tehokkuus mallissa My voidaan laskea helposti
matriisin CV C antiominaisarvojen avulla.

Kuviossa 7.2 pystyakselilla on Watsonin tehokkuuden alaraja, eli pienimman

1

[T

an = o

oo
I

09

>332

0.8

0.7+

0.6

05F

Tehokkuus

0.4}

0.3

0.2

0.1

Kuvio 7.2. Kuvion pystyakselilla on 37 kerroinvektorin Watsonin te-
hokkuuden alaraja ¢, kun kovarianssimatriisilla on AR(1)-rakenne.
Vaaka-akselilla on autokorrelaatio a.

yleistetyn antiominaisarvon nelio ja vaaka-akselilla on AR(1)-mallin autokor-
relaatio a. Kuvion perusteella negatiivinen autokorrelaatio saattaa vaikuttaa
pahimmillaan 3; vektorin tehokkuuteen voimakkaammin kuin positiivinen au-
tokorrelaatio. Isoilla havaintomaarilla taméa ero kuitenkin nayttad jaavan mer-
kityksettomaéksi.

Kuvio 7.3 vastaa kuviota 7.2 mallille, jossa kovarianssimatriisilla V' on MA(1)-
rakenne ja parametri b on sama kuin esimerkissa 3.2. Kuvion 7.3 perusteella
nahdaan, ettd parametri b vaikuttaa tehokkuuteen epasymmetrisesti pienil-
14 havaintomaadrilla. Positiivisilla b:n arvoilla nayttaisi olevan huonoimmillaan
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‘= n=5
- - n=10

© n=20 [
— n=50

Tehokkuus

Kuvio 7.3. Kuvion pystyakselilla on 3; kerroinvektorin Watsonin te-
hokkuuden alaraja ¢pin, kun kovarianssimatriisilla on MA(1)-rakenne.
Vaaka-akselilla on parametri b.

enemman vaikutusta tehokkuuteen kuin negatiivisilla b:n arvoilla. Suurilla ha-
vaintomaarilla parametrin b vaikutus on symmetrinen.

7.3 Antiominaisarvot ja matriisin kuntoisuus

Kollineaarisuudella tarkoitetaan etta mallimatriisin X havaintovektorit, eli sa-
rakkeet, ovat keskenaan lineaarisesti riippuvia. Téaydellinen lineaarinen riippu-
vuus on kaytannossa harvinaista, mutta tilanne jossa sarakkeet ovat ldhes line-
aarisesti riippuvia saattaa olla yhta haitallinen. Talloinkin on siis kyse kolline-
aarisuudesta, vaikkakaan ei taydellisesta. Kollineaarisuus saattaa aiheuttaa on-
gelmia esimerkiksi regressioanalyysin kanssa. Regressiokertoimien merkit saat-
tavat olla vaarat oletettuihin nahden. Selittavien muuttujien ¢-testisuureen ar-
vot saattavat olla pienia, ja regressiokertoimet saattavat olla herkkia havainto-
jen tai selittdvien muuttujien poistamiselle. Aina kollineaarisuus ei kuitenkaan
aiheuta mitaan naista ongelmista, mutta on tarkeaa tunnistaa kollineaarisuus
jos sité esiintyy aineistossa. (Belsley 1991)

Kollineaarisuus voidaan havaita esimerkiksi tarkastelemalla VIF (variance in-
flation factor)-kertoimia, X :n singulaariarvoja, matriisin X’X determinant-
tia, kuntoisuuslukua ’condition number’ tai matriisin X kuntoisuus indekseja
"condition indexes’. EFnemman tietoa naiden kaytosta loytaa esimerkiksi Bels-
leyn (1991) kirjasta.
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Kuntoisuusluku x on matriisin X suurimman ja pienimman singulaariarvon
suhde. Belsleyn (1991, s. 50) kirjassa perustellaan tdsméallisemmin miksi kun-
toisuusluku on jérkevd mitta aineiston kuntoisuudelle. Wangin ja Ipn (1999)
artikkelissa pienin antiominaisarvo esiintyy myos muodossa

2,/%2  2,/n

S VI W V) W T E VR R

P

missd k on siis kuntoisuusluku. Tamaéan vuoksi on siis ilmeistd ettd matriisin
X'X pienintd antiominaisarvoa voidaan kayttda kuten kuntoisuuslukua kolli-
neaarisuuden havainnointiin.

Kuntoisuusluvulle tai -indeksille ei ole olemassa yksiselitteista raja-arvoa, jonka
jélkeen kyse olisi kollineaarisuudesta. Belsley (1991, s. 56) ja Khuri (2003, s. 47)
kuitenkin esittavat, etta kuntoisuusluvun ollessa alle 10 ongelmat ovat vahaisia,
ja kuntoisuusluvut 10-30 viittaavat jo vahvan kollineaarisuuden mahdollisuu-
teen. Yli 30 olevilla kuntoisuusluvuilla voidaan jo paatella etta aineistossa on
jo vahvoja riippuvuuksia. Kuntoisuusluvun ollessa suurempi kuin kolmekum-
menta, aineistoa tulisi silta osin tarkastella jo uusiksi. Kuviosta 7.4 nahdaan,
etta kuntoisuusluvun kasvaessa antiominaisarvo pienenee. Vastaavat raja-arvot
pienimmalle antiominaisarvolle ovat taulukossa 7.1.

Antiominaisarvo

1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Kuntoisuusluku

0 1 1 1 1

Kuvio 7.4. Pystyakselilla on pienin antiominaisarvo puj, ja vaaka-
akselilla kuntoisuusluku k.

Antiominaisarvoa voidaan siis kiyttaa matriisin kuntoisuuden arviointiin kuten
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Taulukko 7.1. Antiominaisarvon ja kuntoisuusluvun vastaavuus.

Kollineaarisuuden riski Kuntoisuusluku £  Antiominaisarvo

Vahainen 0-10 1—-0.75
Kohtalainen 10-30 0.58 — 0.35
Suuri 30- 0.35—

perinteista kuntoisuuslukua. Mitaan tulkinnallista perustetta antiominaisarvon
kaytolle ei vield tiettavisti ole johdettu, mutta Khattree (2003) kertoo tekevén-
sa tutkimuksia asiasta.

Khattree (2003) arvelee my0s, etta yleistettyd antiominaisarvoa voitaisiin kéyt-
taa samassa tarkoituksessa. Tassa kaytossa yleistetty antiominaisarvo tiivistaisi
sopivasti muidenkin kuin pienimmén antiominaisarvon sisaltdmén informaation
yhteen lukuun. Perinteinen kuntoisuusluku on ainoastaan pienimman ja suu-
rimman ominaisarvon suhde, ja ei talloin sisdlla mitaan informaatiota muista
ominaisarvoista kuten seuraavasta esimerkista 7.7 voidaan huomata.

Esimerkki 7.7. Tarkastellaan kahta reaalista symmetrista ja positiivisesti de-
finiittia matriisia A; ja As,.

1000 1000
0200 0200
Ai=100 3 0 A2=10 0 4 0
0005 0005

Nyt siis kuntoisuusluvun mielessé edella olevat matriisit A; ja Ay ovat sa-
manlaisia, silla molemmilla suurimman ja pienimméan ominaisarvon suhde on
sama

=5 =k(As).

Yleistetty antiominaisarvo erottelee matriisit A; ja A, paremmin kuntoisuuden
mukaan.

2v/5-1 2v/3-2 25 26
5+1 342 6 5
2051 2/4-2 V5 22
112 (Ag) = . == . 212 ~0.7027.

5+1 4+2 3 3

Yleistetty antiominaisarvo on antiominaisarvojen tulo, ja talloin mita pienempi
yleistetty antiominaisarvo on, niin sitd enemman on viitteita kuntoisuusongel-
masta.
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Edella jo todettiin, etta yleistetyn antiominaisarvon kayttoon kuntoisuu-
den arvioinnissa ei ainakaan viela ole loytynyt teoreettisia perusteita. Jos teo-
reettinen perusta talle 10ytyy, niin yleistettya antiominaisarvoa voidaan tilas-
totieteessa kuntoisuuden mittamisen lisaksi kayttaa, kollineaarisuuden identi-
fiointiin, vaikuttavien havaintojen etsimiseen ja erilasten tilastollisten mallien
herkkyysanalyysiin. (Khattree 2003)

7.4 Yleistetty antiominaisarvo ja kovarianssimatriisin
testaaminen

Olkoon S, otoskovarianssimatriisi, joka noudattaa Wishartin jakaumaa va-
pausartein f ja odotusarvolla E(S) = X:

S~ Wp(f: 2)-
Halutaan testataan hypoteesia
Hy: X = 0’1, missi o on tuntematon,
ja vastahypoteesi on
H; : ¥ tuntematon.

Venables (1976) esitti, ettd Hy on tosi, jos vektori h,y; on jokin matriisin 3
ominaisvektori. Yleisemmin voidaan osoittaa, etta Hy on tosi jos 2:n aliavaruus
A on suljettu X:n suhteen, eli jokaisella vektorilla h € A, myos Xh € A. Tama
on siis valttamaton ja riittava ehto, ettd nollahypoteesit Hy ja H; voidaan
kirjoittaa muodossa:

Ho: [ |Ho(A) ja H:| JHo(A),
A A

missa seka leikkausjoukko etta unioni ovat r —ulotteisia 3:n aliavaruuksia. Kos-
ka molemmat A seki AL ovat joko suljettuja, tai eiviit ole suljettuja 3:n suh-
teen, niin voidaan yleisyyttd menettdmatta olettaa, ettd 1 < r < [p/2].

Olkoon matriisit X(,xy) ja Y{px(p—r)) ortonormaaleja kantoja joukoille A
sekd AL, ja

Zipsp) = (X 1Y)
Nyt uskottavuussuhdetestin testisuure us voidaan kirjoittaa muodossa:

 |z'sz|
T X'SX[|Y'SY|

(7.26) US(A)
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Toisaalta tiedetaan, etta

(7.27) 1Z'SZ| = |Y'SY||X'SX — X'SY (X'SX)'Y'SX|
Y'SY|

7.28 == -1

(7.28) |X'S-1X|

Sijoittamalla yhtalo (7.28) yhtdloon (7.26), saadaan
US(A) = (I X'SX||xX'S'X|)!
Valitaan etta
us(A) = (US(A)) ™' = | X'SX|| X'S™' X],

jolloin uskottavuussuhdetestin testisuureen arvo saadaan maksimointitehtava-
na

(7.29) us*(A) = max us(A).

Maksimointitehtava (7.29) voidaan kuitenkin esittdd minimointitehtavana

1
us*(A) = min(us(A))~' = min =1,
(A) = min(us(A)) X | X'SX[[x'§x| MM
mikd yhtyy matriisin 3 pienimmaén yleistetyn antiominaisarvon etsimiseen.
Talloin nollahypoteesia Hy vastaava testisuure on matriisin 3 pienimman yleis-
tetyn antiominaisarvon p,) nelio, ja nollahypoteesi hylataéan liian pienilla /L[Zr]:n
arvoilla.
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8 Yhteenveto

Tassa tutkielmassa ollaan rajoituttu tarkastelemaan reaalisen, symmetrisen ja
ei-negatiivisesti definiittien matriisien antiominaisarvoja ja -vektoreita seké nii-
den sovellutuksia tilastotieteessd. Antiominaisarvo on termina uusi, mutta ti-
lastotieteen sovellutuksia sille on jo Fruchtin (1943) ja Kantorovichin (1948)
julkaisuista lahtien. Téssa tutkielmassa siis otetaan kdyttoon uudet termit an-
tiominaisarvo ja antiominaisvektori, ja kerataan jo pitkaan tilastotieteen kay-
tossa olleita tuloksia tasta lahtokohdasta.

Tassa tutkimuksessa mainitaan vain hyvin lyhyesti mista antiominaisarvo on
saanut nimensé, ja termi antiominaisarvo otetaan kiyttoon maaritelméana. An-
tiominaisarvot ja -vektorit voidaan esittaa ominaisarvojen ja ominaisvektorei-
den funktiona, mika tutkielmassa johdetaan tasmaéllisti. Tutkielmassa johde-
taan OLSE:n ja BLUE:n vélisen tehokkuuden alaraja, joka on pienimman an-
tiominaisarvon nelio lineaarisessa mallissa kun mallimatriisina on vektori. Te-
hokkuutta tarkastellaan esimerkkien avulla erikoistapauksissa, joissa kovarians-
simatriisilla on AR(1), MA(1) ja tasakorrelaatiorakenne.

Koska antiominaisarvo voidaan tulkita vektoreiden valisen kulman kosiniksi,
niin antiominaisarvolle 16ytyy myos tulkinta korrelaatiokertoimen teoreettise-
na alarajana. Korrelaatiokertoimen ja antiominaisarvon yhteys kasitelladan téas-
sa tutkimuksessa kohtuullisen tarkasti, mutta enemmaéan painoa tarkastelussa
annetaan kanonisille korrelaatioille. Kanonisten korrelaatioiden ja antiominais-
narvojen yhteys johdetaan tasmallisesti ja esitetaan joitakin esimerkkeja.

Tutkielmassa otetaan kayttoon vakiintumattomana termina yleistetty antiomi-
naisarvo, ja johdetaan sille samat tulokset kuin antiominaisarvolle. Yleistetyn
antiominaisarvon kasitteen avulla paastaian suoraan tarkastelemaan Watsonin
(1955) tehokkuuden minimié lineaarisessa mallissa Bloomfieldin ja Watsonin
(1975) sekd Knottin (1975) tapaan. Lisaksi tutkielmassa esitellién Watsonin
tehokkuuden minimi Bartmanin ja Bloomfieldin (1981) tapaan. Watsonin te-
hokkuus yleistetaan ei-negatiivisesti definiiteille kovarianssimatriiseille, jolloin
pystytaan tarkastelemaan osavektoreiden tehokkuuksia. Tutkielmassa kaydaan
myos lyhyt keskustelu antiominaisarvon ja yleistetyn antiominaisarvon kayt-
tamisesta matriisin kuntoisuuden arvioinnissa. Lopuksi viela johdetaan uskot-
tavuussuhdetesti kovarianssimatriisin identtisyyden testaamiseen, jolloin testi-
suureeksi saadaan yleistetyn antiominaisarvon nelio.
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Talla hetkella tunnetuista antiominaisarvon ja yleistetyn antiominaisarvon so-
vellutuksista ehka merkittavimmat liityvat OLSE:n ja BLUE:n suhteelliseen te-
hokkuutteen. Antiominaisarvo on kuitenkin terminé suhteellisen nuori, ja muita
merkittavia tilastotieteen sovellutuksia varmaankin viela 10ytyy. Tassa tutki-
muksessa ei tarkasteltu muita kuin reaalisia, symmetrisia ja ei-negatiivisesti
definiittejd matriiseja, joten iso osa mahdollisista sovellutuksista jaa jo tAmén
rajauksen vuoksi tarkastelun ulkopuolelle. Tilastotieteen sovellutuksia muille
kuin reaalisille, symmetrisille ja positiivisesti definiiteille ei ole tutkittu kovin-
kaan paljon, joten siina olisi yksi mielenkiintoinen aihepiiri jatkotutkimukselle.
Myoskin antiominaisarvon ja yleistetyn antiominaisarvon kayttaminen matrii-
sin kuntoisuuden mittaamisessa jaa tutkielmassa lyhyen esittelyn varaan ja
antaa myos aihetta jatkotutkimukselle.
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Liite:

Lause L.1 (Cauchyn-Schwarzin epéyhtald). Jos x,y € R", niin
(K.1) (z'y)? <z'z-yy Va,y.

Yhtdsuuruus pitad paikkansa kun x ja y ovat lineaarisesti riippuvia. Olkoon
A, xn symmetrinen ja posititvisesti definiitti matriisi, ja A~ jokin mielivaltai-
nen A:n g-inverssi. Talloin

(K.2) (x'y)* < 2'Ax-y' Ay, y e C(A).
Yhtasuuruus pitdan pitad paikkansa kun Ax = Ay, X € R.
Todistus 10ytyy monista ldhteistd, mutta seurataan Puntasen ja Styanin

(2003) todistusta.

Todistus. Todistetaan epayhtalo ortogonaaliprojeketorien ominaisuuksien pe-
rusteella. Merkitaan P, . :1la ortogonaaliprojektoria :n sarakeavaruuden C(x)
ortogonaalikomplementtiin C(x)+. Havaitsemme etti jos £ = 0 tai y = 0, niin
yhtélossé (K.1) vallitsee yhtésuuruus. Oletetaan nyt ettd x # 0.

Tiedetaan ettéd vektorin P,. y tavanomainen normi voidaan kirjoittaa muo-
dossa

(K.3) Pyl =y'P,. Py =y'Pouy=y (I —P)y>0.
Suorittamalla matriisikertolasku saadaan

y'y — y'o(z'z) " x'y >0

(z'y)’

o S y'y,

josta viite seuraa. Yhtdsuuruuden ollessa voivassa yhtdlo (K.3) voidaan kir-
joittaa muodossa

y'(I — P,y =0.
Tama patee ainoastaan silloin kuin

y_Pa:y:()v
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eli vektori y kuuluu «:n sarakeavaruuteen C(x). Talloin
JAeR:y =)z,

eli ¢ ja y ovat lineaarisesti riippuvia.
Epéyhtélon toinen muoto (K.2) voidaan todistaa sijoittamalla epéyhtélon en-
simmaéiseen (K.1) muotoon, etté

N

missa u ja v ovat n alkioisia reaalisia vektoreita, A3 on symmetrinen matriisi
joka toteuttaa yhtilon A2 A2 = A, seki (Az)*:lla tarkoitetaan matriisin A2
Moore-Penrose -inverssia. Lisdéa Moore-Penrose -inverssista voi lukea esimer-
kiksi Puntasen (2001) artikkelista.

Talloin yhtdlé (K.1) voidaan esittdd muodossa

(u'v)? < u'u-v'v,

(2 A% (A%)y)* < 2/ AT Adz - y/(AZ)"(A%)"y,
(K.4) ('P,1y)* <z'Az-y'ATy.

Nyt ominaisarvohajotelman perusteella

1
1 T2 T/ -1
(K.5) (A2)" = (Th : Ty) (A(l) 8) <T(1§) =TA *T)
ja
1
(K.6) Az =T\ AT).

Talloin yhtaldiden (K.5) ja (K.6) perusteella
P,, — A}(A})" = TA}T{T\A, *T] = T\T} = Pr, = Pa,
silla
Py=AAY = T\A\\T/T\A['T) = T\'T].
Talloin yhtalo (K.4) saadaan muotoon
(K.7) (' Pay)* < x'Az-y'Aty.

Koska y € C(A), niin Pay = y ja Yy’ A~y on riippumaton A~ :n valinnasta.
Téalloin epéayhtalosta (K.7) saadaan vaite

('y)’ <2'Ax-y' A y.
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Yhtalo (K.7) voidaan kirjoittaa my6s muodossa
(/A2 (A3)Ty)2 < 2’ A2 Asx -y (A2)F(AZ)ty,

jolloin yhtdsuuruuden nahdaén olevan voimassa kun

1

(K.8) Azg = \AN)zy, AeR.
Kerrotaan yhtilo (K.8) vasemmalta Az:lla niin
Ax = A\Ppy.
Koska y € C(A), niin yhtasuuruudelle saadaan ehto
Ax = \y.
[

Apulause L.2. Olkoon 0 < t; <ty < ... <t, joukko reaalilukuja, seka a;; ja
gi,j Wwkujen t; ja t; valinen aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo. Talloin

ay4 a2 3

J14 923

Todistus. Kahden luvun aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon suhde voidaan
kijoittaa muodossa

ma_ gttt 1/t t N1 (VR Vi
\/tltn \/tltn 2 \/E \/E ‘

Gia tit, 2

Merkitaan, etta

N
Vi

=/

Tarkastellaan epayhtaloa

1 1
(K.9) d+ S+

1
d? —]d
+1§<f+f)
(K.10) (P—(f+%)d+lga

jossa d on muuttuja ja f = \/in

Koska yhtédlo (K.10) on toisen asteen yhtdld, niin tiedetédén etté sen juurien
summa on dy +dy = f+ % ja tulo didy = 1. Naista yhtéloista voidaan ratkaista
epayhtélod (K.10) vastaavan yhtélon juuret jotka ovat dy = f ja dy = % Kos-
ka yhtdlé (K.10) on muodoltaan ylospéin aukeava paraabeli, niin epayhtalon

(K.9) voidaan todeta pitdvan paikkansa aina kun d € (f, %) O
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Lause L.3 (Fruchtin—Kantorovichin epayhtéld). Olkoon A € R™™ on sym-
metrinen ja positiivisesti definiittt matriisi, jonka suurimmalle ja pienimmdlle
ominaisarvolle patee yhtalo \y > --- > X\, > 0. Talloin

(Y'y)? o A
YAy -y Aly T (M + M)

(K.11)

Fruchtin—Kantorovichin epayhtalon alkuperéisia todistuksia ovat esittaneet
Frucht (1943) ja Kantorovich (1948), mutta seurataan jatkossa Vlastimil Ptékin
(1995) todistusta.

Todistus. Ominaisarvohajotelman avulla yhtalo (K.11) voidaan esittdd muo-
dossa

(K.12) (yy)? (y'DD'y)? _ (#e)p
' YAy -yAly yDADy-yDA Dy 2zAz-2/A-'z’
kun viimeisessd yhtdsuuruudessa ollaan tehty sijoitus z = D’y. Yhtalossa

(K.12) vektori z voidaan kertoa jollakin vakiolla a € R, koska

(az'az)? (a?2'z)? (2'z)?
az'Aaz-azAlaz  otzAz-2Alz  2Az-2ZA-lz
_ o1, #)?
(320=1 2A) ( =1 Zzz)‘z'_l)

_ (> @i)?
(0o wid) (0o wih )

(K.13)

missa ; = 272

Valitaan « siten, ettd Y /_, x; = 1, jolloin edellisestd yhtalosta (K.13) alku-
perdinen vaite saadaan muotoon

D p 2
1=1 1=1

missd @ on suurimman ja pienimmaéan ominaisarvon aritmeettinen keskiarvo, ja
g on vastaava geometrinen keskiarvo. Eli

1
a = 5()\1 — )\n)
g= (A2

Koska yhtédlossd (K.14) voidaan ominaisarvot \; kertoa sopivalla reaaliluvulla
a siten, etta A\, = 1, niin voidaan olettaa etta g = 1. Talloin voidaan siis

olettaa, etta \, = /\%
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Tarkastellaan epayhtaloa

1 1
(K.15) d+g<f+5

1
P +1< (f + —) d
f
1
(K.16) d2—(f+?)d+1§0,
jossa d on muuttuja ja f on reaalinen vakio.

Koska yhtédlo (K.16) on toisen asteen yhtdld, niin tiedetdén etté sen juurien
summa on dy +dy = f+ % ja tulo didy = 1. Naista yhtéloista voidaan ratkaista

epayhtélod (K.16) vastaavan yhtélon juuret jotka ovat dy = f ja dy = % Kos-
ka yhtdlé (K.16) on muodoltaan ylospéin aukeava paraabeli, niin epayhtélon

(K.15) voidaan todeta pitdvan paikkansa aina kun d € (f, %)

Taman perusteella tiedetaan etta

n n 1
=1 1=1

1

Sijoittamalla yhtélo (K.17) yhtéloon (K.14) saadaan

o))
L \1=1 1=1 ]
-/ ) Y i §
(Z xi/\i) (Z xi)‘i_l) < (Z TN + Z xi)\i_1> ,
L \1=1 1=1 i i=1 1=1

miké pitaa paikkansa, silla geometrinen keskiarvo on aina pienempi tai yhta-
suuri kuin aritmeettinen keskiarvo.

N

IN
S|

N | —

]

Lause L.4 (Tulon AB nollasta poikkeavat ominaisarvot). Olkoon A € R™™
ja B € R™ ™. Talloin matriiseilla AB € R™™ ja BA € R™™ on samat
nollastapoikkeavat ominaisarvot, eli

(K.18) nzch(AB) = nzch(BA).
Jos AB ja BA ovat neliomatriiseja, niin ominaisarvot ovat identtiset.

Todistus. Todistuksen on osoittanut esimerkiksi Seber (1984). Olkoon A matrii-
sin AB nollasta poikkeava ominaisarvo. Talloin on olemassa sellainen vektori
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u # 0 siten ettd ABu = A\u. Jos yhtalo kerrotaan vasemmalta B:lla, niin
saadaan ettdi BABwu = ABwu. Talloin voidaan merkita, ettd v = Bu # 0,
kunhan ABwu # 0. Talloin A on B A:n ominaisarvo. Matriiseiden A ja B roo-
lit todistuksessa voidaan vaihtaa.

O

Lause L.5. (simultaanisesti diagonalisoituvuus) Olkoon matriisit A ja B sym-
metrisia n X n matriiseja. Talloimn

(K.19) iP: P AP=D, PBP=A <& AB=BA,
missa D ja A ovat diagonaalimatriiseja.

Todistus. Todistus sivuutetaan, mutta se laydettéavissa esimerkiksi Raon (1973)
kirjasta. O]
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