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Tiivistelma

Polynomit ja niiden nollakohdat ovat olleet jo varhainen kohde
matematiikan historiassa. Taman tyon tarkoituksena on tutkia polynomien
muodostamaa joukkoa, tdmdan joukon ominaisuuksia ja koota yhteen
teoreettinen perusta niillekin tiedoille polynomeista, jotka lukiossa on vain

otettu kayttoon ilman tarkempaa kasittelyé vaativien todistusten vuoksi.

Tyossd tutkitaan kaikkien polynomien muodostamaa rengasta ja sen
ominaisuuksia, polynomien nollakohtia, jaollisuutta ja suurimpia yhteisia
tekijoita seka rationaalilukuja, reaalilukuja ja  kompleksilukuja

polynomirenkaiden kerroinrenkaina.

Polynomien tekijéihinjako, jaollisuus yleensd ja polynomit eri kerroin
renkailla siséltdvat mielenkiintoisia tuloksia. Esimerkiksi jokainen
reaalilukukertoiminen polynomi voidaan jakaa ensimmadisen ja toisen asteen
tekijoihin  riippumatta  siitd, onko polynomilla reaaliluku vai
kompleksilukunollakohtia. Lukijalta vaaditaan lukion perustiedot seka
muutaman todistuksen osalta perustietoja algebrasta,
kompleksilukulaskennasta ja lukuteoriasta.
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Johdanto

Polynomien historiaa

Polynomilaskennalla on pitké historia. Egyptildisten tiedetdan ratkoneen po-
lynomiyhtélsitéa jo 1650 eKr. Vuonna 600 eKr. hindut olivat oppineet ratkai-
semaan neljinnen asteen yhtéloitd. Kuitenkin polynomien nykyinen kirjoi-
tusasu tuli tutuksi vasta 1700-luvulla. Likimain vuonna 400 jKr. Intiassa ja
Arabimaissa algebran symbolit alkoivat esiintyd tuon ajan matemaattisissa
kirjoituksissa. [2, s. 335]

Tyosta

Monilla matematiikan osa-alueilla polynomit ovat térkeésséa roolissa. Tamén
tyon tarkoituksena on esittdd polynomilaskennan ominaisuuksia laajemmas-
sa mittakaavassa. Tutumman analyyttisen polynomien merkintitavan 22® —
3x + 5 ohella tésséd tyossd kdytetddn myos algebrallisen ldhdekirjallisuuden
suosimaa merkinti (5,3,0,2,0,0,...). Merkintéitavassa 223 — 3z + 5 merkki
x ei ole analyyttiseen tapaan muuttujan roolissa, vaan merkin x eri potenssit
merkataan selvittdmaén kertoimen sijaintia polynomissa. Myds monet lukio-
matematiikan parissa opitut menetelmét ja tiedot polynomien nollakohtien

etsimisestd ja ratkaisemisesta voidaan perustella algebran avulla.

Algebran kannalta polynomien joukko on monessa suhteessa hyva esimerkki,

esimerkiksi reaalilukukertoimisten polynomien joukko tekijéihinjaon vuoksi.



Ty6 noudattaa pasasiassa ldhdekirjallisuudesta teoksen [1] jarjestystd ja mit-
tavaa sisaltod polynomirenkaiden lapikdynnissd, minké lisdksi muusta kirjal-

lisuudesta on lisiatty todistuksia ja selkeité perustietoja.

Tyossé merkintojen kannalta on tarked ndhdd merkintojen R ja R ero. Mer-
kinnodistd R tarkoittaa yleistd lukujoukkoa, kun R tarkoittaa erityisesti re-
aalilukujen joukkoa. Vastaavasti kokonais-, rationaali- ja kompleksilukujen
joukoille kidytetadn merkintoja Z, Q ja C. Samaan tapaan merkitdan myos
luonnollisten lukujen joukkoa N, johon kuuluu myos nolla. Tama siksi, etté
tyossé ei tarvita erikseen luonnollisten lukujen joukkoa, mihin nolla ei kuulu

ja liséiksi télloin voitaisiin kdyttaéd positiivisten kokonaislukujen joukkoa Z. .

Lukijalta vaaditaan lukion perustiedot sek& muutaman todistuksen osalta

perustietoja algebrasta, kompleksilukulaskennasta ja lukuteoriasta.

Tampereella, kesdkuussa 2005
Jukka Vilen



Luku 1

Esitiedot

1.1 Renkaat ja niiden ominaisuuksia

Maiaritelma 1.1.1 Rengas on epdtyhjdan joukon R ja kahden laskutoimituk-
sen + ja - muodostama jairjestetty kolmikko (R, +,-), joka toteuttaa seuraavat

aksioomat:

(R1) (a+b)+c=a+(b+c)Va,b ceR.

(R2) a+b=b+aVa,beR.

(R3) Joukossa R on olemassa alkio O siten, etti a+0=aV a € R.

(R4) Kaikille alkioille a € R on olemassa vasta-alkio —a € R siten, ettd
a+ (—a) =0.

(R5) (a-b)-c=a-(b-c)Va,b, ceR.

(R6) a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)Va,b, ceR.

(R7) (b+c¢)-a=(b-a)+(c-a)Va,b, ceR.

[2, s. 270]

Yleisimmin tunnettuja renkaita ovat Z, Q, R ja C.
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Maaritelma 1.1.2 Rengas R on kommutatiivinen, jos ab = ba ¥ a, b € R.
[2, 5. 270]

Maaritelma 1.1.3 Olkoon R ykkdsalkion sisdltivd kommutatitvinen rengas.

Jos renkaalla R ei ole nollanjakajia, nitn R on kokonaisalue.

Renkaan R alkiota a # 0 kutsutaan nollajakajaksi, jos on olemassa sellainen
renkaan R alkio b # 0, etté joko ab = 0 tai ba = 0.

Maaritelma 1.1.4 Kunta on ykkdsalkion sisdltdvd kommutatiivinen rengas,

jossa kaikilla nolla-alkiosta poikkeavalla alkiolla kidnteisalkio. [2, s. 274]

1.2 Kompleksilukulaskentaa

Maaritelma 1.2.1 Kun kompleksiluku ¢ = a + bi, niin luvun ¢ konjugaatts

madaritellddn z = a — bi. Tdlloin ovat voimassa muun muassa seuraavat

laskusddannot:
1. z+w=Z+4+w
2. 7w =7 -w.

Liouvillen lause 1.2.2 Olkoon funktio f holomorfinen ja rajoitettu komplek-

sitasossa C. Tdlloin f on vakio.

Todistus. Ks. [3, s. 65]



Luku 2

Polynomirengas

2.1 Kaikkien polynomien joukko R|z]

Maéritelmé 2.1.1 Renkaan R alkioiden jonoa (ag, a1, as, . ..) voidaan pitdd
polynomina, jos on olemassa ei-negatiivinen kokonaisluku n siten, ettd ap = 0
kaikilla k > n. Kokonaisluku n ei ole vakio, vaan sen arvo rippuu polyno-
mista. Kaikkien tdllaisten polynomien joukkoa merkitidn R[x]. Polynomin
(ag,ay,as, ...) jokaista kerrointa ay (k > 0) kutsutaan polynomin k:nneksi
kertoimeksi. Kaksi polynomia (ag, ay,as,...) ja (bo,b1,be,...) ovat yhtd suu-

ret, jos kaikilla kertotmen k arvoilla ay = by.

Lause 2.1.2 Joukko R[x] on ykkdsalkion sisdltivd kommutatiivinen rengas,

jolla on renkaan R kanssa isomorfinen alirengas.

Todistus. [1, s. 279] Valitaan joukosta R[x] polynomit (ay), (b) ja (cx). Yh-
teenlasku on suljettu, silld (ax) + (bx) = (ax + br) on selvisti joukon R[z] po-
lynomi. Yhteenlasku on hyvinmé&éaritelty laskuoperaatio joukossa R[z], koska

summa on hyvinméadritelty renkaassa R. Yhteenlasku on assosiatiivinen, silla

(ag) + [(bk) + (cr)] = (ax) + (bx + cx)
= (ax + [bx +cx))
= ([ak + bk] + Ck)



= (ak + bk> + (Ck)
= [(ax) + (be)] + (ck).

Yhteenlaskun neutraalialkio on nollapolynomi (0) = (0, 0,0, ...) ja alkio (ax)
vasta-alkio on (—ay). Koska yhteenlasku on selvisti kommutatiivinen, niin
RJz] on yhteenlaskun suhteen Abelin ryhmé. Voidaan osoittaa, ettd polyno-
mien kertolasku on joukossa R[z] hyvinmédritelty laskutoimitus, joten jou-
kon R[z] todistamiseksi renkaaksi tarvitsee osoittaa, ettd polynomien ker-
tolasku on assosiatiivinen ja distributiivinen polynomien yhteenlaskun suh-
teen. Polynomien kertolaskun assosiatiivisuuden osoittamiseksi tutkitaan tu-
loa (ag)[(by)(cx)]. Tulon (by)(cx) m:nnen kertoimen selvittamiseksi lasketaan
yhteen kaikki mahdolliset tulot bjcy, missd j + k = m. Talloin tulon (by)(cx)

m:s kerroin saadaan muotoon
E bjck.
jt+k=m

Puolestaan tulon (ag)[(bg)(ck)] nmnen kertoimen selvittdmiseksi lasketaan
nyt yhteen kaikki muotoa a; (Z] hem bjck> olevat tulot, misséd i + m = n.

Nain n:s kerroin saadaan muotoon

i+m=n
Toisaalta j+k = m, jolloin i+j+k = n. Liséksi renkaan R distributiivisuutta

kiyttamalla tulo ) .. [ai <Z itkem bjckﬂ saadaan muotoon
Z ai(bjck).
i+j+k=n
Tulon (ax)[(bx)(cx)] n:s kerroin on siis muodoltaan summa kaikista mahdolli-
sista tuloista a;(b;ck), missd i+ j 4+ k = n. Vastaavasti tulon [(ay)(bx)](cx) n:s

kerroin on summa kaikista mahdollisista tuloista (a;b;)ck, missé i+j+k = n.

Siis n:s kerroin on muotoa

Z (aibj)ck.

i+j+k=n
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Kertolaskun assosiatiivisuus renkaassa R voidaan kirjoittaa myos lausekkeen

muotoon: a;(bjc;) = (a;b;)cg. Néin ollen polynomien kertolasku on assosia-
titvinen, silla (ag)[(bx)(ck)] = [(ar)(br)](ck).

Polynomien kertolaskun distributiivisuuden osoittamiseksi tarkastellaan puo-
lestaan lauseketta (ag)[(bg) + (cx)]. Summa (bg) + (cx) voidaan kirjoittaa yk-
sinkertaisemmin (by + ¢x), jolloin sen m:s kerroin on (b, + ¢,,). Kun selvi-
tetddn tulon (ay)(bx + cx) n:s kerroin, lasketaan yhteen kaikki mahdolliset
tulot (a;)(bm + ¢m), missé ¢ +m = n. Télloin lausekkeen (ay)[(bg) + (cx)] n:s

kerroin saadaan muotoon

Z a;(by + cm).

i+m=n

Lausekkeen [(a)(bg)]+[(ax)(cx)] n:s kerroin saadaan laskemalla tulojen (ax)(by)

ja (ag)(ck) n:sien kertoimien summa

Z (aibm) + Z (aicm)

i+m=n i+m=n

samaan tapaan kuin edelld. Koska yhteenlasku on osoitettu jo aiemmin as-

sosiatiiviseksi, saadaan lausekkeen [(ax)(br)] + [(ar)(ck)] n:s kerroin muotoon

Z aibm + a;Cp,-

i+m=n

Renkaan R kertolaskun distributiivisuus voidaan kirjoittaa lausekkeena a;(b,,+
Cm) = @by, + a;cy,. Néin ollen polynomien kertolasku on distributiivinen,
silld (ag)[(bg) + (cx)] = [(ax)(br)] + [(ax)(ck)]. Polynomien kertolasku voidaan
vastaavalla menettelylld osoittaa kommutatiiviseksi laskutoimitukseksi, miké

kuitenkin sivuutetaan.

Koska polynomien kertolasku on havaittu assosiatiiviseksi, distributiiviseksi
ja kommutatiiviseksi, on R[z] kommutatiivinen rengas. Olkoon nyt (ag, a1, . ..) =
(€,0,0,...), missd e on renkaan R 1-alkio kertolaskun suhteen. Tulon (ax)(bx)

k:s kerroin on nyt ¢, = agbg+a1bp_1+asb_o+- - -+arpby. Koska a; = 0 kaikilla
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1=1,2,...,k, on summan ¢, ainoa nollasta poikkeava tulo agb, = eb, = by.
Siis ¢, = by kaikilla & > 0, joten (ax)(bx) = (bx). Joukon R[z] 1-alkio kerto-

laskun suhteen on siis (e, 0,0, ...).

Helposti voidaan vield osoittaa, ettd R' = {(a,0,0,...) | a € R}, joka on
erityisesti vakiopolynomien joukko, on joukon R[x] alirengas ja ettd kuvaus
¢ : R — R, missd ¢(a) = (a,0,0,...) on isomorfismi. Siis R ~ R, joten

R|x] sisaltdd renkaan R kanssa isomorfisen alirenkaan. l

2.2 Polynomien asteesta

Apulause 2.2.1 Olkoot f(x) ja g(z) renkaan R[z] polynomeja.

1. Jos f(x)g(x) # 0, néin deg(f(x)g(z)) < deg(f(x))+deg(g(x)). Yhtisuuruus

on voimassa, jos polynomien f(x) ja g(x) korkeinta astetta olevien ter-

maen kertoimien tulo ei ole nolla.
2. Jos f(x)Eg(x) # 0, niin deg(f(x)+g()) < max {deg(f(x)), deg(g(z))}-
Todistus. [1, s. 285] Olkoon deg(f(x)) = n ja deg(g(x)) = m.

1. Jos f(x) = ap+ a1z + - -+ a,a” ja g(z) = by + byx + - - - + bp,x™, niin
f(z)g(z) = agbo+(aghi+(arbg)x+- - -+anby,z™ ™). Koska f(z)g(x) # 0,
niin ainakin yksi polynomin f(x)g(z) kertoimista on oltava nollasta

poikkeava. Jos a,b,, # 0, niin

deg(f(2)g(x)) = n +m = deg(f(x)) + deg(g(x)).

Jos a,b,, = 0, niin polynomin f(x)g(x) asteen madrdd polynomin
f(z)g(z) nollasta poikkeava, suurimman eksponentin omaava termi.
Talloin

deg(f(x)g(z)) < deg(f(z)) + deg(g(x)).

2. Kokonaislukujen perusominaisuuksiin kuuluu, ettd vain joko m > n,

m = n tai m < n voi olla kerralla voimassa. Jos m < n, niin f(z) +
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g(x) = (ao+bo) + (a1 + b1z + - - -4 (A + b)) 2™ + Ay 1 2™ 4+ - -+ @ 2"
ja

deg(f(x) + g(x)) = n = max{deg(f(x)), deg(g(x))}-
Vastaavasti késitelladn tilanne m > n. Jos m = n, niin f(z) + g(x) =
(ap + bo) + (a1 + b1)x + -+ + (an + by)z™. Koska f(z) + g(z) # 0
polynomin f(z) + g(z) termien kertoimista on nollasta poikkeava. Jos
a, + b, # 0, niin

deg(f(z) +g(x)) = n = max { deg(f(z)), deg(g())}-

Jos a, + b, = 0, niin polynomin f(z) + g(z) asteen méarééd polynomin
f(x)+ g(z) nollasta poikkeava, suurimman eksponentin omaava termi.
Talloin

deg(f(x) + g(x)) < max{deg(f(z)),deg(g(x))}.

Renkaan R[z] erotuksen mééritelmésta seuraa suoraan epayhtalo deg(f(z)—

g(x)) < max{deg(f(x)) deg(g(x))}. Koska f(z) —g(z) = f(z) +
[—g(x)] ja deg(—g(x)) = deg(g(z)), niin polynomien yhteenlaskun mu-

kaisesti

deg(f(z) — g(z))

deg(f(x) + [—g(x)])
< max{deg(f(z)),deg(—g(x))}
), deg(g(x))} W

= max{deg(f(z

Lause 2.2.2 Rengas R on kokonaisalue, jos ja vain jos R[z| on kokonaisa-
lue. Erityisesti, kun R on kokonaisalue, niin deg(f(x)g(z)) = deg(f(z)) +
deg(g(x)) kaikille nollasta poikkeaville polynomeille f(x), g(x) € Rlx].

Todistus. [1, s. 286] Oletetaan, ettd R on kokonaisalue ja polynomit f(x),
g(x) € R[z] ovat nollasta poikkeavia. Jos deg(f(z)) = n ja deg(g(z)) =
m, niin polynomien f(z) ja g(x) johtavat kertoimet a,ja b,, ovat kumpikin
nollasta poikkeavia renkaan R alkioita. Né&in ollen a,b,, # 0, koska R on

m-+n

kokonaisalue. Nyt a,b,, on polynomin f(x)g(x) termin z kerroin, joten
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f(z) # 0. Siis renkaan R[z] nollasta poikkeavien polynomien tulo on nollasta

poikkeava ja néin ollen R[x] on kokonaisalue. Apulauseen 2.2.1 mukaan

deg(f(z)g(x)) =n +m = deg(f(x)) + deg(g(x)).

Kéénteisesti jos R[x] on kokonaisalue ja a, b € R ovat nollasta poikkeavia,
niin @ ja b voidaan tulkita vakiopolynomeiksi renkaassa R[x]. Nyt ab # 0

kokonaisalueessa R|x], joten ab # 0 renkaassa R. Téten R on kokonaisalue.
[ |

2.3 Polynomien jakolasku

Lause 2.3.1 Jos f(z), g(x) € R[z] ja polynomin g(z) johtavalla kertoimella
on kddanteisluku renkaassa R, niin on olemassa sellaiset yksikdsitteiset po-
lynomit q(x) ja r(x) renkaassa R[z], ettd f(x) = g(x)q(z) + r(x), missi
r(z) =0 tai deg(r(x)) < deg(g(z)).

Todistus. [1, s. 289] Koska polynomin g(z) korkeinta astetta olevan termin
kertoimella on k#énteisluku, niin g(x) # 0. Alkuun on osoitettava, ettd po-
lynomit ¢(x) ja r(x) ovat olemassa. Tutkittavana on kolme eri vaihtoehtoa:
joko (1) f(2) = 0, (2) f(x) # 0 ja dea(g(x)) > des(f(x)) tai (3) f(x) # 0
ja deg(g(z)) < deg(f(x)). Jos f(x) = 0 tai deg(g(x)) > deg(f(x)), valitaan
q(x) =0jar(z) = f(x). [Muokkaus: Numerointi.] Néista tapaukset (1) ja (2)
voidaan merkata lausekkeena f(z) = 0-g(x)+r(z), joten kiinnostavin tapauk-
sista on tapaus (3). Témén todistetaan induktiolla polynomin f(z) asteen
suhteen. Oletetaan nyt f(z) # 0 ja deg(g(z)) < deg(f(z)). Jos deg(f(x)) =
0, niin polynomi f(z) on vakiopolynomi. Oletetaan, ettd f(z) = aja g(x) = b.
Nyt vakiolla b on kddnteisalkio renkaassa R. Téll6in voidaan polynomi f(x)
merkata lausekkeena f(x) = b(ab™') 40, missi q(x) = ab~! ja r(x) = 0. Niin
voidaan havaita polynomien ¢(z) ja r(x) olevan olemassa, kun deg(f(z)) = 0.
Tehdéén seuraavaksi induktio-oletus, ettd voidaan 16ytdda polynomit ¢(z) ja
r(x) kaikille nollapolynomista poikkeaville polynomeille, joiden aste on pie-

nempi kuin n, kun n > 0. Olkoot f(z) = ag + a1 + ax® + -+ + a,z" ja
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g(x) = bo+ b1z +byx® 4+ - -+ by x™, missi m < n. Midritelldiéin nyt polynomi
f1(z) kaavalla

fi(z) = f(z) = g(x)(anby)z" ™. (%)
Polynomin f;(x) kuvaava lauseke on muotoiltu kumoamaan polynomin f(x)
suurinta astetta olevan termin. Seuraavassa tarkastellaan termin kumoutu-

mista laskennallisesti:

flx) = f(z)—g(x)(anb,)a" ™
= (ap+ -+ apa™) — (anb;nl)xnfm(bo + -+ bpa™)

= ap+-+a 2" — (anbr_nl)x”_mbo — e — (anb:nl).’tn_mbmxm
= ag+ -+ ™ — (aphtbho)x™ ™ — - — (anb, b1 )" — apa”
= Qo + .-+ anilxnfl — (anb;1b0>xn*m . (anb;nlbmfl)xnfl.

Nyt deg(fi(z)) < n tai fi(x) = 0. Toisaalta polynomi f;(z) saadaan myos

jakokulmassa suoritetun laskun
anb;llmn—m
g(x) =bpa™ + -+ b+ by | a4 +ar+ag = f(x)
™ + apby oy 2" -

h@) = f(x) = g(@)(anby )"

ensimmaéisen vaiheen jakojadnnoksend. Jos fi(x) = 0, niin f(z) = g(z)q(x)+

r(x), missi ¢(z) = (a,b,;)x™™ ja r(z) = 0. Jos puolestaan fi(z) # 0,
niin deg(f1(z)) > 0 ja induktio-oletuksen mukaan on olemassa renkaan R[z]
polynomit ¢;(z) ja r(z), missd r(x) = 0 tai deg(r(z)) < deg(g(x)). Néin

voidaan havaita, etta

flx) = fi(@) + g(z)(anby )"
g(@)aqr (@) + r(z) + (andy, )z" " g()
= g(2)[qi(2) + (anby)z" "] + r(x)
g(x)q(z) + r(z),

(x +
+

missd ¢(x) = q1(z) + (a,b,; )z ™. Niin polynomi f(z) on ilmaistu tavoitel-

lussa muodossa, kun deg(f(z)) = n. Niinpé induktioperiaatteen mukaisesti
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on osoitettu, ettd kaikkia polynomeja f(x) ja g(x) kohti on olemassa polyno-
mit g(z) ja r(z) olettaen, ettd polynomin g(z) suurinta astetta olevan termin

kertoimella on kididnteisalkio renkaassa R.

Lopuksi tulee viel& osoittaa, ettd polynomit ¢(z) ja r(x) ovat yksikésitteisia.
Oletetaan nyt, ettd on olemassa polynomit ¢(x), ¢'(z), r(z) ja r'(x) € R|x]

siten, etta

f(x) =g(x)q(z) + r(z) = g(z)q (z) + r'(x),
missé joko r(z) = 0 tai deg(r(z)) < deg(g(z)) jajoko r'(x) = 0 tai deg(r'(z)) <
deg(g(z)). Télloin

r(z) = r'(z) = (¢'(x) — q(x))g(x)- (+*)

Jos ¢'(z) # q(z) ja ¢ on polynomin ¢'(z) — ¢(x) suurimman asteen termin
kerroin, niin ¢ # 0. Koska polynomin g(z) suurimman asteen termin kertoi-
mella b, on renkaassa R kéaénteisalkio, niin b,, # 0 ja edelleen c¢b,, # 0. Nyt

(¢ (x) — q(x))g(x) # 0. Yhtélon (xx) ja apulauseen 2.2.1 mukaan

deg(r(z) —r'(z)) = deg((¢(x) — q(x))g(x))
= deg(¢'(x) — q(x)) + deg(g(x))
> deg(g(x)).

Tamé on kuitenkin mahdotonta, silld deg(r(z)) < deg(g(x)) ja deg(r'(x)) <

deg(g(x)), jolloin apulauseen 2.2.1 mukaan

deg(r(z) — r'(x)) < max{deg(r(z), deg(—r'(x)))} < deg(g()).

Koska oletus ¢'(x) # q(x) johtaa ristiriitaan, on voimassa ¢'(x) = ¢(x), mista
puolestaan seuraa r(x) = r'(x). Siis polynomit ¢(z) ja r(z) on osoitettu
yksikésitteisiksi. l
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Esimerkki 2.3.2 Jaetaan polynomi f(x) = 2° + 5z* — 223 + 2% — 8x + 1
polynomilla g(x) = 2? + x + 2 jakokulmassa.

234+ 422 —8xr + 1
24r+2 [P +5x4—203+22—8x+ 1

—x® — gt — 273

4ot — 43
—4* — 423 — 822
—8x% — Ta?
+82% 4 82% + 16«
+2? + 8x
e i )
Tr—1

Nyt polynomi voidaan kirjoittaa myds muotoon x°+5x* — 223 + 2> —8x+1 =

(22 +2+2) (23 +42> —8x + 1)+ T — 1

Seuraus 2.3.3 Jos F' on kunta, f(z), g(x) € Flz] ja g(z) # 0, niin on
olemassa yksikdsitteiset q(x), r(z) € F|x] siten, etti f(x) = g(z)q(z) +r(zx),
missd r(x) = 0 tai deg(r(z)) < deg(g(x)).

Todistus. [1, s. 291] Jos g(z) # 0, polynomin g(z) johtava kerroin on kun-
nan [’ nollasta poikkeava alkio. Koska F' on erityisesti kunta, kertoimella on

kaanteisalkio kunnassa F'. B
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Luku 3

Nollakohdat, jaollisuus ja

suurin yhteinen tekija

3.1 Polynomin nollakohdat

Maéritelméa 3.1.1 Olkoot f(z) ja g(x) renkaan R[z] polynomeja, joista
g(x) # 0. Jos on olemassa sellainen polynomi h(x), ettd f(x) = g(z)h(x),
niin polynomi g(z) jakaa polynomin f(x) tai polynomi g(z) on polynomin
f(z) tekija. Merkinti g(x) | f(x) tarkoittaa, etti polynomi g(x) jakaa po-
lynomin f(x) ja vastaavasti g(x) t f(x) tarkoittaa, ettei polynomi g(z) jaa
polynomia f(x). Jos f(z) € R[z], c € R ja f(z) = ag+a1x+- - -+ a,z", niin
f(e) on renkaan R alkio ag + ajc+ - -+ + a,c”. Jos f(c) = 0, niin luku ¢ on

polynomin f(x) nollakohta.

Lause 3.1.2 Jos polynomin f(x) € R[zx] aste on positiivinen ja ¢ € R, niin

jaettaessa polynomi f(x) polynomilla x — ¢ jid jakojidnndikseksi f(c).

Todistus. [1, s. 296] Koska polynomin x — ¢ johtava kerroin on ykkosalkio ja
ykkosalkiolla on kertolaskun suhteen kédnteisalkio renkaassa R, niin lauseen
2.3.1 mukaan on olemassa sellaiset polynomit ¢(z), r(x) € R[x], ettd f(z) =
(x — ¢)q(z) + r(z), missd r(x) = 0 tai deg(r(z)) < deg(x —¢) = 1. Siis

r(z) = 0 tai deg(r(z)) = 0, joten polynomi r(x) on vakio, jota voidaan

15



merkata yksinkertaisesti r. Néin ollen f(z) = (z — ¢)g(x) + r, josta saadaan
fley=(c=c)qlc)+r=r.1

3.2 Polynomin jako tekijoihin

Tekijidlause 3.2.1 Jos f(x) € Rlz] on positiivista astetta oleva polynomi,
niin ¢ € R on polynomin f(x) nollakohta, jos ja vain jos x — ¢ on polynomin

f(z) tekija.

Todistus. [1, s. 296] Lauseen 2.3.1 mukaan f(z) = (z — ¢)q(x) + r, missi
r € R. T&lloin f(c) = 0, jos ja vain jos r = 0, jos ja vain jos f(x) = (z—c)q(x).
Nyt ¢ € R on polynomin f(z) nollakohta, jos ja vain jos f(x) = (x — ¢)q(x).
Néin ollen ¢ on polynomin f(z) nollakohta, jos ja vain jos z — ¢ on polynomin
f(x) tekija. W

Seuraavan lauseen todistuksessa polynomin kerroinrengas F' on kunta.

Lause 3.2.2 Olkoon f(z) € F|x] miki tahansa positiivista aste n oleva po-
lynomi. Jos polynomilla f(x) on erisuuret nollakohdat ¢y, ¢o, ..., ¢, € F,
niin f(x) voidaan kirjoittaa muotoon f(x) = a(x — ¢1)(x — co) -+ (x — ¢,),

missd a on polynomin f(x) korkeinta astetta olevan termin kerroin.

Todistus. [1, s. 297] Lause todistetaan induktiolla polynomin f(z) € F[z]
asteen suhteen. Jos deg (f(x)) = 1, niin polynomi voidaan kirjoittaa muo-
toon f(x) = ax + b, missé a, b € F. Jos ¢; € F on polynomin f(z) nollakoh-
ta, niin 0 = f(c;) = ac; + b. Ratkaisemalla téstd b, saadaan b = —ac;.
Néin ollen f(z) = ax — ac; = a(r — ¢1), joten polynomin asteen olles-
sa 1 lause on voimassa. Oletetaan nyt, ettd jokainen asteen k£ polynomi
g(x) € Flz], jolla on erisuuret nollakohdat ¢, ¢o, ..., ¢z € F ja johta-
va kerroin a, voidaan kirjoittaa muotoon a(x — ¢1)(z — ¢2) - -+ (x — ¢,). Jos
polynomi f(x) on astetta k + 1, niin lauseen 3.2.1 mukaan on olemassa
g(x) € Flx], ettd f(x) = (z — ¢1)g(x). Nyt puolestaan lauseen 2.2.2 mu-
kaan k 4+ 1 = deg (f(z)) = deg (z — ¢1) + deg (g(z)) = 1 + deg (g(z)), joten
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deg (g(x)) = k. Edelleen 0 = f(¢;) = (¢; — c1)g(c;) € F, kun i = 2, 3, ...,
k + 1. Koska polynomin nollakohdat ovat erisuuria, ¢; — ¢; # 0 ja kunnas-
sa el ole nollanjakajia, niin g(i) = 0, kun ¢ = 2, 3, ..., k 4+ 1. Koska lisdksi
polynomin ¢(z) suurimman asteen termin kerroin on a ja polynomi g(z) voi-
daan kirjoittaa muotoon g(z) = a(x — co)(z — ¢3) - - - (x — ¢y1), niin selvisti
f(z) =alz—c1)(x—c2)(x—c3) - - - (x—cpy1). Siis induktioperiaatteen mukaan
erisuuret nollakohdat ¢y, co, ..., ¢, € F omaava polynomi voidaan asteesta

riippumatta kirjoittaa muotoon f(z) =a(z —c1)(r —¢2) -+ (z —¢,). B

Lauseen 3.2.2 seurauksena 3.2.3 havaitaan polynomin asteen rajoittavan nol-

lakohtien maaraa.

Seuraus 3.2.3 Jos polynomin f(x) € F[x] aste on n > 0, niin polynomilla

f(z) voi olla enintidn n erisuurta nollakohtaa.

Todistus. [1, s. 297] Jos polynomin f(z) aste n > 0, niin f(z) # 0, kos-
ka nollapolynomille astetta ei ole maéaritelty. Jos n = 0, niin polynomi
f(z) on nollasta poikkeava vakiopolynomi, jolla ei ole nollakohtia. Siis lause
patee, kun n = 0. Oletetaan nyt, ettd n > 0. Jos polynomilla f(z) on
vihemmaén erisuuria nollakohtia kuin n kappaletta, mitdin todistettavaa ei
ole. Oletetaan, ettd polynomilla f(z) on tdsmélleen n erisuurta nollakoh-
taa kunnassa F', ja osoitetaan, ettei nollakohtia voi olla enempéé. Jos cq,
C2, ... Cp € F ovat polynomin f(x) nollakohdat, niin lauseen 3.2.2 mukaan
f(z)=alx —c1)(x — ) -+ (x — ¢,), misséd a on polynomin f(x) suurimman
asteen termin kerroin. Jos ¢ € F on polynomin f(x) nollakohta ja erisuuri
kuin jo mainitut nollakohdat, niin 0 = f(c¢) = a(c — ¢1)(c — ¢2) -+ (¢ — ¢,).
Koska kaikki nollakodat ovat erisuuria, niin ¢ # ¢, kaikilla £ = 1, 2, ..., n,
joten kaikki tulon tekijat ovat nollasta poikkeavia. Nédin ollen ainakin yhden
tulon tekijoistd on oltava nollajakaja, miké on kuitenkin ristiriita, silla ' on

kunta. Polynomilla f(x) ei voi olla ylimééréista nollakohtaa.

Seuraus 3.2.4 Olkoot sellaiset polynomit f(x), g(z) € Flx], etti f(c) =
g(c) kaikilla ¢ € F. Jos kunnan F alkioiden lukumddrd on suurempi kuin

kummankaan polynomin f(x) tai g(x) aste, niin f(z) = g(x).
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Todistus. [1, s. 298] Joko f(z) = g(z) tai f(x) # g(x). Jos f(x) # g(x),
olkoon h(z) = f(x) — g(z). Talléin h(z) on renkaan F[z| nollasta poikkeava
polynomi ja koska f(c) = g(c), niin h(c) = f(c) — g(c) = 0 kaikille ¢ € F.
Nyt deg(h(z)) = deg(f(z) — g(x)) < max {deg(f(2)), deg(g(x))} < kunnan
F alkioiden lukumééra lauseen 2.2.1 perusteella. Siis polynomin h(z) nolla-
kohtien lukumé&éra on suurempi kuin polynomin h(x) aste, mika on kuitenkin

ristiriidassa lauseen 3.2.3 kanssa. Néin ollen f(z) # g(x) ei ole mahdollista,
joten f(z) =g(z). W

3.3 Polynomien suurin yhteinen tekija

Masritelméi 3.3.1 Polynomia f(x) € Flz] kutsutaan pddpolynomiksi, jos
polynomin f(x) suurinta astetta olevan termin kerroin on kunnan F ykkdsalkio.
Jos f(x) ja g(x) ovat renkaan F[x] polynomeja, joista vihintddn yksi on nol-
lasta poikkeava, niin pdadpolynomi d(x) € F[z] on polynomien f(x) ja g(z)

suurin yhteinen tekija seuraavin ehdoin:
(1) d(z) | f(x) ja d(z) | g(z)
(ii) Jos h(x) € Flx], h(x) | f(x) ja h(x) | g(x), niin h(z) | d(x).

Polynomien f(x) ja g(x) suurin yhteinen tekiji merkitadn syt(f(x),g(z)).

Jos syt(f(z),g(x)) =
mat.

niin polynomit f(x) ja g(x) ovat keskenddn jaotto-

Lause 3.3.2 Olkoot f(z) ja g(x) renkaan F|x] polynomeja. Kun polynomien

f(z) ja g(x) suurin yhteinen tekiji on olemassa, se on yksikdsitteinen.

Todistus. [1, s. 300] Tehdddn vastaoletus, ettd polynomien f(x) ja g(x) suu-
rimmat yhteiset tekijét ovat polynomit d;(x) ja dg(x). Télléin suurimman yh-
teisen tekijan madritelmén mukaan d;(x) | do(z) ja do(z) | di(x). Nyt on ole-
massa polynomit k() ja ko € F|x] siten, ettd do(z) = ki (x)di(z) ja di(x) =
ko(x)ds(x). Néin ollen dy(z) = ki(x)ka(x)di(x), jolloin e = ki(x)ko(x), silla
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F[z] on kokonaisalue. Siis

0 = deg(e) = deg(ki(x)ks())
— deg(ki(x)) + deg(ka(a)).

Koska polynomin aste on aina > 0, niin deg(ki(z)) = deg(ka(x)) = 0.
Siis k1(z) ja ko(x) ovat nollasta poikkeavia vakiopolynomeja. Koska poly-
nomit di(x) ja dy(x) ovat pddpolynomeja, ki(x) = ko(z) = e. Edelleen
di(x) = do(z), joten polynomien f(z) ja g(x) suurin yhteinen tekija on yk-
sikésitteinen. Wl

Lause 3.3.3 Olkoot f(x), g(z) # 0 renkaan F[z] polynomeja. Tdlloin d(x) =
syt(f(x),g(x)) on sekd olemassa ettd yksikasitteinen. Lisiksi on olemassa
polynomit a(x), b(x) € Flz], etti d(z) = a(zx)f(z) + b(x)g(z). Edelleen
d(x) on pienin astetta oleva pdadpolynomi, joka voidaan kirjoittaa muotoon
a(x) f(x) + b(x)g(z).

Todistus. [1, s. 301] Olkoon joukko S = {a(x)f(z) + b(x)g(z) | a(z),b(z) € Flx]}.
Nyt f(z), g(x) € S, silld f(z) = ef(x) + 0g(x) ja g(x) = 0f(x) + eg(z). Ol-
koon nyt d(x) joukon S pédpolynomi, joka on pieninté astetta. Téllainen
polynomi voidaan valita, kun muodostetaan joukko D joukon S polynomien
asteista. Talloin D on epétyhjé jéarjestetyn luonnollisten lukujen joukon N
osajoukko, jolla on pienin alkio. Voidaan olettaa, ettd d(z) on padpolynomi.
Jos d(x) ei ole pddpolynomi ja suurimman asteen termin kerroin on a, voim-
me korvata polynomin d(z) padpolynomilla a~'d(z). Koska d(z) € S, niin

my6s atd(z) € S.

Tutkitaan véitettd d(x) = syt(f(z), g(z)). Lauseen 2.3.1 mukaan nyt on ole-
massa polynomit ¢(z), r(z) € F[x] siten, ettd f(x) = d(x)q(z) 4+ r(z). Koska
d(x) € S, niin joukon S médrittelyn mukaan d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(z),
missi a(z) ja b(z) ovat renkaan F[x] polynomeja. Néin ollen
r(z) = [f(z) —d(z)q(x)
= f(x) = la(x) f(x) + b(x)g(x)]q(z)
= le—a(x)q(@)]f(x) + [b(z)q(x)]g(x),
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joten polynomi r(x) € S. Koska deg (r(z)) < deg (d(z)), niin r(z) = 0, silld
d(z) on pienintd astetta oleva joukon S polynomi. Talléin f(z) = d(z)q(z) ja
siis d(x) | f(z). Vastaavasti myos d(z) | g(x). Siis d(x) on polynomien f(x)
ja g(x) yhteinen jakaja. Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa sellainen
c(x) € Flx], etti c(x) | f(z) ja c(z) | g(z). Tallsin on olemassa jotkin a (x),
b (z) € Flz], ettid f(z) = a (z)c(z) ja g(z) = b (z)c(x). Tallsin

d(z) = a(z)f(z) - b(z)g(z)
= a(x)d (x)c(x) + b(z)b (z)c(x)
= la(z)a'(z) + b(x)b (x))c(z).

Témén perusteella c¢(x) | d(z), joten polynomi d(x) toteuttaa méaaritelmén
3.3.1 ehdot (7) ja (¢7). Siis mééritelmén mukaan d(z) on polynomien f(x) ja

g(x) suurin yhteinen tekija.

Polynomin d(x) yksikésitteisyys osoitettiin lauseessa 3.3.2 ja polynomin d(x)

uudelleenmuotoilu

d(z) = [a(z) + g(2)lf (x) + [b(z) = f(2)]lg(z)

osoittaa, ettd polynomit a(x) ja b(z) eivit ole yksikésitteisia. Koska jokai-
nen joukon S polynomi voidaan kirjoittaa muodossa a(x)f(z) + b(z)g(z),
on selvéd, ettéd d(x) on pieninté astetta olevan polynomi, joka voidaan myos

kirjoittaa tédssd muodossa. W

Lause 3.3.4 Olkoot renkaan F[x| polynomit f(x), g(x) ja h(x) sellaisia, etti
f(z) | g(x)h(z). Jos f(x) ja g(x) ovat keskendin jaottomia, niin f(x) | h(x).

Todistus. [1, s. 302] Jos polynomit f(x) ja g(x) ovat kesken#én jaottomia,
niin on olemassa sellaiset polynomit a(z), b(x) € F[z], ettd e = a(x) f(z) +
b(x)g(zx). Talloin
eh(x) = [a(z)f(x) +b(x)g(x)]h(x)
W) = a(@)f(x)h(z) + b(x)g(2)h(z).
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Koska f(z) | g(z)h(z), niin on olemassa sellainen polynomi ¢(z) € F[z], ettd
g(x)h(z) = c(x) f(z). Polynomi h(x) voidaan esittdd muodossa

Mz) = a(z)f(x)h(x) + b(x)c(x) f(z)
= la(x)h(z) + b(z)c(2)]f (),

joten f(x) | h(x). R

Lause 3.3.5 Olkoot renkaan F|x] polynomit f(z), g(x), q(x) ja r(x) sellai-
sia, ettd f(z) = g(x)q(z) + r(x). Tdlloin syt(f(z),g(x)) = syt(g(x), r(x)).

Todistus. Vrt. [1, s. 39] Olkoon A polynomien f(z) ja
tekijoiden joukko ja B puolestaan polynomien g(x) ja r(x) kaikkien yhteisten
tekijoiden joukko. Jos c¢(x) € A, niin c(z) | f(x)

f(@) = c(@)ji(x) ja g(x) = c(x)j2(x), missd ji(

g(x) kaikkien yhteisten

—~

x) ja c(x) | g(x). Téllsin

~—

, j2 € F[z]. Koska f(x) =

g(x)q(z) + r(x), niin r(z) = [j1(z) — q(z)j2(z)]c(x) jasiis ¢(x) | r(x). Talloin
c(x) € B, joten A C B. Kun vastaavasti ¢(x) € B, niin ¢(z) | g(x) ja
c(x) | r(x). Talloin g(z) = c(x)ki(x) ja r(x) = c(x)ke(z), missi ki(x), ko €

Flz]. Koska f(z) = g(z)q(z)+r(x), niin f(z) = [¢(x)ki(z) +ko(z)]c(x) ja siis
c(z) | f(z). Talloin ¢(x) € A, joten B C A. Koska A C Bja B C A, niin A =
B. Koska A on liséksi kaikkien yhteisten tekijoiden joukko, niin erityisesti
syt(f(z),g(z)) € A sekd syt(g(x),r(z)) € B. Koska A = B, niin liséksi
syt(f(x),g9(x)) € B ja syt(g(z),r(x)) € A. Koska molemmat suurimmat
vhteiset tekijat syt(f(x),g(x)) ja syt(g(x),r(x)) ovat polynomien f(x) ja
g(x) yhteisia tekijoitd, polynomien g(z) ja r(z) yhteisid tekijoitd ja lauseen
3.3.3 mukaan suurin yhteinen tekija on yksikésitteinen, niin syt(f(z), g(x)) =
syt(g(z),r(z)). B
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3.4 Eukleideen algoritmi polynomeille

Lause 3.4.1 Olkoot renkaan F|x] polynomit f(x) ja g(z) nollasta poikkea-
via, joille dea(g(x)) < dea(f(x)). Jos g(x) | [(x), miin syt(f(z), g(x)) =
a~tg(z), missi a on polynomin g(x) suurimman asteen termin kerroin. Jos
taas g(x) 1 f(x), niin lauseen 2.3.1 mukaisesti polynomien jakolaskua tois-

taen saadaan

f(z) = g(x)qo(x) + ro(x), missi deg(ro(x)) ( )
9(x) = ro(x)q(x) + r1(x), missd deg(ri(z)) (ro(z)
(x) = ri(x)ga(x) + ro(x), missi deg(ra(x)) < deg(ri(zx)
ri(z) = ra(x)gs(z) + r3(x), missa deg(rs(x)) (ro(x)
(@) = r3(x)qa(x) + ra(z) (ra(z)) (rs(z)

=r3(x)qs(x) + re(x), missd deg(ry(z

Koska ei-negatiiviset lukujen jono deg(rg) > deg(ry) > deg(ra) > -+ on

vdhenevd, niin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku k, jolle

Tr—2(x) = rp_1(2)qr(x) + ri(x), missi deg(ry(r) < deg(rr—1(x)))
Tr-1(2) = 73(2)gry1 () + 0.

Erityisesti syt(f(z), g(x)) = a ry(x), missd luku a on polynomin ri(x) joh-

tava kerroin.

Todistus. [1, s. 303] Apulauseen 3.3.5 mukaan syt(f(z), g(z)) = syt(g(x),ro(z)) =
syt(ro(z), ri(x)) = syt(ri(x), ra(2)) = - - = syt(re-1(x), ri(2)) = syt(ri(z),0) =

a~'ry(x), missd luku a on polynomin r4(z) johtava kerroin.
3.5 Polynomien jaollisuus

Lause 3.5.1 Jos D on kokonaisalue, niin renkaan D|x] polynomeista kéidnteisalkio
on olemassa ainoastaan nollasta poikkeavilla vakiopolynomeilla f(x) = a,

silld a on kokonaisalueen D alkio ja on kertolaskun suhteen kddnteisalkio.
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Todistus. [1, s. 307] Jos polynomilla g(z) € Dlx] on kéddnteispolynomi
f(z), niin lauseen 2.2.2 mukaan 0 = deg(e) = deg(f(z)g(z)) = deg(f(z)) +
deg(g(x)). Koska deg(f(x)) > 0jadeg(g(x)) > 0, niin téstd seuraa deg(f(z)) =
deg(g(x)) = 0. Talloin polynomien f(x) ja g(x) on oltava vakiopolynomeja.
Jos f(z) = a ja g(x) = b, niin ab = e, jolloin luvulla a on kertolaskun suhteen

kaanteisalkio kokonaisalueessa D. B

Maéiritelméa 3.5.2 Jos D on kokonaisalue, niin renkaan Dlx| vakiopolyno-
mia u kutsutaan yksikoksi, jos silld on kertolaskun suhteen kddnteisalkio
renkaassa D|x]. Polynomeja f(z), g(x) € Dlx] kutsutaan puolestaan liit-
topolynomeiksi, jos on olemassa sellainen yksikko uw € Dlz|, etti f(z) =
ug(zx). Polynomi f(x) € D[z], joka ei ole vakiopolynomi, on jaoton renkaassa
Diz], aina kun f(x) = g(z)h(x), missd joko g(x) tai h(x) on yksikks renkaas-
sa Dlx]. Renkaan D(z) polynomia kutsutaan jaolliseksi, jos se ei ole jaoton

renkaassa D(x).

Lause 3.5.3 Olkoon renkaan F[z| polynomi f(z) positiivista astetta.

1. Talloin renkaassa Fx] on olemassa sellaiset jaottomat polynomit fi(x),
fo(z), ..., fm(x), etti f(x) = fi(x)fo(z) - fin(x). Jos lisiksi polyno-
milla f(z) on toinen tekijoihinjako f(x) = g1(x)ge(z) - - gn(x), missd
91(z), g2(), ..., gn(x) € Flz] ovatl jaottomia, niin m = n ja polyno-
mien g;(x) sopivan uudelleenjirjestelyn jilkeen polynomit f;(x) ja g;(x)

ovat littopolynomeja kaikilla v = 1,2,...,m.

2. Jos a on polynomin f(x) suurimman asteen termin kerroin, niin ren-

kaassa F[z] on olemassa sellaiset jaottomat pdadpolynomit hi(x), ho(z),

oy hp(x), etti f(x) = ahy(x)ho(z) -« - hyp(x). Lisiksi tamda tekijoihin
jako on yksikdsitteinen lukuun ottamatta jaottomien moonisten tekijoiden

jdrjestystd.

Todistus. Sivuutetaan, vrt. [1, s. 43]
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Luku 4

Renkaiden Q|z|, R|x| ja C|z]

polynomit

4.1 Polynomien nollakohdat renkaassa C|z]

Tarkastellaan polynomirengasta Clz|. Algebran peruslauseen todistamiseksi

on oletettava kompleksianalyysin perusteet tunnetuiksi.

Algebran peruslause 4.1.1 Olkoon p(z) € Clz] polynomi, joka ei ole va-
kiopolynomi. Tdlloin yhtalélli p(z) = 0 on nollakohta renkaassa Clz].

Todistus. [3, s. 66] Tehdaéan vastaoletus, ettd polynomi p(z) # 0 kaikilla
z € C. Funktio f(z) = zﬁ on talloin jatkuva renkaassa C. Kun |z| — oo, niin
Ip(2)] — oo, joten |f(z)] — 0. Nyt voidaan valita sellainen vakio R > 0, etta
|f(2)] <1 aina, kun |z| > R. Koska origokeskeinen R-séteinen suljettu kiekko
S on kompakti ja funktio f on jatkuva, niin funktio f on sielld rajoitettu.
Téten on olemassa sellainen m > 0, ettd [f(z)] < m aina, kun |z] < R.
Olkoon M = max{m, 1}. Talléin |f(z)] < M Vz € C, joten lauseen 1.2.2
mukaan funktio f on vakio, jolloin polynomi p on vakiopolynomi. Tamé
on kuitenkin ristiriita alkuperédisen oletuksen kanssa, joten polynomilla p on

ratkaisu. B
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Seuraus 4.1.2 Jos polynomi f(x) € Clz]| on positiivista astetta n ja johtava

kerron on a, niin polynomi f(x) voidaan jakaa tekijoihin

f@)=alz —c)(x—ca) - (x = cn),
missd ci, Ca, ..., ¢y € C ovat polynomin f(x) nollakohdat. Nollakohdat eivit

vdalttamdttd ole aina toisistaan poikkeavia.

Todistus. [1, s. 317] Lause todistetaan induktiolla polynomin f(x) asteen n
suhteen. Jos polynomin aste on 1, niin polynomi on muotoa f(x) = ax + b,
missd a,b € C ja a # 0. Polynomi saadaan helposti muotoon f(z) = a(x —
(—%)) ja selviisti polynomin f(x) nollakohta joukossa C on x = —g. Tehdaan
induktio-oletus, etté lause pitaa paikkaansa kaikille renkaan C|x] polynomeil-
le, jotka ovat positiivista astetta k. Olkoon nyt polynomi g(x) € Clx] astetta
k+1 ja olkoon polynomin johtava kerroin a. Algebran peruslauseen 4.1.1 mu-
kaan polynomilla g(x) on nollakohta joukossa C. Olkoon ¢ € C polynomin
g(x) nollakohta. Lauseen 3.2.1 mukaan z—c on polynomin g(z) tekiji. Talloin
on olemassa polynomi h(z) € C[z]| siten, ettd g(x) = (x — c)h(z). Selvisti
kerroin a on myos polynomin h(zx) johtava kerroin. Polynomien asteille on
voimassa k + 1 = deg(g(z)) = deg(z — ¢) + deg(h(z)) = 1+ deg(h(x)), mista
voidaan péitelld, ettd deg(h(x)) = k. Induktio-oletuksen mukaan polynomi

.., ¢x € C ovat polynomin h(x) k nollakohtaa, jotka eivit vélttaméatta ole
aina toisistaan poikkeavia. Nyt polynomi g(z) voidaan kirjoittaa muotoon
g(x) =alr —c)(x — 1) (x — ¢3) -+ (¥ — ¢x), missé ¢, ¢1, ¢a, ..., ¢ € C ovat
polynomin g(z) k + 1 nollakohtaa jotka eiviit valttdmatta ole aina toisistaan
poikkeavia. Néin induktioperiaatteen perusteella positiivista astetta n oleva

polynomi f(x) € C[z], jonka johtava kerroin on a, voidaan jakaa tekijoihin
fla) =alz—a)(x—c)- (x—cn),
missé ¢y, ¢y, ..., ¢, € C ovat polynomin f(x) nollakohdat. W

Apulause 4.1.3 Jos f(x) on renkaan Clx] polynomi ja luku z € C on po-
lynomin f(x) nollakohta, niin luvun z liittoluku Z on polynomin f(x) nolla-

kohta.

25



Todistus. [1, s. 318] Olkoon f(z) = ap+aiz+asz®+- - -+a,a" € Rz]. Jos z €
C on polynomin f(z) nollakohta ja samalla myos reaaliluku, niin z = Z eiké
mitdin todistettavaa ole. Oletetaan, ettd z € C on polynomin f(x) nollakohta
ja z ¢ R. Koska indeksin j kaikilla arvoilla @; = a; ja vastaavasti f(z) =

0, f(z) = 0 = 0. Edelleen kompleksilukujen liittolukujen laskutoimitusten

perusteella

0 = ap+arz+az2+ -+ a,2"
= WHTmZ+a+ - +a,2"
= G+ mzZ+ @+ T2
= ayt+@mZ+ag?®+ -+ a2

= ap+aZ+aZ + -+ a,z"

= f(2),
joten on osoitettu Z myds polynomin f(z) nollakohdaksi. B

Lause 4.1.4 Jos kompleksiluku z = a+bi, b # 0, on polynomin f(z) € R[z]
nollakohta, niin x* — 2ax + (a® + b%) on polynomin f(z) jaoton toisen asteen

tekiji renkaassa R|x].

Todistus. [1, s. 319] Jos z = a + bi, b # 0, on polynomin f(z) nollakohta,
niin lauseen 4.1.3 mukaan my6s Z = a — bi on polynomin f(z) nollakohta.
Nollakohtia vastaavat polynomin f(x) tekijat ovat x —a — bi ja x — a + bi,
joten

(x —a—bi)(x —a+bi) = 2" — 2ax + (a® + b?)

on myés polynomin f(x) tekiji. Koska a, b € R ja tekijin x? — 2ax + (a? + b?)
molemmat nollakohdat eivit ole reaalilukuja, tekijilli 22 — 2az + (a? + b?) ei

ole nollakohtia renkaassa R. Tdten z* — 2ax + (a* + b*) on jaoton renkaassa

R[z]. B

Lause 4.1.5 Jokainen renkaan R[x] polynomi voidaan jakaa johtavan ker-
toimen, renkaan R[z| ensimmdisen asteen ja jaottomien toisen asteen poly-

nomien tuloksi.

26



Todistus. [1, s. 320] Oletetaan, ettd f(z) € R[z] on sellainen polynomi, jonka
aste deg(f(x)) = n on pariton, ja olkoon a polynomin f(z) johtava kerroin.

Koska R[z] C Clz], niin f(z) € C[z]. Lauseen 4.1.2 perusteella polynomi

f@) = ale — )@ —e) (=), (¥)

missi ¢, g, ..., ¢, € C ovat polynomin f(x) nollakohdat, jotka voivat ol-
la yhtd suuria. Koska n on pariton, polynomilla f(x) on ainakin yksi nol-
lakohta joukossa R. Jos kaikki polynomin f(x) nollakohdat kuuluvat jouk-
koon R, niin yhtélossd (%) on tekijoihinjako suoritettu valmiiksi joukon R
ensimmaisen asteen polynomien tuloksi. Jos yksi tai useampi nollakohdista,
mutta eivit kuitenkaan kaikki, kuuluvat joukkoon R, niin nollakohdat ¢y,
Co, ..., C, voidaan jérjestdd uudelleen siten, ettd nollakohdat ¢y, co, ..., ¢k
ovat reaalilukuja ja cgxi1, Cryo, ..., ¢, ovat polynomin f(z) nollakohdat jou-
kossa C. Lauseen 4.1.3 mukaan polynomin f(z) nollakohdat esiintyvét aina
joukossa C liittolukupareina, joten jirjestetéén polynomin f(x) nollakohdat
uudelleen siten, ettd Cpi1 = Ckio, Chi3 = Ckidy - -+ Cn_1 = Cp. Apulauseen
4.1.4 mukaan edelld ryhmiteltyjd kompleksilukuja vastaavat polynomin f(x)

tekijéat voidaan kertoa pareittain tekijoihinjaosta
fl@) = alv—c)-(z = a)(@ = ) (@ = cera) - (2 = 1) (@ = ),

missi tulo (x—cp11) (7 —cpi2) on toisen asteen polynomi x? —2ax+(a*+1?) €
R[z] ja sitd seuraavat ryhmitellyt tulot muodostavat samaan tapaan renkaan
R[x] toisen asteen jaottomia polynomeja. Jos deg(f(x)) on parillinen, niin
polynomilla f(z) ei vélttdmétta ole nollakohtia joukossa R. Jos reaaliluku-
nollakohtia on olemassa, niitd on oltava parillinen mééra. Polynomi f(z) voi-
daan nyt jakaa johtavan kertoimen ja renkaan R[z| ensimmaéisen asteen poly-
nomien tuloksi tai johtavan kertoimen seké renkaan R[z] ensimméisen asteen
polynomien ja jaottomien toisen asteen polynomien tuloksi. Jos polynomilla
f(z) el ole reaalilukunollakohtia, niin polynomi voidaan esittdi renkaan R|x]

jaottomien toisen asteen polynomien tulona.
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Esimerkki 4.1.6 Polynomin f(z) = 2*—223+62?—22+5 € R ensimmdisen
asteen tekijit x + 1, x — i, x — 1+ 2t ja x — 1 — 20 ovat kaikki renkaan C
alkioita eli polynomilla f(z) ei ole ensimmdisen asteen tekijditd renkaassa

R. Kuitenkin havaitaan, etti (x +1i)(x —i) =2+ 1 ja (x — 1+ 2i)(z — 1 —

flx) = (22 +1)(2% — 22+ 5)

4.2 Polynomien nollakohdat renkaassa Q|z]

Lause rationaalijuurista 4.2.1 Olkoon f(z) = ap+ar1x+asx’+- - -+a,z"

renkaan Z[x] polynomi ja olkoon lisiksi § nollasta poikkeava rationaaliluku,

joka on sievennetty supistetussa muodossa. Jos § on funktion f(z) nollakoh-

ta, niin tdlloin p | ag ja q | ap.

Todistus. [1, s. 322] Olkoon £ polynomin f(z) nollakohta, joka on supiste-

tussa muodossa. Talloin

2 n
q q q

Kerrottaessa yhtdalon molemmat puolet termilld ¢" saadaan
a0q" + a1pg" " + agp?q" P 4 app”" =0
ja edelleen vihentdmaélld yhtdlon molemmilta puolilta termi a,p™ saadaan
aoq" +a1pq" " + aap*q" T s anap" g = —ap”.
Ottamalla g yhteiseksi tekijiksi yhtdlon vasemmasta puolesta saadaan

q (aoq" " + ar1pq" 7 + agp®" P A -+ apap™ ) = —anp™

Néin voidaan péételld, ettd ¢ | a,p™. Koska § € () ja on supistetussa muo-
dossa, niin ¢ 1 p ja télléin g 1 p™. Koska ¢ | a,p", niin tésta seuraa lukuteorian

alkeiden mukaan, etté ¢ | a,. Vastaavasti voidaan myos osoittaa, ettd p | aop. B
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Lauseen 4.2.1 avulla kokonaislukukertoimisten polynomien rationaaliluku-
nollakohtien etsiminen helpottuu huomattavasti, kun mahdollisia nollakohtia
saadaan yksinkertaisesti selville tutkimalla kertoimien aq ja a, tekijoiden eri
osamédrid mahdollisina ratkaisuina. Mikéli télla tavalla rationaalilukunolla-
kohtia ei 16ydy, niin niit4 ei ole. Lukiossa opetetaan tdmén menetelmén avulla
etsiméddn polynomien ratkaisuja, kun késitelldadn kolmannen tai korkeamman

asteen yhtéaloitda. Taustalla oleva teoria jatetddn yleenséd késittelemétta.

Apulause 4.2.2 Olkoot f(z), g(x) ja h(x) € Z[x] polynomeja, joille on voi-
massa f(z) = g(z)h(x). Jos p on alkuluku, joka jakaa jokaisen polynomin
f(z) kertoimen, niin tdlloin p jakaa jokaisen polynomin g(x) kertoimen tai

jokaisen polynomin h(x) kertoimen.
Todistus. [1, s. 324] Olkoon
f(z) = ap + a1x + apx® + - - + a,2™,

g(x) = by + bz + box® + - - + bya™,

h(z) = co + 1w + c2® + - - - + c o2t
ja tehdaén vastaoletus, ettd on olemassa polynomien g¢(z) ja h(z) kertoi-
mia, joita alkuluku p ei jaa. Nyt p jakaa polynomin f(x) jokaisen kertoi-
men. Polynomilla g(z) on kerroin b; seké polynomilla h(x) on kerroin ¢
siten, ettd p 1 b; ja p 1 ¢. Oletetaan lisiksi, ettd kertoimien indeksit j ja k
ovat pienimmét mahdolliset ei-negatiiviset kokonaisluvut. Polynomit g(x) ja
h(z) keskenéén kertomalla saadaan astetta j + k olevan termin kertoimeksi
boCjti+- - F+bj_1Ck1+bjck+bjr1ck_1+- - +bjrco. Toisaalta f(x) = g(z)h(z),

joten
Qjrk = boCjrr + -+ bj1¢kt1 + bjeg + bjpick—1 + -+ + bjxco.
Edelleen

bick = ajix — (boCjtr + -+ bjo1Ckr1 + bjpich—1 + -+ + bjixco). (%)
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Koska j pienin sellainen ei-negatiivinen kokonaisluku, ettd p{ b; ja p | by, p |

bi,...,p| bj_1. Vastaavasti k on pienin sellainen ei-negatiivinen kokonaisluku,
ettd pterjap|co,plen, .. pl e Koska p | ajpp sekd p | bocjir, -,
p | bj—1ckt1, P | bjyicr—1, ... ja p | bjyxco, niin p jakaa yhtélon (sx) oikean

puolen, joten p | bjci. Koska p on alkuluku, niin joko p | b; tai p | ¢k, mikéd
on ristiriita tehdyn vastaoletuksen kanssa. Niin ollen alkuluku p jakaessa
polynomin f(x) jokaisen kertoimen, p jakaa joko polynomin g(x) jokaisen

kertoimen tai polynomin h(z) jokaisen kertoimen. H

Apulause 4.2.3 Jos f(x) on renkaan Z[z] polynomi, joka voidaan esittidi
tulona f(x) = g(x)h(zx) renkaassa Q[x], niin on olemassa sellaiset polynomit
g (x), h*(z) € Z[z], ettd f(x) = g*(x)h*(x). Lisiksi deg(g(z)) = deg(g*(x))
ja deg(h(x)) = deg(h*(z)).

Todistus. [1, s. 326] Oletetaan, ettd f(z) = g(x)h(z), missd g(z), h(x) €
Q[z]. Jos a ja b ovat polynomien g(x) ja h(x) kertoimien nimittéjien pie-
nimmét yhteiset monikerrat, niin talléin polynomien ¢'(x) = ag(z) ja h'(x) =
bh(z) kertoimet ovat kokonaislukuja. Nyt abf(z) = abg(z)h(z) = [ag(x)][bh(z)] =
g (z)h (x). Jos alkuluku p jakaa tulon ab, niin p jakaa polynomin abf(x) jo-
kaisen kertoimen. Apulauseen 4.2.2 mukaan p jakaa joko polynomin ¢'(x)
tai polynomin A'(z) jokaisen kertoimen. Jos p jakaa polynomin ¢'(z) jokai-
sen kertoimen ja luvulla p jaetaan polynomin ¢'(z) jokainen termi, saadaan
néin kokonaislukukertoiminen polynomi. Vastaavasti polynomin A/'(z) termit
voidaan jakaa luvulla p, jos polynomin h/(z) jokainen kerroin on jaollinen
luvulla p. Koska tulolla ab on &arellinen méaard alkulukutekijoitd, voidaan
toistuvasti jakaa yhtélon abf(x) = ¢'(z)h/(z) molemmat puolet tulon ab al-
kulukutekijoilla. Asrellisen mésrian vaiheita jilkeen saadaan yht#lé muotoon
f(z) = g*(z)h*(x), missd yhtélon oikean puolen polynomit g*(z) ja h*(x)
ovat edelleen kokonaislukukertoimisia. On lisdksi selvéa, etteivit polynomi-
en g(x) ja h(x) asteluvut muutu, kun yhtélo jaetaan toistuvasti kokonaislu-
vuilla. Niin ollen deg(g(x)) = deg(g*(x)) ja deg(h(x)) = deg(h*(z)). B
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Ferdinaad Gotthold Eisenstein (1823-1852) oli saksalainen matemaatikko,
joka tunnetaan parhaiten hidnen nimeédédn kantavasta lauseesta polynomien

jaottomuudelle.

Eisensteinin kriteeri jaottomuudelle 4.2.4 Olkoon f(x) = ag + a1z +
oo+ apz™ polynomi renkaassa Zlx]. Jos on olemassa sellainen alkuluku p,

jolle
(i) pla;, kuni=0,1,2,....,n—1,
(it) pfan
(iii) p* tag ,
niin f(z) on jaoton renkaassa Q|x].
Todistus. [1, s. 327] Jos f(z) jaollinen renkaassa Q[z], niin on olemassa
polynomit g(z) ja h(xz) € Qx] siten, ettd f(z) = g(x)h(x). Lisdksi n =
s+t, missd 1 < s,t < n, deg(g(x)) = s ja deg(h(x)) = t. Apulauseen 4.2.3
mukaan on olemassa sellaiset ¢*(x) ja h*(z) € Zlz], ettd f(x) = g*(x)h*(z),
deg(g(x)) = deg(g”(x)) ja deg(h(x)) = deg(h*(x)). Jos
g () = bo+bx+--+bsx’,
h*(z) = co+cz+- -+l

niin
ap+ a1z + 4 apx™ = (bg + bz + - + b2®)(co + 1z + -+ + ¢at). (%)

Oletetaan nyt, ettéa p on alkuluku, joka toteuttaa Eisensteinin kriteerin ehdot
(i) — (iii). Olkoon ag = bycy, ja koska p on alkuluku ja p | ag, niin joko
p | by tai p | co. Tehdédén vastaoletus, ettd molemmat p | by ja p | ¢y ovat
voimassa. Télloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut k; ja ks, ettd by = pky
ja co = pky. Niin havaitaan, ettd ag = bocy = p*kike, ja nyt p? | ag. Tamé
on kuitenkin ristiriidassa ehdon (iii) kanssa, joten ainoastaan toinen, p | by

tai p | o, voi olla voimassa. Oletetaan, ettd p | by ja p 1 co. Koska a,, = bsc;
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ja ehdon (ii) mukaan p { a,, niin p { bs ja p 1 ¢. Olkoon k, k < s <
n, pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd p t bg. Selvisti téllainen
kokonaisluku on olemassa, silla p 1 bs. Kun yhtdlon (x) molempien puolten

termien 2* kertoimia verrataan keskeniin, saadaan
a = bocy, + bicg—1 + -+ + bico,
ja néin ollen
bico = a — (bocy + bicp—1 4 - - - + br_1c1). (%)

Koska p | ax ja k on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, etta p 1 by,
niin kaikki yhtdlon (x%) oikean puolen termit ovat jaollisia alkuluvulla p.
Tésta seuraa, ettd p | brco, mikd on mahdotonta, silla p 1 b ja p 1 ¢o. Vas-
taavasti voidaan késitella tapaus, jossa p 1 by ja p | co. Néin on saatu selville,
ettd ehdot (i) — (iii) toteuttava polynomi f(z) ei voi olla jaollinen renkaassa

Q[z], joten polynomi f(x) on jaoton renkaassa Q[z|. B
Edellisen todistuksen yhtaloon (%) on korjattu lahdekirjallisuuden virhe
lisdamalla puuttuneet sulkeet.

Méiritelma 4.2.5 Jos polynomi f(z) = ag+ayx + asx® + - - - + a,z" € Zlx]

ja p on alkuluku, niin polynomia
[flp(z) = [ao] + [a1]w + [az]a® + - + [an]2" € Z,[a]
kutsutaan polynomia f(x) vastaavaksi renkaassa Zy[x| polynomiksi.

Lause 4.2.6 Olkoon f(z) = ag + a1z + asx® + -+ - + apa™ renkaan Z,|x]
polynomi ja olkoon p sellainen alkuluku, jolle p { a,. Jos [f],(z) on jaoton

renkaan Zy[z)|, niin f(x) on jaoton renkaassa Q[z].

Todistus. [1, s. 328] Jos [f],(z) on jaoton renkaassa Z,[z|, niin f(z) on
joko jaoton renkaassa Q[z] tai se ei ole. Oletetaan, ettd f(z) ei ole jaoton

renkaassa Q[x]. Nyt apulauseen 4.2.3 mukaan on olemassa sellaiset polynomit
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g(x), h(x) € Zx], jotka ovat positiivista astetta ja f(x) = g(z)h(x). Koska
a, on polynomien g(x) ja h(x) johtavien kerrointen tulo ja p { a,, niin p ei
voi jakaa polynomin g(z) johtavaa kerrointa eikd polynomin h(x) johtavaa

kerrointa. Nain ollen

deg([glp(x)) = deg(g(x)) ja deg([h],(x)) = deg(h(x)),

eiké ole vaikea osoittaa, etta [f],(x) = [g],(z)[h],(x). Siis on 16ydetty positii-
vista astetta olevat polynomit [g],(z), [h],(z) € Z,[z], jotka ovat polynomin
[f]p(x) tekijét. Tama on kuitenkin ristiriita, silld [f],(x) on jaoton renkaassa
Zy|x). Siis jos [f],(z) on jaoton renkaassa Z,[z|, niin f(x) on jaoton renkaassa

Q[z]. W
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