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Tamén tutkielman tarkoituksena on perehdyttéid lukija Diofantoksen yhtéloihin. Ne
ovat kokonaislukukertoimisia yhtaloita, joille etsitddn kokonaislukuratkaisuja. Ty0s-
sé esitelldin mm. Fermat’n suuri lause ja muutamia muita tunnettuja Diofantoksen
yhtaloihin liittyvid lauseita. Lukijan oletetaan tuntevan matematiikan yleiset mer-

kintatavat ja hallitsevan algebran alkeet.

Ensimmiisessi luvussa esitelldan lyhyesti myohemmin tarvittavia lukuteorian méaa-

ritelmié ja aputuloksia.

Toisessa luvussa tarkastellaan Pythagoraan kolmikoita ja kolmioitakin sekd niihin
ldheisesti liittyvid tuloksia, joihin kolmannessa luvussa esiteltdvd Fermat’n suuri

lausekin pohjautuu.

Kolmannessa luvussa esitellddn Fermat'n suuri lause ja muutamia muita siihen 14-

heisesti liittyvié lauseita.

Neljannessa luvussa tarkastellaan kokonaislukujen esittdmistd aluksi kahden ja myo6-

hemmin useamman kokonaislukunelion summana.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on perehdyttédi lukija Diofantoksen yhtéloihin. Ne
ovat kokonaislukukertoimisia yhtaloité, joille etsitdin kokonaislukuratkaisuja. Tyos-
sé esitelldin mm. Fermat’n suuri lause ja muutamia muita tunnettuja Diofantoksen
yhtéloihin liittyvid lauseita. Tutkielmassa seurataan paildhteeni kiytetyn Elemen-
tary Number Theoryn [1] esitysjéirjestystd ja -tapaa. Esitystd on tiydennetty péé-
lihteen harjoitustehtévista poimitulla todistustehtavilld (ks. s. 15-16) ja itse johde-
tulla tuloksella (ks. s. 22-23) sekd muutamalla yksinkertaisella keksitylld esimerkilla.
Havaitut painovirheet on mainittu aiheen késittelyn yhteydessi. Lukijan oletetaan
tuntevan matematiikan yleiset merkintédtavat ja hallitsevan algebran alkeet.

Ensimmiisessi luvussa esitellddn lyhyesti myohemmin tarvittavia lukuteorian
méadritelmid ja aputuloksia. Todistukset on sivuutettu téssd luvussa lukuun otta-
matta apulausetta 1.2.2 (ks. s. 4), jota ei 16ydy suoraan kiytetyistéd lahteisté.

Toisessa luvussa tarkastellaan Pythagoraan kolmikoita ja kolmioitakin seké niihin
laheisesti liittyvid tuloksia, joihin kolmannessa luvussa esiteltivd Fermat'n suuri
lausekin pohjautuu.

Kolmannessa luvussa esitelliin Fermat’n suuri lause ja muutamia muita siithen
ldheisesti liittyvid lauseita. Fermat’n suuresta lauseesta kiinnostuneille suosittelen
teosta Fermat’n viimeinen teoreema [4], joka sivuuttaa matemaattisen tarkastelun
ja keskittyy esittelemédn aihetta historiallisesta nikokulmasta.

Neljannessa luvussa tarkastellaan kokonaislukujen esittamista aluksi kahden ja

myohemmin useamman kokonaislukunelién summana.



1 Valmistelevia tarkasteluita

Téssa luvussa esitelladn tyossd mychemmin kiytettivat kisitteet ja merkinnéat. Li-
séiksi esitetdén kolme apulausetta, joita tarvitaan lukujen 2 ja 3 tarkasteluissa. Kaik-
ki tyossa kiytetyt luvut ovat kokonaislukuja, joten sité ei ole joka kohdassa erikseen

mainittu.

1.1 Tarvittavien kasitteiden maaritelmia

Maéritelmi 1.1.1 (vrt. [2], s. 4) Luku a on luvun b tekijd, jos on olemassa sellainen
kokonaisluku ¢, ettd b = ac. Tall6in sanotaan myos, ettd luku a jakaa luvun b.

Merkint& Jos luku @ on luvun b tekiji, niin merkitéén a | b. Muutoin merkitaéin
a [ b.

Maééritelma 1.1.2 (ks. [2], s. 12) Luku p (>1) on alkuluku, jos sen ainoat posi-

tiiviset tekijat ovat 1 ja p.

Maiédritelmi 1.1.3 (ks. [2], s. 5) Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin
toinen on # 0. Silloin luku ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd, jos

)cla, ¢|bja

2)d|a, d|b=d<c

Merkinti Lukujen suurinta yhteistéd tekijad merkitdan symbolilla syt(a, b).

Maéritelma 1.1.4 (ks. [2], s. 6) Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, jos
syt(a,b) = 1.

Maéédritelmi 1.1.5 (ks. [2], s. 18) Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Silloin
sanotaan, ettd luku a on kongruentti luvun b kanssa, jos m | (a — b).

Merkinta Jos luku a on kongruentti luvun b kanssa modulo m, niin merkitain

a=0b (modm).

Maééritelmi 1.1.6 (ks. [3], s. 23) Olkoon m positiivinen kokonaisluku (> 2) ja
a sellainen kokonaisluku, ettd syt(a, m) = 1. Silloin a on nelionjiinnos modulo m,
jos kongruenssi x> = a (mod m) on ratkeava, ja nelidnepdjiinnis modulo m, jos

kongruenssi 2 = a (mod m) ei ole ratkeava.



Maéaritelma 1.1.7 (ks. [3], s. 25) Olkoon p pariton alkuluku ja a sellainen

kokonaisluku, etté p f a. Legendren symboli (%) méadritelliéin kaavalla

(a> 1, jos a on neli6njaannés (mod p),
o) =

—1, jos a on nelibnepdjainnés  (mod p).

1.2 Nelja apulausetta

Apulause 1.2.1 (ks. [2], s. 13-14) Aritmetiikan peruslause. Jokainen kokonaisluku
a (> 2) voidaan esittdd alkulukujen tulona, joka on yksikéisitteinen tekijoitten jér-
jestysta lukuun ottamatta. Tama esitys on nimeltdan kanoninen alkutekijdesitys eli

kanoninen esitys, ja se on muotoa

an

I ai a
G=p1 "pP2°:Pn

missi p1, P2, . - -, Pu(P1 < pa < - -+ < py,) ovat luvun a alkutekijét ja aq, ag, . . ., a, > 0.
Apulause 1.2.2 Jos a on kokonaisluku, niin ¢*> =0 tai 1 (mod 4).

Todistus. Jokaista kokonaislukua a kohti on olemassa yksikésitteinen r € {0, 1,2, 3}
niin, ettd a = r (mod 4) (vrt. [2], s. 20). Jos a = r (mod 4), niin a® = r? (mod 4)
(vrt. [2], s. 18). Koska

0 = 0 (mod 4),
12 = 1 (mod4),
22 = 4=0 (mod 4),
32 = 9=1 (mod 4),

niin on osoitettu, etti jokaista kokonaisluvun nelioti a? kohti on yksikiisitteinen
r? € {0, 1} niin, ettd a®> = r? (mod 4). O
Apulause 1.2.3 (ks. [1], s. 192-193) Jos p on pariton alkuluku, niin

p

<_1) 1, josp=1 (mod 4),
—1, josp=3 (mod 4).



Apulause 1.2.4 (ks. [2], s. 24) Kongruenssi
ar =b (mod m)

on ratkeava silloin ja vain silloin, kun syt(a, m) | b.

2 Pythagoraan kolmikoista

2.1 Pythagoraan kolmikot

Maiéritelmi 2.1.1 (ks. [1], s. 243) Kolmen kokonaisluvun joukkoa z,y, z sanotaan
Pythagoraan kolmikoksi, jos luvuille x, y, z on voimassa yhtilo 2% +y? = 22. Kolmik-

koa sanotaan primitiiviseksi, jos syt(z,y, z) = 1.

Tunnetuimpia Pythagoraan kolmikoita ovat 3,4, 5 ja 5,12, 13. Sen sijaan kolmik-
ko 12, 35,37 on jo huomattavasti vihemmaén tunnettu.

Pythagoraan kolmikoista kannattaa huomioida seuraava ominaisuus. Oletetaan,
ettd x,y,z on mielivaltainen Pythagoraan kolmikko ja ettd d = syt(x,y, z). Kun

merkitddn r = dzq,y = dy;, z = dzq, niin havaitaan, etti

2 2 2
1‘1 +y1 = :_:Zla

missi syt(zq,y1,21) = 1. Kolmikko 21, y1, 21 on siis primitiivinen Pythagoraan kol-
mikko. Riittda siis, kun etsii kaikki primitiiviset Pythagoraan kolmikot, silld jokai-
nen Pythagoraan kolmikko saadaan kertomalla jokin primitiivinen kolmikko sopi-
valla nollasta poikkeavalla kokonaisluvulla. Lisdksi voidaan keskittyéd sellaisiin pri-
mitiivisiin Pythagoraan kolmikoihin z,y, z, joille x > 0,y > 0,z > 0, silld muut
primitiiviset kolmikot saadaan yksinkertaisesti merkkis vaihtamalla.

Seuraavaksi esitetddn kaksi apulausetta, joista ensimméinen koskee Pythagoraan

primitiisten kolmikoiden perusominaisuutta.

Apulause 2.1.2 (ks. [1], s. 243-244) Jos z,y, z on primitiivinen Pythagoraan

kolmikko, niin toinen luvuista x tai y on parillinen ja toinen pariton.

Todistus. Jos x ja y ovat molemmat parillisia, niin 2 | (22 + 3?) ja siis 2 | 22, joten

2 | z. Tasta seuraa, etti syt(x,y,z) > 2, mikd on ristiriidassa mééritelman 2.1.1



kanssa. Jos taas x ja y olisivat molemmat parittomia, niin 2 = 1 (mod 4) ja y* =
(mod 4), misté seuraa

2 =2+1y*=2 (mod 4).

Tamé on yhté lailla mahdotonta, silld apulauseen 1.2.2 mukaan 2% = 0 tai 1 (mod 4).
U

Olkoon z,y,z mielivaltainen primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Silloin tés-
mélleen yksi luvuista x, y, z on parillinen ja muut kaksi ovat parittomia. Jos kaikki

luvut olisivat parittomia, niin 22 + y? olisi parillinen ja 22

olisi pariton. Edellinen
apulause osoittaa, ettd pariton kokonaisluku on joko x tai y. Tasta eteenpéin vali-
taan muuttujat siten, ettd x on parillinen ja y pariton. Télloin luku 2z on tietenkin
myos pariton.

Téssé yhteydessa kannattaa huomioida, ettd luvut z, v, 2 ovat pareittain suhteel-
lisia alkulukuja. Jos syt(x,y) = d > 1, niin on olemassa sellainen alkuluku p, ettd
p|d Koska d |z jad |y, niinp|zjap]|y. Siispi p | 2° ja p | y* Tésti seuraa,
ettd p | (% + y?), ja niin ollen p | 22, miki tarkoittaa, ettd p | z. Edelld saatu tulos
on ristiriidassa sen olettamuksen kanssa, ettd syt(z,y,z) = 1 eli d = 1. Voidaan siis
todeta, ettd syt(y, z) = syt(z, z) = 1.

Apulauseesta 2.1.2 seuraa, ettéd ei ole olemassa sellaista primitiivistd Pythago-
raan kolmikkoa z,y, z , joissa kaikki luvut olisivat alkulukuja. Sellaisia primitiivisié
Pythagoraan kolmikoita on olemassa, jossa z ja toinen luvuista x tai y ovat alkulu-
kuja. Téllaisia kolmikoita ovat esimerkiksi 3,4,5 ja 11,60, 61 ja 19,180, 181. Sita ei
vield tiedetd, onko téllaisia kolmikoita ddreton m&ara.

Seuraavaksi on osoitettava, ettd jos luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja ja
niiden tulo on nelio, niin myo6s luvut a ja b ovat neliditd. Apulauseen 1.2.1 avulla

voidaan todistaa téata yleisempikin tulos.

Apulause 2.1.3 (ks. [1], s. 244-245) Jos ab = ¢" ja syt(a, b) = 1, niin on olemassa

sellaiset positiiviset kokonaisluvut aq, by, ettd a = a1™ ja b = by".

Todistus. Yleisyyden kirsiméttd voidaan olettaa, ettd a > 1 ja b > 1. Olkoot

a = p1k1p2k2 .. _prk'r’ b — q1]1q2]2 ... qus
lukujen a ja b kanoniset esitykset. Nyt jokainen luvuista pi,ps,...,p, on eri suu-
ri lukujen qq,¢o,...,qs kanssa, silld syt(a,b) = 1. Tdmén vuoksi tulo ab voidaan



kirjoittaa muodossa
ab = pFipa* - p gy - g e

Olkoon luvun ¢ kanoninen esitys ¢ = u;" ug™? - - - ', Silloin yhtéld ab = ¢” voidaan

kirjoittaa muodossa

PP p g g g = M ™
Y114 olevasta yhtalostd ndhdéadn, ettd alkuluvut uq, ..., u; ovat samoja alkulukujen
D1y PryQ1, - - -5 Qs kanssa jossain jarjestyksessd. Lisdksi luvut nily, ..., nl; vastaa-
vat eksponentteja kq,..., k., J1,...,Js. Nain ollen luku n selvéstikin jakaa jokaisen
luvuista kq, ..., k., j1, ..., Js. Jos kirjoitetaan
a; = p1k1/np2k2/n . _prkr/n’

b = @ g,
niin saadaan yhtalot a,”™ = a ja b;" = b. O

Lause 2.1.4 (ks. [1], s. 245-246) Kaikki Pythagoraan yhtélon x? + y? = 22
ratkaisut, jotka toteuttavat ehdot syt(x,y,z) = 1,2 |z, 2 > 0,y > 0,z > 0, saadaan
kaavoilla

r=2sty=s>—t* 2=35"+1°
missd s,t € Z, s >t >0, syt(s,t) =1 ja s#t (mod 2).

Todistus. Olkoon x, ¥, z sellainen primitiivinen Pythagoraan kolmikko, missi z,y, z €
Z. Merkitdan kolmikon parillista lukua symbolilla z, jolloin luvut y ja z ovat pa-
rittomia. Nyt z — y ja z 4+ y ovat parillisia. On siis olemassa sellaiset positiiviset

2

kokonaisluvut u ja v, etti 2 —y = 2u ja 2 +y = 2v. Yhtilo 22 + y? = 22 voidaan

kirjoittaa muodossa

=2 -y =(z—y)(z+y),

(2/2)? = ("’ . y) (z—;—y) — .

Luvut u ja v ovat suhteellisia alkulukuja, silld jos syt(u,v) = d > 1, niin d|(u —v) ja

joten




d|(u+wv) tai yhtapitévisti d|y ja d|z, miki on ristiriidassa sen kanssa, etti syt(y, z) =
1. Apulauseen 2.1.3 perusteella luvut u ja v ovat molemmat kokonaislukunelioité.
Voidaan siis merkiti u = s ja v = t2, missi s,t € Z,. Sijoittamalla nimi arvot

saadaan

z= utv =s+17
Y= u—"uv =52 — 17

2= duv = 4%t

Viimeinen rivi voidaan kirjoittaa myos muodossa x = 2st. Koska lukujen s ja ¢
yhteinen tekija jakaa molemmat luvuista y ja z, niin ehdosta syt(y, z) = 1 seuraa,
ettd myos syt(s,t) = 1. On huomattava, etti jos s ja t olisivat molemmat parillisia
tai molemmat parittomia, niin téstd seuraisi, ettd sekd y ettd z olisivat parillisia.
Tamé ei kuitenkaan ole mahdollista, joten toinen luvuista s ja ¢ on parillinen ja
toinen pariton eli s#t (mod 2).

Oletetaan seuraavaksi, ettd luvut s ja ¢ ovat edelld méaéritellyt ehdot tayttavia

kokonaislukuja. Silloin kaavasta
1,2 +y2 _ (28t)2 + (82 —t2)2 _ (82 —|—t2)2 — 22

on helposti havaittavissa, ettii x = 2st,y = s> — t2, 2 = s? 4+ ¢ on Pythagoraan
kolmikko. Primitiivisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd syt(z,y, z) = d > 1 ja etté
luku p on jokin luvun d alkulukutekijoistd. Koska toinen luvuista s, t on parillinen ja
toinen pariton, niin myos s2+t2 on pariton. Koska p jakaa parittoman kokonaisluvun
z, niin selvésti p # 2. Lisiksi p jakaa nyt luvut y ja z, jolloin p | (z+vy) jap | (2 —y)
eli p | 2s* ja p | 2t. Tésti seuraa, ettd p | s ja p | t. TAmé on kuitenkin mahdotonta,
koska syt(s, t) = 1. Néin ollen d = 1 ja kolmikko x, y, z on primitiivinen Pythagoraan
kolmikko. ]

Huomiona mainittakoon, etté lahteessi [1] on edelld esitetyssé todistuksessa pai-
novirhe (2st)? + (s? — t?)? = (s + t)?. Yhtilon oikean puolen pitiisi olla (s* + ¢2)2.

Taulukossa 1 on esitetty muutamia pienimpid Pythagoraan kolmikoita.



x Y z
s t (2st) (s*—t%) (s +1t%)

2 1 4 3 5
3 2 12 Y 13
4 1 8 15 17
4 3 24 7 25
5 2 20 21 29
5 4 40 9 41
6 1 12 35 37
6 3 60 11 61
7 2 28 45 23
7 4 26 33 65
7 6 84 13 85

Taulukko 1: Pythagoraan kolmikoita.

2.2 Pythagoraan kolmion sisdin piirretty ympyra

Sellaista suorakulmaista kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat kokonaislukuja, sa-
notaan Pythagoraan kolmioksi. Edellisessé alaluvussa esitetyista tuloksista voidaan

johtaa seuraava Pythagoraan kolmioihin liittyva lause.

Lause 2.2.1 (vrt. [1], s. 247-248) Pythagoraan kolmion siséén piirretyn ympyréin

siateen pituus on kokonaisluku.

Todistus. Olkoon AABC' Pythagoraan kolmio ja r sen sisdidn piirretyn ympyran
siteen pituus. Merkitddn ympyrin keskipistettd symbolilla O. Valitaan merkinnét
siten, ettd AB on kolmion hypotenuusa. Olkoot nyt kolmion sivujen pituudet z =
|BC|,y = |CA|,z = |AB|. Kolmion AABC pinta-ala on sama kuin kolmioiden
AAOC, AABO ja ABCO pinta-alojen summa, eli

1 1oLl L ooty
—TY = =1rx =T —rz = =r\x €T .
A 2" Ty 2 y

Kuva 1 havainnollistaa tilannetta.
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Kuva 1: Pythagoraan kolmion sisdén piirretty ympyra.

Nyt 22 + y? = 22. Lauseen 2.1.4 mukaan edellii olevan yhtilon positiiviset rat-

kaisut saadaan kaavasta
x=2kst, y=k(s*—1%), z = k(s> — t?)

valitsemalla muuttujat k, s, ¢ sopivasti. Sijoittamalla ndmé muuttujat yhtaloon zy =

r(z +y + z) ja ratkaisemalla se muuttujan r suhteen saadaan

2k?st(s* — t?)

: k(2st + s2 —t2 + s2 4 t2)
_ kt(s*—1?)
B s+t)
= kit(s—1t),
joka on selvisti kokonaisluku. O

3 Pierre de Fermat

Pierre de Fermat oli 1600-luvulla elinyt ranskalainen matemaatikko, joka tunne-
taan mm. todennikoisyyslaskennan seké differentiaali- ja integraalilaskennan edel-
ldkdvijand. Usein hdnet muistetaan kuitenkin huomautuksesta, jonka hén kirjoitti
Diofantoksen Arithmetica-teoksen marginaaliin. Hin nimittéin vaitti todistaneensa,
ettd Diofantoksen yhtalolla 2™ + y™ = 2" ei ole epétriviaalia ratkaisua, jos n > 2.
Itse todistusta hén ei esittdanyt, koska marginaali oli sithen hdnen mukaansa liian
pieni. Han kuitenkin esitti toisaalla todistuksen tapaukselle n = 4. Tamé todistus

kasitellaan seuraavassa alaluvussa.



3.1 Fermat’n suuri lause

Lause 3.1.1 (ks. [1], s. 250-252) Jos z,y, z ovat positiivisia kokonaislukuja, niin

Diofantoksen yhtilolls z* + y* = 22 ei ole ratkaisua.

Todistus. Tehdiin vastaoletus, etts yhtlollid o +y* = 22 on positiivinen kokonais-
lukuratkaisu xg, yo, 20. Yleisyyden kirsimétta voidaan olettaa, ettd syt(zo,yo) = 1.

Kun yhtils 2* + y* = 22 muutetaan muotoon
(20%)” + (10*)* = 27,

niin huomataan, etti kolmikko 42, yo2, 2o on primitiivinen Pythagoraan kolmikko.
Apulauseen 2.1.2 mukaan toinen luvuista zy2, 3o on parillinen ja toinen pariton. Va-
litaan merkinniit siten, ettd (% on parillinen. Nyt lauseen 2.1.4 mukaan on olemassa

sellaiset positiiviset kokonaisluvut s ja ¢, joille

ro? = 2st,
w' = 8-t
20 = 32—|—t2,

missi s > ¢ jasyt(s,t) = 1. Liséksi toinen luvuista s, t on parillinen ja toinen pariton.

Jos s olisi parillinen, niin
l=y’=s"—t*=0—-1=3 (mod 4),

mika ei tietenkddn ole mahdollista. Niin ollen s on pariton ja ¢ parillinen. Merkitdan

t = 2r, jolloin yhtild z9? = 2st saadaan muotoon x> = 4sr ja edelleen muotoon
(z0/2)? = sr.

Apulauseen 2.1.3 mukaan kahden suhteellisen alkuluvun tulo on nelié vain, jos tulon
molemmat tekijit ovat neliditd. Voidaan siis kirjoittaa s = 22,7 = w;?, missi
21, w; € Z,. Tarkastellaan nyt yhtilod 192 = s® —t2, joka saadaan termeji siirtAmalli
muotoon

t2 + y02 = 82.

Koska syt(s,t) = 1, niin syt(¢,zg,s) = 1. Téstd seuraa, ettd kolmikko ¢, xq,s on

10



primitiivinen Pythagoraan kolmikko, ja koska ¢ on parillinen, niin voidaan kirjoittaa

t = 2uwv,
_ .2 2
Yo = uw —v,
s = u? —1—'02,

missd syt(u,v) =1 ja u > v > 0. Koska
w =1t/2 =1 =w?

niin apulauseen 2.1.3 mukaan luvut u ja v ovat neliditd. Merkitdéin siis u = x;? ja

v = ;2. Sijoittamalla nimi arvot yhtiloon 2,2 = s = u? + v? saadaan

2 4 4
=21 +y1 .

212 =s=u’ + v
Koska z; > 0 ja t > 0, niin on voimassa epayht&lo

0<z<z’l=s<s<s?+t*?=z.

Niin ollaan konstruoitu yhtilon z* 4+ y* = 22 ratkaisusta 2o, 9o, 2o toinen ratkaisu
21,1, 21, missd, 0 < z; < zg. Samaa menetelméd toistamalla ratkaisu x1, yy, z; johtaa
ratkaisuun xs, yo, 20, missé, zo < z;. Tatéd ketjua voidaan jatkaa loputtomasti, jolloin

tuloksena on ddreton suppeneva positiivisten kokonaislukujen sarja
20 > 21 > 29 > v
Tamé& on ristiriidassa sen kanssa, ettd lukua z, pienempid positiivisia kokonaislu-

kuja on vain #irellinen méiri. Niin ollen yhtilolld x* + y* = 22 ei ole positiivista

kokonaislukuratkaisua. O
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Seuraus 3.1.2 (ks. [1], s. 252) Yhtdlolld 2* + y* = z* ei ole positiivista koko-

naislukuratkaisua.

Todistus. Olkoon xg, 3o, 2o Yhtilon z* 4+ y* = 2* ratkaisu. Silloin kolmikko x, yo, 20>

on yhtilén x4 + y* = 22 ratkaisu, mikéi on ristiriidassa lauseen 3.1.1 kanssa. U

Tarkastellaan seuraavaksi Fermat'n yhtiloa =" + y™ = 2". Jos n > 2, niin apu-
lauseen 1.2.1 mukaan luku n on joko luvun 2 potenssi tai jaollinen parittomalla
alkuluvulla p. Jos n on luvun 2 potenssi, niin on olemassa sellainen positiivinen ko-

konaisluku k, ettd n = 4k, ja talloin yhtilo 2™ +y"™ = 2" voidaan kirjoittaa muodossa

Seurauksen 3.1.2 mukaan yhtél6lla ei ole ratkaisua joukossa Z . Toisaalta jos n = pk,

niin Fermat'n yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa
(@) + (") = (M)

Jos nyt pystyttiisiin osoittamaan, ettei edelld olevalla yhtilolla ole positiivista ko-
konaislukuratkaisua, niin olisi osoitettu, ettd yhtilo z" + y” = 2" ei ole ratkeava
joukossa Z,. Néin ollen Fermat’'n suuri lause pelkistyy muotoon: jos p on pariton
alkuluku, niin yht&lolla

2P 4y = 2P

ei ole positiivista kokonaislukuratkaisua.

Fermat'n suuren lauseen todistuksen syntymiseen on vaikuttanut useita henki-
16ita eri aikakausilla, mutta lopullisen todistuksen esitti brittildinen matemaatikko
Andrew Wiles (s. 1953) vuonna 1995. Wilesin todistus perustuu nykyaikaiseen ma-
tematiikkaan, eikd hanen kdyttdmidén tuloksia ollut kiytossd Fermat’'n aikana. (Ks.
[1], s. 242; [4], s. 8-13, 59-97.)

3.2 Muita lauseita

Siirrytddn nyt tarkastelemaan yhtdlon x? 4 y* = 2z* kanssa hyvin liheistd yhtiloi
x* — y* = 2%, jonka ratkeamattomuus joukossa Z, voidaan todistaa lauseen 3.1.1

todistuksen periaatteella.
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Lause 3.2.1 (ks. [1], s. 254-256) Yhtalolld 2* — y* = 22 ei ole positiivista koko-

naislukuratkaisua.

Todistus. Tehddan vastaoletus, ettd xg, yo, zo on yhtélon sellainen ratkaisu, missé
2o on pienin mahdollinen muuttujan x arvo. Talléin xy on selvéstikin pariton. Jos

syt(xo, o) = d > 1, niin sijoittamalla xy = dxq, yo = dy; saadaan yhtilo
d4($14 - y14) = 2’027

missi d? | zo eli zg = d°z;, kun 2, € Z,. Tisté seuraa, ettd xy,y;,2; on yhtilon
z* — y* = 22 sellainen ratkaisu, etti on voimassa epiyhtild 0 < x; < xp. Tamé
on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Siispi voimme olettaa, ettd syt(zo,yo) = 1.
Todistus jakaantuu kahteen erilliseen tapaukseen sen mukaan, onko luku gy, parillinen
val pariton.

Tarkastellaan ensin tapaus, jossa yo on pariton. Kun yhtild zo* — yo* = 22 kir-
joitetaan muodossa 2% + (y0%)? = (20?)?, huomataan, etti 2o, yo?, 2¢? on primitiivi-
nen Pythagoraan kolmikko. Lauseen 2.1.4 mukaan on olemassa sellaiset positiiviset

kokonaisluvut s ja t, joille on voimassa kaavat

zo = 2st,
w = 8-t
202 = 2412

missi syt(s,t) = 1, s > t. Niin ollen voidaan kirjoittaa
sttt = (2 +17) (s — %) = 2o’y = (woyo)?,

misti seuraa, ettii s, t,zg,7o on yhtilon xz* — y* = 22 ratkaisu joukossa Z,. Nyt
kuitenkin 0 < s < v/s2 + {2 = x, miké on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, jonka
mukaan x, on pienin mahdollinen yhtilén z* —y* = 22 toteuttava muuttujan = arvo.

Seuraavaksi on vield kisiteltdva tapaus, jossa yo on parillinen. Primitiivisten

Pythagoraan kolmikoiden kaavoja sopivasti muokkaamalla saadaan

yo = 2st,
20 = §°— t2,
l'02 = 32 + t2,
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missi s olkoon parillinen ja ¢ pariton. T#lloin yhtilossi yo? = 2st on voimassa ehto
syt(2s,t) = 1. Apulauseen 2.1.3 mukaan luvut 2s ja ¢t ovat positiivisia kokonaislu-
kunelibitid. Merkitdin siis 2s = w?, ¢t = v2. Koska w on parillinen, merkitifin lisiksi

w = 2u, jolloin saadaan s = 2u?. Siis
zo? = §2 4+ 12 = 4ut + v,

eli kolmikko 2u?,v? zy muodostaa primitiivisen Pythagoraan kolmikon. Lauseen

2.1.4 mukaan on olemassa sellaiset kokonaisluvut a > b > 0, joille

2u? = 2ab,
o= =12
rg = a’+ b,

missi syt(a, b) = 1. Yhtilo u? = ab osoittaa, ettd luvut a ja b ovat neliditii. Merkitéiin

siis @ = ¢? ja b = d?, jolloin saadaan
v=a?-0 =" —dh
Niin ollaan saatu yhtélolle 24 — y* = 22 ratkaisu ¢, d, v, missé
0<c=+a<a®+b =,

miki on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Koska molemmissa tapauksissa paadyt-
tiin ristiriitaan, voidaan todeta, ettei yhtalolld z* —y* = 22 ole ratkaisua positiivisten

kokonaislukujen joukossa. O

Lause 3.2.2 (ks. [1], s. 256-257) Pythagoraan kolmion pinta-ala ei voi koskaan

olla kokonaisluvun nelid.

Todistus. Tehdadén sellainen vastaoletus, ettd on olemassa sellainen Pythagoraan
kolmio AABC, jonka ala on nelio. Olkoon kolmion AABC hypotenuusa z, ja olkoot
kateetit x ja y. Télloin on voimassa yhtilo z? + y? = 22. Vastaoletuksen mukaan
kolmion AABC pinta-ala voidaan esittii muodossa u?, jolloin %xy = u%. Kertomalla

yht#lo puolittain luvulla 4 saadaan 2zy = 4u?.
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Kun timi lisitdin yhtiloon a? + y? = 22, saadaan

2?4+ 2y +y? = 22+ 4P
(x+y)? = 22+4’

Vastaavasti vihentdmélld saadaan
(x—1y)* = 22 + 4>,
Kertomalla edelliset yhtalot keskendédn paadytdaan tulokseen
(2% —y?)? = 2* — 16u* = 2* — (2u)™.

Lauseen 3.2.1 mukaan tdméi ei kuitenkaan ole mahdollista, joten Pythagoraan kol-

mion pinta-ala ei voi olla nelio. O

Lause 3.2.3 (ks. [1], s. 258, tehtavé 11) Jos x,y, z € Z, ja syt(z,y, z) = 1, niin
yhtalon

1 1
kaikki ratkaisut saadaan kaavalla
v = 2st(s®+t?),
Yy = 84 - t47
z = 2st(s* —t?),

missd s,t € Z,, s>t ja jompikumpi luvuista s, ¢ on parillinen.

Todistus. Lauseen 2.1.4 mukaan yhtilon u? + v? = w? ratkaisut saadaan kaavasta

u = 2st,
vo= s — t2,
w = $*+ t2,

missd s,t € Z,,s > t ja jompikumpi luvuista s,¢ on parillinen. Jakamalla yhtalo
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u? 4+ v? = w? puolittain luvulla (uvw)? saadaan

u? v? w?

(vow)?  (uwow)?  (uvw)?’

joka sievenee muotoon
1 1 1

(ww)? " () ()2’

missa
vw = (s —12)(s? + 1) =5t — 14
uw = 2st(s? + %),

w = 2st(s® —t?).

Kun merkitddn x = vw, y = uw, z = wv, niin yhtalén

1 1 1
2y 2
ratkaisut saadaan kaavasta
r = st— t4,
y = 2st(s® +1%),
z = 2st(s* —t?),
missa s,t € Z,,s >t ja jompikumpi luvuista s,¢ on parillinen. O

4 Lukujen esittiminen nelididen summana

Kautta historian matemaatikkoja on kiinnostanut lukujen esittdminen neliGiden
summana. On haluttu selvittdé, mikd on pienin mééara neliitd (summattavien luku-
méérd), jolla kaikki positiiviset kokonaisluvut voidaan esittdd nelididen summana.
Tésséd luvussa perehdytiddn tdhidn ongelmaan tarkastelemalla aluksi kahden nelion

summia ja mychemmin useamman kuin kahden nelién summia.
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4.1 Kahden nelion summa

Tarkastellaan aluksi joidenkin pienimpien positiivisten kokonaislukujen esityksia ne-

lididen summana. Kokeilemalla saadaan

= 1?2

— 12412

— 12+12+12

= 22

22 412

— 22+12+12

= 22412412412
— 22+22

= 32

© 0 N O G W N e
I

Jo tésta listauksesta havaitaan, ettd luvun 7 esittdmiseen nelididen summana tarvi-
taan nelja summattavaa. Myohemmin osoitetaan, ettd juuri nelja on riittava maara
summattavia, milld kaikki positiiviset kokonaisluvut voidaan esittda nelididen sum-

mana. Tarkastellaan kuitenkin ihan aluksi kahden nelion summia.

Apulause 4.1.1 (ks. [1], s. 262) Jos m ja n ovat molemmat kahden nelion

summia, niin myos niiden tulo mn on kahden nelion summa.
Todistus. Olkoot a, b, ¢, d kokonaislukuja. Merkitiin m = a?+b% jan = 24 d% Nyt
mn = (a*+b*)(c* + d*)

= a’® + d®d® + vV’ + vd?
= (ac+bd)* + (ad — be)*.

O

Lause 4.1.2 (ks. [1], s. 263) Yksikddn muotoa 4k +3 oleva alkuluku ei ole kahden

nelion summa.

Todistus. Olkoon a mielivaltainen kokonaisluku. Apulauseen 1.2.2 mukaana =0, 1,2
tai 3 (mod 4) ja edelleen a® = 0 tai 1 (mod 4). Tésti seuraa, etti mielivaltaisille ko-

konaisluvuille a ja b on voimassa a?+b? = 0,1 tai 2 (mod 4). Koska p = 3 (mod 4),
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niin yhtalolld p = a? 4 b? ei ole ratkaisua positiivisten kokonaislukujen joukossa. [

Lause 4.1.3. Lokeroperiaate (ks. [1], s. 263) Jos n kappaletta laitetaan m

laatikkoon ja m > m, niin jossain laatikossa on viahintdan kaksi kappaletta.

Edella oleva yksinkertainen periaate kertoo, ettd jos joukko, jossa on n alkiota,
koostuu m osajoukosta ja n > m, niin silloin jossain néistd osajoukoista on enemmén

kuin yksi alkio.

Apulause 4.1.4 (ks. [1], s. 263-264) Olkoon p jokin alkuluku ja syt(a,p) = 1.
Silloin kongruenssilla

ar =y (mod p)
on ratkaisu g, 1o, missé 0 < [zo] < \/p ja 0 < |yo| < /D

Todistus. Olkoon k = [\/ﬂ + 1 ja S sellainen kokonaislukujoukko, etta
S={ar—y|0<z<k-10<y<k-1}

Koska erotuksella ax — y on k? > p mahdollista arvoa, niin lokeroperiaatteen mu-
kaisesti vahintddn kaksi joukon S jésenistd on keskendén kongruentteja (mod p).

Merkitaddn niitd ax, —y; ja are —ys, Missi x1 # x5 tai y; # yo. Nyt voidaan kirjoittaa
a(x1 —x2) =y1 —y2  (mod p).

Kun asetetaan zy = x1 — x2 ja yg = Y1 — Yo, niin xg,yo on kongruenssin axr = y
(mod p) ratkaisu. Jos jompikumpi luvuista zy tai yo olisi nolla, niin my6s toisen
luvun olisi oltava nolla, koska syt(a,p) = 1. Tamé& kuitenkin on vastoin oletusta.
Siispd 0 < [zo| <k —1/p ja 0 <|y| <k —1</p. O

Lause 4.1.5 (ks. [1], s. 264-265) Pariton alkuluku voidaan esittéé kahden nelion

summana, jos ja vain jos p =1 (mod 4).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd p voidaan kirjoittaa kahden nelion summana. Mer-
kitdin p = a® + b?. Koska p on alkuluku, niin p / a ja p f b. Jos p jakaisi luvun
a, niin p jakaisi myos luvun b? ja samalla luvun b, misti seuraisi, ettd p?|p. Koska

syt(b,p) = 1, niin apulauseen 1.2.4 mukaan on olemassa sellainen kokonaisluku c,
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ettd bc =1 (mod p). Yhtilo (ac)? + (be)? = pc? voidaan esittid muodossa
(ac)* = —1 (mod p),

jolloin —1 on neliénjadnnés (mod p). Apulauseen 1.2.3 mukaan (—1/p) = 1 vain,
jos p=1 (mod 4).

Vield on todistettava, ettd jos p = 1 (mod 4), niin pariton alkuluku voidaan
esittad kahden nelion summana. Oletetaan siis, ettd p = 1 (mod 4). Nyt apulauseen

1.2.3 mukaan —1 on neliénjadnnés (mod p). On siis olemassa sellainen luku a, ettd

a* = —1 (mod p). Koska syt(a,p) = 1, niin apulauseen 4.1.4 mukaan kongruenssilla

ar =y (mod p)
on ratkaisu g, o, missé 0 < [z9] < \/p ja 0 < |yo| < /p. Téstd seuraa, etté
—10% = a*1o® = (azo)? = yo®  (mod p),

joten

0> + 14> =0 (mod p).

T#ll6in on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku k, etti x¢% +102 = kp. Koska
0 < |zo| < /P ja 0<|yo| < /P, niin selviisti 0 < zo? + yo® < 2p eli k = 1. Nyt siis
zo® + Yo = p. O

Seuraus 4.1.6 (ks. [1], s. 265) Jokainen muotoa 4k + 1 oleva alkuluku voidaan
esittad yksikisitteisesti (summattavien lukujen jarjestystd lukuun ottamatta) kah-

den nelion summana.

Todistus. Jotta voidaan todeta nelididen summan yksikdsitteisyys, oletetaan, etta
p=a’+b=c+d%
missi a, b, ¢ ja d ovat positiivisia kokonaislukuja. Silloin
a’d* — b*c* = p(d> —b*) =0 (mod p),

mistid seuraa, ettd ad = be (mod p) tai ad = —bc (mod p). Koska kaikki luvuista
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a, b, ¢, d ovat pienempié kuin ,/p, niin ad — bc = 0 tai ad + bc = p. Jos jalkimmaéinen
yhtalé on voimassa, niin

p? = (a® + b)) (2 + d*) = (ad + bc)® + (ac — bd)* = p* + (ac — bd)?,

misti seuraa, ettd ac—bd = 0, ja edelleen, ettd ac = bd. Nyt siis ad = bc tai ac = bd.
Oletetaan esimerkiksi, ettid ad = be. Silloin albc ja syt(a,b) = 1, joten a|c. Merkitadn

¢ = ka. Ehto ad = be = b(ka) supistuu muotoon d = bk. Koska
p= C2+d2 _ k‘2(a2 +b2),

niin £k = 1 eli a = ¢ ja b = d. Vastaavalla menetelmélld ehdosta ac = bd saadaan,
ettd a = d ja b = c. Molemmat tapaukset johtavat siihen, etta

a’ + b =+ d>
O

Lause 4.1.7 (ks. [1], s. 267-268) Olkoon n sellainen positiivinen kokonaisluku,
joka voidaan esittii muodossa N?m, missi m on neliévapaa. Silloin n voidaan esittii

kahden nelion summana, jos ja vain jos luvulla m ei ole muotoa 4k + 3 olevaa
alkulukutekijéa.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd luvulla m ei ole muotoa 4k + 3 olevaa alkulukuteki-
jad. Jos m = 1, niin n = N2+ 02. Olkoon siis m > 1, ja olkoon m = p;ps - - - p, luvun
m kanoninen esitys, jossa jokainen luvuista p;, jotka ovat joko yhtd suuria luvun 2

kanssa tai muotoa 4k + 1, voidaan kirjoittaa kahden nelion summana. Kaavalla
(a® 4+ b%)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?

saadaan mille tahansa kahden luvun tulolle esitys myos kahden nelion summana.

Niin ollen on olemassa sellaiset kokonaisluvut z ja y, ettd m = x? + y2. Siis
n = N?m = N*(2* +y*) = (Nx)* + (Ny)*.

Todistetaan viite vield toiseen suuntaan ja oletetaan seuraavaksi, ettd n voidaan
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esittdd kahden nelion summana, eli
n=a’+b = N*m,

ja ettd p on luvun m jokin alkulukutekiji. Yleisyyden kirsiméttd voidaan olettaa,
ettd m > 1. Jos d = syt(a,b), niin a = rd, b = sd, missé syt(r,s) = 1. Voidaan siis
kirjoittaa

d*(r* + s*) = N*m,

ja koska m on neliévapaa, niin d?|N2. Tillsin
r? + 5% = (N?/d*)m = tp

jollain kokonaisluvun ¢ arvolla, misti seuraa

r+5*=0 (mod p).

Ehdosta syt(r,s) = 1 seuraa, ettd jompikumpi luvuista r tai s on luvun p kanssa
suhteellinen alkuluku. Oletetaan, etta syt(r, p) = 1 ja etti r’ sellainen kokonaisluku,
jolle

rr’=1 (mod p).

Kun kongruenssi 7% + s> = 0 (mod p) kerrotaan luvulla (r)?, saadaan
(s7)*+1=0 (mod p)

eli toisin ilmaistuna (—1/p) = 1. Koska —1 on nelionjdinnés (mod p), niin apu-
lauseen 1.2.3 mukaan p = 1 (mod 4). Ei siis ole olemassa muotoa 4k + 3 olevaa

alkulukua p, joka jakaisi luvun m. O

Seuraus 4.1.8 (ks. [1], s. 268) Positiivinen kokonaisluku n voidaan esittdd kah-
den nelién summana, jos ja vain jos jokainen sen muotoa 4k + 3 olevan alkulukute-

kijan potenssin kertaluku on parillinen.

Lause 4.1.9 (ks. [1], s. 269-270) Positiivinen kokonaisluku n voidaan esitt&a

kahden nelion erotuksena, jos ja vain jos n ei ole muotoa 4k + 2.

Todistus. Apulauseen 1.2.2 mukaan a® = 0 tai 1 (mod 4) kaikille kokonaisluvuille a,
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jolloin a®> — b*> = 0,1 tai 3 (mod 4). Jos siis n =2 (mod 4), niin yhtilé n = a® — b?
ei toteudu milldan kokonaislukujen a ja b arvoilla.

Oletetaan seuraavaksi, ettd kokonaisluku n ei ole muotoa 4k +2elin = 0,1 tai 3
(mod 4). Josn =1 tai 3 (mod 4), niin molemmat luvuista n+1,n—1 ovat parillisia.

Talloin n voidaan kirjoittaa muodossa

() -0

eli kahden kokonaislukunelion erotuksena. Jos n =0 (mod 4), niin

= ()3

O

Seuraus 4.1.10 (ks. [1], s. 270) Pariton alkuluku on kahden perikkéiisen koko-

naislukunelion erotus.

Esimerkki 4.1.11 Alkuluku 683 voidaan esittdd kahden perdttidisen kokonais-

lukunelion erotuksena seuraavasti:
RS P 683—1\7
- 2 2
684\? [/682\7
= [— ) = ==) =342% —341%
(5) - (%)

Luku 6197 voidaan esittad muodossa

6197 = 3099° — 3098,
Lause 4.1.12 Pariton kokonaisluku n (> 2) voidaan esittdd muodossa
[ = (m1 = 1)][me? — (m2 — 1)) -+ [my” — (ma, — 1)7],
missa my, Mo, ..., My, € .
Todistus. Apulauseen 1.2.1 mukaan luvun n kanoninen esitys on muotoa

an

a a
n=p“'pa" - ppr,
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missd p1, po, ..., p, ovat luvun n alkutekijit. Koska n on pariton, niin myo6s luvut
P1, D2, - - - » Pn OVat parittomia. Seurauksen 4.1.10 mukaan kukin luvuista py, pa, ..., pn
voidaan esittid muodossa m? — (m — 1)2, ja niin ollen luku n voidaan esittii muo-
dossa

[my® — (my — 1)%][ms? — (mg — 1)%] -+ - [my,> — (m,, — 1)7].

Esimerkki 4.1.13 Luku 837 voidaan esittaa muodossa

837 = 3%93
= (22 —1%)(2% — 1*)(47* — 46°).

4.2 Useamman kuin kahden nelion summa

Koska kahden nelién summana ei voitu esittdd kaikkia positiivisia kokonaislukuja,
niin siirrytddn tarkastelemaan useamman kuin kahden nelién summia. Késitellaan
aluksi joitain tuloksia, joista voidaan johtaa Lagranren esittdma tulos, jonka mukaan

kaikki positiiviset kokonaisluvut voidaan esittda neljin nelibn summana.

Lause 4.2.1 (ks. [1], s. 273) Positiivista kokonaislukua, joka on muotoa 4™(8m +

7), ei voida esittdd kolmen nelién summana.

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd muotoa 8m + 7 olevaa kokonaislukua ei voida esit-
tad kolmen nelion summana. Jokaista kokonaislukua a kohti on voimassa kongruens-
si a®> = 0,1 tai 4 (mod 8). Tésti seuraa, ettd mille tahansa kokonaisluvuille a, b, ¢
on aina voimassa kongruenssi a? + b* + ¢* = 0,1,2,3,4,5 tai 6 (mod 8). Koska
8m + 7 =7 (mod 8), niin yhtlo a® + b* + ¢* = 8m + 7 ei ole mahdollinen.

Oletetaan nyt, ettd luku 4™ (8m + 7) voidaan kirjoittaa muodossa
4"8m+17) =a® +b* +

missd n > 1. Téalloin kaikkien luvuista a,b,c tulee olla parillisia. Merkitdan siis

a = 2a1,b = 2by,c = 2cq, jolloin saadaan
4" 8m+7) = ar? + 0% + %
Jos n—1 > 1, niin edelld olevaa menetelméié toistamalla padstiin tilanteeseen, jossa
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8m 47 on esitetty kolmen nelion summana. Tama on ristiriidassa todistuksen alussa

esitetyn tuloksen kanssa. O

Apulause 4.2.2 (ks. [1], s. 275) Jos kokonaisluvut m ja n ovat molemmat nel-
jin nelion summia, niin myos tulo mn voidaan esittdd neljin kokonaislukunelion

summana.

Todistus. Olkoot m = a1? + ao® + as® + as? ja n = by® + by + b3 + b, Nyt

mn = (a1 + a® + az® + as®) (01 + by + bs® + bs%)
= (a1by + agby + azbs + a4b4)2 + (a1by — asby + agby — a4b3)2
+(a163 — a2b4 — a361 —+ a4bg)2 + (a1b4 + agbg — agbg — a4b1)2.

O

Apulause 4.2.3 (ks. [1], s. 275) Jos p on pariton alkuluku, niin kongruenssilla
2 +y*+1=0 (mod p)
on ratkaisu xg, yp, missi 0 < zo < (p—1)/2ja0 <y < (p—1)/2.

Todistus. Olkoot Sy, .95 sellaiset joukot, etté

—1\?
S, = 1+02,1+12,1+22,...,1+(p—) }

2
S, = ooz g2 o2 (P L
b ) ) b 2

Selvistikiddn joukon S; alkiot eivét ole keskenééin kongruentteja modulo p. Nimittéin
jos 1+ x12 = 1 + 292 (mod p), niin silloin joko 7; = x5 (mod p) tai z; = —xy
(mod p). Jéljempi kongruenssi ei ole mahdollinen, koska 0 < z1 + x2 < p, joten
z1 = x> (mod p) eli 1 = z». Joukoissa S; ja S» on yhteensd 2[1 4+ S(p—1)] =p+1

kokonaislukua. Lokeroperiaatteen mukaan on siis olemassa sellaiset luvut xg, 19, etta
1+2¢° = —y® (mod p),

missd 0 <zp < (p—1)/2ja0 <y, < (p—1)/2. O
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Seuraus 4.2.4 (ks. [1], s. 276) Jokaista paritonta alkulukua p kohti on olemassa

sellainen kokonaisluku k& < p, ettd tulo kp on neljin nelion summa.

Todistus. Lauseen 4.2.3 mukaan on olemassa sellaiset kokonaisluvut xg, yo, etta
o® + yo” + 17 + 0% = kp,
kun 0 < zg < p/2 ja 0 < yo < p/2. Lukujen z; ja y, kokorajoituksesta seuraa, etté
kp=x0® +yo’ + 1 <p?/A+p?/4+1<p,

ja néin ollen £ < p. O

Lause 4.2.5 (ks. [1], s. 277-279) Jokainen alkuluku p voidaan kirjoittaa neljan

nelion summana.

Todistus. Lause on selvisti tosi, jos p = 2, silld 2 = 12 + 12 + 02 + 02. Rajoitutaan
siis tarkastelemaan parittomia alkulukuja. Olkoon k pienin sellainen positiivinen

kokonaisluku, jolla kp on neljan nelién summa. Merkitdan
kp = 2% +y* + 22 +w? (1)

Seurauksen 4.2.4 mukaan k < p. Kun pystytdin osoittamaan, ettd k& = 1, niin lause
tulee todistetuksi. Aloitetaan osoittamalla, ettd & on pariton. Tehddin vastaoletus,
ettd k on parillinen. Siitd seuraa, ettd luvut x,y, z,w ovat kaikki joko parillisia
tai parittomia tai sitten kaksi luvuista on parillisia ja kaksi parittomia. Kaikissa

tapauksissa muuttujia sopivasti vaihtamalla saadaan

r = y (mod?2),
w (mod 2).

Tasté seuraa, etté

S =0 5@ +y) 50— w). 5+ w)
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ovat kaikki kokonaislukuja ja etta

o= (52 (52) (5 ()

on luvun (k/2)p esitys neljin nelion summana. TAdmé& on ristiriidassa sen kanssa,

ettd luvuksi & valittiin pienin mahdollinen yhtdlon (1) toteuttava positiivinen ko-
konaisluku. On siis osoitettu, ettd k on pariton. Oletetaan seuraavaksi, ettd k > 3.

Silloin voidaan valita sellaiset kokonaisluvut a, b, ¢, d, etta
a=z (modk), b=y (modk), c=z (modk), d=w (mod k)
ja
la| < k/2,[b] < k/2,|c| < k/2,|d| < k/2.
Talloin
A+ =2+ 2w =0 (mod k),
ja ndin ollen jollain kokonaisluvulla n (> 0) on voimassa yhtalo
a® 4+ b+ + d* = nk.
Lukujen a, b, ¢, d kokorajoituksesta johtuen

0<nk=a®+b+c+d* < 4(k/2)* = k>

Luku n ei voi olla nolla, koska siitd seuraisi, ettd a = b = ¢ = d = 0 ja ettd k
jakaisi jokaisen luvuista z,y, z,w. Silloin k?|kp eli k|p, miki on mahdotonta, silld
1 < k < p. Epiyhtilostd nk < k? nidhdiin, ettd n < k, ja niin ollen siis 0 < n < k.

Yhdistelemalld edelld esitettyja osatuloksia saadaan

K'p = (kp)(kn) = (2 + 4 + 2° + w?)(a® +0° + & + &)
= 24224

missa

r = za+yb+ zc+ wd,

s = xb—ya+ zd — we,
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= xc—yd+ za — wb,

u = xd+yc— zb— wa.

On huomionarvoista, ettd k jakaa kaikki luvuista r, s, t, u. Esimerkiksi luvun r ta-

pauksessa
r=za+yb+zc+wd=d>+0+F+d*>=0 (mod k).
Vastaavasti s =t = u =0 (mod k). TAmé johtaa esitykseen
np = (r/k)2 + (s/K)? + (t/k)? + (u/k)2

missd luvut r/k, s/k,t/k,u/k ovat kaikki kokonaislukuja. Koska 0 < n < k, niin
ollaan péaadytty ristiriitaan, silld luvuksi & valittiin pienin mahdollinen sellainen
kokonaisluku, jolla nk voidaan esittdid neljin kokonaislukun neliéné. Tastad seuraa,

ettd k = 1, ja lause on todistettu. O

Lause 4.2.6 (ks. [1], s. 279) Jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan kir-

joittaa neljin nelion summana, jossa jotkin summattavista voivat olla nollia.

Todistus. Kokonaisluku 1 voidaan esittii neljin nelion summana muodossa 12 +
0% + 02 + 02. Olkoon n > 1, ja olkoon n = pipy---p, tulomuotoinen esitys, jossa
P1, P2, - -, pr ovat alkulukuja. Koska jokainen luvuista pq, po, - - - , p, on esitettavissa
neljin nelion summana ja koska apulauseen 4.2.2 mukaan kahden alkuluvun tulo
voidaan esittdd neljin nelion summana, niin induktiolla mikd tahansa rajallisesta
maéaarasta alkulukuja koostuva tulomuotoinen esitys voidaan esittda neljan nelion

summana toistamalla apulauseen 4.2.2 tulosta r kertaa. O

Esimerkki 4.2.7 Luvun 6517 = 73-19 esitys neljin kokonaislukunelién summana,

saadaan apulauseen 4.2.2 todistuksen menetelmaélld seuraavasti:

6517 = 7*-7-19
= T2+ 1P+ 1P+ 1)+ 12+ 12+ 17)
= T[8+14+1+1)*+(2—4+1-1)?
+(2—1-4+12+(2+1-1—4)
= T[11% 4 2% 4 2% + 27
= 77 +14% + 14% + 142
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