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Johdanto

Algebrassa tutkitaan algebrallisia stuktuureja: joukkoja, joissa on mééritelty yksi
tai useampia laskutoimituksia. Laskutoimituksia sddtelevit laskulait, aksioomat.
Sen mukaan millaisia laskutoimitukset ovat, saadaan erilaisia algebrallisia struk-
tuureja, kuten esimerkiksi monoidit, ryhmat, renkaat, kokonaisalueet, kunnat ja
lineaariavaruudet (ks. (8], s. 46).

Tamén tutkielman aihe ovat ryhmét. Esityksessd kuvataan ryhmien rakenteita
ja ominaisuuksia. Ryhméteoria on syntynyt ldhinnd neljin tutkimusalan piirissi:
klassinen algebra, lukuteoria, geometria ja analyysi (ks. [7], s. 57).

Kappaleessa 1 esitetddn késitteité, jotka tarvitaan aiheen varsinaisen késittelyn
pohjaksi. Naihin kuuluvat esimerkiksi algebrallinen struktuuri ja ryhma perusomi-
naisuuksineen. Kappaleessa 2 tarkastellaan aliryhmié ja niihin liittyvia kasitteita.
Lagrangen lausetta voidaan pitda tyon keskeisimpédnd lauseena. Hyvin tirked on
myo6s normaali aliryvhmé, jonka avulla esimerkiksi méaaritelladn tekijaryhma. Teki-
jaryhmalld on puolestaan monia hyodyllisid ominaisuuksia. Kappaleessa 3 kasitel-
la4n ryhmadhomomorfismeja ja -isomorfismeja, jotka ovat erdinlaisia ryhmien véli-
sid, kuvauksia. Niiden avulla voidaan selvittdd monia ryhmien rakenteisiin liittyvid
asioita.

Tyon painopiste on darellisten ryhmien tarkastelussa. Nadiden ryhmien analy-
soinnissa tarvitaan usein keinoja, joilla voidaan méarittdd esimerkiksi alkioiden
lukumaéaria. Kappaleessa 4 kisiteltavat ryhman vaikutukset tarjoavat tahan kayt-
tokelpoisen menetelmén. Ryhmien suoran tulon avulla pienemmistad ryhmista voi-
daan muodostaa suurempia tai suurempi voidaan ilmaista aitojen aliryhmiensa
erddnlaisena yhdistelméani. Tatd tarkastellaan kappaleessa 5. Kappaleen 6 paa-
aiheena ovat Sylowin lauseet, joiden avulla saadaan hyodyllista tietoa darellisten
ryhmien aliryhmien olemassaolosta ja lukuméiristd. Ratkeavien ja nilpotenttien
ryhmien yhteydessi tarkastellaan erdéinlaisia aliryhmien ketjuja kappaleessa 7.

Kappaleessa 8 esitetddn vield yhteenveto tydssid formuloiduista ja todistetuis-
ta lauseista, havainnollistavista esimerkeisté sekd kootaan yhteen pailahteesté |7]
(Malik, D. S. & Mordeson, J. N. & Sen, M. K., Fundamentals of Abstract Algebra)
l6ydetyt virheet ja epdjohdonmukaisuudet.

Aiheiden kisittelyjarjestys ja kdytettdvat merkinnit noudattavat padosin lah-
teen [7] esitystapaa. Esitystd tdydentdvit ja havainnollistavat lisdykset ovat paa-
osin tissa lahteessi esitettyjéd ratkaisemattomia tehtdvid. Namé tehtavit on tyossi
useimmiten méadritelty esimerkeiksi riippumatta siitd, onko kyseessi yleistd mie-
lenkiintoa omaavan algebrallisen véitteen (lauseen) todistus vai yksittdinen erikois-
tapaus.



1 Ryhméan maarittely

Téssé kappaleessa esitettivit asiat luovat pohjaa varsinaiselle aihepiirin késittelyl-
le.

Madritelma 1.1 Olkoot A ja B epdityhjii joukkoja. Relaatiota f joukosta A jouk-
koon B kutsutaan funktioksi (kuvaukseksi) joukolta A joukkoon B, jos

(1) D(f) = A eli kuvauksen madrittelyjoukko on sama kuin lihtdjoukko A ja

(i1) aina, kun (z,y), (2',y") € f, niin ehdosta x = 2’ seuraa, ettd y =1y'.

Kun relaatio f tayttid ehdon (ii), niin f on hyvin méaritelty eli yksiarvoinen
(single-valued). (Vrt. [7], s. 40.)

Maéritelmi 1.2 Olkoon S epdtyhja joukko. Silloin laskutoimitus (binddriope-
raatio) joukossa S on kuvaus S x S — S.

Merkitdan laskutoimitusta symbolilla x. Laskutoimitus liittd4 jokaiseen jéirjes-
tettyyn pariin (z,y) € S x S joukon S erdin alkion z x y. Nyt siis z xy € S
aina, kun z,y € S. Tavanomaisia laskutoimituksen merkintdtapoja ovat myos
r+y,x-y,zy,xoy. Koska laskutoimituksen arvojoukko on joukon S osajoukko,
niin sanotaan, ettd S on suljettu laskutoimituksen suhteen.

Maéaritelmé 1.3 Joukon S laskutoimitus x on assosiatiivinen (liitinndinen), jos
rx(y*z) = (x*xy)*z aina, kun x,y, z € S. Laskutoimitus x on kommutatiivinen
(vaihdannainen), jos x xy = y * x aina, kun x,y € S.

Maédritelmi 1.4 Pari (S, x), missi S on epdtyhjd joukko ja x siihen liittyva las-
kutoimitus, on (yhden laskutoimituksen) algebrallinen struktuuri.

Miaéritelmi 1.5 Ryhmi on pari (G, *), missi G on epdtyhji joukko ja % on
sellainen joukossa G mddritelty laskutoimitus, ettd seuraavat ominaisuudet ovat
V0IMaAsSa:

(G1) ax (bxc) = (axb)*c aina, kun a,b,c € G (liitantdilaki).

(G2) On olemassa sellainen alkio e € G, ettd a xe = a = e *x a aina, kun a € G
(neutraalialkion olemassaolo).

(G3) Jokaista alkiota a € G kohti on olemassa sellainen b € G, ettd axb =bxa =e
(kadanteisalkion olemassaolo).

(Ks. [7], s. 58.)
Ryhma on siis algebrallinen struktuuri, joka tayttia aksioomat G1, G2 ja G3.

Lause 1.1 Olkoon (G, *) ryhmd.

(i) On olemassa sellainen yksikdsitteinen alkio (neutraalialkio) e € G, etti exa =
a=axe aina, kun a € G.

(it) Aina kun a € G, on olemassa sellainen yksikdsitteinen alkio (kddnteisalkio)
bed, ettiaxb=ec="0bx*a.

Todistus. Ks. |7], s. 58-59.

Ryhmiin alkion a kiinteisalkiota merkitiin symbolilla a=!.

Kun laskutoimitus on yhteenlaskunkaltainen, neutraalialkiota sanotaan nolla-
alkioksi ja kidnteisalkiota vasta-alkioksi; kertolaskunkaltaisen laskutoimituk-

sen yhteydessid neutraalialkiota kutsutaan ykkosalkioksi. Téssé tyossa tarkastel-
laan ryhméa useimmiten abstraktilla tasolla siten, ettei laskutoimituksen luonnetta



ole téssi tarkoitetussa mielessd mairitty; néin ollen yleensi kiytetddn nimityksié
neutraalialkio ja kid#nteisalkio.

Jos ryhmaélle (G, x) pétee ehto a * b = b * a aina, kun a,b € G, niin (G, *) on
kommutatiivinen ryhmé eli Abelin ryhma. Téllaista ryhméa kutsutaan myos
vaihdannaiseksi. Jos a*b = bxa, niin sanotaan, etti a ja b kommutoivat. Ryhma
G on ei-kommutatiivinen, jos se ei ole kommutatiivinen.

Lause 1.2 Olkoon (G, *) ryhmd.

(i) (a™) "t = a aina, kun a € G.

(ii) (axb)" P =b"txa"! aina, kun a,b € G.

(111) (Supistamislaki) Olkoot a,b,c € G. Silloin
axc=bxc=a=0,
cxa=c*xb=a=0D0.

(iv) Yhtdloilla ax = b ja yxa = b on yksikdsitteiset ratkaisut x ja y ryhmdassi G
aina, kun a,b € G.

Todistus. Ks. [7], s. 62-63.
Maéritelmi 1.6 Olkoon (G, *) ryhma, a € G jan € Z. Alkion a potenssi a”

madritellddn kaavoilla

0:6,

axa" "t josn >0,
"=(a "= (a"™)"" josn<O.

2 = °
I

(Ks. [7], s. 67.)

Jos ryhmén laskutoimitus on yhteenlaskunkaltainen, on mielekkddmpaa puhua mo-
nikerrasta kuin potenssista. Maaritelmaé 1.6 vastaavat merkinnét ovat talloin
Oa =0,
na=a+ (n—1)a, jos n >0,
na = (—n)(—a), jos n < 0.
Lause 1.3 Olkoon (G, x) ryhmd ja olkoon a € G. Silloin
(i) a™ % a™ = a™™" = a" x a™,
(ii) (a™)" =

aina, kun m,n € 7Z.

Todistus. Todistus potenssin méadritelman ja laskutoimituksen assosiatiivisuuden
perusteella (sivuutetaan).

Lause 1.4 Olkoon (G, ) Abelin ryhmd ja olkoot a,b € G. Silloin
(a*b)" =a" xb" aina, kun n € Z.

Todistus. Helppo induktiotodistus sivuutetaan.

Maéritelma 1.7 Ryhmdi (G, x) kutsutaan &&relliseksi, jos siing on ddrellinen
madrd alkioita. Ryhmdn (G, x) kertaluku |G| on ryhmdn G alkioiden lukumdadrd.
Ryhmd on 8&retdn, jos sen alkioiden mddrd on ddareton. (Ks. 7], s. 68.)



Maéaritelma 1.8 Olkoon (G, *) ryhmd ja olkoon a € G. Jos on olemassa sellainen
posititvinen kokonaisluku n, ettd a™ = e, niin pienintd timdn ehdon tayttdvad
posititvista kokonaislukua kutsutaan alkion a kertaluvuksi. Alkion a kertaluku
merkitddn symbolilla o(a). Jos sellaista positiivista kokonaislukua ei ole olemassa,
niin alkion a kertaluku on ddreton. (Ks. [7], s. 68.)

Esitetdan nyt muutamia esimerkkeja.
Esimerkki 1.1 Pari (Z,+) on Abelin ryhmd. Todistus. Ks. [7], s. 59.

Esimerkki 1.2 Olkoon n € Z™ kiinted. Olkoon Z,, kaikkien jaannosluokkien jouk-
ko (mod n). Silloin pari (Z,,+,) on Abelin ryhmi, josta kiytetdan nimed jaan-
nosluokkaryhmé (mod n). Todistus. Ks. [7], s. 59-60.

Ryhmaé (Z, +) on ddreton. Ryhmén (Z,,, +,) kertaluku on n, joten tima ryhma
on &drellinen. Esimerkkien 1.1 ja 1.2 ryhmiin tullaan viittaamaan tdmén tyon
useassa kohdassa.

Esimerkki 1.3 Parit (Q, +),(R,+),(C, +),(Q\{0}, ),(R\{0}, -) ja (C\{0},-) ovat

ddrettomida Abelin ryhmid. (Todistukset sivuutetaan.)

Esimerkki 1.4 Pari (Z,-) ei ole ryhmd, silld esimerkiksi alkiolla 6 ei ole kadntei-
salkiota, joka kuuluu joukkoon Z.

Maéritelladn seuraavaksi symmetrinen ryhma, jolle 16ytyy myos geometrinen
havainnollistus.

Maaritelma 1.9 Olkoon X epdtyhji joukko. Joukon X permutaatio ™ on joukon
X bijektio itselleen. (Ks. [7], s. 83.)

Voidaan osoittaa, ettd ddrellisen joukon X permutaatioita on yhteensa n! kap-
paletta, missd n on joukon X alkioiden lukumaara.

Maéritelmi 1.10 Ryhmdd (G, ) kutsutaan epdatyhjiin joukkoon X liittyvdiksi
permutaatioryhmiksi, jos ryhmdin G alkiot ovat joukon X permutaatioita ja
laskutoimitus * on kuvausten yhdistiminen. (Ks. [7], s. 83.)

Olkoon I, = {1,2,...,n},n > 1. Olkoon 7 jokin joukon I,, permutaatio. Silloin
m={(1,7(1)),(2,7(2)),...,(n,m(n))}. Tami voidaan kirjoittaa myos kaksirivisel-
14 merkintatavalla muodossa

_ 1 2 . n
=\ r) 7@ - wn) )
Lause 1.5 Olkoon S, joukon I,,n > 1, kaikkien permutaatioiden joukko ja o
kuvausten yhdistaminen. Silloin (S,, o) on ryhmd aina, kun n > 1.

Todistus. Ks. [7], s. 86-87.

Ryhmaéa (S, o) kutsutaan symmetriseksi ryhméiksi. Nyt S, on selvisti per-
mutaatioryhma.

Ryhmalld S,, on mielenkiintoinen geometrinen analogia. Sen alkiot vastaavat
niitad tapoja, joilla kaksi sadnnollista n-kulmiota voidaan asettaa paillekkiin siten,
ettd kulmiot peittdvit toisensa. Siksi ryhméi S, sanotaan myos sdfdnndéllisen n-
kulmion symmetrioiden ryhméksi (group of symmetries of the regular n-gon).
Tésta ryhmiésté kiytetddn usein merkintdd D,,. (Ks. [3], s. 44-45.)

Olkoon nyt A, joukon S, kaikkien parillisten permutaatioiden joukko, n > 2.
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Lause 1.6 Pari (A,,o) on ryhmd, jota kutsutaan alternoivaksi ryhméksi, kun
n > 2.

Todistus. Ks. [7], s. 94.

2 Aliryhmét ja normaalit aliryhmét

2.1 Aliryhmien méiarittely

Maéritelm 2.1 Olkoon (G, x) ryhmd ja H joukon G epdtyhji osajoukko. Silloin
algebrallinen struktuuri (H, x) on ryhman (G, *) aliryhmd, jos (H,*) on ryhmd.

Jos (G, *) on ryhmé, niin ryhmié ({e}, %) ja (G, *) sanotaan sen triviaaleiksi
aliryhmiksi.

Tésta lahtien ryhmé (G, ) merkitaédn lyhyesti symbolilla G, jos viérinkasityk-
sen vaaraa ei ole. Laskutoimitus a * b merkitdin vastaavasti muodossa ab.

Lause 2.1 Olkoon G ryhma ja H joukon G epdtyhji osajoukko. Silloin H on
ryhmdin G aliryhmd, jos ja vain jos ab~* € H aina, kun a,b € H.

Todistus. (Vrt. [7], s. 100.) Oletetaan, ettd H on ryhmén G aliryhmé. Osoitetaan,
ettd ab~! € H aina, kun a,b € H. Olkoot a,b € H. Oletuksesta seuraa, etti b~ €
H. Koska H on suljettu ryhmén laskutoimituksen suhteen, niin nyt ab~!' € H.

Oletetaan kddntden, ettd H on joukon G sellainen epityhja osajoukko, ettd
ehdosta a, b € H seuraa, ettii ab~' € H. Osoitetaan, etti H on ryhméin G aliryhmé.
Olkoot a,b € H. Oletuksesta seuraa, etti aa ' = e € H, toisin sanoen H sisiltii
neutraalialkion. Oletuksesta seuraa myos, etti b ' = eb~! € H aina, kun b € H.
Jokaisella joukon H alkiolla on siis kidnteisalkio joukossa H. Néin ollen ab =
a(b')"! € H, joten H on suljettu ryhmin G laskutoimituksen suhteen. Selvisti
liitdntalaki on voimassa joukossa H. Niin on todettu, etti H toteuttaa ryhmén
aksioomat, joten H on ryhmé. Siten H on ryhmén G aliryhmé. [

Lause 2.2 Olkoon G ryhmdi ja Z(G) = {b € G|ab = ba aina, kun a € G}.
Silloin Z(G) on ryhmdn G kommutatiivinen aliryhmd, ja sitd kutsutaan ryhmdn
G keskukseksi.

Todistus. Ks. [7], s. 101.

Lause 2.3 Olkoon G ryhmd ja {H, |« € I} mielivaltainen epdtyhji ryhmdn G
aliryhmien kokoelma. Silloin NacrHy on ryhmdn G aliryhm.

Todistus. Ks. [7], s. 101.

Lause 2.4 Olkoon S ryhmdn G epdtyhja osajoukko. Silloin S generoi ryhmdin G
aliryhmdan (S), joka on muotoa

(Sy ={s{'s?---s;r|s; €S, e, =x1,i=1,2,...,n;n=1,2,...}.

Todistus. Ks. [7], s. 102.



Joukko S generoi ryhmén G aliryhmén siind mielessé, ettia (S) sisialtdd joukon S
alkioiden ja niiden kdénteisalkioiden tulot. Aliryhmé (S) on pienin joukon S alkiot
sisaltava aliryhma.

Maaritelma 2.2 Olkoot H ja K ryhmdn G epdtyhjid osajoukkoja. Joukkojen H
ja K tulolla tarkoitetaan joukkoa HK = {hk|h € H, k € K}.

Lause 2.5 Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Silloin HK on ryhmdn G aliryh-
md, jos ja vain jos HK = KH.

Todistus. Ks. 7], s. 103-104.

Esimerkki 2.1 Osoitetaan, etta ryhmd ei voi olla kahden aidon aliryhmdnsd yh-
diste.

Ratkaisu. Olkoon G ryhmé, ja olkoot H ja K ryhmén G aitoja aliryhmid, H # G #
K. Jos H = K, niin ryhmélld G on vain yksi aito aliryhméi. Oletetaan siksi, etté
H # K. Tehdiin nyt vastaoletus, ettd G = HU K. Valitaan sellaiset mielivaltaiset
alkiot h € H, k € K, ettd h ¢ K ja k & H. Selvisti téllaiset h ja k ovat olemassa.
Koska nyt hk € G, niin vastaoletuksen nojalla hk € H tai hk € K. Oletetaan
yleisyyden kdrsimétta, ettd hk € H. T&lloin on olemassa sellainen h' € H, etté
h' = hk. Tasti seuraa, etti k = h~'h. Nyt h=' € H ja h' € H, joten myds
h='h' € H, silli H on suljettu laskutoimituksen suhteen. Niin todetaan, ettd
k € H. Tama on ristiriidassa oletuksen k ¢ H kanssa, joten vastaoletus on vAara.
Niin ollen G # H U K. (|7], tehtava 16, s. 109)

2.2 Sykliset ryhmat

Lause 2.4 esitti osajoukon generoiman aliryhméan. Yksittdisen alkion synnyttamét
aliryvhmét ovat erityisen térkeité.

Maaritelma 2.3 Ryhmdd G sanotaan sykliseksi ryhmaiksi, jos on olemassa
sellainen a € G, etta G = {a™|n € Z}. Talloin kdiytetian merkintia G = (a) ja
alkiota a kutsutaan ryhman G generaattoriksi (virittdjiksi) ja ryhmdd G sano-
taan alkion a generoimaksi (virittamdksi). (Ks. 7], s. 110.)

Olkoon G = (a) syklinen ryhmé. Olkoot b, ¢ € G. T#ll6in ovat olemassa sellaiset
m,n € 7Z, ettd b = o™, c = a”. Valitaan tillaiset luvut m,n. Nyt bc = a™a" =
a™t = g"t™M = g™ = cb, joten syklinen ryhmé on Abelin ryhma.

Kaikki Abelin ryhmit eivat ole syklisid. Esimerkiksi Kleinin neliryhmé on kom-
mutatiivinen mutta ei syklinen (ks. [7], s. 111).

Lause 2.6 Olkoon G ryhmd. Silloin ryhmdn G jokainen alkio generot ryhmdn G
syklisen aliryhmdn.

Todistus. Olkoon a € G ja olkoon H = {a* |k € Z}. Selviisti H on epityhji. Nyt
selviisti H C G. Olkoot nyt m,n € Z. Tilloin a™,a" € H. Mybs (a®)™' =a™ € H,

silli —m € Z. Nyt a™a™ = o™, missd m —n € Z. Koska m —n € Z, niin
a™ "™ € H. Siis lauseen 2.1 nojalla H = (a) on ryhmén G aliryhmé. OJ

Lausetta 2.6 apuna kiyttden voidaan todistaa seuraava lause.
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Lause 2.7 Jokaisella ryhmdlld G on ainakin yksi syklinen aliryhmda. Erityisesti
jos |G| > 1, niin on olemassa sellainen syklinen aliryhmd H, etti |H| > 1.

Todistus. Olkoon G' ryhméi. Lauseen 2.6 nojalla ryhméin G jokainen alkio generoi
syklisen ryhmén, joka on ryhmén G aliryhmaé. Jos |G| =1, niin H = (e) = {e} on
etsitty syklinen aliryhmé. Oletetaan nyt, ettd |G| > 1. Tehd&dén vastaoletus, etté
ryhmén G jokaisen syklisen aliryhmén H kertaluku on 1. Nyt siis H = (a) = {e}
aina, kun a € G. Niin ollen ryhmén G jokainen alkio generoi aliryhmén {e}, joten
G = {e}. Talloin |G| = 1, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Vastaoletus on
siis vadri, ja viite on oikea. [J

Seuraava lause on lauseen 2.6 valiton seuraus.

Lause 2.8 Olkoon G ryhmd. Silloin ryhmdin G jokainen alkio kuuluu johonkin
sykliseen aliryhmddn.

Matematiikassa jokin ominaisuus on sitd mielenkiintoisempi, mité yleisempi se
on. Lauseet 2.7 ja 2.8 ilmentévit syklisten ryhmien téirkeitd asemaa ryhméteori-
assa. Lisdksi nédiden lauseiden avulla voidaan perustella se, ettd syklisyys méari-
tellain nimenomaan aliryvhmien yhteydessé; alkio generoi aina syklisen aliryhmaén,
mutta syklisyys ei vilttdmatta ole koko ryhmén ominaisuuus. Tdhédn havaintoon
liittyykin erdédnlainen paradoksi: jokaisen ryhmén jokainen alkio kuuluu johonkin
sykliseen aliryhméin, mutta huomattava osa dérellisten ryhmien teorian kehitte-
lystd tahtda sellaisten ryhmien rakenteiden selvittdmiseen, jotka eivit ole syklisia.

Lause 2.9 Jokaisella ryhmdlld on Abelin aliryhm.

Todistus. Lauseen 2.7 nojalla jokaisella ryhmailla on syklinen aliryhmé. Syklinen
ryhmé on Abelin ryhmé. [

Esimerkki 2.2 Olkoon G # {e} ryhmd, jolla on korkeintaan kaksi ei-triviaalia
aliryhmdd. Osoitetaan, etti G on syklinen.

Ratkaisu. Oletetaan ensiksi, ettd ryhmilld G ei ole ei-triviaaleja aliryhmié; toisin
sanoen ainoat aliryhmét ovat G ja {e}. Lauseen 2.6 perusteella jokainen alkio
a € G generoi aliryhmén, joten nyt jokainen a # e generoi koko ryhméan G. Téten
G on syklinen.

Oletetaan toiseksi, ettd ryhmalld G' on yksi ei-triviaali aliryhma H. T&ll6in on
olemassa sellainen a € GG, ettd a ¢ H. Valitaan téllainen a. Koska alkio a generoi
aliryhmén, joka oletuksen takia ei voi olla ei-triviaali, alkio a generoi nyt koko
ryhmén G. Ryhméa G on néin ollen téssékin tapauksessa syklinen.

Oletetaan lopuksi, ettd ryhmélld G' on kaksi ei-triviaalia aliryhmdd H ja K.
Esimerkissid 2.1 osoitettiin, ettd ryhmad G ei voida esittdd kahden aidon aliryh-
ménséi yhdisteend. Néin ollen téssékin tapauksessa on olemassa sellainen a € G,
ettd a ¢ H,a ¢ K. Valitaan téllainen a. Koska alkio a generoi aliryhmén, joka
oletuksen vuoksi ei voi olla ei-triviaali, alkio a generoi nyt koko ryhméan G. Ryhma
G on siis tésséikin tapauksessa syklinen. Néin koko véite on osoitettu oikeaksi. (|7],
tehtéva 8, s. 115)

Esimerkki 2.3 Oletetaan, ettd G on ei-kommutatiivinen ryhmd. Osoitetaan, ettd
ryhmdlld G on ei-triviaali aliryhmd.



Ratkaisu. Olkoon a € G,a # e. Lauseen 2.6 nojalla a generoi ryhmén G erdin
syklisen aliryhmén. Tehdddn vastaoletus, ettd ryhméllda G on vain triviaalit ali-
ryhmét. Vastaoletuksen nojalla a generoi koko ryhmén G, joten G' on syklinen.
Syklisen&d GG on kommutatiivinen, mikd on ristiriidassa oletuksen kanssa. Vastao-
letus on siis védrd, joten ryhmélld G on ei-triviaali aliryhmaé. ([7], tehtévi 10, s.
115)

Esimerkki 2.4 FEsitetidn muutamia esimerkkejd syklisistd ryhmistd.

(i) (Z,+) on syklinen ryhmé, silld Z = (1).

(ii) (Zn,+n) on syklinen ryhma, silld Z,, = ([1]).

(iii) Kompleksilukujen joukko I = {1, —1,7,—i} muodostaa ryhmén kertolaskun
suhteen. Ryhmaén kertaluku on 4. Muodostetaan kertolaskutaulu, joka havainnol-
listaa ryhmén rakennetta. Taulukosta 1 havaitaan nyt helposti, ettd luku ¢ generoi
ryhmén 7, joten ryhmé on syklinen.

Taulukko 1. Ryhmén [ kertolaskutaulu

1 -1 7 =
111 -1 ¢+ -
-1(-1 1 -2
i ¢ -1 -1 1
|-t ¢ 1 -1

Seuraavaksi luetellaan ilman todistuksia eraitd keskeisi syklisten ryhmien omi-
naisuuksia. Jokainen direllisen kertaluvun n omaava syklinen ryhmé G voidaan
kirjoittaa muodossa G = (a) = {e,a,a?, ...,a" '}, missi a on ryhmiin generaat-
tori. Adrellisen syklisen ryhméin suhteen on voimassa ehto o(a) = |(a)|. Airellinen
ryhmé G on syklinen, jos ja vain jos on olemassa sellainen a € G, etti o(a) = |G].
Todistukset. Ks. [7], s. 111-112.

Lause 2.10 Syklisen ryhmdn jokainen aliryhmd on syklinen.
Todistus. Ks. [7], s. 112.

Lause 2.11 Olkoon G syklinen ryhmd, jonka kertaluku m on > 1, ja olkoon H
ryhmin G aito aliryhmd. Silloin H = (a*) jollakin sellaisella kokonaisluvulla k >
1, joka jakaa luvun m. Lisiksi |H| jokaa luvun m.

Todistus. Ks. 7], s. 112-113.

Lause 2.12 Olkoon G ddrellinen syklinen ryhmd, jonka kertaluku on m. Silloin
jokaista luvun m positiivista jakajaa d kohti on olemassa yksikdsitteinen ryhmdn
G aliryhmd, jonka kertaluku on d.

Todistus. Ks. [7], s. 113.

Esimerkki 2.5 Oma esimerkki. Olkoon y € R. Eulerin kaava ¢ = cosy + isiny
kuvaa yksikkéympyrdda kompleksitasossa. Tdssd e on Neperin luku ja i on ima-
ginaariyksikkd. Olkoon nyt y = ¢. Osoitetaan, ettd luku e's generoi ddrellisen,
syklisen ryhmdn kompleksilukujen kertolaskun suhteen.



Ratkaisu. Havaitaan ensinniikin, ettdi (€/6)!2 = ¢2™ = ¢ = 1. Toisaalta (e's)" # 1
aina, kun 1 < n < 12. Merkitdin G = {¢'% |n € Z}. Neutraalialkio ¢ = cos0 +
isin0 = 1 € G. Alkion €'s ,n € Z, kisnteisalkio on e™*s € G, silli !5 e7'% =
e~H5 5 = ¢® = 1. Joukko G on suljettu kertolaskun suhteen, silld (!5 )™ (e'5)" =
(ei%)ern € G aina, kun m,n € Z. Selvisti vaihdantalaki on voimassa. Ndin on
osoitettu, ettd G on syklinen ryhmé, jonka kertaluku on 12. Lauseen 2.12 nojalla
G sisdltdd kertalukua r edustavan aliryhmén K, aina, kun r € {1,2,3,4,6,12}.
Lauseen 2.10 perusteella kaikki nima aliryhmét ovat syklisid. Seuraava hilakaavio
(lattice diagram) havainnollistaa ryhmén G ja sen aliryhmien suhteita. (T&hén

esimerkkiin viitataan myos sivulla 22.)

G =K

/N
K3/ \KQ/
N

K1 = {6}
Kuvio 1. Ryhméan G aliryhmérakenteet.
Esimerkki 2.6 Osoitetaan, etti ryhmd (R, +) ei ole syklinen.

Ratkaisu. Ryhma (Q, +) on selvésti ryhmén (R, +) aliryhmé. Lauseen 2.10 nojalla
syklisen ryhmén jokainen aliryhmé on syklinen. Voidaan osoittaa, ettd (Q,+) ei
ole syklinen (ks. [7], s. 113). Koska (Q, +) ei ole syklinen, ei mytskéén (R, +) ole
syklinen. ([7], tehtéva 4, s. 115)

Syklisilla ryhmilld on erityisen tidrked merkitys ryhmien analysoinnissa. Sykli-
nen ryhmé on rakenteeltaan yksinkertainen ja sen ominaisuudet ovat helpompia
késitelld kuin muiden ryhmien. Voidaan osoittaa, ettd sykliset ryhmét ovat kaik-
kien #ddrellisten Abelin ryhmien rakenneosia; syklisia ryhmia voidaan pitda erdén-
laisina Abelin ryhmien alkeismuotoina (ks. [3], s. 58). Lauseessa 2.7 on jo osoitettu,
ettd jokaisella ryhmalla G on syklinen aliryhmé; tdmé ei riipu siitd, onko ryhma
G kommutatiivinen.

Olkoon G sellainen syklinen ryhmé, ettd |G| = n > 0. Télloin G = (a), missi
a on ryhmén G generaattori, jonka kertaluku o(a) on n. Osoitetaan, ettd ryhmén
G jokaisen alkion n. potenssi on neutraalialkio e. Valitaan mielivaltainen o’ € G.
T&llsin o' = af,0 < k <n —1. Nyt ()" = (a*)" = a*" = (a")* = ¥ = e. Témi
el kuitenkaan tarkoita sité, ettd ryhmin G jokaisen alkion kertaluku on n, silld
ryhmélld G voi olla aito aliryhmai, jonka alkioiden kertaluvut ovat luonnollisesti
pienempia kuin n.

Ryhmit Z,, ja Z ovat tavallaan syklisten ryhmien perusmuotoja, jotka edusta-
vat algebrallisessa mielessé kaikkia syklisid ryhmid. Tama voidaan ilmaista niinkin,
ettd on oikeastaan olemassa vain yksi kutakin kertalukua edustava syklinen ryh-
méi. Vaikka on olemassa useita erilaisia muotoa {a"|n € Z} olevia joukkoja, on
vain yksi tapa késitelld néitd joukkoja. TAmé tapa riippuu ryhmén generaattorin
a kertaluvusta. (Vrt. [4], s. 71.)



2.3 Lagrangen lause

Lagrangen lause on hyvin térkeéd &érellisten ryhmien teoriassa. Esitetdan aluksi
seuraava médritelma.

Maéaritelma 2.4 Olkoon H ryhmdn G aliryhmd ja olkoon a € G. Alkion a mdd-
raamd aliryhman H vasen sivuluokka ryhmdssi G on joukko aH = {ah|h € H}.
Vastaavasti oikea sivuluokka on joukko Ha = {ha|h € H}. (Ks. [7], s. 116).

Jos G on kommutatiivinen, niin vasen ja oikea sivuluokka ovat samat; toisin
sanoen aH = Ha aina, kun a € G.

Maaritelma 2.5 Olkoon H ryhmdn G aliryhmda. Aliryhmdn H erillisten vasem-
pien (oikeiden) sivuluokkien lukumadrd on aliryhman H indeksi ryhmdssd G. In-
deksista kdaytetaan merkintaa [G : H|. (Ks. [7], s. 119).

Lause 2.13 Olkoon H ryhmdin G aliryhmd, a,b € G. Silloin
(i) a € aH,

(ii) aH = bH, jos ja vain jos b~ 'a € H,

(iii) aH = bH tai aH NbH = ().

Todistus. (Vrt. [7], s. 118.) (i) Olkoon a € G. Koska a = ae ja e € H, niin
a=ae € aH.
(ii) Olkoot a,b € G. Oletetaan aluksi, etti aH = bH. Koska a € aH ja aH = bH,
niin on olemassa sellainen ' € H, etti a = bh'. Tisti seuraa, etti b la = h' € H.
Oletetaan kidntien, etti b~'a = h' € H. Olkoon h € H. Osoitetaan aluksi, ett
aH C bH. Nyt ah € aH. Oletuksesta seuraa, ettd a = bh'. Silloin ah = bh'h € bH.
Tésté seuraa, ettd aH C bH. Seuraavaksi osoitetaan, ettd bH C aH. Nyt bh € bH.
Oletuksesta b~'a = b’ seuraa, etti a(h')~' = b. Silloin bh = a(h')"'h € aH. Niin
ollen bH C aH. Koska nyt on osoitettu, ettd aH C bH jabH C aH, niin aH = bH.
(iii) Jos aH N bH = (), niin sivuluokat ovat erilliset. Oletetaan nyt, ettd aH N
bH # (. Osoitetaan, etti aH = bH. Koska aH N bH # (), niin on olemassa
c € aH N bH. Valitaan tillainen c. Silloin ¢ € aH ja ¢ € bH, joten on olemassa
sellaiset hi,hy € H, ettd ¢ = ah; ja ¢ = bhsy. Néin ollen ah; = bhsy, mista seuraa,
ettii b='a = hyh,'. Siten b~'a € H. Kohdan (ii) perusteella nyt aH = bH. Niin
on todistettu, ettd sivuluokat ovat joko erilliset tai samat. []

Lause 2.14 Olkoon H ryhmdin G aliryhmd. Silloin aliryhmdn H kertaluku on
sama kuin minkd tahansa stvuluokan aH tai Ha alkioiden lukumdard.

Todistus. Ks. [7], s. 119.

Lause 2.15(Lagrange) Olkoon H ddrellisen ryhmdn G aliryhmda. Silloin aliryh-
man H kertaluku jokaa ryhmdn G kertaluvun. Lisdksi on voimassa yhtdld

(G H| = |G|/|H].
Todistus. (Vrt. [7], s. 120.) Koska G on dérellinen, niin aliryhmén H erillisten va-
sempien sivuluokkien lukuméaérd on aéarellinen. Olkoon {aH,asH, ... a.H} ali-

ryhmén H kaikkien erillisten vasempien sivuluokkien joukko ryhmissia G. Silloin
jokaista alkiota a € G kohti on olemassa sellainen a;, 1 < i < r, ettd aH = a;H.
Lisiiksi lauseen 2.13 kohdan (i) nojalla @ € aH. Néin ollen jokainen ryhmén G
alkio kuuluu yhteen sivuluokista a;H, joten G = a1 H UayH U ---Ua,H. Lauseen

10



2.13 kohdan (iii) perusteella tdmé& yhdiste koostuu erillisistd joukoista, niin etti
|G| = |a1H| + |aeH| + -+ - + |a,H|. Néin ollen [G : H] = r. Lauseen 2.14 nojalla
la;H| = |H| aina, kun 1 < i < r, joten |G| = r|H|. Néin ollen |G| =[G : H||H|. O

Lause 2.16 Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on n. Silloin ryhmdn G
minkd tahansa alkion a kertaluku jeakaa luvun n ja o™ = e.

Todistus. Ks. [7], s. 120-121.

Seuraava lause on usein kiyttokelpoinen &darellisten ryhmien teoriassa.

Lause 2.17 Olkoon G sellainen ddrellinen ryhmd, ettd |G| = p, missa p on alku-
luku. Silloin G on syklinen.

Todistus. (Vrt. [7], s. 121.) Lauseen 2.7 nojalla ryhmélld G' on syklinen aliryhmé
H, jonka kertaluku on > 1. Koska Lagrangen lauseen mukaan |H| jakaa luvun p,
niin |H| = p. Koska H C G, G on &érellinen ja |H| = |G|, niin H = G. Koska H
on syklinen, niin GG on syklinen. [

Lause 2.18 Olkoon G sellainen dadrellinen ryhmd, etti |G| = p > 1,p alkuluku.
Talloin jokainen ryhmdn G alkio # e on ryhmdn G generaattori. Lisiksi jokaisen
alkion # e kertaluku on p.

Todistus. Olkoon a € G,a # e. Nyt H = {(a) on ryhméin G syklinen aliryhmé&
lauseen 2.6 perusteella. Lagrangen lauseen nojalla |H| jakaa luvun p. Jos |H| = 1,
niin @ = e, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis |H| > 1. Lagrangen lauseesta
seuraa nyt, ettd |H| = p. Koska G on &érellinen, H C G ja |H| = |G|, niin
H = (a) = G. Siis a on ryhmén G generaattori. Nyt selvisti o(a) = [(a)| = p. O
Lause 2.19 Olkoot H ja K ryhmdn G ddrellisid aliryhmid. Silloin
H| K]

HK| = ———.

| | |H N K|
Todistus. Ks. [7], s. 121-122.

Lause 2.20 Olkoon G sellainen ryhmd, etti |G| > 1. Talloin ryhmalla G on ai-
noastaan triviaalit aliryhmdt, jos ja vain jos |G| on alkuluku.

Todistus. Ks. 7], esimerkki 5, s. 123-124.

Todistetaan vield seuraava lause Lagrangen lauseen avulla.

Lause 2.21 Olkoon G ddrellinen ryhmd ja olkoot H ja K sen sellaisia aliryhmid,
etti syt(|H|,|K|) = 1. Silloin HN K = {e}.

Todistus. Lauseen 2.3 perusteella HNK on ryhmén G aliryhmé. Koska HNK C H,
niin H N K on ryhmén H aliryhmi. Lagrangen lauseen mukaan nyt |H N K|
jakaa luvun |H|. Vastaavasti paitelldén, ettd |H N K| jakaa luvun |K|. Koska
syt(|H|, |K|) = 1, niin |H N K| = 1. Téstd seuraa, ettd H N K = {e}. O

On huomattava, ettd Lagrangen lause kertoo mahdollisten aliryhmien kertalu-
vut, mutta ei todista niiden olemassaoloa. Tamé& huomataan esimerkiksi vaihtele-
van ryhmén A, yhteydessd. Ryhmén A, kertaluku on 12, mutta silld ei ole aliryh-
méd, jonka kertaluku on 6 (todistus, ks. [4], s. 139). Téma esimerkki osoittaa, etté
Lagrangen lauseelle kiiéinteinen viite on yleisessi tapauksessa epétosi.
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2.4 Normaalit aliryhméat ja tekijaryhmét

Normaali aliryhmé on yksi ryhméteorian tarkeimmista kasitteisté.

Maaritelma 2.6 Olkoon G ryhmd. Ryhmdn G aliryhmdda H kutsutaan ryhmdn G
normaaliksi aliryhmdksi, jos aH = Ha aina, kun a € G. Normaalia aliryhmdd
kutsutaan myds invariantiksi. (Ks. [7], s. 128.)

Jos H on ryhmin G normaali aliryhmé, niin voidaan myo6s sanoa, ettd H on
normaali ryhméssd G. Madritelméista seuraa vilittomasti, ettd G ja {e} ovat ryh-
min G normaaleja aliryhmia.

On huomattava, ettd ryhmén G normaalissa aliryhméssa H ei aina ole voimassa
ehto ah = ha, kun h € H ja a € G. Normaalius on téssd yhteydessd ryhmétason,
mutta ei alkiotason, ilmio. Voidaan sanoa niinkin, ettd normaalius on ryhmétason
kisite ja sellaisena analoginen alkiotasolla ilmeneville kommutatiivisuudelle.

Lause 2.22 Olkoon H ryhmdan G aliryhmd. Silloin H on ryhmdn G normaali
aliryhmd, jos ja vain jos aHa ' C H aina, kun a € G.

Todistus. Ks. 7], s. 128-129.

1

Lause 2.23 Olkoon H ryhmdn G normaali aliryhmd. Silloin aHa™ = H aina,

kun a € G.

Todistus. (Vrt. [5], s. 85.) Olkoon a € G. Lauseen 2.22 mukaan aHa™' C H. Nyt
H =a"aHa")a C a'Ha = a '"H(a™")™" C H, joten a™'Ha = H aina, kun
acG. O

Lauseen 2.23 nojalla ryhmén G aliryvhm#n H normaaliuden ehto on aHa ' = H
aina, kun a € G. Monissa tapauksissa tdma normaaliuden ehto on kiyttokelpoi-
sempi kuin edella olevan méaritelmén ehto.

Esimerkki 2.7 Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Osoitetaan, ettd H on ryhmdin G
normaali aliryhmd, jos ja vain jos aha™' € H aina, kun a € G,h € H.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd H on normaali ryhméssi G. Osoitetaan, etté
aha™' € H aina, kun a € G,h € H. Olkoon a € G ja h € H. Oletuksen pe-
rusteella nyt aHa ' = H. Nyt on olemassa sellainen h, € H, etti aha™' = hy,
joten aha ' € H aina, kun a € G,h € H.

Oletetaan kiifintien, etti aha ' € H aina, kun a € G, h € H. Osoitetaan, etti
H on normaali ryhméssd G. Olkoon a € G ja h € H. Oletuksesta seuraa, ettéi
aHa ' C H aina, kun a € G. Viite on nyt tosi lauseen 2.22 nojalla. (|7], tehtévi
3, s. 136)

Esimerkki 2.8 Osoitetaan, ettd ryhmin G keskus Z(G) on ryhmdn G normaali
aliryhmd.

Ratkaisu. Nyt Z(G) = {b € G |ab = ba aina, kun a € G}. Olkoon a € G ja
b € Z(G). Téllsin ab = ba, joten b = aba™". Tisti seuraa, etti b = aba™' € Z(Q)
aina, kun a € G ja b € Z(G). Viite seuraa nyt esimerkista 2.7. ([7], tehtivi 6, s.
137)
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Esimerkki 2.9 Olkoon G ryhmd ja H sen normaali aliryhmda. Olkoon K ryhmdn
G aliryhmd. Osoitetaan, ettd H N K on aliryhmdn K normaali aliryhmd.

Ratkaisu. Koska H ja K ovat aliryhman K aliryhmié, niin H N K on ryhmén
K aliryhmi lauseen 2.3 nojalla. Selvisti H N K # (. Olkoon a € H N K ja
k € K. Tarkastellaan joukkoa k(H N K)k~'. Nyt kak™" € k(H N K)k™'. Koska
a € HN K, niin a € H jaa € K. Nyt H on ryhmén G normaali aliryhm4, joten
kak=' € kHEk™! C H lauseen 2.22 perusteella. Toisaalta selviisti kak~! € K, joten
kak™' € H N K. Tisti seuraa, ettdi k(H N K)k~! C HN K aina, kun k € K.
Lauseen 2.22 mukaan véite on nyt tosi. (|7], tehtéva 8, s. 137)

Esimerkki 2.10 Olkoon G ryhmd ja olkoot H ja K sen normaaleja aliryhmid.
Olkoon H N K = {e}. Osoitetaan, ettd hk = kh aina, kun h € H, k € K.

Ratkaisu. Olkoon h € H ja k € K. Oletuksen mukaan aHa ! = H aina, kun
a € G. Tisti seuraa, ettd kHk™' = H, joten khk™' € H. Nyt (khk=")h™' =
khk='h=' € H.

Oletuksen mukaan vastaavasti hKh™! = K, joten hk~'h~! € K, missd k~! €
K. Siksi k(hk='h™") = khk~'h~' € K.

On todettu, ettii khk='h=' € H ja khk='h™' € K, joten khk='h=' € HNK =
{e}. Siksi khk~'h~! = e eli kh(hk)~! = e. Niin ollen kh = hk. Téstd seuraa, etti
kh = hk aina, kun h € H, k € K. ([7], tehtévi 12, s. 137)

On huomattava, etté esimerkissi 2.10 ei oleteta ryhmén G kommutatiivisuutta.

Lause 2.24 Olkoot H ja K ryhmdan G normaaleja aliryhmid. Silloin
(i) HN K on ryhman G normaali aliryhmd,

(ii) HK = KH on ryhmdn G normaali aliryhmd,

(iii)) (HUK) = HK.

Todistus. Ks. [7], s. 129.

Todistetaan seuraavaksi tiarked yksityiskohta, joka lahteessé [7] ja4 rivien véliin.

Esimerkki 2.11 Olkoon G Abelin ryhmd. Osoitetaan, ettd ryhmdn G jokainen
aliryhmd on normaali aliryhmd.

Ratkaisu. Olkoon H ryhméin G aliryhmé. Olkoon ¢ € G ja h € H. Koska G on
kommutatiivinen, niin aha™! = aa~*h = h € H. Viite on nyt tosi esimerkin 2.7
nojalla. ([7], tehtéava 15, s. 137)

Lause 2.25 Olkoon G syklinen ryhmd. Silloin ryhmdn G jokainen aliryhmd on
normaali aliryhmd.

Todistus. Syklisten ryhmien yhteydessé osoitettiin, ettd syklinen ryhmé on Abelin
ryhmaé. Viite seuraa nyt suoraan esimerkistd 2.11. [J

Esimerkki 2.12 Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmida. Olkoon lisiksi H normaali
ryhmdssd G. Osoitetaan, ettd HK on ryhmdan G aliryhmi.

Ratkaisu. Tarkastellaan joukkoa HK = {hk |h € H,k € K}. Koska H on ryhmén
G normaali aliryvhmé, niin aH = Ha aina, kun a € G. Niin ollen kH = Hk aina,
kun £ € K C G. Tésté seuraa, ettd K H = HK. Lauseen 2.5 nojalla viite on tosi.
(|7], tehtéva 13, s. 137)
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Lause 2.26 Olkoon H ryhmdin G normaali aliryhmda. Olkoon G/H kaikkien va-
sempien sivuluokkien joukko {aH |a € G}. Madritellidn laskutoimitus x joukossa
G/H lailla (aH) x (bH) = abH. Silloin (G/H,*) on ryhmd ja siti kutsutaan ali-
ryhmin H madrdadmaiksi ryhmin G tekijairyhmaéksi.

Todistus. Ks. [7], s. 131.

Jatkossa tekijaryhman laskutoimitus * jatetdan yleensa merkitsematta.

Osoitetaan, ettéd tekijaryhmén G/H neutraalialkio on eH. Olkoon aH € G/H.
Nyt eHaH = eaH = aH = aeH = aHeH. Lisiksi alkion aH kiinteisalkio on
o 'H, silli aHa 'H = aa™'H = eH = a 'aH = a 'HaH. Merkinnilli, aH
on tissd toinen merkitys kuin edelld, kun tarkasteltiin vain sivuluokkia. Ryhmin
G sivuluokka aH on eriis joukko, kun taas tekijiryhmén G/H yhteydessi sama
symboli on sekd sivuluokka ettd tekijiryhman alkio. Symbolin tulkinta riippuu
asiayhteydesta.

Tekijaryhmén méarittelyssa edellytetdin, ettd aliryhmi H on normaali. TAmé&
on vilttamatontd, jotta laskutoimitus olisi hyvin mééritelty (ks. [7], s. 131).

Esimerkki 2.13 Olkoon G Abelin ryhmd ja H sen normaali aliryhma. Osoitetaan,
etta tekijaryhméa G/H on kommutatiivinen.

Ratkaisu. Olkoot a,b € G. Koska H on ryhmén G normaali aliryhmé (esimerkin
2.11 nojalla Abelin ryhmén jokainen aliryhmé on normaali), niin tekijaryhma G/H
voidaan maéritelld. Nyt aH,bH € G/H, joten aHbH = abH. Koska G' on Abelin
ryhmé, niin abH = baH = bHaH. Nyt siis aHbH = bHaH. ([7], tehtéva 10, s.
137)

Esimerkki 2.14 Olkoon G syklinen ryhmd ja olkoon H sen aliryhmd. Osoitetaan,
etta tekijaryhmda G/H on syklinen.

Ratkaisu. Nyt H on ryhméin G normaali aliryhmé lauseen 2.25 nojalla. Siten te-
kijaryhmé G/H voidaan muodostaa. Madritellddn kuvaus f seuraavasti. Olkoon
f:G— G/H, f(a) = aH aina, kun a € G. Kuvauksen f médritelmésti seuraa,
ettd ryhmin G/H jokaisella alkiolla aH on alkukuva f~'(aH) = aH > a, missi
a € G. Olkoon a nyt ryhmén G generaattori, toisin sanoen G = (a). Koko ryhmé
G tulee siis mééritellyksi alkion a potenssien a*, k € Z, avulla. Koska G = (a) ja
ryhmésta G 16ytyy alkukuva jokaiselle tekijairyhmén G/ H alkiolle aH, niin jokais-
ta sivuluokkaa bH kohti on olemassa sellainen k € Z, etti a* H = bH. Niin ollen
aH generoi tekijairyhmén G/H, toisin sanoen G/H = (aH).

Maaritelma 2.7 Olkoon G ryhmd. Silloin ryhmdd G kutsutaan yksinkertaisek-
si, jos G # {e} ja ryhmdn G ainoat normaalit aliryhmdt ovat {e} ja G.

Olkoon G syklinen ryhmé, jonka kertaluku on p, missa p on alkuluku. Lagran-

gen lauseesta ja lauseesta 2.12 seuraa, ettd ryhmailla G on ainoastaan aliryhmét G
ja {e}. Niin ollen G on yksinkertainen. Syklisenid G' on myo6s kommutatiivinen.
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2.5 Aliryhman maaridaméi kongruenssirelaatio

Ryhmin alkioiden suhteiden tarkastelua voidaan tehostaa ekvivalenssirelaatioiden
avulla. Erés téllainen késite on aliryhman méaaradma kongruenssirelaatio.

Maéaritelma 2.8 Olkoon G ryhma ja olkoon H ryhmdn G aliryhmda. Olkoot a,b €
G. Silloin sanotaan, ettd a on vasemmanpuoleisesti kongruentti alkion b
kanssa modulo H, jos ja vain jos a ‘b € H. Tisti kiytetiin merkintdd

a=pb(mod H) < a™'be H.

Vastaavasti sanotaan, ettd a on oikeanpuoleisesti kongruentti alkion b kanssa
modulo H, jos ja vain jos ab~* € H. Téstd kdytetidn merkintdid

a=gb(mod H) & ab ' € H.

Lause 2.27 Olkoon G ryhmd ja olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Silloin vasemman-
puoleinen ja oikeanpuoleinen kongruenssi modulo H owvat ekvivalenssirelaatioita
ryhmdssd G.

Todistus. (Ks. [9], s. 92.) Olkoon a € G. Nyt a =1, a (mod H), silli a™'a = e ja
e € H. Niin ollen vasemmanpuoleinen kongruenssi modulo H on refleksiivinen.

Olkoot a,b € G. Olkoon a =, b (mod H). Télléin a~'b € H. Koska H on
ryhmiin G aliryhmé, niin (a='0)~" = b~'a € H lauseen 1.2 nojalla. TAimi merkitsee
sitd, ettd b =5, a (mod H), joten vasemmanpuoleinen kongruenssi modulo H on
symmetrinen.

Olkoot a,b,c € G. Olkoon a =1, b (mod H) ja b =1, ¢ (mod H). Talloin a1b €
H ja b 'c € H. Tésti seuraa, ettd (a 'b)(b"'c) = a~lc € H. Tadmi merkitsee
sitd, ettd a =p, ¢ (mod H), joten vasemmanpuoleinen kongruenssi modulo H on
transitiivinen.

Néin on osoitettu, ettd vasemmanpuoleinen kongruenssi modulo H on ekviva-
lenssirelaatio. Oikeanpuoleisen kongruenssin modulo H todistus on vastaavanlai-
nen. [

Olkoon G ryhméi ja olkoon sen laskutoimitus kertolaskunkaltainen. Olkoot
a,b € G. Olkoon nyt a vasemmanpuoleisesti kongruentti alkion b kanssa modulo
H. Silloin a ja b poikkeavat toisistaan multiplikatiivisesti aliryvhmén H erdén alkion
médrdamalla tavalla. Selvennetiéin tétd seuraavalla tavalla. Nyt a =f b (mod H),
jos ja vain jos a~'b € H. Jilkimméinen relaatio on voimassa silloin ja vain sil-
loin, kun on olemassa sellainen h € H, etti a~'b = h. Taméi on yhtipitivi ehdon
b = ah kanssa. Vastaava paittely pitee oikeanpuoleisen kongruenssin modulo H
suhteen.

Olkoon G Abelin ryhmé ja H sen aliryhmé. Silloin vasemmanpuoleisen ja oi-
keanpuoleisen kongruenssin modulo H vilinen ero hividi, joten voidaan kiyttéa
nimitystd kongruenssi modulo H. Jos a,b € G ovat kongruentteja modulo H, niin
talloin

a=b(mod H)<a 'be H<ab ' € H.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Abelin ryhméan G laskutoimitus on yhteenlaskun-
kaltainen. Talloin alkiot a,b € G ovat kongruentteja modulo H, jos ja vain jos
a —b € H. Tamén kanssa yhtépitiva on ehto b —a € H.

Oletetaan jilleen, ettd ryhmén G laskutoimitus on kertolaskunkaltainen. Seu-
raava lause ilmaisee, miten vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen kongruenssi
modulo H jakavat ryhmin G ekvivalenssiluokkiin.
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Lause 2.28 Olkoon G ryhmd ja olkoon H ryhmdn G aliryhmda. Olkoon a ryhmdn
G mielivaltainen alkio. Silloin alkion a

(1) vasemmanpuoleinen kongruenssiluokka modulo H on vasen sivuluokka aH ,
(1) oikeanpuoleinen kongruenssiluokka modulo H on oikea sivuluokka Ha.

Todistus. (Ks. [9], s. 93.) (i) Olkoon [a] alkion a vasemmanpuoleinen kongruenssi-
luokka (mod H). Olkoon ¢t € G. Nyt t € [a], jos ja vain jos a =y, ¢ (mod H). Jil-
kimmadinen relaatio on voimassa silloin ja vain silloin, kun on olemassa sellainen
h € H, ettd t = ah. Tdma puolestaan pétee, jos ja vain jos t € aH = {ah|h € H}.
Néin on osoitettu, ettd [a] = aH. Kohdan (ii) todistus on vastaavanlainen. [J

Lause 2.28 merkitsee sitd, ettd jokainen kongruenssiluokka on sivuluokka ja
jokainen sivuluokka on kongruenssiluokka.

Olkoot a,b € G ja olkoon aH = bH. Koska a ! € G, niin nyt a '(aH) =
a 1(bH), joten H = a 'bH. Koska a 'bH on alkion a'b vasen kongruenssiluokka
(mod H), niin edellinen yhtild on voimassa silloin ja vain silloin, kun a 16 € H.
(Ks. [9], s. 91-95.)

Tarkastellaan vield ekvivalenssiluokkien ja tekijaryhmien vilistd yhteytta. Ol-
koon G ryhmé ja olkoon H sen normaali aliryhmé. Tekijaryhmén G/H muodos-
taminen merkitsee ryhméteoreettisesti kahta asiaa. Kuten edelld on todettu, en-
sinndkin ryhmé G jaetaan ekvivalenssiluokkiin normaalin aliryhménsid H avulla.
Toisaalta télloin samastetaan ryhmén G alkiot a ja b, jos ne toteuttavat relaation
b la € H.

Otetaan esimerkiksi Abelin ryhmé (Z,+) ja sen normaali aliryhmi 5Z =
{...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...}. Tekijairyhm&a Z/5Z muodostettaessa samaste-
taan kaikki luvun 5 monikerrat luvun 0 kanssa, samastetaan joukon {..., —14, =9,
—4,1,6,11,16, ...} luvut luvun 1 kanssa ja niin edelleen.

Tekijaryhméssi Z/5Z pitee esimerkiksi laskutoimitus (6 + 5Z) + (13 4+ 5Z) =
(14-3)+5Z = 4+ 5Z. Toisaalta esimerkiksi (5+5Z)+ (10+5Z) = (0+0)+5Z = 5Z.
Nyt siis ryhmén (Z, +) alkioiden samastaminen on sopusoinnussa ryhmén (Z, +)
yhteenlaskun kanssa, kun siirrytddn tekijiryhméén Z/5Z. (Vrt. [5], s. 97.)

3 Ryhmahomomorfismit ja -isomorfismit

3.1 Ryhmahomomorfismit

Ryhmihomomorfismi on kuvaus, joka sdilyttdd kuvaukseen liittyvien ryhmien al-
gebrallisen rakenteen. Homomorfismit ovat myos ldheisessd yhteydessa tekijaryh-
miin (tdt4 tarkastellaan lihemmin kappaleessa 3.2).

Maédritelmi 3.1 Olkoot (G, ) ja (G1,*;) ryhmid ja olkoon f kuvaus ryhmdalti G
ryhmddin G1. Kuvaus f on homomorfismi, jos

flaxb) = f(a) = f(b)
aina, kun a,b € G.

Olkoon e; ryhmén G4 neutraalialkio. Olkoon f : G — Gy, f(a) = e; aina, kun
a € G. Nyt f(a*b) =e; = e 1 €1 = f(a) x; f(b) aina, kun a,b € G. Néin ollen
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f on homomorfismi. Ryhmilta (G, ) ryhméadn (G, *;) on aina olemassa ainakin
tamé triviaali homomorfismi. (Laskutoimitusten symbolit * ja x; jitetddn tésté
lahtien yleensi merkitsemétta silloin, kun tulkintaongelmaa ei synny.)

Myo6s identiteettikuvaus f : G — G, f(a) = a on homomorfismi, silld f(ab) =
ab = f(a)f(b) aina, kun a,b € G.

Seuraavassa lauseessa esitetddn erditd homomorfismien perusominaisuuksia.

Lause 3.1 Olkoon f homomorfismi ryhmdltd G ryhmdgdn G1. Silloin seuraavat
ominaisuudet ovat voIMassa.

(i) f(e) = er.

(i) f(a™') = f(a)™" aina, kun a € G.

(ii1) Jos H on ryhmdn G aliryhmd, niin f(H) = {f(h)|h € H} on ryhmdin G,
aliryhmd.

(iv) Jos Hy on ryhmdin Gy aliryhmd, niim f~'(H,) = {g € G| f(g) € Hi} on
ryhmién G aliryhmd. Jos lisiksi Hy on normaali aliryhmd, niin f~*(Hy) on ryhmdn
G normaali aliryhmd.

(v) Jos G on Abelin ryhmd, niin f(G) on Abelin ryhmd.

(vi) Jos alkion a € G kertaluku o(a) on n, niin o(f(a)) jakaa luvun n.

Todistus. Ks. [7], s. 141.

Lause 3.2 Olkoon f homomorfismi ryhmdltd G ryhmdadn G1. Silloin

aina, kun n € N.

Todistus. (Vrt. [4], s. 172.) Kun n = 1, niin f(a') = f(a) = (f(a))'. Kun n = 2,
niin f(a?) = f(a*a) = f(a) *; f(a) = (f(a))?. Tehdiin nyt induktio-oletus, et-
td viite on tosi indeksilld n, toisin sanoen f(a™) = (f(a))". Téstd seuraa, ettd

F(@#1) = fa"  a) = f(") %1 f(a) = (/(@))" 1 f(a) = (£(a))"*". Induktioperi-

aatteen nojalla viite on nyt tosi aina, kun n € N. [

Potenssimerkinta lauseessa 3.2 viittaa kummankin ryhmén omaan laskutoimi-
tukseen.

Lause 3.3 Olkoon f homomorfismi ryhmdltid G ryhmdadin G,. Olkoon H ryhmdin
G normaali aliryhmda. Silloin f(H) on ryhmdn f(G) normaali aliryhmd.

Todistus. (Vrt. [4],s. 172.) Lauseen 3.1 mukaan f(H) on ryhmén G; aliryhmé, joten
myos f(G) on ryhmén G aliryhmé. Olkoon a € G ja h € H. Nyt f(a) € f(G) ja
f(h) € f(H). Tallsin f(a)f(h)f(a)™" = f(a)f(h)f(a™") = f(aha™"). Esimerkin
2.7 nojalla tiissd aha™' € H, joten f(aha™") € f(H). Niin ollen f(H) on ryhmin
f(G) normaali aliryvhmé esimerkin 2.7 perusteella. [J

Maaritelma 3.2 Olkoon f homomorfismi ryhmdltid G ryhmddn G,. Kuvauksen f
ydin Ker f on joukko

Ker f ={a € G| f(a) =e}.

Koska lauseen 3.1 mukaan f(e) = ey, niin e € Ker f.
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Maaritelma 3.3 Olkoot G ja G ryhmida. Homomorfismia f : G — G kutsutaan
epimorfismiksi, jos f on surjektio. Homomorfismia [ kutsutaan monomorfis-
miksi, jos f on injektio. Jos on olemasssa epimorfismi f ryhmdltc G ryhmdlle
Gy, nin ryhmdd G, kutsutaan ryhmdn G homomorfiseksi kuvaksi.

Esimerkki 3.1 Olkoon G syklinen ryhmd, jonka kertaluku on 8, ja G syklinen
ryhmd, jonka kertaluku on 4. Olkoon f epimorfismi ryhmadaltd G ryhmdlle Gy. Mdd-
ritetddan kuvauksen f ydin Ker f.

Ratkaisu. Koska f on homomorfismi, niin e € Ker f. Olkoon a ryhmin G gene-
raattori. Koska a generoi ryhmén G ja f on surjektio ryhmaltd G ryhmélle G, niin
f(a) generoi ryhmén G;. Alkion f(a) kertaluku on néin ollen 4. Koska f on homo-
morfismi, niin f(a") = (f(a))",n € N. Siis (f(a))* = f(a*) = €1, joten a* € Ker f.
Niin on todettu, ettii e, a* € Ker f.

Toisaalta f(a®) = f(a*a) = f(a)f(a) = e f(a) = f(a). Vastaavasti f(a%) =
fla)f(a®) = eif(a®) = f(a®) = (f(a))* ja f(a’) = fla')f(a®) = eif(a®) =
f(a*) = (f(a))?. Niin havaitaan, ettid f kuvaa alkiot a ja a® alkiolle f(a), alkiot
a? ja a® alkiolle (f(a))? seki alkiot a® ja a” alkiolle (f(a))®. Alkiot f(a), (f(a))? ja
(f(a))? eiviit voi olla = e;, koska alkion f(a) kertaluku on 4. Todetaan siis, etti
ainoastaan alkiot e ja a* kuvautuvat alkiolle e;, joten Ker f = {e,a’}. ([7], tehtévi
11, s. 152)

Esimerkki 3.2 Mddritetain kaikki epimorfismit ryhmdlta (Z,+)
ryhmille (Zg, +6).

Ratkaisu. Olkoon f : (Z,+) — (Zg, +¢) epimorfismi. Olkoon a € Z. Sekd ryhmé Z
ettd ryhmé Zg ovat syklisid; edellinen on déretdn, jilkimmaéinen direllinen. Ryh-
mén Z generaattori on luku 1 (my6s luku —1 on sen generaattori), ryhmén Zg
generaattoreita ovat alkiot [1] ja [—1]. Olkoon a € Z, a # 0. Koska f on homomor-
fismi, niin se tdyttdd nyt lauseen 3.2 nojalla ehdon

fla)=flt14-4+1)=f(1) 46 f(1) 46 +6 f(1).

-

TV ~
|a| kpl |a] kpl

Niin ollen koko epimorfismi tulee méaritellyksi, kun f(1) tunnetaan (ks. [4], s.
174). Koska Zg on syklinen, niin f(1) generoi ryhmén Zg jonkin syklisen aliryhmén.
Lagrangen lauseen perusteella nyt |(f(1))| = o(f(1)) jakaa luvun 6, joten o( f(1))
on 1,2, 3 tai 6.

Jos o(f(1)) = 1, niin f(1) = [0]. T&lléin f on triviaali homomorfismi, joten se
ei ole epimorfismi. Jos o(f(1)) = 2, niin f(1) = [3]. Télloin f(a) = [3a],a € Z. Nyt
£(0) = [0] = {0, £6,£12, £18, ...}, f(1) = [3] = {£3,£9, £15,...} = £(3) = f(5)
ja f(2) =[6] = [0] = f(0) = f(4). Havaitaan, ettd alkioilla [1], [2], [4] ja [5] ei ole
alkukuvaa ryhméissa Z, joten f ei ole epimorfismi.

Jos o(f(1)) = 3, niin f(1) = [2]. Talléin f(a) = [2a],a € Z. Nyt f(0) = [0] =
{0,46,+£12,+18,...}, f(1) = [2] = {..., —16,—10, —4,2,8,14,.. .} ja f(2) = [4] =
{...,—14,-8,-2,4,10,16,...}. Havaitaan, ettd "parittomilla” alkioilla [1],[3] ja
[5] ei ole alkukuvaa ryhméssé Z, joten taméakddn kuvaus ei ole epimorfismi.

Jos o(f(1)) = 6, niin f(1) = [1] tai f(1) = [—1]. Talloin selvésti seké kuvaus
f(a) = [a],a € Z, ettd kuvaus f(a) = [—a],a € Z, ovat epimorfismeja. Etsityt
epimorfismit ovat siis f(a) = [a] ja f(a) = [—a],a € Z. (7], tehtdvd 3, s. 151)
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Lause 3.4 Olkoon f homomorfismi ryhmdltd G ryhmddn G.. Silloin f on injektio,
jos ja vain jos Ker f={e}.

Todistus. Ks. 7], s. 142-143.

Lause 3.5 Olkoon f homomorfismi ryhmdltdi G ryhmddn G,. Silloin Ker f on
ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus. Ks. [7], s. 143.

Lause 3.6 Olkoon H ryhmdn G normaali aliryhmd. Mddritellidn kuvaus g ryh-
malta G tekijaryhmdalle G/H seuraavasti: g(a) = aH aina, kun a € G. Silloin g on
epimorfismi ryhmdalti G ryhmdalle G/H ja Ker g=H. (Homomorfismia g kutsutaan
luonnolliseksi homomorfismiksi ryhmdltac G ryhmdalle G/H ).

Todistus. (Vrt. [7], s. 144.) Kuvauksen g mééritelméstéd seuraa, ettd kuvaus g on
surjektio ryhméltd G ryhmiélle G/H. Osoitetaan nyt, ettd g on homomorfismi. Ol-
koot a,b € G. Silloin g(ab) = abH = aHbH = g(a)g(b). Téten g on homomorfismi
ryhméltd G ryhmille G/H. Koska siis g on surjektiivinen homomorfismi, niin se
on epimorfismi.

Osoitetaan vield, ettd Ker ¢ = H. Nyt a € Ker g jos ja vain jos g(a) = eH.
Nyt g(a) = eH silloin ja vain silloin, kun a«H = eH. Edelleen lauseen 2.13 nojalla
aH = eH, jos ja vain jos e 'a = a € H. Niin on osoitettu, etti Ker g = H. [J

Lause 3.6 merkitsee sitd, ettd ryhmén G jokainen tekijiryhméa G'/H on ryhmén
GG homomorfinen kuva, koska lauseen kuvaus g on epimorfismi.

Maaritellddn nyt erityinen ryhmien vélisen homomorfismin laji, ryhmaisomor-
fismi. Sen avulla voidaan kuvata sellaisten ryhmien vélistd suhdetta, jotka ovat
algebrallisesti katsoen samanlaiset.

Maaritelma 3.4 Homomorfismia f ryhmdltd G ryhmddin G sanotaan isomor-
fismiksi, jos f on injektio ja surjektio. Tdssda tapaksessa merkitiin G ~ G ja
sanotaan, ettdi G ja G1 ovat isomorfiset. Isomorfismia ryhmdltd G ryhmdlle G
kutsutaan automorfismiksi.

Lause 3.7 Olkoon f isomorfismi ryhmdalta G ryhmdlle Gy. Silloin seuraavat omi-
natsuudet ovat voimassa.

(i) f~1: Gy — G on isomorfismi.

(i1) G on kommutatiivinen, jos ja vain jos Gi on kommutatiivinen.

(iii) o(a) = o(f(a)) aina, kun a € G.

(iv) G on syklinen, jos ja vain jos Gy on syklinen.

Todistus. Ks. [7], s. 145.

Esimerkki 3.3 Osoitetaan, ettd ryhma (Z,+) ei ole isomorfinen ryhmdn (R, +)
kanssa.

Ratkaisu. Ryhmé (Z,+) on syklinen, silld (Z,+) = (1). Lauseen 3.7 (iv) perus-
teella ryhmé (R, +) on nyt syklinen, jos ryhmét (Z, +) ja (R, +) ovat isomorfiset.
Esimerkissé 2.6 kuitenkin osoitettiin, ettd (R,+) ei ole syklinen. Siten ryhmét
(Z,+) ja (R, +) eivit ole isomorfiset. (|7], tehtévi 7, s. 151)

Lause 3.8 Jokainen ddrellinen, syklinen ryhmda on isomorfinen ryhman (Z,,+,)
kanssa. Jokainen dadreton, syklinen ryhmd on isomorfinen ryhman (Z,+) kanssa.

Todistus. Ks. [7], s. 147.
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3.2 Isomorfia- ja vastaavuuslauseet

Téssé kappaleessa todistetaan homomorfismien peruslause, eriiti isomorfialauseita
seké, vastaavuuslause. Namé lauseet osoittavat homomorfismien ja tekijaryhmien
vélisen suhteen.

Lause 3.9 Olkoon f homomorfismi ryhmdltd G ryhmdlle G1. Olkoon H ryhmdn
G sellainen normaali aliryhmd, ettd H C Ker f, ja olkoon g luonnollinen homo-
morfismi ryhmdlta G ryhmdlle G/H. Silloin on olemassa sellainen yksikdsitteinen
homomorfismi h ryhmdltd G/H ryhmdlle Gy, etta f = hog. Lisiksi h on injektio,
jos ja vain jos H = Ker f.

f

G—— Gy a —— f(a)
gl h .7 gl h /7
G/H aH

Kuvio 2. Normaalin aliryhmén H synnyttdmit homomorfismit g ja h

Todistus. (Vrt. [7], s. 153-154.) Tarkastellaan kuvausta h : G/H — G, missi
h(aH) = f(a) aina, kun aH € G/H. Ehdosta aH = bH seuraa, etti b 'a €
H C Ker f (lauseen 3.5 perusteella Ker f on ryhmén G normaali aliryhmé). Néin
ollen f(b~ta) = ey eli f(a) = f(b). Talldin h(aH) = h(bH), joten h on hyvin
madritelty, toisin sanoen kukin ldht6joukon alkio kuvautuu yhdelle arvojoukon
alkiolle. Olkoon a € G. Silloin (hog)(a) = h(g(a)) = h(aH) = f(a). Siten hog = f.
Koska f kuvaa ryhmén G ryhmille Gy, niin kuvauksen h téytyy kuvata G/H
ryhmille G;. Nyt h((aH)(bH)) = h((ab)H) = f(ab) = f(a)f(b) = h(aH)h(bH).
Kuvaus h on siten homomorfismi ryhmailtd G/H ryhmille Gy, ja se toteuttaa
ehdon f = h o g. Yksikésitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, etti f = h' o g
jollakin homomorfismilla A’ ryhméltd G/H ryhmaélle G;. Silloin h(aH) = f(a) =
(h' o g)(a) = W(g(a)) = h'(aH) aina, kun aH € G/H. Néin ollen h = b/, joten h
on ainoa sellainen homomorfismi ryhméltd G/H ryhmaélle G4, ettd f = hog.

Oletetaan, ettd h on injektio. Osoitetaan, ettd H = Ker f. Olkoon a € Ker f.
Silloin f(a) = e; ja siten h(aH) = e;. Koska h(eH) = e; ja h on injektio, niin
aH = eH. Niin ollen a € H jasiten Ker f C H. Oletuksen perusteella H C Ker f,
joten nyt H = Ker f.

Oletetaan kidntéden, ettdi H = Ker f. Osoitetaan, ettd h on injektio. Olkoon
h(aH) = h(bH). Silloin f(a) = f(b) eli f(b~'a) = €. Siten b~'a € Ker f = H.
Tasté seuraa, ettd aH = bH, joten h on injektio. [

Lauseessa 3.9 oletetaan, ettd f on surjektio, toisin sanoen koko ryhméa G| on
ryhmén G kuvajoukko.

Lauseesta 3.9 seuraa, ettd jos H = Ker f, niin A on isomorfismi ja titen
G/Ker f on isomorfinen ryhméin G; kanssa. TAma merkitsee sitd, ettd jokainen
epimorfismi ryhméltd G ryhmélle G indusoi isomorfismin ryhmaélta G /Ker f ryh-
mille G;. Talld lauseella on keskeinen merkitys ryhméiteoriassa, ja se tunnetaan
nimelld ryhm#homomorfismien peruslause (the fundamental theorem of ho-
momorfisms for groups). Sitd kutsutaan myos ensimmaéiseksi isomorfialauseeksi.
Seuraavassa lause esitetdin yleisessd muodossaan ja sille annetaan suora todistus.
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Lause 3.10 (Ensimméinen isomorfialause) Olkoon f homomorfismi ryhmdltd
G ryhmddn Gy. Silloin f(G) on ryhman Gy aliryhmd ja

G/Ker f ~ f(QG).

Todistus. (Vrt. [7], s. 154.) Lauseen 3.1 nojalla f(G) on ryhmén G; aliryhma.
Olkoon H = Ker f. Olkoon h : G/H — f(G),h(aH) = f(a) aina, kun aH € G/H.
Olkoot a,b € G. Nyt aH = bH, jos ja vain jos b~'a € H = Ker f. Taméi on
voimassa silloin ja vain silloin, kun f(b~'a) = e; eli f(b~')f(a) = e;. Témé ehto
on yhtépitivi sen kanssa, ettd f(a) = f(b), joten h on hyvin méairitelty ja samalla
injektio.

Olkoon x € f(@). Silloin on olemassa sellainen b € G, ettd x = f(b). Valitaan
tallainen b. Siten h(bH) = f(b) = x. Tama osoittaa, ettd h on surjektio.

Lopuksi todetaan, ettid h(a HbH) = h(abH) = f(ab) = f(a)f(b) = h(aH)h(bH)
aina, kun o H,bH € G/H. Téamai osoittaa, ettd h on homomorfismi.

Néin on osoitettu, ettd kuvaus h ryhmaélta G/H ryhmaélle f(G) on bijektiivinen
homomorfismi eli isomorfismi, joten G/Ker f ~ f(G). O

Lause 3.6 osoittaa, ettd ryhmén G jokainen tekijairyhmé G/H on ryhmén G ho-
momorfinen kuva. Ensimméinen isomorfialause todistaa kiénteisen asian: ryhmén
G jokainen homomorfinen kuva on isomorfinen ryhmén G jonkin tekijaryhméin
kanssa. (Ks. [2], s. 97.)

Esimerkki 3.4 Olkoot (Z,+) ja (Zs, +3) ryhmid, ja olkoon f : Z — Zs, f(n) = [n]
aina, kun n € Z. Osoitetaan, etti ryhmdn (Z,4+) aliryhman (6) kautta syntyy
homomorfia mutta ei isomorfiaa.

Ratkaisu. Osoitetaan aluksi, ettd f on homomorfismi. Olkoot a,b € Z. Nyt f(a +
b) = [a+b] = [a] +3 [b] = f(a) +3 f(b), joten f on homomorfismi. Nyt f on myds
epimorfismi, silla selvisti f(Z) = Zj. Nyt Ker f = {0,43,+6,...} = (3), silld
0] = f(0) = f(£3) = f(£6) = ... Néin ollen (6) C (3) = Ker f. Selvisti H =
(6) on ryhmén (Z,+) normaali aliryhmé. Olkoon ¢ luonnollinen homomorfismi
g:Z — Z/{6),9(n) =n+ (6) aina, kun n € Z. Lauseen 3.9 mukaan on olemassa
sellainen homomorfismi A ryhmélta Z/(6) ryhmélle Zs, ettd f = ho g. Kuvauksen
h madrittelee nyt laskulaki h(n + (6)) = [n] aina, kun n € Z.

Koska H # Ker f, niin lauseen 3.9 perusteella h ei ole injektio. TAmé ilmenee
siten, ettd h kuvaa kaksi ryhmén Z/(6) alkiota ryhmén Zz kullekin alkiolle. Naméa
tapaukset ovat

T R
<O B R
e o e-w

Lahteessé |7] esimerkki 3.4 esitetddn ensimmaisen isomorfialauseen sovellukse-
na, mikd on virhe, silli H # Ker f. Esimerkki 3.4 esittdd kyllikin homomorfiaa,
mutta ei isomorfiaa. Tdydennetdin siis esitysté esimerkilld 3.5, joka vastaa suoraan
lauseen 3.10 sisaltoa.
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Esimerkki 3.5 Olkoon f homomorfismi ryhmdlti (Z,+) ryhmdlle Z/(3), ja ol-
koon f(n) = [n]| aina, kun n € Z. Osoitetaan, ettd ryhman (Z,+) aliryhmdan (3)
kautta syntyy isomorfia.

Ratkaisu. Esimerkissé 3.4 todettiin, ettd f(Z) = Z3 ja (3) = Ker f. Néin ollen
lauseen 3.10 nojalla
Z/(3) ~ Zs.

Se, ettd kysymyksessid on isomorfia, ilmenee tésséi siten, ettd ensimmaéisen iso-
morfialauseen méadrittelema kuvaus h kuvaa ryhmén Z/(3) kunkin alkion yhdelle
ja vain yhdelle ryhmén Z3 alkiolle. Namé vastaavuudet ovat

0+(3) —
1+3) — [1
2+@3) — 2]

Esimerkkeja 3.4 ja 3.5 vertailemalla kiy havainnollisesti ilmi, mikd merkitys
indusoituvan homomorfismin kannalta on silla seikalla, valitaanko normaaliksi ali-
ryhméksi Ker f vai sen aito aliryhmé. Edellisessé tapauksessa saadaan isomorfia,
jalkimmaisessa tapauksessa tatd 10yhempi yhteys ryhmien vilille.

Esimerkki 3.6 Osoitetaan, etti Z/nZ ~ Z,, kun n > 0.

Ratkaisu. Olkoon n € Z*. Olkoon f : Z — Z,, f(a) = [a] aina, kun a € Z. Nyt
f on homomorfismi, silld f(a + b) = [a + b] = [a] 4+, [b] = f(a) +, f(b) aina, kun
a,b € Z. Kuvauksen f méairittelystd ndhddan selvisti, ettd ryhmén Z, jokaisella
alkiolla on alkukuva ryhméissi Z, joten f on epimorfismi. Siten Z, on ryhmén Z
homomorfinen kuva.

Tarkastellaan joukkoa nZ = {0,+n,+2n,+3n,...}. TAmi on sama kuin ryh-
mén Z, neutraalialkio [0], joten nZ = [0]. Koska f(a) € [0] aina, kun a € nZ, niin
nZ = Ker f. Neutraalialkiona [0] = nZ myts muodostaa ryhmén Z, triviaalin,
normaalin aliryhmén. Siten voidaan muodostaa tekijiryhméa Z/nZ. Lauseen 3.10
nojalla nyt Z/nZ ~ Z,,, kun n > 0. (|7], tehtivi 2, s. 164)

Ensimmaéisen isomorfialauseen nojalla ryhmén G kaikki homomorfiset kuvat
voidaan madrittdd kiyttadmalld ryhmai G (ks. [4], s. 176). Havainnollistetaan tété
tiarkedd asiaa itse laaditulla esimerkilla. (Vrt. 7], esimerkki 1, s. 162.)

Esimerkki 3.7 Oma esimerkki. Mddritetiin ryhmin G = {€'s |n € Z} = (e's)
kaikki homomorfiset kuvat.

Ratkaisu. Esimerkissd 2.5 (s. 8) osoitettiin, ettd G on syklinen ryhmé, jonka ker-
taluku on 12. Olkoon H ryhmén G homomorfinen kuva. T&ll6in on olemassa epi-
morfismi f ryhméltd G ryhmélle H. (Ainakin yksi homomorfinen kuva on ole-
massa, silld identiteettikuvaus on epimorfismi. Télloin H = G, joskin tapaus on
triviaali.) Lauseen 3.5 nojalla Ker f on ryhmin G normaali aliryhmé. Lauseen
3.10 perusteella G/Ker f ~ H. Koska Ker f on ryhmén G aliryhmi, niin et-
sitddn seuraavaksi ryhmén G aliryhmét. Esimerkin 2.5 nojalla ryhméalla G on
nyt syklinen aliryvhm# K, aina, kun |K,| = r € {1,2,3,4,6,12}. Nyt voidaan
méritelld aliryhmd K, = {(¢’6)* |k = n%,n =0,1,...,|K,| — 1}. Esimer-
kiksi K3 = {(e/5)¥|k = 4n,n = 0,1,2}. Tilléin siis k& saa arvot 0, 4 ja 8,
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joten K3 = {1,e'%,¢'5}. Nyt todetaan, etti Ker f = K, jollakin indeksilli
re€{1,2,3,4,6,12}. Niin ollen H ~ G/ K, jollakin indeksilla r € {1,2,3,4,6,12}.

Lauseen 2.25 mukaan K, on normaali aliryhmi, joten on olemassa luonnollinen
homomorfismi f ryhméltd G ryhmiélle G/K,. Nyt f(a) = oK, aina, kun a € G.
Téssa selvisti Ker f = K,. Kuvauksen f mééritelméstd nihddan selvisti, ettd
f on epimorfismi, joten G/K, on ryhmén G homomorfinen kuva aina, kun r €
{1,2,3,4,6,12}.

Tiedetddn, ettd ddrellisen tekijiryhmén G/ K, kertaluku on |G/K,| = |G|/| K|
Esimerkissa 2.14 osoitettiin, ettd syklisen ryhmén tekijaryhmé on syklinen. Niin
voidaan pédtelld, ettd ryhmén G homomorfisia kuvia ovat (isomorfian kannalta)
sykliset ryhmét Z, s € {1,2,3,4,6,12}. Tekijiryhmain G/K, liittyy isomorfia

G/Kr >~ ZQ

aina, kun r € {1,2,3,4,6,12}.

Lause 3.11 (Toinen isomorfialause) Olkoon H ryhmdn G aliryhmda, ja olkoon
K ryhmdn G normaali aliryhmd. Silloin

H/(HNK) ~ (HK)/K.

Todistus. (Vrt. [7], s. 156.) Esimerkin 2.12 nojalla HK on ryhmén G aliryhmé.
Selvisti K C HK. Koska K on normaali ryhméssi G ja HK C G, niin K on ryh-
mén HK normaali aliryhméi. Téalloin voidaan muodostaa tekijiryhma (HK)/K.
Olkoon f: H — (HK)/K, f(h) = hK aina, kun h € H. Nyt f(hyhy) = hiho K =
hiKho K = f(hy)f(hs) aina, kun hy, he € H. Niin ollen f on homomorfismi. Ol-
koon K € (HK)/K. Silloin ovat olemassa sellaiset h € H ja k € K, ettd x = hk.
Siten K = (hk)K = (hK)(kK) = hK = f(h). Tami osoittaa, ettd f on epi-
morfismi ja siten f(H) = (HK)/K. Ensimmaéisen isomorfialauseen nojalla tésté
seuraa, etta

H/Ker f ~ (HK)/K.
Osoitetaan vield, ettd Ker f = H N K. Nyt

Kerf = {h € H| f(h) = ryhmén (HK)/K neutraalialkio}
—{he H | f(h) = K}
—{heH|hK =K}
={he H|heK}
=HNK.

Lauseen 3.5 nojalla Ker f on ryhmédn H normaali aliryhmé. Néin ollen tekijéryh-
mé H/(H N K) voidaan muodostaa. Siten H/(HNK) ~ (HK)/K. O

Lauseen 3.11 todistuksessa madritelty kuvaus f voidaan tulkita luonnollisen
homomorfismin g : G — G/K rajoittumaksi aliryvhméin H (ks. [2], s. 99). Tamé
toteamus selkiyttda toisen isomorfialauseen merkitysta.

Esimerkisséd 5.2.7 ([7], s. 156-157) on kaksi painovirhetté; kuvauksen h isomor-
fisuus ilmenee seuraavasti: h : 0+ (6) — 0+(3),2+(6) — 1+(3),4+(6) — 2+(3).

Léahteessé [7] ei ole toista isomorfialausetta havainnollistavia harjoitustehtivia.
Taydennetaéin esitystd seuraavalla esimerkilld ([3], tehtdava 15.7, s. 150).
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Esimerkki 3.8 Olkoon G = (Za4, +24) ja olkoot H = ([4]) ja K = ([6]) ryhmdn
G aliryhmid. Todetaan toisen isomorfialauseen ilmaisema isomorfia.

Ratkaisu. Ryhméin G kaikki aliryhmét ovat normaaleja lauseen 2.25 perusteella.

a) Luetellaan kaikki aliryhmien H +,4 K ja H N K alkiot.

Nyt H = ([4]) = {[0], [4], [8], [12], [16], [20]} ja K = ([6]) = {[0], 6], [12], [18]},
joten H +54 K = {[0], [2], [4], [6], [8], [10], [12], [14], [16], [18], [20], [22]} = ([2])
ja H0 K = {[0], [12]} = ([12]).

b) Luetellaan tekijairyhmén H/

(HNK) = (4)/(12) sivuluokat alkioineen.
(0] 424 HN K = [0] 424 {[0], [1 %
2]

[0], [12]},
[4], [16]},
8], [20]}-

¢) Luetellaan tekijaryhmén (H 494 K)/K = (2)/(6) sivuluokat alkioineen.
[
]
]

[4] 424 H N K = [4] 4294 {[0], [12

}
}
[8] +24 H N K = [8] +24 {[0], [12]}

{
{
{

[0] +24 K = K = {[0], [6], [12], [18]},

d) Esitetdéin toisen isomorfialauseen kuvaama ryhmien H/(H N K) ja

(H 424 K)/K vilinen vastaavuus.

Nyt siis H/(H 0 K) = ([4])/([12]) = {{[0], [12]}, {[4], [16]}, {[8], [20]}} ja
(H+20K)/K = (2)/(6) = {{[0], [6], [12], [18]}, {[2], [8], [14], [20]}, {[4], [10], [16], [22]} }

Lauseen 3.11 todistuksessa mééritelty epimorfismi f : H — (H +94 K)/K
ilmaisee vastaavuudet
[0], [12] = [0] 424 K = {[0], [6], [12], [18]},
[4], [16] — [4] 424 K = {[4], [10], [16], [22]},
8], [20] = [2] 424 K = {[2], [8], [14], [20]}.

Luonnollinen homomorfismi ¢ : H — H/(H N K) ilmaisee vastaavuudet
[0], [12] = [0] +24 {[0], [12]} = {[0], [12]},
[4], [16] = [4] +24 {[0], [12]} = {[4], [16]},
(8], [20] — [8] +24 {[0], [12]} = {[8], [20]}.

Epimorfismin f indusoima isomorfismi h: H/(H N K) — (H +24 K)/K
ilmaisee nyt vastaavuudet
[0] +24 {[0], [12]} — [0] +24 K = {[0], [6], [12], [18]},
[4] 424 {[0], [12]} — [4] 44 K = {[4], [10], [16], [22]},
[8] +24 {[0], [12]} — [2] +24 K = {[2], (8], [14], [20]}.

Esitetdan vield ryhmén G = Zy, ja sen aliryhmien suhteet seuraavalla hilakaa-
violla; liitetdén siihen kunkin ryhmaéan kertaluku, joka merkitd&n sulkuihin.
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Kuvio 3. Ryhmén Zy, hilakaavio

Lauseen 3.11 médrittelemad isomorfiaa kutsutaan joskus timantti-isomorfiaksi;
nimitys johtuu kuvion 3 rakenteesta (ks. [2], s. 99).

Lause 3.12 Olkoon f homomorfismi ryhmdlti G ryhmdalle G1. Olkoon H ryhmdn
G sellainen normaali aliryhmd, etta H O Ker f. Olkoon g luonnollinen homomor-
fismi ryhmiltd G ryhmdlle G/H, ja olkoon ¢' luonnollinen homomorfismi ryhmdltd

G ryhmalle G,/ f(H). Silloin on olemassa sellainen yksikdsitteinen isomorfismi
h ryhmalta G/H ryhmdlle G1/f(H), etti ¢'o f = hog.

Gf—>01

|

G/H —— Gy/f(H)
Kuvio 4. Oletuksen H D Ker f nojalla syntyvi isomorfismi h

Todistus. (Vrt. [7], s. 157.) Jos osoitetaan, ettd Ker ¢g'o f = H, niin lauseen 3.9 no-
jalla on olemassa yksikésitteinen isomorfismi A ryhméltd G/H ryhmélle G/ f(H).
Oletetaan aluksi, ettd a € H. Osoitetaan, ettd H C Ker ¢’ o f. Nyt (¢’ o f)(a) =
g'(f(a)) on ryhmén G,/ f(H) neutraalialkio, koska f(a) € f(H) = Ker ¢'. Néin
ollen a € Ker ¢’ o f, misté seuraa, ettd H C Ker ¢’ o f.

Kéantden oletetaan, ettd a € Ker ¢’ o f. Osoitetaan, ettd Ker ¢ o f C H.
Nyt ¢'(f(a)) on ryhmén G,/ f(H) neutraalialkio ja siten f(a) € Ker ¢’ = f(H).
Sen vuoksi on olemassa sellainen b € H, etti f(b) = f(a) eli f(ab™') = e,. Tasté
seuraa, ettd ab~' € Ker f C H jasiten a = (ab~')b € H. Niin ollen Ker ¢'of C H.

Koska siis Ker ¢’ o f = H, niin véite on tosi. [

Lause 3.13 (Kolmas isomorfialause) Olkoot H, ja Hy ryhmdan G sellaisia nor-
maaleja aliryhma, ettd Hy C Hy. Silloin

(G/H)/(Hy/Hy) = G/H,.

Todistus. (Ks. [7], s. 157.) Korvataan lauseessa 3.12 ryhméd G, ryhmilld G/H,,
ryhmé H ryhmalla Hy ja ryhméa G1/f(H) ryhmélla (G/H,)/(Hs/H;). Téssa f on
luonnollinen homomorfismi ryhméltd G ryhmélle G/H;. Koska Hy C G, niin nyt
f(Hsy) = Hy/H,. Ks. kuvio 5. O
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G ! y G/H,

| ;

G/H, b (G/H))/(Hy/H))

Kuvio 5. Tekijaryhmén tekijairyhméan (G/H,)/(Hy/H,) liittyvé isomorfismi h

Lauseen 3.13 mukaan tekijairyhmén G/H, tekijairyhmé (G/H,)/(Hy/H,) on
isomorfinen yksinkertaisen tekijiryhmén G/H, kanssa.
Léahteessé [7] ei ole myoskéidn kolmatta isomorfialausetta havainnollistavia har-

joitustehtivid. Taydennetddn tédssikin esitystd ylimaaraisella esimerkilld (ks. [3],
tehtéva 15.9, s. 150).

Esimerkki 3.9 Olkoon G = (Zay, +24) ja olkoot Hy = ([4]) ja Hy = ([8]) ryhmdan
G aliryhmid. Fsitetdidn kolmannen isomorfialauseen mddarittelemda ryhmien
G/H, ja (G/H,)/(Hy/Hy) vilinen vastaavuus.

Ratkaisu. Nyt G = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16],
(17], 18], [19], [20], [21], [22], [23]}.

a) Luetellaan tekijiryhmén G/H, sisaltamét sivuluokat alkioineen.

Nyt siis tekijairyhmén G/H; sivuluokat alkioineen ovat
[0] +24 Ha = {[0], [4], [8], [12], [16], [20]},

]
[1] +24 Hy = {[1],[5], [9], [13], [17], [21]},
[2] 424 Hy = {[2], (6], [10], [14], [18], [22]},
[3] +24 Ha = {[3], [7], [11], [15], [19], [23]}.

b) Nyt H; = ([8]) = {[0], [8], [16]}, joten tekijairyhm&n G /H; sivuluokat
alkioineen ovat

0] +24 Hy = {[0],[8], [16]},

[1] +oa H1 = {[1], 9], [17]},

2] +24 Hy = {[2],[10], [18]},
3] +24 Hy = {[3],[11], [19]},
[4] +24 Hy = {[4],[12], [20]},
[5] +24 Hy = {[5], [13], [21]},
[6] +24 H1 = {[6], [14], [22]},
[7] +oa Hy = {[7], [15], [23]}.

c) Tek1Jaryhman H,/H, sivuluokat alkioineen ovat

[4] +24 Hy = [4] +24 {[0], [8], [16]} = {[4], [12], [20]}.
(Huomataan helposti, etta {[0], [8],[16]} on tekijiryhman H,/H; neutraalialkio.)

d) Tekijaryhmén (G/H,)/(Hy/H;) sivuluokat alkioineen ovat

([0]+24 Hy) 424 (Ha/Hy) = {[0]+24 Hy, [4]+20Hi } = {{[0], [8], [16]}, {[4], [12], [20]} },
(1424 Hy) 424 (Ho/Hy) = {[1]+24 H1, [5]+24Hi } = {{[1],[9], [17]}, {[5], [13], [21]} },
([2]+2aH1)+oa(Ha/ Hy) = {[2]424 H, [6] 424 H1 } = {{[2], [10], [18]}, {[6], [14], [22]}},
([3]+24H1)+oa(Ha/Hy) = {[3]42a Hy, [T]H20H1 } = {{[3], [11], [19]}, {[7], [15], [23]} }.
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e) Esitetddin kolmannen isomorfialauseen méérittelemé ryhmien

G/H, ja (G/H,)/(Hy/H;) vilinen vastaavuus. Olkoon h lauseessa 3.12 mééritel-
ty isomorfismi. Ryhmien G/H, ja (G/H,)/(Ha/H:) alkioiden vélinen vastaavuus
ilmenee nyt seuraavasti:

h([0] +24 Hz) = {{[0], 8], [16]}, {[4], [12], [20]} },
h([1] +24 Hy) = {{[1], 9], (171}, {[5], [13], [21]} },
h([2] 424 Hz) = {{[2], [10], [18]}, {[6], [14], [22]} },
h([3] 424 Hz) = {{3], [11], [19]}, {[7], [15], [23]} }.

Esitetdin seuraavaksi vastaavuuslause (correspondence theorem), josta on eréis-
sé tapauksissa hyotyé toisen ryhmén rakenteen selvittdmisessé, kun toinen ryhma
tunnetaan.

Lause 3.14 (Vastaavuuslause) Olkoon [ epimorfismi ryhmdltd G ryhmdlle G,.
Silloin f synnyttdd injektitvisen inkluusion (one-one inclusion), joka sailyttida vas-
taavuuden ryhmdn G niiden aliryhmien, jotka sisdltdvdt aliryhmdn Ker f, ja ryh-
mdan Gy aliryhmien vdlilld. Tdamda tarkoittaa sitd, ettd ryhmien valilla on injektio,
joka sdilyttdd aliryhmien vdliset suhteet sitrryttiessd ryhmdadn G,. Jos H ja K
ovat ryhmien G ja G toisiaan vastaavat aliryhmdt, niin H on ryhmdn G normaa-
li aliryhmd, jos ja vain jos K on ryhmdan G, normaali aliryhmd.

Todistus. (Vrt. 7], s. 158-159.) Olkoon H={H | H on ryhmén G sellainen aliryhmi,
ettd Ker f C H} ja olkoon K={K | K on ryhmén G, aliryhmi}.

Olkoon f* : H — K, f*(H) = {f(h) | h € H} aina, kun H € #. Silloin
f*(H) € K lauseen 3.1 perusteella. Néin ollen f* on funktio, koska f on funktio.
Olkoon K € K. Merkit#éin aliryhméin K alkukuvaa f~'(K) ryhmiissi G symbolilla
H. Olkoon a € Ker f. Silloin f(a) =e; € K jasiis a € f~'(K) = H. Niin ollen
Ker f C H. Olkoot nyt a,b € H. Silloin f(a), f(b) € K. Koska f on homomorfismi,
niin f(ab™") = f(a)f(b™") = f(a)f(b)~' € K. Siksi ab™' € H jasiten H on ryhmin
G aliryhmé lauseen 2.1 nojalla. Koska H sisiltdi aliryhmén Ker f, niin H € H.

Edelld on osoitettu, ettd f* kuvaa joukon H joukolle K, joten f* on surjektio.
Olkoot Hy,Hy € H. Oletetaan nyt, ettd f*(H;) = f*(H,). Olkoon h; € Hj.
Silloin on olemassa sellainen hy € Ho, ettd f(hy) = f(hy). Téstd seuraa, etti
f(hihy") = e; ja siten hyhy' € Ker f C Hy. Titen hy = (hihy )hy € Hy, misti
seuraa, ettd H; C H,. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd Hy C H;. Niin ollen
H, = H, ja siten f* on injektio. Koska siis f* on surjektio ja injektio, niin se on
bijektio. Selvésti H; C Ho, jos ja vain jos f*(H;) C f*(H,). Liséksi f* on injektio,
joten H; C H, silloin ja vain silloin, kun f*(H;) C f*(Ha).

Oletetaan nyt, ettd H on ryhmén G sellainen normaali aliryhmé, ettd Ker f C
H. Olkoon K = f*(H). Osoitetaan, ettd K on ryhméin G, (ldhteessi [7], s. 159,
virheellisesti "ryhmén G”) normaali aliryhmé. Olkoon f(a) € Gy ja f(h) € K.
Nyt aha™! € H, silli H on ryhmén G normaali aliryhmi. Siten f(a)f(h)f(a)™' =
f(aha™") € K. Téten K on ryhmin G| normaali aliryhmi.

Oletetaan kidantéen, ettd J on ryhméin GG; normaali aliryhméi ja ettd L € H on
sellainen, ettd f*(L) = J. Osoitetaan, ettd L on ryhmén G normaali aliryhmé. Ol-
koon a € G ja h € L. Silloin f(aha™") = f(a)f(h)f(a)~" € J ja siten aha™' € L.
Tamé osoittaa, ettd L on ryhmén G normaali aliryhmé. [J

Vastaavuuslause voidaan muotoilla erikseen tekijaryhmié koskevaksi. Tama tu-
los esitetiaéin seuraavaksi. (Vrt. [1], s. 121.)
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Lause 3.15 Olkoon N ryhmdn G normaali aliryhmda. Silloin ryhmdin G /N jokai-
nen aliryhmd on muotoa K/N, missi K on ryhmdn G sellainen aliryhmd, joka
sisdltdd aliryhmdn N. Lisiksi K/N on ryhmdn G/N normaali aliryhmd, jos ja
vain jos K on ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus. Ks. [7], s. 159.

Esimerkki 3.10 Olkoon f epimorfismi ddrelliselta ryhmdltd G ryhmdlle Zy5. Osoi-
tetaan, etti ryhmalla G on normaalit aliryhmdt, joiden indeksit (erillisten vasem-
pien sivuluokkien lukumddrdt) ryhmdssi G ovat 5 ja 3.

Ratkaisu. Olkoon siis f : G — Zi5 epimorfismi. Ensimmaisen isomorfialauseen no-
jalla télloin G/Ker f ~ Z;5. Koska Z;5 on syklinen ja sen kertaluku on 15, niin
tekijiryhmé G /Ker f on syklinen ja sen kertaluku on 15 lauseen 3.7 perusteella.
Koska nyt G/Ker f on aérellinen ja syklinen, silld on lauseen 2.12 mukaan aliryh-
méa Hy, jonka kertaluku on 5, sekd aliryhmé Hs, jonka kertaluku on 3. Lauseen 2.10
nojalla aliryhmét H; ja Hy ovat syklisid, ja lauseen 2.25 mukaan ndmé ovat nor-
maaleja ryhmiéssd G. Lauseen 3.15 mukaan tilloin ovat olemassa sellaiset ryhmén
G normaalit aliryhmét N; ja Ns, ettd Ker f C Ny, Ker f C Ny, Ny/Ker f = H; ja
Ny /Ker f = H,. Téten voidaan kirjoittaa yhtalo

Gl _ 161 IV

[Ker f| ~ [Ni|  [Ker f]
=[G : N{][Ny : Ker f] =[G : N{]|N1/Ker f| =[G : Ny]-5.

15=|G/Ker f| =[G : Ker f] =

Téstd seuraa, ettd [G : Ni| = 3. Toiseksi voidaan muodostaa yhtalo
Gl 1GL IV,

[Ker f| ~ [Na|  [Ker f]
=[G : No]J[Ny : Ker f] =[G : No||No/Ker f| =[G : Ny] - 3.

15 =|G/Ker f| =[G : Ker f] =

Tésta puolestaan seuraa, ettd [G : No] = 5. (7], tehtévd 11, s. 164)

Néin tekijiryhmia koskevan vastaavuuslauseen avulla pystyttiin selvittimain
ryhmén G rakennetta, kun ryhmén Z5 rakenne tunnettiin; ratkaistussa esimerkis-
sa 2 ([7], s. 162) viitataan harhaanjohtavasti lauseeseen 3.14.

4 Ryhman vaikutukset

Ryhmiteoria kiisitteli alunperin permutaatioryhmii. Laajennetaan nyt joukon per-
mutaatio joukkoon kohdistuvaa ryhmén vaikutusta koskevaksi. Maaritellddn jo-
honkin joukkoon liittyvin ryhman vaikutuksen kéasite, jonka avulla voidaan sel-
vittaad tarkeitd dérellisten ryhmien ominaisuuksia. Kasite mahdollistaa tehokkaan,
tarkoitukseen sopivan laskutekniikan.

Madritelmi 4.1 Olkoon G ryhmda ja olkoon S epdtyhji joukko. Ryhmdn G (va-
sen) vaikutus (action) joukkoon S on sellainen funktio - : G x S — S (merkitdan
(1) (9192) 7= g1 (g2 ) ja

(i1) e - & = x, missd e on ryhmdn G neutraalialkio,

aina, kun x € S, g1, 92 € G.
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Jos epaselvyytta ei synny, merkinnin g-z sijasta kirjoitetaan gx. Jos on olemas-
sa ryhmén G vasen vaikutus joukkoon S, niin sanotaan, ettd G vaikuttaa joukkoon
S vasemmalta ja ettd S on G-joukko.

Lause 4.1 Olkoon S G-joukko, missi G' on ryhmd ja S on epdtyhji joukko. Mdd-
ritellddn nyt relaatio ~ joukossa S seuraavasti:

a ~ b, jos ja vain jos on olemassa sellainen g € G, ettd g - a = b.
Silloin ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa S.

Todistus. (Vrt. [7],s. 173.) Kohdan (ii) mukaan ea = @ aina, kun a € S, joten a ~ a.
Siten ~ on refleksiivinen. Olkoot seuraavaksi a,b, ¢ € S. Oletetaan seuraavaksi,
ettd a ~ b. Silloin on olemassa sellainen g € G, ettd ga = b, mistd seuraa, etti
g7'b = g7'(ga) = (¢97'g)a = ea = a. Téten b ~ a, joten ~ on symmetrinen.
Oletetaan lopuksi, ettd a ~ b, b ~ c. Silloin ovat olemassa sellaiset g1, g, € G, etté
gia = b ja gob = c. Titen (gag1)a = g2(g1a) = gob = c¢. Néin ollen a ~ ¢, joten ~
on transitiivinen. Relaatio ~ tayttda siten kaikki ekvivalenssirelaation ehdot. [

Maédritelmi 4.2 Olkoon G ryhmd, ja olkoon S (epdtyhji) G-joukko. Lauseen 4.1
ekvivalenssirelaation mddarittelemid ekvivalenssiluokkia kutsutaan ryhmdn G urik-
si (orbit) joukossa S.

Alkion a € S sisiltdvi ura on [a] = {ga|g € G}.
Lause 4.2 Olkoon G ryhmd, ja olkoon S G-joukko. Osajoukko

Go={g9€G|ga=a}
on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus. Ks. 7], s. 173. O

Lauseen 4.2 aliryhméd G, kutsutaan alkion a stabiloijaksi (stabilizer) tai
alkion a isotropiaryhmaiksi (isotropy group).

Lause 4.3 Olkoon G ryhmd, ja olkoon S G-joukko. Silloin
(G Ga] = |[a]|
aina, kun a € S.

Todistus. (Vrt. [7], s. 173-174.) Olkoon a € S. Olkoon L aliryhmén G, kaikkien
vasempien sivuluokkien joukko ryhméssi G. Nyt [a] = {b € S|a ~ b} = {b €
S| ga = b jollakin alkiolla g € G} = {ga| g € G}. Osoitetaan nyt, ettd on olemassa
bijektio joukolta £ joukolle [a]. M&é&ritelldén kuvaus

[ L —la], f(9Ga) = ga

aina, kun ¢gG, € L. Olkoot ¢g1,¢9» € G. Talloin g;G, = ¢g.G9, jos ja vain jos
g5 'g1 € Gy, jos ja vain jos g, *(gi1a) = (g, *g1)a = a, jos ja vain jos gia = g,a. Niin
ollen f on injektio joukolta L joukkoon [a]. Olkoon b € [a]. Silloin on olemassa
sellainen g € G, ettd ga = b. Siten f(gG,) = ga = b. Tasta seuraa, etti f on
surjektio. Néin on osoitettu, ettd f on bijektio, joten [G : G,] = |L]|=|[a]|. O

29



Lause 4.4 Olkoon G ryhmd, ja olkoon S ddrellinen G-joukko. Silloin

S| =[G : G,

aEA

missi A on joukon S osajoukko, joka sisdltid tismdlleen yhden alkion kustakin
urasta [a).

Todistus. (Vrt. [7], s. 174.) Lauseen 4.1 mukaan joukko S voidaan osittaa urien
unioniksi. Sen tdhden
S = U a].

aEA

SI=" llall=)_[G: G

a€A acA

Nyt

lauseen 4.3 nojalla. [

Esimerkissa 4.1 sovelletaan lausetta 4.4 tarkeédssé erikoistapauksessa, jossa ryh-
mén G kertaluku on jokin alkuluvun p potenssi. Tulosta sovelletaan myohemmin
adrellisten ryhmien rakenteen analysoinnissa.

Esimerkki 4.1 (Ks. [7], esimerkki 1, s. 176.) Olkoon S ddrellinen G-joukko, mis-
si G on ryhmd, jonka kertaluku on p", p alkuluku. Olkoon Sy = {a € S|ga =
a aina, kun g € G}. Osoitetaan, etti |S| = |So| (mod p), misti kdytetiin myds
lyhyempad merkintdd |S| =, |So.

Ratkaisu. Lauseen 4.4 nojalla [S| = " _,[G : G,], missd A on joukon S osajoukko,
joka sisiltad tdsmaélleen yhden alkion ryhmén G kustakin urasta [a]. Nyt a € S,
jos ja vain jos ga = a aina, kun ¢ € G. Tdmén kanssa yhtapitavd on ehto [a] = {a}.

Taten el

acA\So ' *
Koska |G,| # |G| aina, kun a € A\ Sy, niin % on luvun p jokin potenssi aina,
kun a € A\Sy. Téten % on jaollinen luvulla p, miké todistaa sen, ettd |S| =, |Sol.

Jatkona esimerkille 4.1 seuraava esimerkki késittelee ryhmén ja sen aliryhmien
kertalukujen vélisid yhteyksié.

Esimerkki 4.2 (Vrt. [7], esimerkki 3 (i), s. 176-177.) Olkoon G ddrellinen ryhmd
ja olkoon H ryhmdin G sellainen aliryhmd, etti |H| = p*, missi p on alkuluku ja
k ei-negatitvinen kokonaisluku.

(i) Osoitetaan, etti [G : H) =, [N(H) : H], missi N(H) ={g € G|gHg™' = H}.
(i1) Osoitetaan, etti jos p jakaa luvun |G : H], niin N(H) # H.

Ratkaisu. (i) Olkoon S = {xH |z € G}. Selvisti S on epétyhja. Olkoon ryhmén
H vasen vaikutus joukkoon S h(xH) = (hx)H aina, kun h € H,zH € S. Silloin S
on H-joukko. Olkoon Sy = {xH € S|h(xH) = zH aina, kun h € H}. Esimerkin
4.1 nojalla |S| =, |So|. Nyt xH € Sy, jos ja vain jos h(zH) = H aina, kun h € H.
Tamé pitee silloin ja vain silloin, kun 2 'hax € H aina, kun h € H. Taméi on yh-
tépitivid sen kanssa, ettd o 'Hxz C H. Nyt |x ' Hx| = |H|. Niin ollen zH € Sy,
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jos ja vain jos x 'Hx C H, miki pitee silloin ja vain silloin, kun o= 'Hzx = H
(silli H on &érellinen ja |~ 'Hz| = |H|). Témé& on yhtipitivii sen kanssa, etti
r € N(H). Tama osoittaa, ettd Sy on kaikkien aliryhmén H vasempien sivuluok-
kien joukko ryhméssd N(H). Taten |So| = [N(H) : H]. Toisaalta |S| = [G : H].
Siten on voimassa relaatio [G : H| =, [N(H) : H].

(ii) Edellisen kohdan perusteella [G : H| =, [N(H) : H]. Nyt oletuksen mukaan p
jakaa luvun [G : H], joten p jakaa luvun [N(H) : H|. Koska [N(H) : H] > 1, niin
N(H) # H.

Ryhmén vaikutuksen késitettd sovelletaan myohemmin Sylowin lauseiden to-
distamiseen. Késitteelld on kuitenkin muitakin sovelluksia. Esitetdén téssé kiintoi-
sa Burnsiden lause ja kaksi esimerkkid sen soveltamisesta.

Maéaritelma 4.3 Olkoon G ryhmd, ja olkoon S G-joukko. Olkoon a € S ja g € G.
Jos ga = a, niin sanotaan, etti a on alkion g kiinnittdma. Jos on voimassa ehto
ga = a aina, kun g € G, niin sanotaan, ettd a on ryhmdn G kiinnittdmd.

Lause 4.5 (Burnside) Olkoon S darellinen epdtyhja joukko, ja olkoon G ddrelli-
nen ryhmd. Jos S on G-joukko, niin ryhmdn G urien lukumddrd on

Gl 7 FW),

gelG

missd F(g) on alkion g kiinnittaimien joukon S alkioiden lukumddrd.

Todistus. (Vrt. [7], s. 175-176.) Olkoon T = {(g,a) € G x S| ga = a}. Koska F(g)
on sellaisten alkioiden a € S lukuméérd, ettd (g,a) € T, niin [T = >, F(9).
Toisaalta |G,| on sellaisten alkioiden g € G lukuméiri, ettd (g,a) € T, joten
IT| = ,cq |Gal. Téssd laskettiin joukon 7" alkioiden lukuméirin kahdella tavalla:
ensin joukon S alkioiden kannalta ja sitten ryhmén G alkioiden kannalta.

Olkoon S = [a1] U [ag] U -+ U [ag], missd {[ai],[az],...,[ax]} on ryhmin G
kaikkien erillisten urien joukko joukossa S. Silloin

> " Flg) Z|G|+Z|G|+ +Z|G|

geG a€la1] a€laz] a€la]

Olkoot a, b saman uran alkioita. Silloin [a] = [b] ja [G : G,] = |[a]| = |[b]| = [G : G})
lauseen 4.3 nojalla. Nyt GG on #irellinen ja GG, on ryhméan G aliryhmé lauseen 4.2
perusteella. Talloin [G : G,] = |G|/|G.| Lagrangen lauseen 2.15 nojalla. Tésté
seuraa edelleen, etté

16l _ 16|
Gal |Gl
ja siten |G,| = |G}|. Néin ollen
Y F(9) = [[a][1Ga,| + |[a2]] [Gas| + - - + |[ax]| | Ga
geq@
|G| G| L |Gl
= |Ga1| + |Ga2| +- |Ga |
|Gl |G| TGl
= k|G|,
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missa k on erillisten urien lukumaéara. Nain ollen

1
k= @ZF(g). O

gelG

(Vrt. [7], s. 175-176.)

Havainnollistetaan nyt lausetta 4.5 seuraavilla esimerkeill ([3], s. 161-163).

Esimerkki 4.3 Selvitetddn ryhmdn vaikutuksen kdsitteen avulla, kuinka monella
aidosti erilaisella tavalla tavallinen arpakuutio voidaan merkitd.

Ratkaisu. Voidaan ensiksikin helposti todeta, ettd kuutio voidaan merkitd yh-
teensd, 6! = 720 tavalla niin, ettd jokainen taho on merkitty eri pistemaérilla
n; € {1,2,...,6}. Olkoon S niiden merkintiatapojen joukko. Osa néistd merkinti-
tavoista tosin vastaa joitakin muita siind mielessi, ettd toiseen merkintddn pais-
tddn kuutiota kaintamalla. Korostetaan vield, ettd joukon S alkio on yhdelma,
joka koostuu kuudesta eri tahoihin merkitystd pisteméarasta.

Arpakuutio voidaan asettaa 24 asentoon, ja mielivaltaisesta asennosta paastain
mihin tahansa toiseen kuution pyordhdyksilli. Namé pyordhdykset muodostavat
erddn ryhmén G, jonka kertaluku on 24 (todistus ohitetaan).

Pidetdén kuution kahta merkintdd samoina, jos toisesta paistédin toiseen kuu-
tion pyorahdyksilla eli merkinnésté toiseen péadstddn ryhmén G alkion vaikutuk-
sesta. Toisin sanoen katsotaan ryhmén G uran joukossa S vastaavan arpakuution
yhtd merkintidtapaa ja toisaalta eri urien vastaavan eri merkintidtapoja. Arpakuu-
tioiden erilaisten merkintdtapojen maarittdminen johtaa néin siithen, ettd méairite-
tddn ryhmén G urien lukuméirid G-joukossa S. Nyt siis S on dédrellinen G-joukko,
jossa on 720 alkiota.

Olkoon arpakuutio merkitty milld tahansa tavalla siten, ettd kuhunkin tahoon
on merkitty jokin pistemééristd n; € {1,2,...,6}. Olkoon arpakuutio mielival-
taisessa asennossa. Olkoon g € G,g # e. Koska g # e, niin ryhmén alkion ¢
vaikutuksesta kuutio pyorahtdd johonkin toiseen asentoon. Alkio g # e ei siis kiin-
nitd kuutiota, joten kuution jokaisen tahon merkintd vaihtuu toiseksi. Koska kuu-
tion merkintd vaihtuu jokaisella erilaisella kuution merkintétavalla, niin F'(g) = 0.
Toisaalta neutraalialkio e ei kddnnd kuutiota, vaan kiinnittdd kuution tahojen
merkinnét. Koska kuution tahojen merkinnét séilyvét jokaisella erilaisella kuution
merkintétavalla, niin F'(e) = 720. Néin ollen urien lukumééri on

k:ég;pﬂ(g):ﬁ( > F(g)+F(e)) :%-(0+720):30

g€G,g#e

lauseen 4.5 nojalla. Todetaan siis, etté arpakuutio voidaan merkita 30:114 toisistaan
poikkeavalla tavalla; sama tulos saadaan luonnollisesti myos ennestdédn tutuilla
kombinatoriikan periaatteilla. ([3], esimerkki 17.1, s. 161)

Esimerkki 4.4 Selvitetddn, kuinka monella erilaisella tavalla tasasivuisen kol-
mion kulmat voidaan vdrjdtd, kun kdytettdvissd on neljd vdrid. Oletetaan lisdksi,
ettd vain yhtd varia kdytetadan yhteen kulmaan ja ettd samaa varia voidaan kdyttdd
samanatkaisesti myos eri kulmissa.
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Ratkaisu. Kukin kulma voidaan virjiti neljilli virilld, joten on yhteensi 4° = 64
mahdollista virjattyd kolmiota. Olkoon S niiden vérjittyjen kolmioiden joukko.
Joukkoon S vaikuttava ryhmé G on kolmion symmetrioiden ryhmé (ks. s. 4). Ryh-
min G alkioita ovat ne tavat, joilla kaksi samanlaista tasasivuista kolmiota voi-
daan asettaa pédllekkiin. Ryhmé G on isomorfinen ryhmén S3 kanssa (todistus
sivuutetaan), minké vuoksi ryhmésséd G on kuusi alkiota. Lauseen 4.5 soveltami-
seksi madritetddn nyt jokaista ¢ € G vastaava luku F(g), mitd varten laaditaan
seuraava taulukko.

Taulukko 2. Ryhmén G vaikutukset joukkoon S

alkio ¢ alkion ¢ vaikutus huomautus F(g)
neutraalialkio e kulmat paikoillaan 64
kierto, yksi askel 1—2,2— 3,3 — 1| kaikki kulmat samanvérisid 4
kierto, kaksi askelta 1—3,2—1,3 — 2 | kaikki kulmat samanvérisia | 4
kulmat 2 ja 3 vaihdetaan | 1 — 1,2 — 3,3 — 2 | vaihdettavat samanvérisii 16
kulmat 1 ja 3 vaihdetaan | 1 — 3,2 — 2,3 — 1 | vaihdettavat samanvérisid 16
kulmat 1 ja 2 vaihdetaan | 1 — 2,2 — 1,3 — 3 | vaihdettavat samanvérisid 16

Nain ollen erillisten urien lukumaara

1 1 120
k:@ZF(g):6-(64+4+4+16+16+16):?:20
eG

lauseen 4.5 nojalla. Niin todetaan, etti tasasivuisen kolmion kulmat voidaan vér-
jata 20 tavalla, kun kiytettévissd on nelja varid. (Vrt. [3|, esimerkki 17.4, s. 162-
163)

5 Ryhmien ulkoiset ja sisaiset suorat tulot

Suoran tulon méarittelyn avulla ryhmé voidaan kuvata pienempien ryhmien tulo-

mén rakennetta.
Olkoon I, = {1,2,...,n}. Olkoon {G;|i € I,,} jokin ryhmien joukko. Olkoon
GG néiden tekijoiden tulojoukko eli karteesinen tulo; toisin sanoen

G=G xGyx - xG,={(ar,a9,...,a,) |a; € Gy,i € I,,}.
Maaéritellddn laskutoimitus * joukossa G seuraavasti:
(ay,a,...,a,) % (by,be,...,b,) = (a1b1, asbs, ..., a,by,)
aina, kun (ay,as, ..., ay,), (by,ba, ..., b,) € G.

Lause 5.1 Olkoon {G;|i € I,} ryhmien joukko ja olkoon G = G X Gg X -+ - X G,,.
Olkoon e; ryhmdin G; neutraalialkio aina, kun i € I,,. Silloin (G, x) on ryhmda, missd

x on ylld madritelty laskutoimitus. Ryhmdan G neutraalialkio on e = (ey, ea, ..., €y,)
ja mielivaltaisen alkion (a1, as, ..., a,) € G kadanteisalkio on

(ar,a9,...,a,) = (a; a0yt ... a,").
Olkoon lisiksi H; = {(e1,€2,...,€i_1,0i,€i11,---,6n) ]| a; € G;} aina, kun i € I,.

Silloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.
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(i) H; on ryhman G normaali aliryhmd aina, kun i € I,,.

(i1) Jokainen a € G voidaan yksikdsitteisesti ilmaista muodossa a = hihy -+ hy,
missd h; € H;, 1 € 1.

(ZZZ) Hz N (H1H2 s Hi—lHi+1 s Hn) = {6} ama, kun i € In

(ZU) G= HIHQ' . Hn

Todistus. Ks. |7], s. 181-183.

Maaritelma 5.1 Lauseen 5.1 ryhmda G on ryhmien G;,1 = 1,2,...,n, ulkoinen
suora tulo (external direct product).

Maééritelmi 5.2 Olkoon G ryhmda ja {N;|i € I,} ryhmdin G normaalien ali-
ryhmien joukko. Silloin G on normaalien aliryhmiensd Ny, No, ..., N, sisdinen
suora tulo (internal direct product), jos jokainen a € G voidaan yksikdsitteisesti
ilmaista muodossa a = ajas - - - a,, missd a; € N; aina, kun i € I,,.

Olkoon G = G1 X Gy X --- X G, ryhmien G;,i € I, ulkoinen suora tulo, ja
olkoon H; lauseessa 5.1 médritelty ryhmén G normaali aliryhmé. Silloin ryhmé G
on aliryhmiensid Hy, Ho, ..., H, sisdinen suora tulo lauseen 5.1 (ii) nojalla.

Lause 5.2 Olkoon G ryhmd ja olkoon {N;|i € I,} ryhmdn G normaalien aliryh-
mien joukko. Silloin G on aliryhmien {N; |i € I,} sisdinen suora tulo, jos ja vain
jos G = NyNy--- N, ja Ny (Ny-+-N;_1Niji1---Ny) = {e} aina, kun i € I,.

Todistus. Ks. [7], s. 183-184.

Lause 5.3 Olkoon G normaalien aliryhmiensd N;, i € I, sisdinen suora tulo.
Silloin
G ~N; x Ny x---xN,,.

Todistus. Ks. [7], s. 184-185.

Lauseen 5.3 mukaan normaalien aliryhmiensé sisdisend suorana tulona kuvat-
tava ryhmé G on isomorfinen samojen aliryhmien ulkoisen suoran tulon kanssa.
Néin ollen tésté ldhtien kiytetdan merkintdd G = Ny X Ny X - -+ X N, silloin, kun
GG on normaalien aliryhmiensa N;, i € I, suora sisdinen tulo.

Esimerkki 5.1 (Vrt. [7], esimerkki 5, s. 186-187.) Olkoot A ja B syklisid ryhmid,
joiden kertaluvuille m ja n pdtee ehto syt(m,n) = 1. Osoitetaan, ettd talléin Ax B
on syklinen ryhmd, jonka kertaluku on mn.

Ratkaisu. Olkoon |A| = m ja |B| = n. Oletuksen perusteella on olemassa sellainen
a € A ja sellainen b € B, ettd A = (a) ja B = (b). Olkoon g = (a,b). Selvisti
g € A x B. Silloin ¢™" = (a,b)™ = (a™",0™") = (ea, ep), missd e4 on ryhmén A
ja ep on ryhmén B neutraalialkio. Olkoon o(g) = t. Silloin (a, b)! = (e, ep). Tésta
seuraa, etti a' = e, ja b = ep. Néin ollen m |t ja n|t. Koska syt(m,n) = 1, niin
mn | t. Taten mn on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd ¢"™" = e. Néin
ollen o(g) = mn. Nyt |A x B| = mn ja A x B siséltdé alkion g, jonka kertaluku
on mn. Niin on osoitettu, ettd A x B on syklinen ryhmé, jonka kertaluku on mn.

Esimerkki 5.2 Olkoon G ddrellinen syklinen ryhmd, jonka kertaluku on mn, mis-

si syt(m,n)=1. Olkoot H ja K ryhmdin G sellaisia aliryhmid, ettd |H| = m ja
|K| = n. Osoitetaan, ettd talloin G = H x K.
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Ratkaisu. Lauseen 2.25 nojalla H ja K ovat ryhmén G normaaleja aliryhmié. Nyt
|HN K| jakaa luvun |H| = m ja |HNK]| jakaa luvun |K| = n. Koska syt(m,n) = 1,
niin |H N K| = 1. Téten lauseen 2.19 nojalla |HK| = % =1 =mn = |G|.
Koska HK C G,|HK| = |G| ja G on &érellinen, niin G = HK. Niin ollen
G =HK ,HNK = {e} ja H ja K ovat ryhmin G normaaleja aliryhmié. Téten
G on aliryhmien H ja K suora sisdinen tulo lauseen 5.2 perusteella. Néin ollen

G = H x K lauseen 5.3 nojalla. ([7], tehtava 6, s. 188)

6 Sylowin lauseet

6.1 Konjugaattiluokat

Ryhmien analysoinnissa kiytetddn paljon késitettd ryhméin konjugaattirelaatio.
Sen avulla ryhmé voidaan jakaa erillisiin ekvivalenssiluokkiin. Aé&rellisen ryhmén

Maéritelma 6.1 Olkoon G ryhmd ja olkoon a € G. Alkion a keskittdja (cent-
ralizer) eli normalisoija (normalizer) ryhmdassi G on joukko C(a), jonka kaikki
alkiot kommutoivat alkion a kanssa; toisin sanoen

C(a) = {b € G|ba = ab}.

Huomataan vilittomaésti, ettd C'(a) = G, jos ja vain jos a € Z(G).
Olkoon G ryhmé ja olkoon a € G. Alkiota b € G kutsutaan alkion a konju-

gaatiksi ryhmissi GG, jos on olemassa sellainen ¢ € G, ettd b = cac™!.

Lause 6.1 Olkoon G ryhmd ja a € G.

(i) Silloin C(a) on ryhmdn G aliryhmd.

(it) Ryhmdassd G mddritelty relaatio p = {(a,b) € GXG | b on alkion a konjugaatti}
on ekvivalenssirelaatio ryhmdssi G. Relaatiota p kutsutaan konjugaattirelaa-
tioksi (conjugacy). Relaation p ekvivalenssiluokkaa |a] kutsutaan alkion a kon-
jugaattiluokaksi ryhmdssi G. Konjugaattiluokasta kdytetidin myds merkintdid
Ci(a), joten Cy(a) = [a] = {zaz™" |z € G}.

(ii1) Alkion a konjugaattien lukumddrd on sama kuin aliryhmdn C(a) indeksi ryh-
massa G, toisin sanoen |Ci(a)| =[G : C(a)].

Todistus. Ks. [7], s. 191. O

Lause 6.2 Olkoon G ddrellinen ryhmd. Silloin

G| =>"1G: C(a)],

a

missd yhteenlasku koskee taydellistd erillisten konjugaattiluokkien edustajien jouk-
koa.

Todistus. Ks. [7], s. 191. O
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Lause 6.3 Olkoon G ddrellinen ryhmd. Silloin

Gl=12(@)|+ Y [G:C(a)],

agZ(@)

missd Z(G) on ryhmdn G keskus ja yhteenlasku koskee taydellista sellaisten erillis-
ten konjugaattiluokkien edustajien (mahdollisesti tyhjid) joukkoa, jotka eivit kuulu
joukkoon Z(QG).

Todistus. (Vrt. [7], s. 192.) Lauseen 6.2 nojalla |G| = )" [G : C(a)], misséd yhteen-
lasku koskee téydellista erillisten konjugaattiluokkien edustajien joukkoa. Néiin

ollen
Gl= Y [G:Cla)+ ) [G:C(a)].

a€Z(Q) afZ(G)

Alkio @ kommutoi kaikkien ryhmén G alkioiden kanssa silloin ja vain silloin, kun
a € Z(G). Talloinhén C'(a) = G ja sen vuoksi [G : C(a)] = 1. Tésté seuraa, etti
> acz@)|G 1 Cla)] = |Z(G)]. Nyt ylld esitetty yhtdld voidaan kirjoittaa muotoon

Gl =1Z(G)|+ ) [G:Cla)],
aZ(Q)

missd yhteenlasku koskee taydellista sellaisten erillisten konjugaattiluokkien edus-
tajien (mahdollisesti tyhjad) joukkoa, jotka eivit kuulu joukkoon Z(G). O

Lauseen 6.3 yhtdlod kutsutaan konjugaattiluokkayhtaloksi.

Konjugaattirelaatio on kiinnostava ei-kommutatiivisten ryhmien yhteydessi,
mutta ei Abelin ryhmien kannalta. Olkoon G nyt Abelin ryhma ja olkoot a,b € G.
Tilloin Z(G) = G. Nyt ab = ba, joten b = aba~'. Niin ollen kaksi alkiota a ja b ovat
konjugaatteja, jos ja vain jos ne ovat samat. (Ks. [5], s. 121.) Samalla havaitaan, et-
td Abelin ryhméssé jokainen alkio @ muodostaa oman konjugaattiluokkansa, toisin
sanoen Cj(a) = [a] = {zaz™" |z € G} = {a}.

Lause 6.4 Olkoon H ryhmdin G aliryhmd, ja olkoon a € G. Silloin aHa™' on ryh-

man G aliryhmd, jota kutsutaan aliryhmdan H konjugaatiksi (conjugate). Lisiksi
H~aHa "

Todistus. Ks. 7], s. 193. O

Maéritelma 6.2 Olkoon H ryhmdn G aliryhma, ja olkoon a € G. Jos pitee ehto
aHa ' = H, niin aliryhmdi H kutsutaan invariantiksi alkion a suhteen.

Maédritelmén 6.2 perusteella huomataan vilittomaésti, ettd jos aliryhmd H on
invariantti ryhmén G kaikkien alkioiden suhteen, niin H on ryhmén G normaali
aliryhma.

Maaritelma 6.3 Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Joukkoa
Ni(H)={ke€ K |kHK™" = H}

kutsutaan aliryhmdn H normalisoijaksi (normalizer) aliryhmdassi K.
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Selvisti Ng(H) C K. Maaritelméstd 6.3 nahdaén, ettd joukon Ng(H) muo-
dostavat aliryvhméin K ne alkiot, joiden suhteen H on invariantti.

Lause 6.5 Olkoot H ja K ryhmdan G aliryhmia. Silloin Ng(H) on ryhmdin K
aliryhmd.

Todistus. Ks. [7], s. 193-194. O

Kun K = G, niin Ng(H) = Ng(H). Merkinndn Ng(H) sijasta kidytetddn
lyhyempéad merkintdd N(H) ja nimitystd aliryvhmédn H normalisoija. Triviaalisti
N(H) = G silloin, kun H on ryhmén G normaali aliryhmé tai kun G on kommu-
tatiivinen. Jos K = G, niin lauseen 6.5 mukaan N(H) on ryhmén G aliryhmi.

Lause 6.6 Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Silloin H on ryhmdn N(H) normaali
aliryhmd.

Todistus. Olkoon h € H. Selviisti hHh ™' = H, joten H on joukon N (H) osajoukko.
Koska H ja N(H) ovat ryhmén G aliryhmid ja H C N(H), niin H on aliryhmén
N(H) aliryhmi. Nyt normalisoijan méiritelmén mukaan aHa ' = H aina, kun
a € N(H). Néin ollen H on ryhmén N(H) normaali aliryhmé. O

Lause 6.7 Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Aliryhmdn K alkioiden indusoi-
mien aliryhmdn H erillisten konjugaattien lukumdadrd on [K : Nk (H)).

Todistus. Ks. 7], s. 194. O

Esimerkki 6.1 Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Osoitetaan, ettd H on normaali
aliryhmd, jos ja vain jos H on konjugaattiluokkiensa yhdiste.

Ratkaisu. Olkoon a € G ja aHa™' = {aha™"|h € H}. Oletetaan ensin, etti
H on normaali aliryhmé. Osoitetaan, ettd H on konjugaattiluokkiensa yhdiste.
Olkoon h € H. Koska H on normaali aliryhmi, niin aha ! € H aina, kun a € G,
esimerkin 2.7 nojalla. Nyt Cj(h) = {aha™'|a € G}, joten C)(h) C H. Koska myos
h = ehe ! € Cj(h), niin huomataan, ettd H = Upcy Ci(h).

Oletetaan kadntien, ettd H on konjugaattiluokkiensa unioni. Osoitetaan, etta
H on normaali aliryhmé. Olkoon h € H. Oletuksen mukaan H = Upey Cj(h), mis-
si Cj(h) = {aha™"|a € G}. Tissi siis aha™" € Cj(h) C H aina, kun h € H,a € G.
Viite seuraa nyt esimerkista 2.7.

Esimerkissé 6.1 késitellyn tehtéviin alkuperdinen mééarittely (ks. [7], tehtévi
3, s. 195) on harhaanjohtava, silli siind puhutaan ryhmén G konjugaattiluokkien
unionista. Jokainen joukkohan on omien ekvivalenssiluokkiensa (téssi konjugaat-
tiluokkien) yhdiste, silld joukon ekvivalenssiluokat muodostavat kyseisen joukon
osituksen (ks. [7], s. 24). Téssé alkuperdinen tehtédvd on korjattu mielekkaéksi si-
ten, ettd ryhmaéssd G méairitelty konjugaattirelaatio liitetdan aliryhméain H.

37



6.2 Cauchyn lause ja p-ryhmat

Tamaén kappaleen paisisalto on Cauchyn lause, joka on osittainen kidnteinen tulos
Lagrangen lauseeseen ndhden. Viite todistetaan ensin &direllisille Abelin ryhmille
ja sitten tdmé lause yleistetddn koskemaan kaikkia darellisi ryhmié.

Lause 6.8 Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd, jonka kertaluku n on jaollinen al-
kuluvvulla p. Silloin G sisdltdd alkion, jonka kertaluku on p, ja aliryhmdn, jonka
kertaluku on p.

Todistus. (Vrt. [7], s. 196.) Induktiotodistus ryhmén kertaluvun |G| suhteen. Kun
|G| = 1, niin lause on triviaalisti tosi. Olkoon p alkuluku. Jos |G| = p, niin ryhmén
G jokaisen alkion # e kertaluku on p lauseen 2.18 nojalla. Silloin lause on erityisesti
tosi, kun |G| = 2. Tehdéén nyt induktio-oletus, ettd lause on tosi aina, kun |G| = r,
missd 2 < r < n. Olkoon G nyt ryhmaé, jonka kertaluku on n. Olkoon a € G, a # e,
ja olkoon m alkion a kertaluku. Silloin joko p|m tai pfm. Jos p|m, niin m = pk
jollakin positiivisella kokonaisluvulla k. Ti#ssé tapauksessa (a*)P = a™ = e, misti
seuraa ensinnikin, ettd a* # e, silli m = pk on alkion a pienin potenssi, joka
on yht# kuin e. Toiseksi havaitaan, etti a* € G on alkio, jonka kertaluku on p.
Oletetaan nyt, ettd p f m. Koska G on Abelin ryhmé, niin sen syklinen aliryhmé
H = (a) on ryhmén G normaali aliryhmé lauseen 2.25 perusteella. Nyt tiedetéén,
ettd |H| = |(a)| = m. Nyt |G| = m - [G : H| Lagrangen lauseen 2.15 perusteella.
Koska tésséd p ei jaa lukua m, niin p jakaa luvun [G : H]. Koska H on ryhméin G
normaali aliryhmé, niin voidaan muodostaa tekijiryhmé G/H. Nyt p jakaa luvun
|G/H| =[G : H]. Koska |G/H| < n, niin induktio-oletuksen nojalla on olemassa
sellainen bH € G/H, ettd o(bH) = p. Téssi b on eréis ryhmén G alkio. Nyt 0P H =
(bH)? = eH = H. Tdten 0 € H. Nyt (b™)P = (b*)™ = e, joten joko 0™ = e tai
alkion 0™ kertaluku on p. Oletetaan nyt, ettd b™ = e. Talloin b H = (bH)™ = eH,
misti seuraa, ettd p | m. TAma on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten o™ # e. Néin
ollen alkion 6™ kertaluku on p, ja siten ™ on etsitty ryhméan G alkio. Alkio, jonka
kertaluku on p, generoi nyt ryhmin G syklisen aliryhmén, jonka kertaluku on p.
Niin on induktioperiaatteen nojalla osoitettu lause todeksi, kun |G| = n. O

Lause 6.9 (Cauchy) Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku n on jaollinen
alkulvvulla p. Silloin G sisdltdda alkion, jonka kertaluku on p, ja aliryhmdn, jonka
kertaluku on p.

Todistus. (Vrt. [7], s. 196-197.) Induktiotodistus ryhmén kertaluvun |G| suhteen.
Kun |G| = 1, niin lause on triviaalisti tosi. Kun |G| = n = 2, niin G on syklinen
ryhmi ja siten Abelin ryhmaé. Viite seuraa talloin lauseesta 6.8. Tehddin induktio-
oletus, ettd viite on tosi aina, kun ryhmén kertaluku on m, missd 2 < m < n.
Tarkastellaan nyt ryhmén G luokkayhtéloéd

Gl =1Z(@)|+ ) [G:C(a)).

aZ(Q)

Jos G = Z(@), niin G on Abelin ryhmé ja tulos seuraa lauseesta 6.8. Jos G # Z(G),
niin on olemassa sellainen a € G, ettd a ¢ Z(G). Valitaan téillainen a. Kos-
ka a ei kommutoi ryhmén G kaikkien alkioiden kanssa, niin G # C(a). Téll6in
(G : C(a)] > 1, joten Lagrangen lauseen nojalla |G| = [G : C(a)] - |C(a)| > |C(a)|.
Jos p jakaa luvun |C(a)|, niin induktio-oletuksen nojalla aliryvhmélld C'(a) ja siten
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myo6s ryhmilla G on alkio, jonka kertaluku on p. Jos p ei jaa lukua |C'(a)| aina, kun
a & Z(G), niin luvun p taytyy jakaa luku [G : C'(a)] aina, kun a ¢ Z(G). Oletuksen
mukaan p jakaa luvun |G|, ja p jakaa nyt mySs summan Y., [G : C(a)] jokai-
sen tekijan. Néin ollen p jakaa luokkayhtilossd myos luvun |Z(G)|. Koska Z(G)
on Abelin ryhmé, niin lauseen 6.8 nojalla on olemassa sellainen aliryhmén Z(G)
ja samalla ryhméan G alkio a, jonka kertaluku on p. Néin on induktioperiaatteen
nojalla osoitettu lause todeksi, kun |G| = n. O

Cauchyn lauseen avulla voidaan nyt todistaa seuraava osittainen ki&nteinen
tulos Lagrangen lauseeseen néhden.

Lause 6.10 Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd, jonka kertaluku on n. Jos n on
jaollinen positiivisella kokonaisluvulla m, niin G sisdltia aliryhmdn, jonka kerta-
luku on m.

Todistus. Ks. |7], s. 197.

Maaritelma 6.4 Olkoon p alkuluku. Ryhmdid G kutsutaan p-ryhméksi, jos ryh-
mdn G jokaisen alkion kertaluku on luvun p jokin potenssi. Ryhmdn G aliryhmdd
H kutsutaan p-aliryhméksi, jos H on p-ryhmd.

Lause 6.11 Olkoon G ei-triviaalt ryhmd. Silloin G on ddrellinen p-ryhmd, jos ja
vain jos |G| = p* jollakin positiivisella kokonaisluvulla k.

Todistus. Ks. |7], s. 198.

Seuraava lause on hyvin tirked direllisten p-ryhmien tarkastelussa.

Lause 6.12 Olkoon G sellainen ddrellinen p-ryhmd, ettd |G| > 1. Silloin ryhmdn
G keskuksessa Z(G) on enemmdn kuin yksi alkio. Toisin sanoen: jos |G| = p*, kun
k> 1, niin |Z(G)| > 1.

Todistus. (Vrt. [7], s. 198.) Olkoon G sellainen #irellinen p-ryhmé, ettd |G| > 1.
Tarkastellaan ryhméan G luokkayht&loa

Gl=12(@)|+ ) [G:Cla)].

agZ(G)

Jos G = Z(@G), niin |G| = |Z(G)| > 1, joten lause on tosi. Oletetaan nyt, etta
G D Z(G). Koska Z(G) on nyt joukon G aito osajoukko, on olemassa sellainen
a € G, ettd a ¢ Z(G). Valitaan téllainen alkio a. Nyt C'(a) on ryhmén G aliryh-
mé lauseen 6.1 nojalla. Koska a ¢ Z(G), niin C'(a) on ryhmén G aito aliryhma.
Nyt siis |C(a)| < |G|. Koska G' on p-ryhmé, niin C'(a) sen aliryhménd on myos
p-ryhmé. Lagrangen lauseen mukaan [G : C'(a)] = |G|/|C(a)| = p™, missd m > 1.
Niin ollen p jakaa luvun [G : C'(a)] aina, kun a € Z(G). Tésté seuraa, ettd p jakaa
summan »_ o, [G : C(a)]. Koska p jakaa myds luvun |G/, niin luokkayhtilon pe-
rusteella p jakaa luvun |Z(G)|. Tésta seuraa, ettd |Z(G)| > 1. O

Jos k = 1, niin lauseen 6.12 vilittoména seurauksena saadaan mielenkiintoi-
nen tulos. Olkoon G sellainen #érellinen p-ryhmé, ettd |G| = p. Osoitetaan, etté
silloin G on Abelin ryhmé. Koska nyt G' on p-ryhmé, niin |Z(G)| > 1 lauseen 6.12
perusteella. Koska Z(G) on ryhmén G aliryhmé, niin Lagrangen lauseesta seuraa
nyt, etti G = Z((G). Néin ollen G on Abelin ryhmé. Aiemminhan on jo osoitettu,
ettd jos |G| = p, missi p on alkuluku, niin G on syklinen ja siten Abelin ryhma.
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Esimerkki 6.2 Olkoon G Abelin ryhmd, jonka kertaluku on pq, missd p ja q ovat
erisuuria alkulukuja. Osoitetaan, ettd G on syklinen. Osoitetaan lisiksi, ettd vdite
el pade yleisesti, jos p = q.

Ratkaisu. Oletetaan aluksi, ettd p # ¢. Cauchyn lauseen nojalla ryhmélla G on
erds aliryvhmé H, jonka kertaluku on p, sekd erdis aliryhmé K, jonka kertaluku
on ¢q. Nyt H N K on ryhmin G aliryhmi lauseen 2.3 perusteella. Lauseen 2.21
mukaan nyt H N K = {e}. Abelin ryhmén G aliryhmind H ja K ovat normaaleja
aliryhmié. Lauseen 2.24 perusteella H K on nyt ryhmén GG normaali aliryhmé. Nyt
|HN K| =1, joten |HK| = \gug; = 20 = pg. Koska G on #irellinen, HK C G ja
|HK| = |G|, niin HK = G.

Olkoon nyt H = (h) ja K = (k), missi h # e # k. Selvésti (hk) on ryhmén G
eriis syklinen aliryhmé. Osoitetaan, ettd (hk) = G . Lauseen 1.4 nojalla ensiksikin
(hk)P4 = hPakPd = (hP)9(k9)P = ee = e. Osoitetaan nyt, ettd (hk)™ = h"k™ # e,
kun 0 < m < pq. Tehddan vastaoletus, ettd on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku m, ettd h™k™ = e, kun 0 < m < pq. Valitaan tillainen m. Vastaole-
tuksesta seuraa, etti h™ = (k™)~!' = (k=)™ joten k™ € K ja (k=')™ € H. Nyt
selviisti A™, (k=')™ € H N K, joten h™ = (k~')™ = e. Oletuksen nojalla o(h) = p
ja o(k) = o(k™") = q, kun k # e. Tilldin p|m ja q|m, miki johtaa ristiriitaan
oletuksen 0 < m < pq kanssa. Néin ollen vastaoletus on vaéri, joten m = pq on
pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd (hk)™ = e. Néin on osoitettu, etté
o(hk) = pq = |(hk)|. Koska tédssé (hk) C G ja |(hk)| = |G|, niin G on syklinen.

Oletetaan seuraavaksi, etti p = ¢q. Nyt siis |G| = p?. Kleinin neliryhmé on eréis
timin ehdon tiyttivi Abelin ryhmi; sen kertaluku on 22. Kuitenkaan Kleinin
neliryhm4 ei ole syklinen (ks. [7], s. 111). Tdmé& vastaesimerkki osoittaa, ettd viite
ei yleisesti ole voimassa, kun p = ¢. ([7], tehtiava 9, s. 200)

6.3 Sylowin lauseet

Jos adrelliselld ryhmalla G on aliryhmé, niin Lagrangen lauseen nojalla aliryhmén
kertaluku jakaa ryhmén G kertaluvun. Sylowin lauseet antavat osittaisia vastauk-
sia kddnteiseen kysymykseen. Jotkut pitdvit Sylowin lauseita Lagrangen lauseen
jalkeen tirkeimpind dérellisten ryhmien teoriassa ([4], s. 352). Kun Lagrangen lause
ilmaisee valttiméattoman ehdon déirellisen ryhmén G aliryhmén olemassaololle, niin
Sylowin ensimmaéinen lause ilmaisee riittdvan ehdon (silloin, kun aliryhmén kerta-
luvussa on kysymys jonkin alkuluvun potenssista).

Lause 6.13 (Sylowin ensimméinen lause) Olkoon G ddrellinen ryhmda, jonka
kertaluku on p™m, missi p on alkuluku, r ja m ovat positiivisia kokonaislukuja, ja
p ja m ovat keskenddn jaottomia. Silloin ryhmdlld G on aliryhmd, jonka kertaluku
on p*, aina, kun 0 < k < r.

Todistus. (Vrt. [7], s. 201-202.) Todetaan aluksi, ettd jokaisella ryhmalld G on
triviaali aliryhmé {e}, joten lause on tosi, kun & = 0. Osoitetaan lause oikeaksi
induktiotodistuksella, kun 1 < k < r. Olkoon k£ = 1. Koska p jakaa luvun |G|,
niin ryhmilld G on aliryvhmi, jonka kertaluku on p = p* Cauchyn lauseen 6.9 pe-
rusteella. Lause on siis tosi, kun & = 1. Tehddin induktio-oletus, ettd ryhmélla
G on aliryhmi H, jonka kertaluku on p*,1 < k < r. Silloin H on ryhmiin G aito
aliryhmé. Lauseen 6.5 nojalla N(H) on ryhmén G aliryhmé. Esimerkin 4.2 nojal-
la [N(H) : H =, |G : H| ja H# N(H). Koska p|[G : H], niin p|[N(H) : H].
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Lauseen 6.6 nojalla H on ryhmén N(H) normaali aliryvhmé, joten tekijiryhmé
N(H)/H voidaan mééritelld. Nyt |N(H)/H| = [N(H) : H]|, joten p jakaa luvun
|N(H)/H]|. Taten tekijiryhmalld N(H)/H on Cauchyn lauseen mukaan aliryhmaé,
jonka kertaluku on p. Témai aliryhmé on lauseen 3.15 nojalla muotoa K/H, mis-
si K on ryhmén N(H) aliryvhmé ja H on aliryvhmén K normaali aliryhmé. Nyt
Lagrangen lauseen perusteella |K| = [K : H]|H| = |K/H||H| = pp* = pF*L. Sen
vuoksi K on ryhmin G aliryhmi, jonka kertaluku on p**'. Niin on osoitettu, etti
jos ryhmilld G on aliryhmi, jonka kertaluku on p*, niin ryhmilli G on aliryhmi,
jonka kertaluku on pF*! missi 1 < k < r. Induktioperiaatteen nojalla ryhmélli
G on tillsin aliryvhmi, jonka kertaluku on p* aina, kun 1 < k < r. Niin on lause
osoitettu oikeaksi aina, kun 0 < k£ < r. [

Lause 6.13 ilmaisee sen, ettd ryhmilld G' on ainakin yksi aliryhmé, jonka ker-
taluku on p*, aina, kun 0 < k£ < r. Samaa kertalukua edustavia aliryhmii voi olla
useampiakin.

Maaritelma 6.5 Olkoon G ddrellinen ryhmd ja olkoon p alkuluku. Ryhmdn G
aliryhmdd P kutsutaan ryhmdn G Sylowin p-aliryhméksi, jos P on p-aliryhmd
eikd se sisdlly aidosti mihinkddn muuhun ryhmdn G p-aliryhmddn. Toisin sanoen
P on ryhmdn G maksimaalinen p-aliryhmd.

Maéaritelméan 6.5 ja lauseen 6.13 nojalla kertalukua p"m edustavan ryhmén
Sylowin p-aliryhmén kertaluku on p”.

Lause 6.14 Olkoon G darellinen ryhmd, jonka kertaluku on p"m, missd p on alku-
luku, r ja m ovat posititvisia kokonaislukuja, ja p ja m ovat keskenddn jaottomia.
Olkoon H ryhmidn G sellainen aliryhmd, jonka kertaluku on p',1 < i < r. Silloin
on olemassa sellainen ryhmdin G aliryhmdi K, etti |K| = p™** ja H on aliryhmdin
K normaali aliryhmd.

Todistus. Ks. [7],s. 203.

Lause 6.15 (Sylowin toinen lause) Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku
on p'm, missi p on alkuluku, r ja m ovat posititvisia kokonaislukuja, ja p ja m
ovat keskenddn jaottomia. Silloin mitkd tahansa kaksi Sylowin p-aliryhmdd ovat
konjugaatteja, ja siten ne ovat isomorfiset.

Todistus. (Vrt. |7], s. 204-205.) Olkoot H ja K ryhmén G Sylowin p-aliryhmii ja
olkoon S aliryhmén H kaikkien vasempien sivuluokkien joukko ryhméssa G, toisin
sanoen S = {aH |a € G}. Silloin |S| = [G : H|. Vaikuttakoon K joukkoon S siten,
ettd aina kun £ € K,aH € S, niin

k(aH) = (ka)H.

Siten S on K-joukko. Olkoon Sy = {aH € S|k(aH) = aH aina, kun k € K}.
Esimerkin 4.1 nojalla |Sy| =, |S|. Koska H on ryhmén G Sylowin p-aliryhmi, niin
|S| = [G : H] ei ole jaollinen luvulla p. Téten |Sy| # 0. Olkoon aH € Sy. Silloin
k(aH) = aH aina, kun k € K. Tisti seuraa, etti a~'kaH = H aina, kun k € K, ja
siten a~'ka € H aina, kun k € K. Siten a™'Ka C H. Koska |a~'Ka| = |K| = |H|,
niin ' Ka = H. Niin ollen H ja K ovat konjugaatteja. [J

Seuraava lause on Sylowin toisen lauseen viliton seuraus.
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Lause 6.16 Olkoon G ddrellinen ryhmd ja olkoon H sen Sylowin p-aliryhmd. Sil-
loin H on yksikdsitteinen ryhmdan G Sylowin p-aliryhmd, jos ja vain jos H on
ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus. Olkoon H ryhmén G Sylowin p-aliryhmé. Oletetaan aluksi, ettd H on
yksikésitteinen ryhmén G Sylowin p-aliryhmé. Osoitetaan, ettd H on ryhmén G
normaali aliryhmi. Aliryhmiin H jokainen konjugaatti P on muotoa P = aHa !,
missi @ € G. Oletuksen mukaan H = aHa™' aina, kun a € G. Téllsinhdin H on
ryhmén G normaali aliryhma.

Oletetaan kddntden, ettd H on ryhméan G normaali aliryhmai. Osoitetaan, et-
td H on yksikésitteinen ryhmédn G Sylowin p-aliryhmé. Oletuksen mukaan H =
aHa ' aina, kun a € G. Taméi merkitsee samalla siti, etti aliryhmi H on itsensi
ainoa konjugaatti, joten H on yksikésitteinen ryhmén G' Sylowin p-aliryhmé. [

Lause 6.17 (Sylowin kolmas lause) Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kerta-
luku on p"m, missd p on alkuluku, r ja m ovat posititvisia kokonaislukuja, ja p ja
m ovat keskenddn jaottomia. Silloin ryhmdn G Sylowin p-aliryhmien lukumddrd
n, on 1+ kp, missi k on ei-negatitvinen kokonaisluku ja n, jakaa luvun p"m.

Todistus. (Vrt. [7], s. 205-206.) Olkoon S ryhmén G kaikkien Sylowin p-aliryhmien
joukko ja olkoon P € S. Vaikuttakoon P joukkoon S konjugoimalla, toisin sanoen
a-Q = aQa ! aina, kun a € P,Q € S. Nyt S on P-joukko. Olkoon Sy = {Q €
Sla-Q = Q aina, kun a € P} = {Q € S|aQa ™! = Q aina, kun a € P}. Nyt siis
Sp on ryhmén G niiden Sylowin p-aliryhmien @) joukko, jotka ovat invariantteja
aliryhmén P alkioiden suhteen. Esimerkin 4.1 nojalla |S| =, |Sy|. Koska selviis-
ti P € Sy, niin Sy # 0. Olkoon Q € Sy. Silloin Q = aQa~! aina, kun a € P.
Téten P C N(Q). Toisaalta triviaalisti @ C N(Q). Nyt P ja @ ovat ryhméan G
aliryhmié ja lauseen 6.5 perusteella N(Q) on ryhmén G aliryhmé. Niin ollen P
ja @ ovat ryhmén N(Q) aliryhmii. Koska lisiksi P ja @ ovat ryhmén G Sylowin
p-aliryhmi, niin ne ovat ryhmén N(Q) Sylowin p-aliryhmii. Nyt Sylowin toisen
lauseen perusteella on olemassa sellainen a € N(Q), ettd aQa ' = P; téissi P ja Q
ovat konjugaatit, ja a on alkio, jonka suhteen () on invariantti. Silloinhan P = Q,
silld @ on invariantti jokaisen alkion a € N(Q) suhteen. Téten Sy = {P} ja siis
|So| = 1. Néin ollen |S| =, 1, joten |S| = 1+ kp, missi &k on jokin ei-negatiivinen
kokonaisluku. Tahén Sylowin p-aliryhmien lukumé&araan liittyviin yhtaloon pas-
dyttiin konjugaattirelaation pohjalta. Kyseessa on erikoistapaus esimerkin 4.1 tar-
kastelusta.

Vaikuttakoon G joukkoon S konjugoimalla. Sylowin toisen lauseen nojalla mit-
ki tahansa kaksi Sylowin p-aliryhméé ovat konjugaatteja. Siksi on vain yksi joukon
S ura ryhmiéssi (G toisin sanoen joukon S kaikki alkiot kuuluvat samaan uraan.
Olkoon P € S. Silloin Gp ={g € G|g-P=P} ={g€ G|gPg ' =P} =N(P).
Téaten lauseen 4.3 nojalla

|S| = aliryhmén P uran alkioiden lukuméira on = [G : Gp].

Lauseen 4.2 nojalla G'p on aérellisen ryhmén G aliryhma, joten Lagrangen lauseen
2.15 perusteella [G : Gp] jakaa luvun |G|. Niin ollen ryhmén G Sylowin p-
aliryhmien lukumééré jakaa luvun |G|. O

Esimerkki 6.3 Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 65. Osoitetaan, ettid G ei ole
yksinkertainen.
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Ratkaisu. Nyt |G| = 65 = 13 - 5. Sylowin ensimmaisen lauseen nojalla ryhmélla
G on aliryhmit, joiden kertaluvut ovat 13 ja 5. Nyt Sylowin kolmannen lauseen
mukaan ni3 = 1+ 13k ja (1 + 13k) | 65, missi k& on ei-negatiivinen kokonaisluku.
Jalkimmaéinen ehto toteutuu vain silloin, kun £ = 0, joten n;3 = 1. Ryhmalla
G on siten yksikésitteinen Sylowin 13-aliryhmé, joka lauseen 6.16 perusteella on
normaali. Koska ryhmélld G siis on ei-triviaali, normaali aliryhmé, niin G ei ole
yksinkertainen. ([7], tehtévi 3, s. 219)

Esimerkki 6.4 Tarkastellaan ryhmdd G, jonka kertaluku on 70.

Ratkaisu. Nyt |G| = 70 = 7-5-2. Sylowin ensimmaéisen lauseen perusteella ryhmélld
GG on ainakin yksi kutakin kertalukua 7, 5 ja 2 edustava aliryhma.

(i) Osoitetaan, ettd ryhmélld G on yksikésitteinen Sylowin 7-aliryhmé&. Sylowin
kolmannen lauseen mukaan n; = 1+ 7k ja (1 + 7k) | 70, missd k on ei-negatiivinen
kokonaisluku. Jalkimmaéinen ehto toteutuu vain silloin, kun £ = 0, joten n; =
1. Ryhmilla G on siten yksikésitteinen Sylowin 7-aliryhmé H, joka lauseen 6.16
perusteella on ryhméin G normaali aliryhmaé.

(i) Osoitetaan, ettd ryhmélla G on yksikisitteinen Sylowin 5-aliryhmé. Sylowin
kolmannen lauseen mukaan ns = 1+ 5k ja (1+5k) | 70, missd k£ on ei-negatiivinen
kokonaisluku. Jalkimmaéinen ehto toteutuu vain silloin, kun &£ = 0, joten ns =
1. Ryhmalla G on siten yksikésitteinen Sylowin 5-aliryhmé K, joka lauseen 6.16
perusteella on ryhmén GG normaali aliryhma.

(iii) Osoitetaan, ettd ryhmélld G on syklinen aliryhmé, jonka kertaluku on 35.
Koska H ja K ovat ryhmén GG normaaleja aliryhmi, niin lauseen 2.24 perusteella
M = HK = KH on tillin ryhmén G normaali aliryhmé&. Lauseen 2.21 nojalla
H N K = {e}. Lauseen 2.19 perusteella nyt |HK| = % = L2 = 35. Koska
aliryhmien H ja K kertaluvut ovat alkulukuja, niin H ja K ovat syklisid ryhmiA.
Koska selvisti H C HK ja K C HK, niin H ja K ovat ryhmin G normaa-
lin aliryhmén M normaaleja aliryhmié. On siis todettu, ettd M = HK ja ettd
HNK = {e}. Niin ollen M on normaalien aliryhmiensé H ja K sisdinen suora tu-
lo lauseen 5.2 perusteella. Lauseen 5.3 nojallanyt M = HK = H X K ~ Z; X Zs.
Esimerkin 5.1 perusteella Z; x Z5 on syklinen ryhmé, jonka kertaluku on 7-5 = 35.
Néin ollen M = HK = H X K ~ Z; X Z5 ~ Z35, joten ryhmailld G on syklinen
aliryhmé, jonka kertaluku on 35. ([7], tehtéva 11, s. 220)

Todistetaan lopuksi vield yksi Sylowin p-aliryhmiin liittyva tulos. Aluksi esite-
tddn seuraava apulause.

Lause 6.18 Olkoon P ddrellisen ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd. Silloin aliryhmdn
P normalisoijan jokainen p-aliryhmd sisdltyy aliryhmddan P.

Todistus. (Vrt. [6], s. 471.) Olkoon P on &érellisen ryhmén G Sylowin p-aliryhma,
jonka kertaluku on p",r > 1. Olkoon R normalisoijan N(P) mielivaltainen p-
aliryhmi, jonka kertaluku on p*, k& > 1. Koska P on lauseen 6.6 perusteella nor-
malisoijansa N(P) normaali aliryhmé ja R C N(P), niin toisen isomorfialauseen
3.11 perusteella

R/(RNP)~ (RP)/P.

Tekijaryhmélle R/(R N P) patee yhtélo |[R/(R N P)| =[R: (R N P)]. Toisaalta
[R: (R N P)]=|R|/|R N P| Lagrangen lauseen perusteella. Koska |R N P| jakaa
luvun |R| = p*, niin |[R/(R N P)| = p™, missd m > 0. Koska tutkitaan direllisen
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ryhmén G aliryhmié, niin nyt isomorfian tdhden |R/(R N P)| = |(RP)/P| = p™.
Tarkastellaan seuraavaksi tekijaryhméd (RP)/P. Nyt |(RP)/P| = [(RP) : P] =
|RP|/|P|, mistd seuraa, ettd |[RP| = p™p"; toisin sanoen |RP| on luvun p erés
potenssi. Nyt P, R C G, joten myos RP C G. Koska P on ryhmin G Sylowin p-
aliryhmé, niin ryhmén P kertaluku on suurin mahdollinen luvun p potenssi. Niin
ollen |[RP| = |P|, joten RP = P. Tésti seuraa, ettd R C P. J

Lause 6.19 Olkoon G ddrellinen ryhmda. Silloin ryhmdn G jokainen p-aliryhmd
sisdltyy johonkin Sylowin p-aliryhmdan.

Todistus. (Vrt. [6], s. 472.) Olkoon S &irellisen ryhmén G kaikkien Sylowin p-
aliryhmien joukko. Olkoon P € S. Olkoon R ryhméan G mielivaltainen p-aliryhma.
Vaikuttakoon R joukkoon S konjugoimalla. Talloin S on R-joukko. Nyt |R| = p™,
missd m > 0. Lauseen 4.3 nojalla [R : Rp] = |R|/|Rp| = |[P]|, missid Rp on alkion
P isotropiaryhmé. Koska |R| on jokin alkuluvun p potenssi, niin nyt |[P]| on myos
jokin luvun p potenssi. Kutakin alkiota P € S vastaavassa urassa [P] on siten 1
alkio tai p” alkiota, missia n > 1. Sylowin kolmannen lauseen mukaan |S| = 1+ kp,
missd k& > 0. Siten |S| ei ole jaollinen luvulla p (> 1), joten ainakin yksi ryhmén
R joukkoon S muodostamista urista sisdltda vain yhden alkion. Tésté seuraa, etté
on olemassa sellainen P; € S, ettd R C N(P;). Lauseen 6.18 nojalla tilléin R C P;.
Téten ryhmén G p-aliryhmé R sisdltyy johonkin Sylowin p-aliryhméén. ([7], teh-
tava 11, s. 210) O

Lahteessé [6] lause 6.19 esitetddn Sylowin kolmantena lauseena. Lauseiden ni-
missd noudatetaan tédssi lihteen [7] kdytantod, mutta oleellisinta on, ettd lause
6.19 tarkentaa darellisten ryhmien aliryhmérakennetta. Kolme aiemmin esitettyé
Sylowin lausetta auttavat maidrittdmaian maksimaalisia p-aliryhmié; viimeksi esi-
tetty lause liittyy kaikkiin p-aliryhmiin.

7 Ratkeavat ja nilpotentit ryhmét

7.1 Ratkeavat ryhméat

Tamaén kappaleen péadsisilto on Jordanin-Hdélderin lause ja ratkeavan ryhmén maa-
rittely. Niiden pohjaksi tarkastellaan aluksi erdénlaisia ryhmén ja sen aliryhmien
muodostamia ketjuja.

Maaritelma 7.1 Olkoon G ryhmd ja olkoon
G=Hy2H 2Hy;2---2H,={e}

ryhmdn G aliryhmien ketju, n > 0. Ketjua kutsutaan alinormaaliksi sarjaksi
tai ketjuksi (subnormal series), jos kukin aliryhmd H; on normaali aliryhmdssa
H; ;. Ketjua kutsutaan normaaliksi sarjaksi (normal series), jos kukin aliryhmd
H; on normaali ryhmdssi G.

Ketjua kutsutaan kompositiosarjaksi (composition series), jos kukin aliryh-
md on maksimaalinen ryhman H; 1 normaali aliryhmd. Tamda tarkoittaa sita, ettd
H; # H; 1, ja jos H, C H C H;,_| ja H on normaali aliryhmdssi H;_i, niin
H = Hz'_l,i = ].,2,...,’/1.

Ketjuun sisdltyvien aitojen inkluusioiden O lukumddardd kutsutaan ketjun pi-
tuudeksi. Tekijaryhmii H;_/H; sanotaan ketjun tekijoiksi (factors of the chain).
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Huomattakoon, ettd méaritelmédn mukaan vain dérellinen aliryhmien ketju voi
olla alinormaali tai normaali sarja tai kompositiosarja. Jos G on Abelin ryhmaé,
niin sen alinormaali ja normaali sarja yhtyvét, koska ryhmén G jokainen aliryhmé
on normaali.

Jos H;_y = H; ylla olevassa méaéritelméssé, niin tekijaryhméa H;_;/H; koostuu
yvhdesté ainoasta alkiosta e H; ja ryhméa kutsutaan ketjun triviaaliksi tekijaksi.
Niin ollen ketjun pituus on ketjun ei-triviaalien tekijoiden H; ;/H; lukumé&ara.

Ryhmén G kompositiosarjasta G = Hy O H; O Hy O --- O H,, = {e} havai-
taan, etta tekijat H; |/H; ovat yksinkertaisia ryhmid. Tdma johtuu siitd, etté te-
kijaryhmén H; ;/H; ainoat normaalit aliryhmét ovat triviaalit aliryhméat H; |/ H;
ja eH;. Tavallaan ryhmén G analysointi kiteytyy nyt sen kompositiotekijéiden tar-
kasteluksi.

Maaritelma 7.2 Olkoon G ryhmd ja olkoon
G=Hy>H DHy,D:--DH,_ D H,={e} (7.1)

ryhmdn G alinormaali sarja. Tdmdn sarjan yhden askeleen tarkennus (one-
step refinement) on mikd tahansa muotoa

G=HyDH 2 -2H 1 D2HDOH;D--2 Hy, 2 H,={e}

oleva sarja, missi H on ryhmdn H;_y normaali aliryhmd ja H; on ryhmdan H nor-
maali aliryhmd, i = 1,2,...,n. Sarjan (7.1) tarkennus (refinement) on sellainen
alinormaali sarja, joka on saatu sarjasta (7.1) ddrelliselld madralla yhden askeleen
tarkennuksia. Sarjan (7.1) tarkennusta

G=KiDK I DKyD- -2 Ky 2Ky ={e} (7.2)

kutsutaan aidoksi tarkennukseksi (proper refinement), jos sarjassa (7.2) on ole-
massa sellainen aliryhmd K, joka eroaa sarjan (7.1) kustakin aliryhmdastd H;.

Téaten ryhmén G aliryhmien ketjua

G=K DK DKyD- D Ky_1 DK, ={e}
kutsutaan ryhmén G aliryhmien ketjun

G=HyDH DHy,D---DH,2H,= e}
tarkennukseksi, jos

{Hy,H,Hs, ..., H,} C{Ky, K1, K>,..., K,}.
Vastaavasti kiytetddn ilmausta aito tarkennus, jos

{Hy,H,H,,...,H,} C {Ky, K1, Ks,...,K,}.

Lause 7.1 Ryhman G alinormaali sarja on kompositiosarja, jos ja vain jos silld
et ole aitoa tarkennusta.

Todistus. Ks. [7], s. 225-226.
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Maaritelma 7.3 Olkoot seuraavat ketjut ryhmdn G alinormaaleja sarjoja:
G=Hy>DH DHy,D:--DH,1 2O H,={e}, (7.3)
G=K, DK DKy;D---2K, 12K, ={e}. (7.4)

Sarjat (7.3) ja (7.4) ovat ekvivalentit, jos on olemassa sellainen yksikdsitteinen
vastaavuus ndaiden sarjojen ei-triviaalien tekijoiden vdlilla, ettd toisiaan vastaavat
tekijdt ovat isomorfiset.

Jos sarjat ovat ekvivalentit, niin niiden pituudet ovat samat. Seuraavat kaksi
lausetta luovat perustan Jordanin-Hdélderin lauseelle. Esitetdéin ensin Zassenhausin
lemman melko tekninen todistus.

Lause 7.2 (Zassenhausin lemma) Olkoot H', H, K’ ja K ryhmdn G aliryhmid.
Olkoon H' ryhmdin H normaali aliryhmd ja K' ryhmdn K normaali aliryhmd.
Silloin H'(H N K') on ryhmdan H'(H N K) normaali aliryhmda jo K'(H' N K) on
ryhmdn K'(H N K) normaali aliryhma. Lisdksi

H(HNK) _K'(HNK)

H(HNK)  K(HNK)
Todistus. (Vrt. [7], s. 227.) Lauseen 2.3 nojalla H N K ja H N K’ ovat ryhmén
G aliryhmii. Koska K’ C K, niin H N K' C H N K. Oletuksen mukaan K’ on
ryhmén K normaali aliryhmé, joten myos H N K’ C K’ on ryhmén K normaali
aliryhmé. Toisaalta HNK C K, joten HNK' on ryhmén HNK normaali aliryhmé.
Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd H' N K on ryhmén H N K normaali
aliryvhmé. Téten (H N K')(H' N K) on ryhmén H N K normaali aliryhmé lauseen
2.24 perusteella.

Merkitdan nyt J = (H N K')(H' N K). Mééritellddn kuvaus f: H'(HN K) —
(H N K)/J seuraavasti: Jos a € H'(H N K), niin a = h'b, missd h' € H' ja
b € HnN K. Merkitdén f(a) = bJ = Jb, missi otetaan huomioon se, ettd .J on
ryhmén HNK normaali aliryhmé. Olkoot a1, a; € H'(HNK). Silloin ovat olemassa
sellaiset !, hl, € H' ja by, by € HN K, ettd a; = h)by, ay = hibs. Valitaan téllaiset
RY, hY, b1, by. Oletetaan nyt, etti a; = ay. Silloin h\b; = hhby. Titen hy 'h| =
boby' € HN(HNK) C H'NK C J. Téllgin siis bob]" € J, joten Jboby' = J.
Tésta seuraa, ettd Jby = Jbo, joten f(ay) = f(az). Néin todetaan, etti f on hyvin
maéadritelty.

Koska by € HN K C H ja H' on ryhmin H normaali aliryhm3, niin by hbb;"' €
H' esimerkin 2.7 nojalla. Nyt ajay = h\bihhby = R\ bihbb, 'b1by = h'biby, missi
h = hllblhébfl € H'. Téaten f(CLlCLQ) = Jble = Jbljbg = f(al)f(ag), joten f on
homomorfismi.

Kuvauksen f maéairitelméstd havaitaan, ettd f on surjektio.

Osoitetaan vield, ettd Ker f = H'(HNK'). Jos k' € H jarx € HNK,
niin f(h'z) = xJ = J, jos ja vain jos x € J eli jos ja vain jos W'z € H'J =
H'(H NK)HNK') = H(HN K'); tissa selvisti H'(H' N K) = H'. Téten
Ker f = H'(H N K'). (Vrt. [3], s. 147.) Nyt ensimmaéisen isomorfialauseen 3.10
nojalla

H(HNK) (HNnK)

H'(HNK') J
Symmetriasyistd on voimassa isomorfia

K'(HNnK) (HnNK)

K'(H' N K) J

12

12
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Viitteen isomorfia seuraa naistd isomorfioista. [

Lause 7.3 (Schreier) Ryhmdn G milld tahansa kahdella alinormaalilla sarjalla
on ekvivalentit tarkennukset.

Todistus. (Vrt. [7], s. 227-228.) Olkoot ryhmilld G alinormaalit sarjat (7.3) ja
(7.4). Olkoon 0 < i < n — 1. Sijoitetaan aliryhmien H; ja H;,; viliin ryhmé
H;. . (H;NK;),j =0,1,2,...,m. Tamé sarjan (7.3) tarkennus on Zassenhausin
lemman edellyttadma alinormaali sarja, jossa on mn inkluusiota, toisin sanoen mn+
1 ryhméa (joista jotkin voivat olla samoja). Olkoon 0 < j < m — 1. Ryhmien K
ja K, viliin sijoitetaan puolestaan ryhmé K, (K; N H;),i=0,1,2,...,n. My6s
tamé sarjan (7.4) tarkennus on alinormaali sarja, jossa on mn inkluusiota (eli
mn + 1 ryhméd). Lopulliset tarkennukset ovat

D Hi (HiNK;) D Hip (HiNKj) 2+
v D K (KGN H;) O Ky (KGN Higq) 2
Zassenhausin lemman nojalla nyt

Hin(HinkK;)  Kja(K;NH;)
Hi(HiNKj)  Kjpa (KN Higy)

aina, kun 0 <7 <n—1ja0 <7 <m— 1. Niin on lause osoitettu oikeaksi. []
Lause 7.4 (Jordan-Hélder) Olkoon G ryhmd ja olkoot

G=HyD>H DH,D:--DH,_ 1 O H,={e},

G=Ky DK DKyD: DKy 2 Ky,=/{e}

sen mielivaltaiset kompositiosarjat. Silloin namd kompositiosarjat ovat ekvivalen-
tit.

Todistus. (Vrt. [7], s. 228.) Kompositiosarjat ovat alinormaaleja sarjoja, joten valit-
tujen kompositiosarjojen tarkennukset ovat ekvivalentit lauseen 7.3 nojalla. Kom-
positiosarjalla ei ole aitoja tarkennuksia, joten kompositiosarja on ekvivalentti it-
sensd, jokaisen tarkennuksen kanssa. Nain ollen ryhméan G valitut, mielivaltaiset
kompositiosarjat ovat ekvivalentit. []

Jordanin-Holderin lauseen nojalla havaitaan, ettd jos ryhmélla G on komposi-
tiosarja, jonka pituus on n, niin ryhmén G minki tahansa kompositiosarjan pituu-
den téytyy olla n. Lukua n kutsutaan ryhmén G kompositiopituudeksi (compo-
sition length). Huomataan helposti, ettd ryhmén G kompositiopituus on vihintdan
yhtd suuri kuin ryhmén G alinormaalin sarjan pituus.

Esimerkki 7.1 Mddritetiin ryhmdn Zoy kompositiosarjat ja todetaan, ettd ne
ovat keskendadn ekvivalentit.

Ratkaisu. Ryhma Zsy, on syklinen, joten sen kaikki aliryhmét ovat normaaleja;
selvisti aliryhmét ovat Zag, ([2]), ([4]),([5]), ([10]) seki ([0]). Aliryhmisté saadaan
seuraavat kompositiosarjat:

Zxo 2 ([5]) 2 ([10]) > ([0]),
Zx O ([2]) 5 ([4]) > ([0])-
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Kompositiopituus on 3. (Ketju Zyy D ([2]) D ([10]) D ([0]) ei ole komposi-
tiosarja, silld ([10]) ei ole ryhmén ([2]) maksimaalinen normaali aliryhmi.) Nyt
Jordanin-Holderin lauseen mukaan ndmé kompositiosarjat ovat ekvivalentit. To-
sin Zoo/([5]) # Zao/([2]), mutta samalla havaitaan seuraavat kompositiosarjojen
tekijoiden véliset isomorfiat:

Zono /{[3]) ~ ([4])/{[0]),
Zgo/<[21>0 [101) /{[0D),

(1) /([10]) == ([2)/{[4])-

Téssa esimerkiksi Zyo/{[5]) = {[0], [1], [2], [3],[4]}. Helposti havaitaan, etti eri ri-
veilla lueteltujen isomorfisten tekijoiden kertaluvut ovat 5, 2 ja 2 (tissd jarjestyk-
sessi). Néin on todettu, ettd kompositiosarjojen ei-triviaalien tekijoiden vélilla on
sellainen yksikdsitteinen vastaavuus, ettd vastaavat tekijit ovat isomorfiset. Siten
sarjat ovat ekvivalentit. ([7], tehtévé 3, s. 237)

~
~

Maééritelmi 7.4 Ryhmad G sanotaan ratkeavaksi (solvable), jos silld on sellai-
nen alinormaali sarja

G=Hy>DH DHy,D---2H, 2 H,= e},

etti H;/H; 1 on kommutatiivinen, i = 0,1,...,n — 1. Sellainen alinormaali sarja
on ryhmin G ratkeava sarja (a solvable series for G).

Nimitys ratkeava viittaa siihen, ettd polynomiyhtéildita voidaan ratkaista kaytta-
mélld osaltaan hyviksi ryhméteorian késitteitd (ohitetaan téssé tyossd). Abelin
ryhmé G on ratkeava, silla G = Hy O Hy = {e} téayttad yll esitetyn médritelmén.

Esimerkki 7.2 Olkoon G Abelin ryhmd. Osoitetaan, etti ryhmdlld G on kompo-
sitiosarja, jos ja vain jos G on ddrellinen.

Ratkaisu. Oletetaan aluksi, ettd G on direllinen. Osoitetaan, ettd ryhmalla G' on
kompositiosarja. Oletuksen mukaan G on Abelin ryhmé, joten sen kaikki aliryh-
mét ovat normaaleja. Kun |G| = 1, niin G = Hy O H; = {e} on ryhmén G
kompositiosarja. Olkoon nyt |G| > 1. Koska G on aérellinen, niin on olemassa
maksimaalinen ryhmén G normaali aliryhméa Hjy; siten G/H; on yksinkertainen.
Jos H;y = {e}, niin G = Hy D H; = {e} on ryhmén G kompositiosarja. Jos
H, # {e}, niin ryhmélld H; on maksimaalinen normaali aliryhmé Hs,. Silloin
H,/H, on yksinkertainen. Jos Hy = {e}, niin G = Hy D H; D H, = {e} on ryh-
mén G kompositiosarja. Jos Hy # {e}, niin samalla tavalla jatkamalla saadaan
sarja G = Hy D H; D Hy D --- D H, = {e}, jonka jokainen tekiji on yksinker-
tainen. Koska G on dérellinen, niin silld on d&rellinen méaéra aliryhmié, joten sarja
on &drellinen. Niin on muodostettu ryhmén G kompositiosarja.
Oletetaan kddntéden, ettd ryhmalla G on kompositiosarja,

G:HoDHlDHQD"'DHn_lDHn:{e}.

Osoitetaan, ettd G on adérellinen. Kompositiosarjan tekijaryhmét H;_;/H; ovat yk-
sinkertaisia ryhmié, ja esimerkin 2.13 nojalla tekijit ovat Abelin ryhmié. Tekijat
ovat myos syklisid ryhmié, joiden kertaluvut |H; /H;| ovat alkulukuja p;, mis-
sd v = 1,2,...,n. Tdméa voidaan osoittaa seuraavasti. Tehddin vastaoletus, etta
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|H;_1/H;| ei ole alkuluku jollakin indeksilld i. Silloin lauseen 6.10 mukaan ryhmaél-
14 H;_1/H; on ei-triviaali aliryhmé, joten H;_;/H; ei ole yksinkertainen. TAmé& on
ristiriidassa oletuksen kanssa, joten vastaoletus on viara. Nyt

(G| = [Ho/H.| - |Hy/Ho| -~ |Hn 1/ Ho| = pipo- - oy

joten G on dédrellinen.
Niin on koko véite osoitettu oikeaksi. (|7], tehtiva 6, s. 237)

Esitetdédn seuraava kiintoisa yhteys, jonka Sylowin ensimméinen lause luo rat-
keaviin ryhmiin. Tamé koskee tapausta, jossa ryhmén kertaluku on jokin alkuluvun
p potenssi.

Lause 7.5 Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on p™, missd p on alkuluku
ja r on posititvinen kokonaisluku. Silloin G on ratkeava.

Todistus. (Ks. [3], s. 172-173.) Jos ryhmén G kertaluku on p", niin Sylowin
ensimméisen lauseen nojalla ryhmilli G' on aliryhmi H;, jonka kertaluku on p?,
aina, kun 0 < ¢ < r. Lauseen 6.14 nojalla H; on ryhmén H;,, normaali aliryhma
aina, kun 1 < i < r. Liséksi {e} on niistd jokaisen normaali aliryhmi. Nyt

G:HoDHlDHQD"'DH,«_lDH,«:{e}

on kompositiosarja, missi tekijoiden kertaluku on p. Koska tekijoiden H;/H;,4
kertaluku on alkuluku p, niin tekijat ovat syklisid ja siten myos kommutatiivisia.
Talloin G on ratkeava ja edelld mainittu sarja on ryhméin G ratkeava sarja. []

7.2 Nilpotentit ryhmét

Téssa kappaleessa madritellaan nilpotentti (engl. nil=nolla; potent=mahtava) ryh-
mé. Piildhteen 7] esityksestd poiketen méiritellddn aluksi nouseva keskussarja.

Olkoon G ryhmaé. Maaritellidn erdis ryhmén G normaalien aliryhmien ketju
induktioperiaatetta kiyttadmalla. Olkoon ¢ = 1. Mééritellddn Z; 1(G) = Zy(G) =
{e}, Z:(G) = Z,(G) = Z(G). Esimerkin 2.8 perusteella nyt Z;(G) on ryhmén G
normaali aliryhméi. Vastaavasti Z(G/Z1(G)) on ryhmén G/Z;(G) normaali ali-
ryhmé esimerkin 2.8 nojalla. Tdten on lauseen 3.15 perusteella olemassa sellai-
nen yksikiisitteinen ryhmén G normaali aliryhmi Z,(G), ettd Z,(G) C Z2(G) ja
2,(G)/2:(G) = Z(GJ24(G)).

Olkoon nyt ¢ > 1. Tehdddn induktio-oletus, ettd Z;(G) on midritelty, toisin
sanoen on olemassa sellainen ryhmén G normaali aliryhmé Z;(G), ettd

Zi1(G) C Zi(G) ja Zi(G) [ Zi1(G) = Z(G/Zi—1(G)).

Téll6in on induktioperiaatteen mukaan, lauseen 3.15 nojalla olemassa sellainen
yksikéisitteinen ryhmén G normaali aliryhméa 7, (G), ettd

Zi(G) € Zi1(G) ja Zi1(G) [ Z:(G) = Z(G/Z:(@)).

Ryhméd Z;,, kutsutaan ryhmén G i+ 1 :neksi keskukseksi (ks. [6], s. 473). Pe-
rakkiin saadut keskukset muodostavat (mahdollisesti) kasvavan, ryhmén G nor-
maalien aliryhmien ketjun

(€} = Zo(G) C Z1(G) C Zo(G) C -~ C Z(G) C Zys1(G) C ---
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ja Zi1 (@) Z:(G) = Z(G/Z;(@)),i > 0. Téatd normaalien aliryhmien ketjua kut-
sutaan ryhmén G nousevaksi keskussarjaksi (ascending central series of G).
Ketju ei aina koskaan saavuta koko ryhmaa G. (Ks. [7], s. 240; vrt. [6], s. 473.)

Esitettya tarkastelua voidaan luonnehtia niinkin, ettd yhtalo Z;11(G)/Z;(G) =
Z(G/Z;(G)) indusoi keskusta Z;(G) seuraavan keskuksen Z;1(G).

Nousevan keskussarjan erikoistapauksena méaéritelldédn nyt keskussarja.

Maaritelma 7.5 Olkoon Gy C G; C Gy C --- C G, ryhmdn G normaalien
aliryhmien ketju. Ketjua kutsutaan keskussarjaksi (central series), jos G;11/G; C
Z(G/G,;) aina, kuni=0,1,...,n— 1.

Maaritelma 7.6 Ryhmdad G kutsutaan nilpotentiksi, jos ryhmdlld G on sellai-
nen keskussarja
Go CG C Gy C--C Gy,

etti Gy = {e} ja G, = G.

On syyta korostaa, ettd ryhmé G on nilpotentti vain silloin, kun keskussarja
saavuttaa koko ryhmén G &ddrelliselld maarilla perdkkiisid normaaleja aliryhmié.
Nilpotentin ryhmén G keskussarja on normaali sarja, koska kaikki ryhmén G ali-
ryhmét ovat normaaleja ryhméssé G.

Nilpotentin ryhméan méaritelmé edellyttaa, etta keskussarjan tekijaryhméat ovat
kommutatiivisia. Téstd seuraa, ettd nilpotentti ryhma on ratkeava. Kdanteinen
viite ei kuitenkaan pédde; tdmén osoittaa esimerkiksi havainto, ettd symmetrinen
ryhmé S3 on ratkeava, mutta ei nilpotentti (ks. 7], esimerkit 8.1.15 ja 8.2.3).

Liahde [7] toteaa, ettd jokainen Abelin ryhmé on nilpotentti; osoitetaan té-
mé etsimélld Abelin ryhmén keskussarja. Olkoon G mielivaltainen (&érellinen tai
ddreton) Abelin ryhmé. T&lloin ovat olemassa ryhmén G normaalit aliryhmét
Zn(G) = {e} ja Z1(G) = Z(G) = G, joten selvisti G/{e} = Z1(G)/Zy(G) C
Z(G/7Zy(G)) = G/{e}. Niin saadaan keskussarja {e} = Z,(G) C Z,(G) = G,
joten G on nilpotentti.

Adrelliset p-ryhmit ovat tirkein esimerkki nilpotenteista ryhmisté.

Lause 7.6 Jokainen ddarellinen p-ryhmda on nilpotentti.

Todistus. (Vrt. [7], s. 239-240.) Olkoon G &érellinen p-ryhmé. Merkitaéin |G| =
pF, k> 0. Jos |G| = p° = 1, niin lause on triviaalisti tosi. Olkoon tésti lihtien
k > 1. Esitetdén nyt induktiotodistus indeksin k£ suhteen.

Olkoon k = 1. T&llsin |G| = p* = p. Koska p on alkuluku, niin G' on syklinen
ryhmé ja siten my6s Abelin ryhmé. Ryhmén G keskussarja on {e} = Gy C G| = G,
ja tassd G/{e} C Z(G/{e}) = G/{e}, silld tekijaryhma G/{e} on Abelin ryhmé
esimerkin 2.13 mukaan. Ryhmé G on siis nilpotentti.

Olkoon seuraavaksi k& = 2, jolloin |G| = p?. Lauseen 6.12 nojalla nyt 7, =
Z(G) # {e}. Jos G = Zj, niin G on Abelin ryhmé, jolloin G' on nilpotentti.
Oletetaan nyt, ettd G # Z;. Télloin |Z;| = p. Esimerkin 2.8 perusteella Z; = Z(G)
on ryhmén G normaali aliryhmé. Talléin voidaan muodostaa tekijairyhmé G/Z;.
Nyt |G/Zi| = |G|/|Z1] = p, joten G/Z; on myds p-ryhmé, johon lausetta 6.12
voidaan soveltaa. Sen mukaan |Z(G/Z,)| > 1, joten Z(G/Z,) = Zy/Z, # Z,/Z;.
Téssd Z, on lauseen 3.15 mukaan ryhméan G sellainen normaali aliryhmi, ettd
7y C Zy. Koska {e} # Z; # G, niin Z, = G. Nyt saadaan keskussarja {e} =
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ZU C Zl C Z2 = G, silla Zl/{e} g Z(G/{e}) ja Z2/Z1 g Z(G/Zl) = ZQ/Zl, tassa
|Zs/Z1| = p, joten Zy/Z; on Abelin ryhmé. (Edella esitetyn pééttelyn perusidea
on seuraava: oletuksesta G # Z; seuraa, ettd on olemassa sellainen ryhméin G
normaali aliryhmé 75, ettd Z; C Z,.) Néin todetaan, ettd G on nilpotentti.

Olkoon sitten |G| = p",r > 2. Tehdéén induktio-oletus, etti lause on tosi aina,
kun 0 < k£ < r — 1. Télloin on olemassa keskussarja {e} = Zy, C Z; C --- C
Zr_1. Nyt |G/Z,_1| > 1, joten induktioperiaatteen mukaan, lauseen 3.15 nojalla
Z(G)Z, 1) = Z,/Z, 1, missd Z, on ryhmén G sellainen normaali aliryhmé, etti
Zr1 C Z,. Koska Z, 1 # G, niin Z, = G. Nyt Z,/Z,  C Z(G/Z,_1), joten
saadaan keskussarja {e} = 7, C Z; C --- C Z, 1 C Z, = G. Induktioperiaatteen
mukaan lause on néin ollen tosi aina, kun £ =0,1,...,r. Niin on lause kokonaan
todistettu. [

Lause 7.7 Olkoon G sellainen ryhmd, etti Z,(G) = G jollakin ei-negatiivisella
kokonaisluvulla n. Silloin G on nilpotentti.

Todistus. Ks. [7], s. 240.

Lause 7.8 Olkoon G; nilpotentti ryhmd, i = 1,2, ..., n. Silloin ryhmien suora tulo
G1 X Gy X -++ X GG, on nilpotentti.

Todistus. Ks. 7], s. 242-243.

Seuraava lause kokoaa nilpotentin ryhmén ominaisuuksia.

Lause 7.9 Olkoon G ddrellinen ryhmda. Silloin seuraavat ehdot ovat ekvivalentte-
ja.

(i) G on nilpotentti.

(ii) Jos H on ryhman G aito aliryhmd, niin H C Ng(H).

(1i1) Jokainen ryhman G maksimaalinen aliryhmd on ryhmdn G normaali aliryh-
md.

(iv) Jokainen ryhmdn G Sylowin aliryhmd on ryhmdn G normaali aliryhma.

(v) G on isomorfinen p-ryhmien suoran tulon kanssa.

Todistus. Ks. [7], s. 243.

Esimerkki 7.3 Osoitetaan, etti nilpotentin ryhmdan homomorfinen kuva on nil-
potentti.

Ratkaisu. (Vrt. [7], lauseen 8.1.17 todistus, s. 229-230.) Olkoon G nilpotentti ryhmé
ja olkoon G sen homomorfinen kuva. Oletuksen perusteella on olemassa epimor-
fismi f ryhmiltd G ryhmille G. Koska G on nilpotentti, niin silli on keskussarja,
johon kuuluvat aliryhmét G;,i = 0,1,...,n, ovat normaaleja ryhméssa G. Lisdksi
Go = {e} ja G, = G. Merkitiin G; = f(G;),i =0,1,...,n. Lauseen 3.3 perusteel-
la f(G;) on ryhmiin G normaali aliryhmé aina, kun 7 = 0, 1,...,n. Toisaalta ole-
tuksesta G; C G, seuraa, ettd f(G;) C f(Gj41) aina, kuni=0,1,...,n—1. Néin
ollen f(G;) on ryhmén f(G;,1) normaali aliryhmé aina, kun ¢ = 0,1,...,n — 1.
Téaten
GoCGiCGC--CG,

on ryhmiin G normaalien aliryhmien ketju, jossa Go = {e} ja G, = G. Tissi
on ryhmén G neutraalialkio. Osoitetaan nyt, ettd f(Gi1)/f(Gi) = G
Z(G/G;) aina, kun i =0,1,...,n — 1.
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Olkoon h : Giz1 = Giy1/Gi, h(giv1) = [(9i41)Giy giv1 € Giz1,0 < i < n—1.
Koska f on epimorfismi, niin 4 on epimorfismi ryhméltd G, ryhmille G;1,/G;.
Huomataan, ettd aina, kun ¢; € G; C G4, niin h(g;) = f(9:)Gi = f(g:)f(Gy).
Koska f(g;) € f(G;), niin nyt h(g;) = f(G;) = G;. Titen G; C Ker h.

Koska G; ja G411 ovat ryhmén G normaaleja aliryhmié ja G; € Gy, niin G;
on ryhmin G;;1 normaali aliryhmé. Olkoon nyt k£ luonnollinen homomorfismi ryh-
méltd G;1 ryhmélle G, /G;. Néin ollen lauseen 3.9 nojalla epimorfismi h indusoi
erdén epimorfismin A’ ryhméltd G 1/G; ryhmaélle Gi / G;. Havainnollistetaan ho-
momorfismeja seuraavalla kuviolla.

h
Git — Gi+1/éi
k‘ h 2

Gi-l—l/Gi

Kuvio 6. Aliryhméaén G, liittyvat homomorfismit

Koska G on nilpotentti, niin G4, /G; on kommutatiivinen. Nyt A’ on epimor-
fismi, joten myds Gy;1/G; on kommutatiivinen lauseen 3.1 nojalla. Téstd seuraa,
ettd Gi11/G; C Z(G/G;) aina, kun i = 0,1,...,n — 1. Niin todetaan, ettd edelld

esitetty ryhmén G' normaalien aliryhmien ketju on keskussarja. Tamé merkitsee
sitd, ettd G on nilpotentti. (7], tehtéva 1, s. 244)

8 Loppukommentit

Esityksessd on tarkasteltu ryhméteorian peruskésitteitd. Téarkeimpid yksittiisia
késitteitd ovat ilmeisesti normaalit aliryhmét ja ryhmahomomorfismit, silla niitd
on sovellettu jatkuvasti eri yhteyksissa.

Seuraavassa esitetddn yhteenveto tyossd todistetuista lauseista sekd taydenté-
vistd ja havainnollistavista esimerkeistd. Lisiksi kootaan yhteen pééléhteesté [7]
16ydetyt virheet ja epidjohdonmukaisuudet.

Aiheen kisittelyn yhteydessé esitetyistd lauseista seuraavien todistukset ovat
kirjoittajan laatimia: 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.18, 2.21, 2.25, 3.2 ja 6.16 (yhteensi yh-
deksin kappaletta). Niista lauseista neljd ensimmaiistia on kokonaan formuloitukin
syklisten ryhmien tarkastelun yhteydessa.

Havainnollistavat esimerkit ovat 1dhinnd pa#lahteessa [7| ilman ratkaisua an-
nettuja harjoitustehtavia. Néitd ovat esimerkit 2.1, 2.2, 2.3, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9,
2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14, 3.1, 3.2, 3.3, 3.5, 3.6, 3.7, 3.10, 5.1, 5.2, 6.1, 6.2, 6.3,
6.4, 7.1, 7.2 ja 7.3 (yhteensi 29 kappaletta).

Lahteesta [7] 16ydetyt virheet on esitetty sivuilla 21, 23 ja 27. Liséksi sivuilla 28
ja 37 kiinnitetddn huomiota ldhteen harhaanjohtaviin esitystapoihin. Sivuilla 49-50
on poikettu ldhteen [7] esitysjirjestyksestd, joka vaikuttaa epdjohdonmukaiselta,
silld keskussarja on luontevaa mééaritelld nousevan keskussarjan erikoistapauksena.
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Korjaukset

Seuraavassa esitetdén esimerkki 3.2 (s. 18) korjattuna sekd loppukommentteihin
(s. 52) liittyvia korjauksia.

Esimerkki 8.1 Maddritetiin kaikki epimorfismit ryhmdlti (Z,+)
ryhmille (Zg, +6).

Ratkaisu. Olkoon f : (Z,+) — (Zg, +¢) epimorfismi. Olkoon a € Z. Sekd ryhmé Z
ettd ryhmé Zg ovat syklisid; edellinen on dareton, jilkimmaéinen ddrellinen. Ryh-
mén Z generaattori on luku 1 (my6s luku —1 on sen generaattori), ryhmén Zg
generaattoreita ovat alkiot [1] ja [-1]. Olkoon a € Z. Koska f on homomorfismi,
niin se tayttdd nyt lauseen 3.2 nojalla ehdon

Fla) = fL L4 1)

2

f(1)+6 f(1)46---+6 f(1),a > 0.

(. i

a kpl a;,rpl

Kun a = 0, niin f(a) = [0] lauseen 3.1 perusteella. Olkoon nyt a < 0. Téll6in luku a
voidaan esittad sivulla 3 médritellylld tavalla luvun 1 monikertana al = (—a)(—1),
joten f(a) = f(al) = f((—a)(—1)). Lauseen 3.2 mukaan siis

Fla) = F((=1) + (=) 4+ (=1)) = f(=1) +5 f(=1) +5 - +5 f(~1),a < 0.

S/

—a kpl —a kpl

Edell4 esitetyn nojalla koko epimorfismi tulee méaaritellyksi, kun f(1) ja f(—1) tun-
netaan (vrt. [4], s. 174). Seuraava pééttely liittyy tapaukseen, jossa a > 0. Samat
padtelmét voitaisiin tehdd tapauksessa, jossa a < 0. Koska Zg on syklinen, niin
f(1) generoi ryhmén Zg jonkin syklisen aliryhmén. Lagrangen lauseen perusteella
nyt [(f(1))| = o(f(1)) jakaa luvun 6, joten o(f(1)) on 1,2, 3 tai 6.

Jos o(f(1)) =1, niin f(1) = [0]. T&lléin f on triviaali homomorfismi, joten se
ei ole epimorfismi. Jos o( f(1)) = 2, niin f(1) = [3]. Téll6in f(a) = [3a],a € Z. Nyt
£(0) = [0] = {0, £6,£12, £18,...}, f(1) = [3] = {£3,£9, £15,...} = £(3) = f(5)
ja f(2) = [6] = [0] = f(0) = f(4). Havaitaan, ettd alkioilla [1], [2], [4] ja [5] ei ole
alkukuvaa ryhméssi Z, joten f ei ole epimorfismi.

Jos o(f(1)) = 3, niin f(1) = [2]. Talléin f(a) = [2a],a € Z. Nyt f(0) = [0] =
{0,46,+£12,+18,...}, f(1) = [2] = {..., —16,—10, —4,2,8,14,.. .} ja f(2) = [4] =
{...,—14,-8,-2,4,10,16,...}. Havaitaan, ettd "parittomilla” alkioilla [1],[3] ja
[5] ei ole alkukuvaa ryhméssi Z, joten tamékéadn kuvaus ei ole epimorfismi.

Jos o(f(1)) = 6, niin f(1) = [1] tai f(1) = [—1]. T4lloin selvésti sekd kuvaus
f(a) = [a],a € Z, ettd kuvaus f(a) = [—a],a € Z, ovat epimorfismeja. Etsityt
epimorfismit ovat siis f(a) = [a] ja f(a) = [—a],a € Z. (7], tehtdvd 3, s. 151)

Loppukommentit

Havainnollistavat esimerkit ovat 1dhinné péaélahteessé |7] ilman ratkaisua annettuja
harjoitustehtavida. Naitd ovat esimerkit 2.1, 2.2, 2.3, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11,
2.12,2.13, 2.14, 3.1, 3.2, 3.3, 3.5, 3.6, 3.10, 5.1, 5.2, 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 7.1, 7.2 ja 7.3
(vhteensd 27 kappaletta). Tekijé on laatinut esimerkit 2.5 (s. 8-9) ja 3.7 (s. 22-23).



