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satunnaisia bin&éripuita generoivien algoritmien toteutusten oikeellisuus voidaan
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esitetddn yksinomaan bin&dripuiden alkeisominaisuuksiin nojautuva todistus annetun
asteen omaavien solmujen asymptoottiselle lukumaéran odotusarvolle satunnaisissa

bin&aripuissa.

Avainsanat ja -sanonnat: puut, binddripuut, bindéripuiden koodaukset,

bin&éripuiden luettelointi, satunnaisten bindéripuiden generointi.



Siséllys
I (o 0T = 1 | (o LSRR 1
2. Puut japuiden MEENTEIMEL...........coouiiiie e 3
2 T 1 PP RERPR 3
P = 11 0" T o LU PSS RR 4
2.3. Bindaripuun solmujen keskindiset jArjestykSet ..........cooceeerieeiriereniee e 6
2.4, PUIEN TUOKITEEIU. ... oo 8
3. Bin&aripuiden KOOTAUKSEL............coiuiriiieeeiiee et 10
3.1. Koodausmenetelmien TUOKIttEIU.............oooiiiiiiiiiie e 10
3.2. Tavalliset KoodausmENELEIMAL ............cceeiiiiriiiie e 11
3.3, PUUPEIMULBALIOL........eeieveeeeieee ettt et e s e e sne e e snnee s 12
3.4. Rotaatioihin perustuvat KOOJAUKSEL .............oeiiiiriiiiiiiiie e 13
4. Bin8Aripuiden TUBLLEIOINTE ........ccoiveeeiiiie e 15
4.1. Bindaripuiden Keskindiset JarjeStyKSEL.........oiveiiieiiieiie e 15
4.2. Luettelointial goritmit.........cueeiiiiee e 17
VA N =1 o] IToo = = TSR 19
5. Satunnaisten bindaripuiden generoiNti............oooceeeiiieeiieee e 22
5.1. Menetelmien TUOKITTEIU .........cooueiiieieee e 22
5.2. Hajoitaja hallitse -algoritmi..........cceeeiiieiiiie e 24
5.3. Satunnaiset solmujen lis@ykset (REMY) .....oocveeviieiie e 27
5.4. Tasapainotetut sulkujonot (Arnold ja SIeeP).......couvveriiiiririie e 28
5.5. Tasapainotetut sulkujonot (Atkinson ja SacK) ........cceeveeeriiirnriiiesee e 31
5.6. Oikean etéisyyden koodisanat (Martin Ja Orr) ........cceeveeeeniirenieeenee e 35
5.7. OKSBSUS (JONNSEN) ...ttt e e snnee e 36
5.8. Esijarjestys-numeroparit (KOrsh) ........cccooiiiiiiiieiiiie e 40
5.9. Kielioppeihin perustuvat menetelmat ............oooeeeiiriiie e 41
5.10. Puut, joiden solmujen asteet maaratty (AtKINSON).........coovverriiieiiiiienieesieens 43
5.11. Puut abstraktin verkon erikoistapauksena; Vapaa puu...........ccceeveveeerieeeneeenns 44
5.12. Vapaa puu, solmujen kokonaisasteet Maaratty...........ccocveeeeviveeeeeiiieeeesiiineeeens 45
5.13. SatunnaiNen EtSINEAPUU .........ueeeiieeeeiiieeesieieesieeesieeeeseee s e seee e sneeesneeeanreeeas a7
5.14. Kirjallisuuskatsaus ja SOVEIIUKSIA..........cccueiiiiieiiie e 49
6. Bindaripuiden OMINAISUUKSIA ..........ueeiieieiiiiesiiieesiieeesiieeesisee e sieee e sitee e sse e sneeeesneeeas 52

6.1. Bindaripuiden lukumaaran ja Catalanin luvun valinen yhteys...........cccccceevvenne 52



6.2. Satunnaisten bindéripuiden asymptoottisia ominaiSUUKSIA. ............cceeerveeeneeenns 54
7. Kuuden algoritmin tehoKKUUSLULKIMUS..........coouiiiiiii e 57
7.1. Algoritmien kustannusten laskenta ja vertailukriteerit ............ccceeveeeicieeniennns 57
% St T 1= - TSRS UPRRRRSRRTR 57
T.0.2. TOEBULUS........eeeeee ettt ettt ettt e e et e e e e e e e e e snn e e e e e ennneeeeennnes 59
7.2. Toteutusten oikeellisuuden todentaminen tilastollisin menetelmin..................... 63
A5 T = o - TR PRTPRPRRRSRRTI 63
T.2.2. TOEBULUS........eeeeieeitee ettt ettt e e e et e e e e e e e e e nnn e e e e e ennneeeeennnes 65
7.3. SatunNNal SIUKUGENEIaattor .........eeiiiie et 65
A0S 5 TR I = - TR UPRUPRPRSRRI 65
7.3.2. TOLBULUS........eeeiieeiteee ettt ettt et e e e e e e e e e sbn e e e e e ennneeeeennnes 66
7.4. Bingaripuun konstruointialgoritmit koodausten perusteella............ccccooeveennennns 67
7.4.1. TasapaiNOtEtUt SUIKUJONOL .........ceoiiieeiiiie i eiiee et 67
7.4.2. Oikean etaisyyden KOOISaNaL ............ccueeeiieeeiiiee e 68
T.4.3. OKSBSIUS.......cveeuieiiieciie et ettt te et et et sae e s beeste e teesaeeseeeseesseenneanneens 68
7.4.4. ESIJareStyS-NUMENOPANT .....ceiieieeiiieeeiieeeiee et e et e sieee et e s sne e snee e 69
7.4.5. SOIMUJEN TAUTUKOINEE.....ceeeeieeiiie ettt 69

7.5. REMYN algoritmin tOLEULUS. ........cccueeiieiiie it 70
8. TULKIMUSIUIOKSEL ...ttt e e e e enneas 72
8.1. Toteutusten OIKEEIISUUS..........c.eeiiiiiiiiie e 72
8.2. Koodausten generointi: operaatioiden [UKUMEEr&L ..............ccceeveeeeiieeeniiieenieenns 75
8.3. Puiden konstruointi koodausten perusteella: operaatioiden lukuméérét ............. 77
8.4. Y hteenlasketut operaatioiden IUKUMBEIEL ..............cceeerieriiiineiiie e 78
8.5. Yhteenlasketut painotetut KUStanNUKSEL.............c.cooiuiriiiie e 79
8.6. Asymptoottiset KUSLANNUKSEL ...........ooiiiiiiiiie e 81
8.7. KESKUSYKSIKKOBIKA.......ccveeeeeiesiieeiie et siieesee e siee et se e stee et snae s e snne e 84
8.8. Koodausten generointialgoritmit: vertailua............cceeeveeeiriiriicieenie e 85
8.9. Puiden konstruointi koodausten perusteella: vertailua.............ccoeeveieiiieenieenns 88
8.10. Y hdistetyt kustannuKset: VertailuaL...........c.coovueeiiieeiniineiiie e 89
S 011 = 011 (o P RTR 90
VA TL =, LU= 1= o TSRS 92

Liite: testeissa kaytetyt algoritmien tOtEULUKSEL ............coovveeerieeeiiiee e 100



1. Johdanto

Puut abstraktina rakenteena ovat yks Kklassisista tutkimus- ja sovellusalueista
tietojenkasittelyopissa. Puita kaytetdan usein mallintamaan sellaisia ongelmia ja asioita,
joiden loogista rakennetta voidaan luonnehtia mm. sanoilla haarautuva, hierarkkinen,
osittava ja asteittain tarkentuva. Esimerkkeind mainittakoon sukupuut, hajoita ja hallitse
—algoritmin toimintaperiaate seka kontekstittoman kieliopin lauseen tai aritmeettisen
lausekkeen jasennys.

Satunnaisten bindaripuiden generointi (random binary tree generation, uniform
random binary tree generation) on kombinatorisia rakenteita tutkivan algoritmi-
tutkimuksen osa-alue. Ongelmanasettelu on yksinkertainen: kun puun solmujen luku-
ma&drad on ennalta méaarétty, generointialgoritmin on tuotettava puu (puita) sovitussa
esitysmuodossa siten, etté jokainen erilainen puu on yhta todennékoinen. Oleellista on
Siis puun muoto, eivat puun solmujen mahdollisesti sisdltamét tietoarvot.

Kombinatoristen rakenteiden satunnainen generointi on osa suurempaa ongelma-
kokonaisuutta, jonka osaongelmat ovat sukua toisilleen. Olkoon S={s,%,...,S}
maaratyn kokoisten ja tyyppisten kombinatoristen rakenteiden darellinen joukko. Naméa
osaongelmat ovat [Furnas, 1984] 1) joukon S alkioiden lukumé&érén x selvittaminen, 2)
joukon S jokaisen akion esittdminen jossakin jéarjestyksessa ilman toistoja eli
luettelointi (generation, listing), 3) joukon S mielivaltaisen alkion s jérjestysnumeron i
selvittdminen maarétyn jarjestyksen sisdlla (ranking), 4) joukon S alkion s konstruointi
jarjestysnumeron i perusteella (unranking) ja 5) joukon S satunnaisen alkion generointi
(uniform random generation) siten, ettd jokaisen alkion todennakoéisyys on 1/x.

Satunnaisten puiden térkein sovellusalue on puita kasittelevien ohjelmien testaus ja
analysointi: ohjelmalle sy6tteend annettavia puita generoidaan satunnaisesti ja ohjelman
oikeellisuutta tai suorituskykya tutkitaan tilastollisin menetelmin. Toinen sovellusalue
on abstraktien puiden graafinen esittdminen luonnollisten puiden kaltaisina.

Taman tutkielman sisaltd on seuraava. Luvussa 2 esitellaan tutkielmassa kaytettavét
ominaisuuksia. Lisdks esitellaan yleissimmét bindaripuiden solmujen |8pikaynti-
jarjestykset toteuttavat algoritmit. Luvun p&éttéa erilaisten abstraktien puiden luokittelu.

Luvussa 3 kuvataan yksityiskohtaisesti tutkielmassa esiintyvia bindaripuiden
koodausmenetelmia ja niiden ominaisuuksia.

Luku 4 on yleiskatsaus bindaripuiden luettelointiin, joka on edelld listatuista



viidestd perusongelmasta kaikkein lagjimmin tutkittu. Luvussa tarkastellaan bingari-
puiden keskindisiin jarjestyksiin ja luettelointialgoritmien tehokkuuteen liittyvia
nakokohtia. Luvun paattda binddripuiden luettelointialgoritmien sekd numerointi- ja
k&anteisten numerointialgoritmien bibliografia.

Luvussa 5 kuvataan yksityiskohtaisesti satunnaisten bindéripuiden generointi-
lopussa on satunnaisten puiden generointialgoritmien seka muutoin aihetta |aheisesti
sivuavien julkaisujen bibliografia.

Luvussa 6 esitetddn tassd tutkielmassa kaytettyihin kasitteisiin nojautuva todistus
bindaripuiden lukumaaran lausekkeelle sekd todistetaan erditd satunnaisten bindari-
puiden asymptoottisia ominaisuuksia.

Luvuissa 7 ja 8 tutkitaan kuuden satunnaisia bin&aripuita generoivan algoritmin
keskindaista tehokkuutta erilaisten vertailukriteereiden avulla Nama luvut sisaltavét
tutkielman keskeiset tulokset. Algoritmien tehokkuuden tutkinta on ositettu seuraavasti:
1) satunnaisten bindéripuiden koodausten generointi eli generointialgoritmien
toteutusten kustannusten mittaus, 2) bindéripuiden koodausten perusteella tapahtuva
‘lopullista’  muotoa olevien binddripuiden konstruointi eli konstruointialgoritmien
toteutusten kustannusten mittaus seké 3) tulosten analysointi. Lisdksi naytetaan, kuinka
generoitujen puiden satunnaisuutta voidaan tutkia tilastollisesti, jotta voidaan varmistua
algoritmien toteutusten oikeellisuudesta.



2. Puut ja puiden maaritelméat

Tassa luvussa esitelldan kaytettdvét termit, kasitteet ja madritelmat. Suomenkielinen

aiheeseen liittyvasta problematiikasta on Knuth [19734].

2.1. Puu
Maaritema2.1. Puu (tree, rooted tree) on
(i) tyhj&; tai
(i) juurisolmu (root node), johon liittyy nollatai useampia erillisia alipuita

(subtree), joista kukin on puu.

Puun atomaaristen alkioiden yleisnimitys on solmu (node, vertex). Juurisolmu eli
juuri on siis puun solmu. Solmua kutsutaan juureksi yleensa vain silloin, kun se on
koko tarkasteltavan puun (tai alipuun) maaritelmanmukaisessa hierarkiassa
ensimmaisend. Alipuiden erillisyydella tarkoitamme sité, etta saman juuren alipuilla ei

voi ollayhteisid solmuja. Esimerkki M&aritelméan 2.1 mukaisesta puusta on kuvassa 1.

Kuva l. Puu.

Jos solmun r alipuun juuri onsolmu s, niin r on s:n vanhempi (parent, father) ja
s on r:n laps (child, son). Vanhempisolmusta on talléin yksisuuntainen yhteys
lapsisolmuun, ja téta yhteytta kutsumme sarméks (edge). Kahden sarmalla yhdistetyn
solmun etaisyys toisistaan on yksi. Solmun aste (degree) ilmoittaa solmun lasten
lukumééran. Jos solmun aste on nolla, solmu on lehti (leaf, external node), muussa
tapauksessa sisasolmu (branch node, internal node). Jos alipuiden jérjestyksella on
merkitystd, puu on jarjestetty (ordered). Tassd tutkielmassa kaikki puut ovat
jérjestettyjd, ellei toisin ole mainittu. Kutsumme puun poluks (path) niitd solmuja, jotka
lapikdymme alkaen puun juuresta edeten joka askeleella vanhemmasta lapseen ja
padtyen johonkin lehtisolmuun, tassa jarjestyksessa. Puun vasen (vast. oikea) polku



seuraa pelkastéan vasempia (vast. oikeita) lapsia. Puun korkeus (height) on puun
pisimman polun solmujen lukumaara.

Puun rakenne on luonnollista kuvata rekursiivisesti, kuten Maaritelméssa 2.1 on
tehty. Ei-rekursiivinen puun méérittely voidaan tehda esim. kayttden verkkoteorian
termeja ja kasitteitq, abstraktin verkon erikoistapauksena (ks. kohta 5.11). T&ta tapaa
kaytetddn paitsi verkkoteoreettisissa yhteyksissa usein myds diskreetin matematiikan
oppikirjoissa, ks. esim. Rosen [1991].

Méaaritelma 2.1 hyvéksyy puuksi myos tapauksen, jossa solmujen lukuméérd on
nolla. Kéytantd téssa vaihtelee: joskus puun méaéritelmissa edellytetéén ainakin juuren
olemassaolo [Knuth, 1973a; Aho and Ullman, 1995], joskus taas e [Wirth, 1976;
Weiss, 1994]. Edellisessd tapauksessa maaritelmasta poistetaan ehto (i); puussa ei
talloin ole tyhjia alipuita.

2.2. Bindéripuu
Maaritedma 2.2. Bindaripuu (binary tree) on
(i) tyhj&; tai
(i) juurisolmu, johon liittyvét erilliset vasen alipuu ja oikea alipuu,

jotka ovat bin&éripuita.

Késitteet juuri, solmu, lehti, alipuu ja alipuiden erillisyys ovat analogisia puun
kanssa. Kutsumme Ma&aritelman 2.2 mukaista puuta myos 'tavalliseksi' bindaripuuksi.

Binddripuu kuvataan usein myOs siten, ettd puun solmut jaetaan muodollisesti
kahteen ryhméan, (sisd)solmuihin jalehtiin. Taldin maaritelman ehto (i) muuttuu:

Maaritema 2.3. Lehtisolmut sisaltava bindéripuu on
(i) lehti; tai
(i) juurisolmu, johon liittyvét erilliset vasen alipuu ja oikea alipuu,
jotka ovat lehtisolmut siséltavia bin&aripuita.

Méaéritelman 2.3 mukaista bind&ripuuta on kutsuttu kirjallisuudessa useilla eri
nimill&: bindéripuu; bindéripuu, jossa on lehtisolmut (binary tree with external nodes)
[Smith, 1989]; lagjennettu bindaripuu (extended binary tree) [Knuth, 1973a, p.399]; b-



puu (b-tree) [Knuth, 1973a, p.315]; kokonainen bindéripuu (full binary tree) [Furnas,
1984].

Lemma 2.4. M&aritelmien 2.2 ja 2.3 mukaisten puujoukkojen vdlilla on olemassa
1-1 -vastaavuus siten, ettd mielivaltaista tavallista bind&ripuuta T vastaava lehtisolmut
sisdltdva bindripuu S saadaan liittamalla T:n jokaisen tyhjan alipuun paikalle
lehtisolmu.

Todistus. Jasennetddn puu T soveltaen toistuvasti Madritelmén 2.2 ehtoja
Rinnakkain konstruoidaan puu S soveltaen Maaritelmén 2.3 vastaavasti numeroituja
ehtoja samassa jarjestyksessd. Maaritelmien 2.2 ja 2.3 vélisen analogian perusteella S
on muutoin samanlainen kuin T, mutta jokaista T:n tyhjéa alipuuta vastaa puussa S
lehti. Menettely on yksik&sitteinen my6s toiseen suuntaan, ldhtien mielivaltaisesta

lehtisolmut sisdltavasta bindaripuusta S paétyen tavalliseen bindéripuuhun T. ?

Kuva 2. Bin&aripuu ja sitd vastaava lehtisolmut siséltava bin&aripuu.

Kuvassa 2 on esimerkki Lemman 2.4 mukaisesta vastaavuudesta. Lemmaan 2.4

nojautuen esitdmme todistuksen erdille tunnetuille bindaripuiden ominaisuuksille.

Lause 2.5. Jos lehtisolmut siséltévassa bindéripuussa on n sisdsolmua, niin siind
on n-1 sé&rméa ja n+1 lehted; vastaavasti n-solmuisessa tavallisessa bindéripuussa on n-1
sérméaé ja n+1 tyhjéa alipuuta; nd 0.

Todistus. Lemman 2.4 perusteella riittda, etta johdamme vastaavan tavallisen
bin&éripuun tyhjien alipuiden lukumééran. Tavallisessa binaéripuussa jokainen solmu
sisdltda tasan kaks (mahdollisesti tyhjad) alipuuta. Solmujen lukumééréd on n, joten
dlipuiden lukuméddra on 2n. Ei-tyhjda alipuuta puussa vastaa sarma. Puun juuri
poislukien jokaiseen solmuun tulee yksi s&rmé, ja se tulee solmun vanhempisolmusta.
Sarmien eli ei-tyhjien alipuiden lukumaara on siis n-1. Tyhjien alipuiden lukumééra on

téten n+1, josta lause seuraa. ?



Erilaisten n-solmuisten bindaripuiden lukumaara on
1 and
Cn= n+léng
joka tunnetaan yleisesti nimella Catalanin luku, ja se esiintyy myos useiden muiden
kombinatoristen ongelmien yhteydessa [esim. Gardner, 1976; Graham et al., 1989;
Sedgewick and Fgjolet, 1996]. C, kasvaa n:n suhteen eksponentiaalisesti, likimaérin
kuten funktio 4"/n™® [Knuth, 1973a]. Koska Cni1/Cn = (4nt2)/(n+2) = 4-6/(n+2), Cin

arvot voidaan laskea ilman kertomafunktioita seuraavan rekursioyhtalon avulla:
Co=1; Cya= 4C,-6Cy(n+2).

Bindaripuiden lukuméaran lauseke on aihepiirimme kannalta keskeisessé asemassa,
koska siithen perustuu mm. erdiden satunnaisia bin&ripuita generoivien algoritmien
toiminta. Tasté syysta se todistetaan. Todistus esitetdan kuitenkin vasta luvussa 6, koska
tarvittavia kasitteité ja apuvalineita el ole viela esitelty.

Bindaripuu on todenndkoisesti kaikkein perusteellisimmin tutkittu abstrakti puu.
Bin&dripuuta voitaneen pitéa puiden ‘perustapauksena’ mm. seuraavista syistd 1)
Yleinen puu voidaan aha esittéa binddripuun avulla, ja muunnos on riittéavan
yksinkertainen. Knuth [19734] esitti tata varten muunnossaannot. 2) Solmujen aste on
vakio. Silloin, kun solmujen aste on mielivaltainen, solmujen kasittelyyn tarvitaan
dynaaminen tietorakenne, mikd tekee tarkasteluista monimutkaisempia. 3)
Toteutettaessa puu, jonka solmujen maksimiaste on jokin vakio k32, bindaripuissa
minimoituvat osoitinmuuttujien lukuméara ja taten myos tyhjdn osoitintilan
(nollaosoittimien) suhteellinen osuus puun koosta, ja puun muodolla e ole vaikutusta
[Horowitz and Sahni, 1987]. Jokainen solmu sisdltéa k osoitinmuuttujaa mahdollisia
alipuita varten. Jos puun solmujen lukuméaré on n, osoitinmuuttujien lukuméara koko
puussa on nk. Naistéa n-1 on kayttssa, koska jokaiseen solmuun juurta lukuunottamatta
tulee s&rmé vain solmun vanhempisolmusta. Ndiden suhde (n-1)/(nk) I&henee nollaa,
kun k kasvaa.

2.3. Bindaripuun solmujen keskindiset jarjestykset

Bin&&ripuun solmujen joukossa voidaan mééritelld jarjestys, joka perustuu solmujen
Sijaintiin puussa. Jos puussa on n solmua, erilaisten jarjestysten lukumdara on
periaatteessa nl, joista potentiaalisesti mielenkiintoisina ovat tietenkin vain sellaiset,



jotka voidaan kuvata siten, ettd kuvauksen koko ei riipu n:std. Berztiss [1986] esitti
luokittelun, joka seitseméan eri kategoriaan luokiteltuna kuvaa yhteenséa 26 erilaista
jarjestysta ja néille periaatteellisen toteutuksen.

Kolme erilaista puun solmujen syvyyssuuntaiseen (depth-first) [gpikayntiin
perustuvaa jérjestystd ovat selvasti yleisimpid. Ne ovat esjarjestys (preorder),
ssgjarjestys eli symmetrinen jérjestys (inorder, symmetric order) ja jalkijarjestys
(postorder). Leveyssuuntaiseen (breadth-first) I&pikayntiin, vasemmalta oikealle,
perustuva jarjestys (level order) lienee seuraavaksi yleisin.

Esitetéén seuraavassa algoritmit, jotka toteuttavat binddripuun |8pikaynnin
esijarjestyksessa (algoritmi 2.6) ja leveyssuuntaisessa jéarjestyksessa (algoritmi 2.7).
Oletetaan bindaripuu, jonka juurisolmu on r, ja lisdksi proseduuri Tulosta, joka tulostaa
parametrina annetusta solmusta halutut tiedot. Nyt aliohjelmakutsu TraverseTree(r)
tulostaa puun solmut esijérjestyksessa.

@ procedur e TraverseTree(Solmu)

@ comment bind&ripuun solmujen tulostus esijarjestyksesss;
®3) if (Solmu ei ole tyhj&) then

@) Tulosta(Solmu)

(5) TraverseTree(Solmun vasen lapsi)

(6) TraverseTree(Solmun oikea lapsi)

) end if

6) end procedure

Algoritmi 2.6. Binaéripuun solmujen |8pika&ynti/tulostus esijérjestyksessa

Jos haluamme toteuttaa sisgjarjestyksen, siirramme rivin 4 rivin 5 jalkeen. Jos
haluamme toteuttaa jalkijarjestyksen, siirramme rivin 4 rivin 6 jalkeen. Esi-, sis& ja
jalkijarjestyksessa vasemman alipuun solmut tulevat ennen oikean alipuun solmuja.
Erot syntyvét siitd, mikd on juuren jarjestys suhteessa sen alipuihin. Kuvassa 3 on
esimerkkeja eri jérjestyksista.

(b)

Kuva 3. Bindripuun solmut numeroituna yhdesta seitseméin a) esijarjestyksesss, b)
sisdjarjestyksessa ja c) jalkijarjestyksessa.



Syvyyssuuntaiseen |apikayntiin perustuvat algoritmit heijastavat puun rakennetta ja
ovat rekursiivisessa muodossaan yksinkertaisia ja selkeitd. Leveyssuuntaisen
l[pikaynnin (algoritmi 2.7) toteutus on yksinkertaisinta jonon avulla, joka on FIFO-
periaatteella (first-in-first-out) toimiva standarditietorakenne. Algoritmi tulostaa
vasemmalta oikealle ensin puun juuren, sitten juuren lapset, sitten juuren lastenlapset ja
niin edelleen. Jono-operaatioiden nimet olkoot VieJonoon ja OtaJonosta, ja muut nimet

jaoletukset ovat samat kuin edella.

procedur e TraverseTree(Solmu)
comment bind&ripuun solmujen tulostus leveyssuuntai sessa jarjestyksessa;
VieJonoon(Solmu)
while (Jono ei ole tyhjd) do
OtaJonosta(Solmu)
Tulosta(Solmu)
if (Solmulla.on vasen lapsi) then VieJonoon(Solmun vasen lapsi) end if
if (Solmullaon oikealapsi) then VieJonoon(Solmun oikea lapsi) end if
end while
end procedure

Algoritmi 2.7. Binaaripuun solmujen |8pik&ynti/tulostus leveyssuuntaisessa jarjestyksessa.

2.4. Puiden luokittelu
Taman luvun lopuksi esitamme erilaisten kirjallisuudessa esiintyvien puiden luokittelun

niiden ominaisuuksien perusteella [Furnas, 1984]:

1) Puun solmujen aste d
-on mielivaltainen; tama on M aaritelmén 2.1 mukainen puu
-voi vaihdella valilla 1£d£t (t-ary tree); téllaisesta puusta kdytamme jatkossa
nimitysta t-puu; kun t=2, kyseessa on Maééritelmén 2.2 mukainen
bindaripuu
-voi ollajoko O tai t (full t-ary tree); tama on lehtisolmut sisdltava t-puu; kun

t=2, kyseessd on M &aritelman 2.3 mukainen bin&éripuu
2) Solmujen alipuiden jarjestys
- e ole méaritelty (unordered tree, oriented tree)
- on madritelty (ordered tree, plane tree)

3) Solmujen numerointi



- el numerointia (unlabeled tree)
- vain lehtisolmut numeroidaan (terminally labeled tree)
- kaikki solmut numeroidaan (labeled tree, completely labeled tree)
4) Puun juuri
- e ole méritelty (unrooted tree, free tree); tdllaisesta puusta kaytdmme
jatkossa nimitysta vapaa puu

- on méaritelty (rooted tree).

Y lldolevan listan ndkdkulma on kombinatorinen, ts. puita el varsinaisesti tarkastella
tietojen tallettamisen apuvalineind. Kokonaisuutena ottaen kirjallisuudessa esiintyvia
erilaisia puita on suuri médra [ks. esim. Gonnet ja Baeza-Yates, 1991]. Useimmille
variaatioille yhteistd on pyrkimys erilaisin tavoin rgjoittaa puun korkeutta ja

tasapai nottaa puun muotoa solmujen lisdys- ja poisto-operaatioiden yhteydessa.
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3. Bindaripuiden koodaukset

Bindaripuun kaksiulotteinen rakenne on mahdollista kuvata yksiulotteisessa muodossa
sovitun koodauksen eli koodisanan (codeword) avulla. Tassa luvussa esitelldan
tutkielmassa tarvittavat bindaripuiden koodaukset, sikdli kuin niita e esitella
generointialgoritmien yhteydessa. Kaikissa tarkasteltavissa menetelmissa puu esitetdan
kokonaislukulistoina tai merkkijonoina. Luku perustuu padasiassa Makisen [1991]
yhteenvetoon algoritmitutkimuksessa esiintyvista binaéaripuiden koodausmenetel mista

jasiina esitettyihin viitteisiin.

3.1. Koodausmenetelmien luokittelu

Koodausta kaytetddn usein sellaisissa kombinatorisissa puualgoritmeissa, joissa
oleellinen asia on puun muoto eivatkd esim. solmujen mahdollisesti siséltamét
tietoarvot. Ongelman ratkaisutapa yleensd muuttaa muotoaan aivan toiseksi, kun
ongelma ratkaistaan alkuperaistd kombinatorista rakennetta vastaavaan koodaukseen
perustuen (eik& esim. tietue- ja osoitinmuuttujien ja niihin kohdistuvien operaatioiden
avulla). Nain pyritéan saavuttamaan jokin etu, esim. ongelman monimutkaisuuden
vaheneminen, resurssien kayton véaheneminen, algoritmien kéayttdmien Ilukujen
pieneneminen tai algoritmin kuvaamisen yksinkertai stuminen.

Puuta edustavien koodisanojen on taytettéva seuraavat vaatimukset: 1) Koodisanan
on oltava yksikasitteinen eli puuta vastaa tasmélleen yksi koodisana ja koodisanaa
vastaa tasmélleen yksi puu. Kuvaus puiden joukolta koodisanojen joukolle on siis
bijektio. 2) Koodisanan perusteella on riittdvan véahin kustannuksin pystyttava
konstruoimaan sitd vastaava bindéripuu ja pdinvastoin. Kaikissa tarkastelemissamme
koodausmenetelmissa lopullista muotoa oleva binddripuu voidaan konstruoida
koodauksen perusteella lineaarisessa gjassa ja tilassa.

Erilaisia puiden koodauksia voidaan luokitella seuraavasti: 1) Menetelmét, joissa
puun sisasolmuihin ja/tai lehtiin liitetdan jokin tunniste tai arvo, yleensi kokonaisluku.
Koodisanaksi saadaan tunnistelista, jonka akioiden jarjestys maaréytyy solmujen
lapikayntijarjestyksen perusteella. Tahan kaavaan sopivat menetelmét ovat moninaiset,
ja kutsumme niita ‘tavallisiksi’ koodausmenetelmiksi. 2) Permutaatioihin perustuvat
koodaukset. Tarvitaan kaksi puun lapikaynti& ensin numeroidaan puun solmut 1:st&

n:dan valitussa solmujen l&pikayntijarjestyksessa, jonka jalkeen numerot luetaan
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toisessa jarjestyksessd. Koodisanaksi saadaan téten lukujen 1..n permutaatio. 3)
Rotaatioihin perustuvat koodaukset. Rotaatio, joka kuvataan tarkemmin jéljempéang, on
puun rakennetta muuttava operaatio, joka ‘kierrdttdd yhden tai useampia solmuja
oikealle tai vasemmalle. Rotaatioon perustuvissa koodausmenetelmissa lasketaan
valitussa jarjestyksessa kullekin solmulle tarvittava rotaatio-operaatioiden lukumaéarg,
jotta saavutetaan jokin sovittu puun muoto (esim. vasen lista eli puu, jossa kaikki oikeat
alipuut ovat tyhjid). Koodisana koostuu listasta rotaatio-operaatioiden lukuméaria. 4)

Muut menetelmét, joita el t&ssa esityksessa kasitella.

3.2. Tavalliset koodausmenetelmét

Tasapainotettu (balanced, well-formed) sulkujono koostuu alku- ja loppusuluista ja
tayttdd seuraavat ehdot: 1) alkusulkujen lukum&&rd on sama kuin loppusulkujen
lukuméérg; 2) tutkittaessa jonoa merkki kerrallaan vasemmalta oikealle, loppusulkujen
lukumééré el koskaan ylité alkusulkujen lukum&éraa.

Kuva 4. Tasapainotettua sulkujonoa ()(()) vastaava bindaripuu.

Tasapainotettujen sulkujonojen ja bin&aripuiden valilla on tunnettu 1-1 -vastaavuus
[esim. Zaks, 1980; Er, 1983]. Olkoon T mielivaltainen lehtisolmut sisaltava binaaripuu.
Puussa on talléin n solmua ja n+1 lehteg; n® 0. Puu |gpikaydaan esijérjestyksessa. Kun
tavataan solmu, tulostetaan alkusulku, ja kun tavataan lehti, tulostetaan loppusulku
(kuva 4). Syntyvan sulkujonon pituus on 2n+1. Koska viimeisena |&pikayty puun alkio
on aina valttdmatta lehti, voimme poistaa jonon viimeisen akion eli loppusulun.
Lopputuloksena saadun jonon pituus on 2n, joten ehto 1) seuraa. Esijarjestyksen
madritelman mukaan (ks. algoritmi 2.6) jokainen solmu l&pikdydaan ennen kuin sen
lapsi, joka mahdollisesti on lehti, joten ehto 2) seuraa. Menettely on kddnnettévissa
lahtien mielivaltaisesta ehdot 1) ja 2) tayttavasta sulkujonosta pédtyen yksikasitteiseen
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lehtisolmut sisdltavdan bindaripuuhun; taman toteuttava algoritmi esitetddn kohdassa
7.4.1.

Zaksin [1980] kayttdma binddripuiden koodaus (Zaksin jono) on sama kuin yll4,
mutta kukin alkusulku korvataan ykkosella ja kukin loppusulku nollalla.

Leen et al. [1986] koodauksessa bin&éripuun solmut merkitd&n samoin kuin Zaksin
jonoissa, mutta koodisana muodostetaan lukemalla puun solmut leveyssuuntaisessa
jarjestyksessa (ks. algoritmi 2.7). Viimeinen akio on aina nolla, ja se jatetdan
huomioimatta. My6skin tama koodisana tayttaa tasapai notetun sulkujonon ehdot, mutta
se (yleensd) edustaa eri puuta kuin Zaksin jono.

Olkoon bin&éripuun juuren taso (level) 0, juuren lasten taso 1, juuren lastenlasten
taso 2 jne. Tasojono (level sequence) muodostetaan |8pikdymalla puun n solmua ja n+1
lehted symmetrisessa jarjestyksessa siten, etté joko 1) vain kunkin sisasolmun kohdalla
listataan sen taso, tai 2) vain kunkin lehden kohdalla listataan sen taso. Edellisessa
tapauksessa koodisanan pituudeksi tulee n, jalkimmaisessa n+1 [Ruskey and Hu, 1977].

Painojono  (weight sequence)  muodostetaan  liittdmélla  (lehtisolmut
sisdltdméttoman) bindaripuun jokaiseen solmuun sen vasemman alipuun solmujen
lukuméara lisattyna yhdella&. Koodisana generoidaan tulostamalla ndmé lukumééréat
symmetrisessa jarjestyksessa [Pallo, 1986]. Samanarvoinen koodausmenetelma on

laskea solmujen oikeiden alipuiden lukumé&arét vastaavasti.

3.3. Puupermutaatiot

Puuta edustava koodisana voidaan muodostaa seuraavasti: 18pikdydaan puun solmut
symmetrisessa jarjestyksessa samalla numeroiden ne ykkosesta alkaen. Sen jakeen
ldpikdyddan puun solmut esijarjestyksessa samalla listaten solmujen numerot.
Tuloksena saatu kokonaislukulista on jokin lukujen 1...n permutaatio, jota kutsutaan
puupermutaatioks (tree permutation) [Knott, 1977]. Kuvan 3 bindéripuuta vastaava
puupermutaatio on 6214357.

Puupermutaatio on aina muotoa p;p’'p’’, missd merkinndt ovat seuraavat: p; on
puun juuren numero; p° on vasemman alipuun puupermutaatio eli lukujen 1...ps-1
permutaatio; p’’ on oikean alipuun puupermutaatio luku p; liséttyné jokaiseen alkioon
eli lukujen p;+1...n permutaatio. Lukujen 1...n permutaatio p on puupermutaatio silloin
ja vain silloin kun se e sisélla sellaista alijonoa pipjp«, €tta p<pi<p; [Rotem, 1975;
Knott, 1977].
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Puu voidaan konstruoida puupermutaation p;p’'p’’ perusteella rekursiivisesti
seuraavalla tavalla: jos puupermutaatio on tyhj&, puu on valmis; muulloin 1) luo puun
juuri; 2) luo vasen aipuu puupermutaation p’ perusteella; 3) luo oikea alipuu
puupermutaation p’’ perusteella [Knott, 1977; Er, 1987; vrt. kohta 5.13].

Millaiset kaks puun l&pikdyntia maarittelevdt yksikasitteisesti puuta edustavan
koodisanan? Kéaytetdan seuraavia merkintdja h on puun juuri, L vasen alipuu ja R oikea
alipuu. Merkitkdon hLR puun l&pikdyntia esijarjestyksessd, LhR symmetrisessa
jarjestyksessd ja LRh jalkijérjestyksessa. Taman kohdan puupermutaatiot saatiin
l[apikayntiparin  (LhR, hLR) tuloksena. On olemassa nelja olennaisesti erilaista
lpikayntijarjestysparia, jotka madrittelevat yksikasitteisen 1-1 -vastaavuuden
bindéripuiden ja koodisanojen vdlille: (LhR, LRh), (LhR, RLh), (LhR, hLR), (LhR,
hRL) [Hille, 1985].

3.4. Rotaatioihin perustuvat koodaukset

Rotaatio (rotation) on operaatio, joka muuttaa bindéripuun muotoa siten, etta solmujen
symmetrinen jarjestys pysyy muuttumattomana. Olkoon solmun r vasen lapsi solmu g.
Oikea(npuoleinen) rotaatio r:n ja g:n vdilla siirtéa 1) solmun r solmun q oikeaksi
lapseksi, 2) mahdollisen entisen g:n oikean lapsen r:n vasemmaksi lapseksi ja 3)
mahdollisen entisen r:n vanhempisolmun qg:n vanhempisolmuksi. Jos tuloksena
saadussa puussa tehddan vasen rotaatio g:n ja r:n valilla, puu palautuu alkuperaiseen
muotoonsa (kuva 5). Bindaripuiden rotaatioista tarkemmin ks. esim. Knuth [1973b] tai
Weiss [1994].

AAA

Kuva 5. Oikea ja vasen rotaatio solmujen r jaq vélilla

Zerlingin [1985] koodausmenetelmassa kuvittelemme puun solmut merkityksi
numeroilla 1..n symmetrisessa jarjestyksessd. Koodisana madréytyy seuraavasti:

suoritamme vasempia rotaatioita puun juuren kohdalla niin kauan kuin juuren oikea
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lapsi el ole tyhja. Kun rotaatioita el enda voi suorittaa, puun juuren kohdalla on solmu n.
Nyt koodisanan viimeinen alkio saa arvokseen suoritettujen rotaatioiden lukumaaran.
Taméan jalkeen poistamme solmun n ja suoritamme vastaavat toimenpiteet uuden juuren
kohdalla, ja niin edelleen. Lopulta puussa on vain solmu 1, joten koodisanan
ensimmaiseksi alkioksi tulee aina 0. Huomattakoon, etta solmujen numerointi ja juuren
poisto on tassa tehty havainnollisuussyistd: algoritmin toiminnan kannalta ne ovat
tarpeettomia. Puu on lopputilanteessa vasen lista. Puun konstruointi koodisanan
perusteella tapahtuu suorittamalla edellékuvatut toimenpiteet péainvastaisessa
jarjestyksessa suorittaen oikeanpuoleisia rotaatioita.

Vasemman etédisyyden menetelmédssd [Makinen, 1987] suoritamme vasempia
rotaatioita solmun n ja sen kulloisenkin vanhempisolmun valilla, kunnes solmu n on
puun juuressa. Koodisanan n:is akio saa arvokseen suoritettujen rotaatioiden
lukumé&ran. Poistamme juuren, ja suoritamme vastaavat toimenpiteet kohdistuen
solmuun n-1 vastaavasti, ja niin edelleen. Koska valmiin koodisanan kunkin akion x;
arvoksi tulee solmun i etéisyys puun vasemmasta polusta akutilanteessa [Makinen,
1987], pelkastddn koodisanan selville saamiseksi rotaatioita e itse asiassa tarvitse
suorittaa. Solmujen numerointia ja juuren poistoa koskevat huomautukset ovat samat

kuin Zerlingin menetelman kohdalla.
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4. Bin&aripuiden luettelointi

Tassd luvussa tarkastellaan bindaripuiden luettelointialgoritmeja sekd& puiden
keskindisten jarjestysten mérittelyyn ja luettelointialgoritmien tehokkuuteen liittyvia
nakokohtia. Algoritmien sisdistd toimintaa e yksityiskohtaisesti tarkastella. Luvun
paéttaa luettel ointialgoritmien bibliografia.

4.1. Bindéripuiden keskinaiset jarjestykset

Bin&&ripuiden joukossa voidaan maaritelld jérjestys, joka perustuu puun muotoon, kun
solmujen lukum&&ra on n. Erilaisten jarjestysten lukumaara on talloin periaatteessa C,!,
joista potentiaalisesti mielenkiintoisia ovat tietenkin vain sellaiset, jotka voidaan kuvata
siten, ettd kuvauksen koko e riipu n:istd Binddripuiden jarjestyksiin liittyvét

perusoperaatiot (vrt. johdantoluku) ovat seuraavat:

- annetun bindaripuun jérjestysnumeron selvittdminen valitun jarjestyksen sisalla eli

numerointi (ranking); tulos voi ollavélilla 1...C,

- annettua jarjestysnumeroa vastaavan bindaripuun selvittdminen (unranking);

kaanteinen toimenpide edelliselle

- kaikkien bindaripuiden perdkkadinen generoiminen yksi kerrallaan ensimméisesta

viimeiseen jossakin jarjestyksessa eli luettelointi (generation, listing).

Useimmat edell&mainittuja perusoperaatioita suorittavat algoritmit perustuvat puita
edustavien koodisanojen manipulointiin. Koska koodisanan perusteella lopullinen puu
on aina yksikasitteisesti konstruoitavissa, termilla ‘puu’ voidaan viitata yhtd hyvin
abstraktiin puuhun kuin sita vastaavaan koodisanaankin.

Jarjestysrelaatio ‘<*  (pienempi  kuin) kahden mielivaltaisen puun véalilla
automaattisesti maarittelee jarjestyksen koko puiden joukossa. Knott [1977] méaritteli
jarjestysrelaation seuraavasti:

Maaritelméa 4.1. Mielivaltaisille bingéripuille T ja S pétee T<S, jos
(i) size(T)<size(S); tai
(ii) size(T)=size(S) jaleft(T)<Ieft(S); tai
(iii) size(T)=size(S) jaleft(T)=left(S) jaright(T)<right(S),
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missad size() on puun solmujen lukumééra ja left() ja right() ovat puun juuren vasen ja
oikea alipuu; ehdossa (iii) esiintyvan kahden bin&ripuun valisen yhtésuuruusrelaation
'=" oletamme tunnetuksi.

Méaéritelma 4.1 oli muunnelma Knuthin [1973a, Ex. 2.3.1-25, 2.3.2-8] esittamasta
jarjestysrelaatiosta, joka perustui osittain my6s puun solmuissa olevien avaintietojen
kéyttoon. Maaritelman 4.1 mukaista jérjestysta kutsutaan yleisesti ‘luonnolliseksi’ tai
‘globaaliksi’ jarjestykseksi bindaripuiden joukossa. Esimerkki tasta jarjestyksestd on
kuvassa 6. Knott esitti ko. jérjestyksen toteuttavan numerointi- ja vastaavan

ké&anteisalgoritmin, muttei varsinaista luettelointialgoritmia.

LR CAN ARSI

Kuva 6. Nelisolmuiset binddripuut Maaritelman 4.1 mukaisessa jarjestyksessa [Knott,
1977].

Toinen yleisesti esiintyva jéarjestys maaritelléén seuraavasti:

M aaritelméa 4.2. Mielivaltaisille bindaripuille T ja S patee T<S, jos
(i) TontyhjdjaSei oletyhj§; tai
(i) TjaSeivét oletyhjiajaleft(T)<left(S); tai
(iii) T jaSeivét ole tyhjiajaleft(T)=left(S) jaright(T)<right(S).

Mé&&ritelman 4.2 mukaista jarjestystd kutsutaan yleisesti ‘paikalliseks’
jarjestykseksi. Esimerkki tasta jarjestyksestd on kuvassa 7. Ero globaaliin jarjestykseen

IR ARSI

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Kuva 7. Nelisolmuiset bindéripuut Maaritelmén 4.2 mukaisessa jarjestyksessa [Zaks,
1980].
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voidaan ilmaista vertailemalla pééttelyséantdja molemmissa menetelmissa.
Tutkittaessa, onko T<S, Igpikdydaan puun solmuja esijarjestyksessd. Kun sovelletaan
globaaliajarjestysta, tutkitaan rinnakkain molempien puiden solmujen alipuiden kokoja,
ts. puuta koskevaa globaalia informaatiota, toisin kuin paikallisen jarjestyksen kyseessa
ollessa [Zaks, 1980]. Paikallisen jérjestyksen toteuttaminen on tasta syysta yksin-

kertaisempaa [esim. Er, 1987].

4.2. Luettelointialgoritmit

Bindaripuiden luettelointi voidaan suorittaa tekemalla kéanteinen numerointioperaatio
jarjestyksessa  kaikille kokonaisluvuille 1...C,. Varsinaiset luettelointialgoritmit
kuitenkin tuottavat annetun bin&éripuun perusteella jarjestyksessa sitd seuraavan
bin&éripuun, mik& on tehokkaampi tapa. Jokainen luettelointialgoritmi automaattisesti
méadrittelee bindaripuiden joukossa jérjestyksen.

Ensimmaisena julkaistun bindaripuiden luettelointialgoritmin esittivét Ruskey ja Hu
[1977] kéyttden koodauksena tasojonoja. Tasapainotettuja sulkujonoja generoivan
luettelointialgoritmin esitti Zaks [1980], joka liséksi osoitti, ettd molemmat algoritmit
generoivat puita paikallisen jarjestyksen mukaisesti.

Ruskeyn ja Hun sek& Zaksin algoritmeissa keskimaardinen aikavaatimus
jarjestyksessa seuraavan puun generointioperaatiolle on O(1), mutta huonoimmassa
tapauksessa yksi operaatio tarvitsee gjan O(n). Parhaatkin sen jalkeen julkaistut
algoritmit olivat niinikaan keskiméérin O(1), mutta D. Roelants van Baronaigien [1991]
esitti enssmmaisena bindaripuiden luettelointialgoritmin, joka e sisdla lainkaan
siimukoita (etka rekursiota): tama takaa aikavaatimuksen O(1) huonoimmassakin
tapauksessa. Kaytetty koodausmenetelma perustui Zerlingin [1985] menetelméan.
Ensimméiset silmukattomat luettelointialgoritmit  tasapainotetuille  sulkujonoille
esittivat toisistaan riippumatta Mikawa ja Takaoka, Vanovszki sekd Walsh [1998] (ks.
Vanovszki [1998]).

Luettelointialgoritmit on yleensd pyritty toteuttamaan niin, ettd tehokkuus-
vaatimusten liséksi jokin seuraavista kriteereista tayttyy:

1) Puita edustavat koodisanat generoidaan suuruusjarjestyksessa (lexicographic
order). Esimerkki tallaisesta on algoritmi 4.3.

2) Koodisanat generoidaan sellaisessa jarjestyksessd, ettéd jokaisen kahden
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perékkaisen koodisanan ero minimoituu, kun kriteereind kaytetdan toisistaan eroavien
merkkien lukumddréa ja sijaintia. Talloin koodisanojen joukon ja luettelointi-
jarjestyksen sanotaan muodostavan (kombinatorisen, bindéripuita koskevan) Gray-
koodin (kombinatorisista Gray-koodeista ks. esim. Joichi et al. [1980], Reingold et al.
[1977]). Proskurowski ja Ruskey [1985] esittivat algoritmin, joka generoi Gray-koodin
Zaksin jonoille; tehokkaamman ja yksinkertaisemman algoritmin esittivdt Ruskey ja
Proskurowski [1990].

3) Koodisanat (tal puut) generoidaan sellaisessa jérjestyksesss, ettd jokaisen kahden
perékkéisen lopullista muotoa olevan bin&aripuun rakenteellinen ero minimoituu. Taméa
ero voidaan kvantifioida esim. rotaatioetéaisyyden (rotation distance) avulla: montako
rotaatiota tarvitaan, jotta jompikumpi puu voidaan muuntaa samanmuotoiseksi kuin
toinen. Esimerkiksi Knottin [1977], Ruskeyn ja Hun [1977], Rotemin ja Varolin [1978],
Zaksin [1980] ja Zerlingin [1985] algoritmien méérittelemissd jarjestyksissd on
olemassa kaks perdkkédista puuta, joiden rotaatioetdisyys on O(n), kun taas
Proskurowskin ja Ruskeyn [1985] jarjestyksessa kahden perdkkdisen puun rotaatio-
etdisyys on aina joko 1 tai 3 [Lucas, 1987]. Lucasin [1987] luettelointialgoritmissa
vastaava etaisyys on aina 1.
osoittivat, ettd huolimatta eri koodausmenetelmisté seuraavissa luettelointialgoritmeissa
samankokoisten bin&éripuiden luettelointiprosessin synnyttdmét dynaamiset implisiit-
tiset rekursiopuut ovat samoja Zerling [1985], Pallo [1986], Makinen [1987].
Kielioppipohjaisen luettelointialgoritmin esittivat Xiang et al. [1997], jotka vertailivat
sen tehokkuutta Zerlingin [1985], Pallon [1986] ja Erin [1985] algoritmeihin k&yttden
kriteerina suoritettujen rekursiivisten kutsujen lukuméardd. Yleisemmin kombina-
toristen rakenteiden luettelointia on tutkinut Kemp [1998], joka mm. naytti, kuinka
sopivaan koodaukseen nojautuen monet tunnetut luettelointialgoritmit noudattavat
samaa yleistd peruskaavaa: tulos patee mm. annetun kokoisille permutaatioille,
mielivaltaisille sdanndllisen kielen sanoille, joukon osajoukoille sekd bindaripuille
Ruskeyn ja Hun [1977] ja Zaksin [1980] mukaan.

Esimerkkialgoritmi 4.3 [Er, 1983] listaa kaikki tasapainotetut sulkujonot suuruus-
jarjestyksessa (ks. myds Zaks [1980]; Semba [1981]; Er [1985]). Algoritmin toteuttama

bindaripuiden jarjestys on Maaritelman 4.2 mukainen. Sulkujonot tuotetaan globaaliin
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taulukkoon p, jonka koko on 2n. Proseduuri generoi L alkusulkua ja L+R loppusulkua
suuruusj arjestyksessa. Kutsu on muotoa GenParentheses(n,0).

procedur e GenParentheses(L,R)
comment Er [1983]: tasapainotettujen sulkujonojen luettelointi

if L=0and R=0
then  Tulosta(p)
dse  i:=2*(n-L)-R+1

if RtOthen p[i] := LoppuSulku; GenParentheses(L,R-1) end if
if L*Othen p[i] := AlkuSulku; GenParentheses(L-1,R+1) end if
end if
end procedure

Algoritmi 4.3. Tasapainotettujen sulkujonojen luettelointi suuruusjérjestyksessa.

4.3. Bibliografia
Bindari- ja muunlaisten puiden luettelointialgoritmeja on 1970-luvun lopulta léhtien
julkaistu monia. Erilaisia koodausmenetelmid ja jarjestyksia soveltaen binadéripuiden
(tai jos erikseen mainittu, muunlaisten puiden) luettelointialgoritmeja ovat esittaneet
mm. seuraavat, aikgjarjestyksessa listattuna:

- Ruskey jaHu [1977] (tasojonot)

- Rotem ja Varol [1978] (arpajonot (ballot sequences))

- Ruskey [1978] (t-puu, Ruskeyn jaHun [1977] yleistys)

- Trojanowski [1978] (t-puu, puupermutaatioihin perustuva koodaus)

- Zaksja Richards [1979] (t-puun muunnelma)

- Beyer ja Hedetniemi [1980] (yleinen puu, Ruskeyn [1978] yleistys)

- Proskurowski [1980] (Zaksin jonot muunnel mineen)

- Solomon ja Finkel [1980] (el koodausta)

- Zaks [1980] (Zaksin jonot, t-puu)

- Semba [1981] (tasapainotetut sulkujonot)

- Er [1983] (tasapainotetut sulkujonot)

- Hikita[1983] (k-kokoisten alipuiden luettelointi)

- Er [1985] (tasapainotetut sulkujonot)

- Pallo ja Racca [1985] (P-jonot, arpajonojen muunnelma; L-jonot, solmujen
painoihin perustuva koodaus)

- Proskurowski ja Ruskey [1985] (tasapainotetut sulkujonot, Gray-koodi)
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- Zerling [1985] (rotaatioihin perustuva koodaus)

- Lee et al. [1986] (bin&éripuut, joiden maksimikorkeus on annettu)

- Pallo [1986] (painojonot)

- Er [1987] (puupermutaatiot)

- Lucas [1987] (rotaatioihin perustuva koodaus)

- M&kinen [1987] (rotaatioihin perustuva koodaus)

- Roelants van Baronaigien ja Ruskey [1988] (t-puu, solmujen painoihin perustuva
koodaus)

- Skarbek [1988] (yleinen puu, e koodausta)

- Er [1989] (rotaatioihin perustuva koodaus)

- Ruskey ja Proskurowski [1990] (tasapainotetut sulkujonot, Gray-koodi)

- Gupta [1991] (P-jonot)

- Roelants van Baronaigien [1991] (rotaatioihin perustuva koodaus)

- Lucas et al. [1993] (ei koodausta)

- Korsh [1994] (t-puu, Roelants van Baronaigienin [1991] menetelman yleistys)

- Bapiragju ja Bapeswara Rao [1994] (Korshin [1993] koodausmenetelma)

- Xiang et al. [1997] (kielioppeihin perustuva koodaus)

- Walsh [1998] (tasapainotetut sulkujonot)

- Korsh ja Lipschutz [1998] (t-puut, ‘siirtoihin’ (shift) perustuva algoritmi)

- Vajnovszki [1998] (solmujen painoihin perustuva koodaus).

Erilaisia puiden koodausmenetelmia ja jarjestyksia soveltaen numerointi- ja
vastaavia kéanteisalgoritmeja ovat esittdneet mm. seuraavat:

- Knott [1977] (puupermutaatiot)
- Ruskey jaHu [1977] (tasojonot)

- Rotem ja Varol [1978] (arpajonot (ballot sequences))
- Ruskey [1978] (t-puu, Ruskeyn jaHun [1977] yleistys)
- Trojanowski [1978] (t-puu, puupermutaatioihin perustuva koodaus)

- Zaksja Richards [1979] (t-puun muunnelma)
- Solomon ja Finkel [1980] (el koodausta)

- Zaks [1980] (Zaksin jonot)
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- Er [1985] (tasapainotetut sulkujonot)
- Pallo ja Racca [1985] (P-jonot; L-jonot)
- Proskurowski ja Ruskey [1985] (tasapainotetut sulkujonot, Gray-koodi)

- Pallo [1986] (painojonot)

- Roelants van Baronaigien ja Ruskey [1988] (t-puu, solmujen painoihin perustuva

koodaus)

- Lucas et al. [1993] (ei koodausta).
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5. Satunnaisten bindaripuiden gener ointi

Tassa luvussa kuvataan yksityiskohtaisesti satunnaisia bindéripuita generoivat
algoritmit sekd erditd yleisempia puita generoivia algoritmeja. Luvun lopussa on
satunnaisten puiden generointialgoritmien seka muutoin aihetta laheisesti sivuavien
julkaisujen kirjallisuusluettel o.

5.1. Menetelmien luokittelu

Satunnaisten bin&ripuiden generointi on erikoistapaus kombinatoristen rakenteiden
satunnaisesta generoinnista, jonka uranuurtgjiia olivat Nijenhuis ja Wilf [1975].
Kombinatoristen rakenteiden satunnainen generointi liittyy léheisesti erdisiin muihin
klassisiin kombinatoriikan perusprobleemoihin, jotka mainittiin johdantoluvussa.
Furnas [1984] listasi kombinatoristen rakenteiden satunnaisen generoinnin Vviisi
perusstrategiaa. Seuraavassa esitdmme taman jaottelun yksinkertaistettuna ja soveltaen
sité bindaripuiden tapaukseen. Merkitsemme n:ll& puun solmujen lukuméaraa.

1) Satunnaisesti pdattyva luettelointi. Jos maardtyn koodausmenetelman puitteissa
kéytettavissa on anoastaan binddripuiden luettelointialgoritmi, voimme valita
satunnaisen kokonaisiuvun ki [1,C,] ja antaa luettelointialgoritmin tehdé k seuraavan
puun generointioperaatiota. Taman menetelman keskimaaréinen akavaatimus on
eksponentiaalinen.

2) Ké&anteinen numerointioperaatio. Arvotaan satunnainen jarjestysnumero valilta
[1,C,] ja konstruoidaan jérjestysnumeroa vastaava binddripuu. Menetelma kéyttda
eksponentiaalisia lukuja.

3) Ositusmenetelmé/hgjoita ja hallitse -menetelma. Tapausavaruus jaetaan osiin, ja
osille lasketaan oikeat todenndkoisyydet. Valittuun osaan sovelletaan rekursiivisesti
ositusmenetelméa. Esimerkki téllaisesta menetelméasta esitetéén kohdassa 5.2, jossa
bindaripuiden joukko jaetaan osiin sen perusteella, montako solmua vasemmassa ja
oikeassa alipuussa on.

4) Satunnaiset lisdysoperaatiot. Periaate on seuraava: oOletetaan satunnainen k-
solmuinen bind&ripuu. Satunnainen lisdysoperaatio liséa yhden solmun puuhun siten,
etta kaikki k+1 -solmuiset puut ovat yhta todenndkoisid. Solmuja lisétéén puuhun,
kunnes siind on n solmua. Esimerkki tallaisesta on Rémyn algoritmi (kohta 5.3).

5) Bijektiiviset menetelmédt. Monissa tapauksissa on mahdollista [6ytéa 1-1
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-vastaavuus (‘koodaus') kombinatorisen rakenteen ja jonkin helpommin hallittavan
rakenteen vélille. Koodauksia generoidaan satunnaisesti, ja muunnetaan ne lopulliseen
muotoon. Bin&éripuiden koodauksia ké&siteltiin omassa luvussaan, ja tassd luvussa
esitetdan useita algoritmeja, jotka generoivat satunnaisia bindaripuita hyddyntden
jotakin koodausmenetel maa.

Kategorian 5 ‘normaalimenettelynd piddmme sellaista, jossa bin&dripuuta
vastaavan koodisanan merkkeja arvotaan yksi kerrallaan ja ennen kunkin merkin
valintaa lasketaan eri vaihtoehtojen todenndkoisyydet sita silmallgpitéen, ettd kaikki
mahdolliset lopputuloksena saatavat koodisanat ovat yhta todenndkoisia. Tallaisia ovat
Arnoldin ja Sleepin [1980], Martinin ja Orrin [1990] seké& Johnsenin [1991] algoritmit.
Koodausta kayttava algoritmi voi samalla kuulua my6s johonkin muuhun esitetyista
kategorioista. Atkinsonin ja Sackin [1992] algoritmi kuuluu samalla myds kategoriaan
3. Korshin [1993] ja Atkinsonin [1993] algoritmeja voitaisiin kutsua myds kutsua
‘rotaatiopohjaisiksi’.

Alonson ja Schottin [1995] esittdm& jaottelu on olennaisesti sama kuin ylla
kuitenkin silla erotuksella, ettd he eivat tarkastele kohtia 1) ja 2), ja omana
kategorianaan mainitsevat ns. hylkdysmenetelmén (method by rejection): joillekin
puurakenteille tehokkain tunnettu algoritmi generoi muitakin rakenteita kuin niit, joita
halutaan; mikali rakenne ei ole halutun tyyppinen, se hyléaan ja generoidaan uusi
[Alonso and Schott, 1995, Ch. 7; Barcucci, 1994].

Yleisen menetelman kombinatoristen rakenteiden satunnaista generointia varten
esittivat Flgjolet et al. [1993; 1994]. Laskennallisen vaativuuden nakotkulmasta kombi-
natoristen rakenteiden satunnaista generointia ovat tutkineet Jerrum et al. [1986].
Hickey ja Cohen [1983] esittivat yleisen menetelmén satunnaisen kontekstittomaan
kielioppiin kuuluvan sanan generoimiseksi: erdat kombinatoriset rakenteet (esim.
bindaripuu) voidaan esittda kieliopin avulla sopivaa koodausta kayttéen. Mairson [1994]
paransi Hickeyn ja Cohenin algoritmin saavuttamaa aika- ja tilavaatimusta. Alonso et
al. [1997] (ks. myds Alonso ja Schott [1995]) esittivét ‘malleihin’ (pattern) perustuvan
yleisen menetelman erilaisten satunnaisten puiden generoimiseksi. Edellamainittuja
‘puhtaasti’ yleisia menetelmiéd ei tassa tutkielmassa yksityiskohtaisesti tarkastella.

Jokaista bindaripuiden kaanteistd numerointialgoritmia voidaan periaatteessa
ké&yttéa myos bindaripuiden satunnaiseen generointiin. Arvotaan jarjestysnumero valilta

1...C,, missd n on solmujen lukuméarg, ja konstruoidaan jarjestysnumeroa vastaava
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puu. Algoritmin sisaltdmien operaatioiden ja laskutoimitusten kannalta ongelmallista on
kuitenkin se, ettd C, kasvaa n:n suhteen eksponentiaalisesti; esimerkiksi luvun Csono
desimaaliesitys sisdltéa yli 2000 numeroa [Martin and Orr, 1990]. Tdm& ongelma el ole
pelkastéan teoreettinen, sillé eréét keskeiset puihin liittyvét ominaisuudet ovat sellaisia,
ettd niiden arvot kasvavat hitaasti puun solmujen lukumééran funktiona (esim. puun
korkeus), joten testitilanteessa niitd koskevan asymptoottisen informaation selville
saaminen saattaa edellyttéa suuria solmulukumaaria.

5.2. Hajoita ja hallitse -algoritmi

Seuraavassa esitetéan yksinkertainen satunnaisia bindaripuita generoiva algoritmi, jossa
solmut lisdtddn puuhun esijérjestyksessd, ja jokaisen solmun kohdalla arvotaan,
montako solmua tulee solmun vasempaan alipuuhun ja montako oikeaan (algoritmi
lopputuloksena saatavat puut ovat yhtd todenndkoisid Todenndkoisyyksien laskenta
tapahtuu Catalanin lukujen avulla, joten laskennassa kaytettavét luvut ovat solmujen
lukumd&ran suhteen eksponentiaalisia. Algoritmi e kaytd mitéan bindaripuiden
koodausmenetelmaa. Kutsu on muotoa RandomBinaryTree(n,Root), missd n on puun
solmujen lukumééra ja Root puun juurisolmu. Algoritmi on johdettavissa suoraan
tunnetusta bin&éripuiden lukumé&dran kaavasta 5.2, joten algoritmin ensimmainen

keksija ei ole tiedossa. Algoritmi esiintyy muun muassa Furnasin [1984] artikkelissa.

procedur e RandomBinaryTree(n, Solmu)
valitaan satunnainen ki [0,n-1], missa kunkin k:n todenn&kdisyys on CyCr.1-k/Ch
if (k*0) then luodaan Solmun vasen lapsi;

RandomBinaryTree(k, Solmun vasen lapsi) end if
if (n-1-k* 0) then luodaan Solmun oikea lapsi;

RandomBinaryTree(n-1-k, Solmun oikea lapsi) end if
end procedure

Algoritmi 5.1. Satunnaisia bin&éripuita generoiva algoritmi.

Jos mielivaltaisessa puussa tai alipuussa on n solmua ja sen juuren vasemmassa
alipuussa on ki [0,n-1] solmua, niin juuren oikeassa alipuussa on n-1-k solmua

Erilaisten vasempien alipuiden lukuméérd on Cy ja oikeiden C.i, joten erilaisia
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mahdollisuuksia on CCh.1.k. Kun tdma tarkastelu tehdddn kaikilla mahdollisilla k:n

arvoilla, saadaan tulokseksi n-solmuisten bindaripuiden lukumé&&rad [esim. Knuth, 19733,

s. 388]:
rgl
(52 a CkChak = Ch.
k=0
Koska kaikkien n-solmuisten puiden todenndkdisyys on sama, kunkin k:n
todenndkdisyys on CiCh14/C,.. Seuraavassa esitetéan esimerkit sovellettavista

todennakoisyyksista.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cn) 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4816 16798

Taulukko 5.3. Catalanin luvun arvoja.

k=0 1 2 3 4 5 6
=1 1

172 172

2/5 1/5 2/5

5/14 2/14 2/14 5/14

14742 5/42 4/42 5/42 14742
427132 147132 10/132 10/132 14/132 42/132
1327429 427429 28/429 25/429 28/429 42/429 132/429

NoOo b~ wWND

Taulukko 5.4. Tiheysfunktion p(n,k)=CyxCn-1-k/Cp arvoja.

Taulukossa 5.3 ovat Catalanin luvut Co-Cyo. Taulukon 5.4 alkiot p(n,k) kuvaavat eri
k:n arvojen todenndkdisyydet. Taulukon 5.4 kukin rivi on tiheysfunktio k:n suhteen, ts.
jokaisen rivin summa on 1. Taulukossa 5.5 ovat vastaavat kertymafunktion P(n,k) arvot.

k=0 1 2 3 4 5 6
=1 1

172 2/2

2/5 3/5 5/5

5/14 7/14 9/14 14714

14742 19742 23742 28742 42742
42/132 56/132 66/132 76/132 90/132 1327132
1327429 1747429 202/429 227/429 255/429 297/429 429/429

NoahwWNDS

Taulukko 5.5. Kertyméfunktion P(n,k) arvoja.

Satunnainen k:n arvo voidaan nyt tuottaa satunnaisluvun xi [0,1) avulla: etsitédn
rivilta n kertymé&funktion P(n,k) pienin arvo, joka ylittéa satunnaisluvun. Suurilla n:n
arvoilla taulukkojen kayttaminen on luonnollisestikin  mahdotonta, silla niiden

tilavaatimus on O(n%), samoin kuin niiden rakentamiseen tarvittava aika.
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Kertyméfunktion P(n,k) ratkaistussa muodossa esitti Sprugnoli [1992]:

56 omnk) = <. 2k a@ka(n- K)a@no "
(56) ! 2 Ton Sk n-k sing

missa P(n,k)=Q(n,k+1) eli funktion Q toisen parametrin mahdolliset arvot voivat olla

1.n. Myo6s funktio Q Kkayttéd eksponentiaalisia lukuja, ja taman ongelman
kiertdmiseksi Sprugnoli saavutti numeerisia menetelmia (Newton-Raphson -method)
soveltamalla laskukaavat, jotka esitetédn seuraavassa sellaisenaan. Olkoon N suurin

mahdollinen kokonaisluku, johon asti voidaan taulukoida lausekkeen a2n6 arvot:
ng

kaytdnnossa taulukon koko on muutamia kymmenid Nyt Q(n,k) evaluoidaan

seuraavasti:

1) Jos nEN, niin kaytdmme kaavaa 5.6.
2) Jos n>N ja r=min(k,n-k)EN, niin w=max(k,n-k) ja lausekkeen taulukoimattomat

osat saadaan kaavasta

.. -1
?v\\,/\% ?nng = Jn/w4" a(w)/a(n),

missa korjaussarjan a(x)=1-1/(8x)+1/(128x%)+5/(1024x°)-... termej& |asketaan riittavan
pitkalle halutun tarkkuuden saavuttamiseksi.

3) Jos n, k jan-k ovat suurempia kuin N, niin
1 2n- k a(k)a(n- k)
2 2Jnk(n-kp am

Aikavaatimus funktion arvon laskemiselle annettuun tarkkuuteen asti kohdissa 1)-3)
on O(1) [Sprugnoli, 1992].

Algoritmi 5.1 on havainnollinen ja yksinkertainen ja se on hyva johdatus

Q(n,k) =

bindaripuiden lukumddran olemukseen. Samalla se kuitenkin on havainnollistus
eksponentiaalisten lukujen ongelmasta, johon ‘suoraviivaisella® |dhestymistavalla
helposti tormétdan kombinatorisia rakenteita kasittelevien algoritmien yhteydessa.
Satunnaisten bindéripuiden generoinnin kannalta (pienia n:n arvoja lukuunottamatta)
algoritmi 5.1 seka laskentakaavat 1-3 ovat hankalia verrattuna jaljempéana esitettaviin

bin&éripuiden koodauksia hytdyntéviin generointialgoritmeihin.
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5.3. Satunnaiset solmujen lisdykset (Rémy)

Rémy esitti vuonna 1985 algoritmin, joka muodostaa satunnaisen lehtisolmut siséltéavan
bindéripuun lisddmalla solmuja satunnaiseen kohtaan puussa. Algoritmi el
eksplisiittisesti kaytd mitddn bind&ripuiden koodausmenetelmas, joskin algoritmia
toteutettaessa solmujen ‘saavuttamisen’ ongelma johtaa esim. solmujen véliaikaiseen
tallettamiseen taulukoihin. Seuraavassa kuvataan algoritmi ja todistetaan se oikeaksi.
Taméa luku perustuu p&&osin Alonson ja Schottin [1995] teokseen.

Oletetaan bindaripuu, jossa on k3 0 sisasolmua ja k+1 lehted. Valitaan satunnaisesti
yksi puun 2k+1 solmusta; olkoon se solmu v. ‘Irrotetaan’ véliaikaisesti v mahdollisine
alipuineen puusta. Lisdtdan v:n paikale uusi sisasolmu, jonka joko oikeaks tai
vasemmaksi lapseksi lisdtéan uusi lehtisolmu. Valinta oikean ja vasemman vélilla
tehdddn satunnaisesti. Uuden solmun toiseksi lapseksi liiteté&dn solmu v mahdollisine
alipuineen. Néita sisasolmu-lehtisolmuparien lisdyksia toistetaan kunnes puussa on n
sisasolmua.

Algoritmin oikeaksi todistamisessa kaytetddn apuna lehtisolmujen numerointia.
Ensimméisena lisdttdvan lehtisolmun numero on 1. Uutta lehtisolmua liséttéessa
numeroidaan se yhta suuremmalla numerolla kuin edellisen lisétyn lehtisolmun numero.
Koska n-solmuisen bindaripuun lehtisolmut voidaan numeroida (n+1)! eri tavalla,

erilaisten n-solmuisten puiden méara on C,(n+1)!=(2n)!/nl.

Lause 5.7. [Alonso and Schott, 1995] Rémyn algoritmi generoi jokaisen erilaisen
numeroidut lehtisolmut sisdltdvan bindaripuun todenndkdisyydella nl/(2n)!.

Todistus. Sovelletaan taydellista induktiota. Alkutilanteessa k=0 bin&éripuu on
ykkdsella numeroitu lehti. Algoritmi generoi molemmat puut, joissa on 1 sisasolmu ja 2
lehtisolmua, todennakoisyydella 11/2!=1/2. Oletetaan, ettd algoritmi generoi kaikki
puut, joissa on k sisasolmua, todennakoisyydella k!/(2k)!. Olkoon Ty« mielivaltainen
bin&éripuu, jossa on k+1 sisasolmua. Etsitdan siitd suurimman numeron k+2 omaava
lehti u. Olkoon u:n vanhempisolmu w ja w:n toinen lapsi v. Muodostetaan puu Ty
poistamalla puusta Ty+1 solmut u ja w ja liittdmalla solmu v mahdollisine alipuineen
solmun w paikalle. Ainoa tapa generoida puu Ty+1 on ensin konstruoida puu Ty (jonka
todenndkaoisyys induktio-oletuksen nojalla on k!/(2k)!), valita solmu v (todennakoisyys
1/(2k+1)) ja valita oikea suunta (todenngkdisyys 1/2). Puun Ty.1 todenndkdisyys on
edellamainittujen todennakdisyyksien tulo (k+1)!/(2k+2)!, joten lause seuraa. ?
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Algoritmin tehokkuuden kannalta ratkaisevaa on se, kuinka toteutetaan puun
satunnaisesti valitun solmun v etsiminen, koska uuden sis&- ja lehtisolmun lisé&minen
puuhun voidaan tehda vakiogjassa. Alonson ja Schottin [1995] esimerkkitoteutuksessa
turvaudutaan suorasaantirakenteeseen: puu rakennetaan 2n+1 -kokoiseen taulukkoon,
jonka akiot sisdtava puun solmut, sarmé ja numeroinnin, jotka esitetdan
kokonaislukuina. Mikéli satunnaisen solmun etsimiskustannuksen taulukosta katsotaan
olevan O(1), algoritmin aikavaatimus on O(n).

Seuraavassa esitdmme arvion aikavaatimukselle myos siind tapauksessa, etté puun
solmujen tallentamiseen e kayteta suorasaantirakennetta. Oletetaan hypoteettinen,
riittdvan kevyt metodi, jonka avulla osaamme virheettdmasti suunnistaa puun juuresta
sarmid pitkin lisdyskohtaan. Kun kaikki n-solmuiset bindéaripuut ovat yhta

todenndkoisid, keskimddrainen kuljettu polunpituus juuresta satunnaisesti valittuun

solmuun ja nédinollen myds aikavaatimus ovat O(\/ﬁ ) [esim. Gonnet ja Baeza- Y ates,
1991, s. 96]. Listksi yleisesti pétee 1™+2™+3™+..+n"=0(n™"), koska (‘Sxmdxz

O(n™*1): diskreetin funktion arvojen summaa voidaan arvioida vastaavan jatkuvan
funktion méaréatyn integraalin ja pinta-alan valisen yhteyden kautta [esim. Knuth,
1973a; Graham et al., 1989]. Aikavaatimus on siis keskimaarin O(n™®).

5.4. Tasapainotetut sulkujonot (Arnold ja Sleep)

Arnold ja Sleep [1980] esittivdt ensimméisen satunnaisia binaéripuita generoivan
algoritmin, joka el ole eksponentiaalinen mink&an resurssin suhteen. Algoritmi tuottaa
tasapainotettuja sulkujonoja, joiden pituus on 2n. Toimintaperiaate on seuraava. Alku-
ja loppusulkuja arvotaan jérjestyksessa vasemmalta oikealle. Arvonnassa kaytettavéat
siten, ettéq kaikki mahdolliset lopputuloksena saatavat tasapainotetut sulkujonot ovat
yhtd todenndkoisid. Ainoan ongelman siis muodostaa generointiprosessin aikana
tapahtuva todenndkoisyyksien selvittdminen, ja siihen perehdymme seuraavassa.
Tasapainotetun sulkujonon jokainen alkuosa (prefix) sisaltéa vahintdan yhta monta
alkusulkua kuin loppusulkua. Oletetaan, etta olemme konstruoimassa tasapainotettua
sulkujonoa, ja 1) jonon valmiina olevassa alkuosassa on r avointa alkusulkua eli
sellaista alkusulkua, joita vastaava loppusulku toistaiseksi puuttuu, ja 2) jonon

generoimatta olevan loppuosan pituus on k. Erilaisten mahdollisten loppuosien



LY

lukuma&ara riippuu vain r:sta ja k:sta, mutta ei alkuosan pituudesta. Merkitsemme tata
lukumaaraa A(r,k):Ila. Talléin A(r+1,k-1) on niiden erilaisten mahdollisten loppuosien
lukuméaérd, jotka alkavat akusululla ja A(r-1,k-1) niiden erilaisten mahdollisten
loppuosien lukuméarg, jotka alkavat loppusululla. Koska kaikkien erilaisten
mahdollisten lopputul oksena saatavien jonojen on oltava yhta todennékoisid, A:n avulla
ilmaistu todenndkoisyys P(r k) sille, etté seuraavaksi tulostetaan loppusulku, on

59 P(r.K) = —A(rA'( rl :z)' b

Seuraavassa rakennetaan vdlineist6d, jonka avulla funktio A voidaan |0ytda.
Vastatkoon alkusulku lukua 1 ja loppusulku lukua -1. Tarkastellaan mielivaltaista
vamista sulkujonon loppuosaa ja indeksoidaan sen alkiot numeroilla 1...k.
Muodostetaan vastaava (k+1)-alkioinen kumulatiivinen summajono S seuraavasti:
S0)=r; S(i)=(i-1)+x, missa i lgpikdy arvot 1...k ja x on kulloinkin 1 tai -1 sen
mukaan, mitd sulkujonossa on indeksin i kohdalla. Esimerkiksi tasapainotettua
sulkujonoa ()(()) vastaava summajono on (0,1,0,1,2,1,0), ja alkutilanteessa r=0 ja k=6.
Loppuosaa ()) vastaava summajono on (1,2,1,0), ja akutilanteessa r=1 ja k=3. Jono )(()
ei ole tasapainotettu, kun alkutilanteessa r=0; summajono on (0,-1,0,1,0).

Summajonon geometrinen havainnollistus tapahtuu koordinaatistoon piirretyn
jatkuvan murtoviivan avulla seuraavasti: merkitéan koordinaatiston pisteet (i,5(i)),
i=0...k, ja yhdistetddn kukin perékkanen piste sarmalla (kuva 8). Polun pisteiksi
(path, zigzag line), missd jokainen kahta perdkkaista pistetta yhdistava sérma on saman
pituinen ja suuntautuu joko oikealle ylos (vastaten alkusulkua) tai oikealle alas

(vastaten loppusulkua).

Cc )y c C ) )

Kuva 8. Tasapainotettua sulkujonoa ()(()) vastaava polku.

Polun alkupiste R=(0,r) maaraytyy avointen alkusulkujen lukumaaran r perusteella.
Tasapainotetun sulkujonon ominaisuuksista seuraa, ettd polku paattyy pisteeseen
K=(k,0), eika sen yksik&an piste sijaitse y-akselin negatiivisella puolella. Kutsumme
sellaista pogtiiviseks poluks, ja funktion A(r,k) arvo on kakkien erilaisten
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positiivisten polkujen lukumaérd Negatiivisen polun alku- ja loppupisteet ovat samat,
mutta sen yksi tai useampi piste sijaitsee y-akselin negatiivisella puolella. Merkitdan
U(r,k):lla kaikkien erilaisten pisteita R ja K yhdistdvien negatiivisten polkujen
lukumaardd. Nyt T(r,k)=A(r,k)+U(r,k) on kaikkien erilaisten em. pisteita yhdistavien
polkujen lukumaara, eli

59 A(rK) = T(r,k)-U(r,).

Jokainen pisteitd R ja K yhdistava polku siséltéa tdsmélleen p alas suuntautuvaa
sarméaa ja tasmdleen g ylos suuntautuvaa s&rméa siten, ettd p+g=k ja p-g=r (t&sta
voimme laskea p=(k+r)/2). T(r,k) on toisaalta vastaus kysymykseen 'monellako tavalla
p loppusulkua voidaan sijoitella p+q positioon, kun jonon e tarvitse olla
tasapainotettu? , eli
(619 Tk = ?;qg - 23ée(k +l?)/2§'

Seuraavaksi johdamme U(r,k):n ilmaistuna k:n ja r:n avulla. Tarkastellaan
mielivaltaista pisteitd R ja K yhdistéavaa negatiivista polkua (kuva 9). Etenemme polkua
pisteesta R, kunnes olemme ensimmaisen kerran alittaneet y-akselin ja saapuneet
pisteeseen T=(t,-1). Jokaisella negatiivisella polulla téllaisia pisteitéa on tasmélleen yksi.
Seuraavaksi piirrdmme peilikuvan juuri kulkemastamme pisteiden R ja T vélisesta
osapolusta suoran y=-1 suhteen: sen alkupiste on R'=(0,-r-2) ja loppupiste T. Na&in
menetellen jokaista negatiivista polkua RTK vastaa yksi ja vain yksi polku R'TK, missé
osapolut RT ja R'T ovat toistensa peilikuvia ja osapolut TK ovat molemmissa samat.
Toisin sanoen, polkujen RTK jaR'TK valilla vallitsee 1-1 -vastaavuus.

Kuva 9. Negatiivinen polku RTK ja sen vastine R’ TK.

Erilaisten polkujen R'TK lukumé&érd pystytéan laskemaan samalla tavalla kuin
T(r,k) laskettiin. K&éannetdan kuvan 9 merkinnat ympéri suoran y=0 suhteen, jolloin
polun R'TK akupiste on (0,r+2) ja loppupiste sama kuin edella. Polku voi olla
positiivinen tai negatiivinen. Nyt erilaisten polkujen R'TK Ilukuméddra (ja 1-1
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-vastaavuuden nojalla myos U(r,k)) saadaan suoraan kaavasta 5.10:

&4 Vi) = 23ée(k+ ‘ l—i 2)/2%

Kaavojen 5.9, 5.10 ja 5.11 perusteella lausekkeen T(r,k)-U(r,k) arvoksi [Arnold and
Sleep, 1980] saadaan sievennettyna

(5.12) A(r,k) = —(fgr++1;) gk +l?) / 2%,

jalopputulokseksi kaavojen 5.8 ja 5.12 perusteella

(5.13) P(r,k) = % :

Satunnainen tasapainotettu sulkujono voidaan nyt rakentaa vasemmalta oikealle
seuraavasti: jokaisen generoitavan merkin kohdalla arvotaan satunnaisluku valilta [0,1]
ja lasketaan P(r,k) kulloisillakin r:n ja k:n arvoilla. Jos satunnaisluku on pienempi kuin
P(r,k), tulostetaan loppusulku, muussa tapauksessa alkusulku.

Koska n-solmuista bindéripuuta vastaa 2n-merkkinen sulkujono ja kaavan 5.13
muuttujien r ja k suuruus on O(n), Arnoldin ja Sleepin algoritmi tuottaa tasapainotettuja
sulkujonoja ajassa O(n) ja algoritmissa kaytettyjen lukujen suuruus on enintaén O(n?)
[M&kinen, 1999].

5.5. Tasapainotetut sulkujonot (Atkinson ja Sack)

Atkinson ja Sack [1992] esittivat satunnaisia tasapainotettuja sulkujonoja generoivan
algoritmin, joka toimii lineaarisessa g assa eika kayta suurempia lukuja kuin 2n, missa n
on vastaavan binaéripuun solmujen lukumaara Algoritmin idea on léhtea sulkujonosta,
jonka e tarvitse olla tasapainotettu, ja muuntaa se tasapainotetuks sulkujonoksi
rekursiivisella hagjoita ja hallitse -tyyppisella operaatiolla. Seuraavassa kasitelldan
Atkinsonin ja Sackin algoritmiin liittyvia maéritelmia, kasitteita ja todistuksia, ja
kuvataan itse algoritmi.

Olkoon B, joukko, joka sisdltdd ne sulkujonot, joiden pituus on 2n ja jotka
koostuvat n alkusulusta ja n loppusulusta. Rajoituksia sulkujen jérjestyksen suhteen ei
ole. Kaytamme kasitteitd kumulatiivinen summajono ja polku, jotka on esitelty
Arnoldin ja Sleepin [1980] algoritmia kasittelevassa kohdassa. Jokaista joukon B,
sulkujonoa vastaava summajono akaa nollala ja loppuu nollaan, ja polku akaa
origosta ja paéttyy pisteeseen (2n,0). Olkoon tdlaisen sulkujonon virhe (defect)
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vastaavan summajonon negatiivisten akioiden lukuméara. Jos sulkujonon virhe on i,
summajonossa on i negatiivista alkiota ja polku sisdltda 2i y-akselin aapuolella
sijaitsevaa srméa. Tasapainotettua eli ‘virheetontd sulkujonoa vastaava summajono el
sisdlla negatiivisia lukuja: sen virhe on nolla.

Siséltakoon joukon B, osgjoukko By ne sulkujonot, joiden virhe on i. Nyt joukot
Bno, Bn1, .. , Bnn Ovat erillisia ja niiden unioni on B,.. Joukko B vastaa tasapainotettuja
sulkujonoja, joten sen akioiden lukuméddra on C, Kaikki joukot B, ovat saman
kokoisia [Feller, 1957, s. 72; Atkinson and Sack, 1992]. Tahan perustuen on
mahdollista luoda 1-1 -vastaavuus joukon By alkioiden ja minka tahansa joukon By,
alkioiden vélille. Satunnainen tasapainotettu sulkujono voidaan nyt tuottaa valitsemalla
satunnainen joukon B, akio ja etsimdlla sitd vastaava joukon By akio.

Oletetaan mielivaltainen sulkujono wi B,. Taldin kaytdmme merkintéd w*
sulkujonosta, joka on saatu w:std korvaamalla jokainen akusulku loppusululla ja
loppusulku alkusululla. Merkkijono w voidaan jakaa ‘tekijoihin’ wi ja wa, oS W=w;W->,
missa w; sisdltéa yhta monta alkusulkua kuin loppusulkua ja w, sisdltéa yhtd monta
alkusulkua kuin loppusulkua elkd kumpikaan ole tyhja. Jos tallaista osiinjakoa el voida
tehd&, w on jakamaton (irreducible).

Lemma 5.14. [Atkinson ja Sack, 1992] Jokainen jono w voidaan jakaa tekijoihin

wiw,...Wy Yhdelld ja vain yhdella tavalla, missé jokainen w; on jakamaton.

Ylldoleva ominaisuus voidaan helposti todeta esim. hakemalla sulkujonoa
vastaavan polun kohdat, joissa y=0. Jos w; on jakamaton, sitd kuvaava polku pysyy
aku- ja loppupisteitd |ukuunottamatta koko agan y-akselin positiivisella tai
negatiivisella puolella. Silloin kun polku kulkee y-akselin positiivisella (vast.
negatiivisella) puolella, niin w; (vast. wi*) on tasapainotettu.

Seuraavassa kuvaamme Atkinsonin ja Sackin algoritmin esiteltyihin merkintéihin ja
mééritelmiin perustuen. Ensin generoidaan satunnainen sulkujono wi B, esimerkiksi
poimimalla indeksijoukosta { 1,2,...,2n} satunnaisesti n alkiota [esim. Reingold et al.,
1977] ja merkitsemalla ndiden indeksien osoittamiin sulkujonon alkioihin alkusulku ja
muihin loppusulku. Tamé& on selvastikin mahdollista lineaarisessa ajassa.

Algoritmin ydin on kuvaus joukolta B, joukolle By (algoritmi 5.15). Parametrina

annetun sulkujonon wi B, perusteella funktio palauttaa arvonaan samanpituisen



fole]

sulkujonon, joka on w:n kuva joukossa B,y €li tasapainotettu sulkujono. Merkki |
tarkoittaa tyhjda merkkijonoa, ja selvyyden vuoksi sulkujonon alkiot ilmaistaan
aaltosulkeilla{} (rivit 8ja9).

@ function P(w)

) comment Atkinson ja Sack [1992]: sulkujonon wi By, kuvaus joukolle Bng
©) if w=1)

4 then P:=|

(5 else  muodosta osgjonot u ja v siten, ettéd uv=w jaul | on jakamaton
(6) if (uon tasapainotettu)

@ then P:=uP(v)

®) ese  comment nyton u=}t{

©) P={Pv)}t*

(10) end if

(11) end if

(12) return P
(13) end function

Algoritmi 5.15. Tasapainotetun sulkujonon generointi sulkujonon wi By, perusteella.

Rivilla 5 sulkujonon w osgjono u loydetéan esim. hakemalla jonoa w vastaavan
summajonon kaksi vasemmanpuoleisinta nolla-alkiota. Rivilla 6 jakamattoman
sulkujonon ensimmainen merkki ilmaisee, onko jono tasapainotettu.

Todistetaan seuraavassa, ettéa P on bijektio joukolta By, joukolle Bno. Merkinndlla

[[X]| tarkoitamme merkkijonon x pituutta jaettuna kahdella.

Lause 5.16. [Atkinson ja Sack, 1992] Olkoon wa,wal By, Jos P(wi)=P(w,), niin
wi;=w, €eli P oninjektio.

Todistus. Oletetaan, ettd P(w1)=P(w,). Olkoon wx=uxVk, missa ux on jakamaton ja
ei-tyhja, k=1,2. Muuta ei oleteta pituuksista ||Juy|| ja||uz]|. On nelja mahdollisuutta:

(1) Kukin ug on tasapainotettu. Talléin on P(wy)=uxP(vk), missa vi:n virhe on i.
Oletuksen nojalla on uP(v1)=wP(v2). Nyt Lemman 5.14 nojalla seuraa w=u, ja
edelleen P(v1)=P(v2) ja |vi]l=lv2ll=s. Mutta nyt vi,vol Bs ja P(vi)=P(v,), joten

rekursiivisesti Lauseen 5.16 nojalla vi=v,. Oletuksesta seuraa Siis wi=w; .



(2) Mikaan u=ttd el ole tasapainotettu. Talloin on P(wy)={ P(vk)} te*, missa vi:n
virhe on i-|lu]. Oletuksen nojalla on {P(vi)}ti*={P(vo)}t*. Jonon {P(vi)}
jakamattomuus seuraa Siitd, ettd tasapainotetun sulkujonon P(vi) ympérilla on
sulkupari, joten Lemman 5.14 nojalla P(v1)=P(vy) ja t*=ty*. Tasta seuraa ||vi||=||V2||=s
ja w=w. Taten vi:n ja vo:n virhe on i-||us]|=j. Mutta nyt kuten kohdassa (1), pétee
va,V2l By ja P(v1)=P(v,), joten vi=v,. Siis oletuksesta seuraa wi=ws .

(3) uy on tasapainotettu ja u,=}t{ e ole tasapainotettu. Talodin vi:n virhe on i ja
vo:n virhe on i-[|uy]|. Oletuksen nojalla on uiP(v1)={ P(v2)}t>*. Lemman 5.14 nojalla
patee w={P(v2)} ja P(vi)=ty*, koska {P(v.)} on jakamaton. Jakimmaisen
yhtasuuruuden perusteella on [jvi]| = |Juz||-1, missd vahennettava ykkonen vastaa
sulkuparin pituutta jaettuna kahdella. Mutta koska vz:n virhe on i-|[uy]|, téaytyy olla
saadaan i£||v1|| = |Juz]l-1 < ||uz]lEi, €li ristiriita.

(4) u e ole tasapainotettu ja u, on tasapainotettu. Tapaus on mahdoton samoista
syista kuin (3).

Kohtien (1), (2), (3) ja (4) perusteella funktio P on injektio. ?

Lauseen 5.16 perusteella kaikki lahtdjoukon B, akiot kuvautuvat eri akioille
tulosjoukossa B, kun i on kiinnitetty. Tama yleistyy koskemaan kaikkia i:n arvoja
0..n. Viela on varmistuttava siitd, ettd jokaista tulosjoukon B,y alkiota vastaa
lahtojoukossa alkio. Tama onnistuu osoittamalla kyseisten joukkojen yhtasuuruus, miké
on aiemmin tehty Fellerin [1957, s. 72] teoksessa. Esitetdan tassa kuitenkin Atkinsonin
ja Sackin vaihtoehtoinen todistus. Seuraavassa kaytdmme joukon X alkioiden
lukumaarasta merkintda card(X).

Lause 5.17. [Atkinson ja Sack, 1992] On voimassa card(Bn) = card(Bg), 1=0...n.
Todistus. Lauseen 5.16 perusteella card(B) £ card(Bo). Tieddmme, ettd card(B,) =
?‘3 jacard(Bp) = _1 @b C,. Oletetaan, etta ainakin yhdella i:n arvolla card(By) <

ng n+1é&ng

n
card(Bro). Tallgin on ?1_): card(B,) = _ao card(B,) < (n+1)card(Bno) = ?‘_’ eli ristiriita.
ng 1= ng

?
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Lauseiden 5.16 ja 5.17 nojalla kuvaus P : B® B on bijektio, kun i on kiinnitetty
javdilla 0...n. Kuvaus P : B® B on surjektio, ja jokaista tulosjoukon alkiota vastaa
tasméalleen n+1 |ahtojoukon alkiota.

Algoritmin aikavaatimus on O(n), ja Atkinson ja Sack laskevat sen seuraavasti.
Olkoon T(n) operaatioiden lukuméérd. Jakamattoman osagjonon u léytaminen, kun
w=uv, tapahtuu kumulatiivisella summausmenetelmalla gjassa O(r), missa r on u:n
pituus. Koska sen jalkeen on laskettava aikavaatimus jonolle v, saadaan rekursioyhtalo

T(n)=0O(r)+T(n-r), jonka ratkaisu on O(n). Algoritmi el kayta suurempia lukuja kuin 2n.

5.6. Oikean etaisyyden koodisanat (Martin ja Orr)

Martin and Orr [1990] esittivét satunnaisia bindéripuita generoivan algoritmin, jossa
kéytetty koodausmenetelma on seuraava. Bindaripuun juuren numero on nolla. Jos
solmun numero on i, niin sen oikean lapsen numero on i ja vasemman lapsen i+1.
Koodisana (Xo,X1,...,Xn-1) Muodostetaan lukemalla puun solmujen numerot
esijarjestyksessd. Nain menetellen koodisanan alkiot téyttavét ehdot xo=0 ja XEX;.1+1.
Puun oikean polun kaikkiin solmuihin tulee siis nolla.

Kun n on puun solmujen lukuméard Martinin ja Orrin agoritmi arpoo
jarjestyksessa n koodisanan numeroa erityisen todennakoisyyskertymafunktion avulla
siten, ettd kalkki mahdolliset lopputuloksena saatavat koodisanat ovat yhta
todennadkoisia

Martin ja Orr kayttavat koodisanasta nimitysta k&&nnostaulu (inversion table), joka
on (puu- ta tavallisten) permutaatioiden eras esitysmuoto [Knuth, 1973b]. Koska
sovellettava solmujen numerointi ilmaisee samalla myds solmun etdisyyden puun
oikeasta polusta, voidaan koodausmenetelmastd kayttdd myds nimitysta
oikean(puoleisen) etdisyyden menetelma (vrt. vasemman etéisyyden menetelmé, kohta
3.4).

Oletetaan, ettd olemme konstruoimassa satunnaista oikean etéisyyden koodisanaa,
ja sen valmiina oleva alkuosa on  Xo,...,X;, missa x;=i. Todennakdisyyskertymafunktio
F(k) mérittelee todennakoisyyden sille, etté Xl {0,...,k} , missa kEi+1. Nyt F(k)=alb,
missa a on kaikkien erilaisten mahdollisten alkuosien Xo,....x; lukuméara ja b on
kaikkien erilaisten mahdollisten alkuosien Xo,...,Xj+1 lukuméara, missa x;+1 voi olla mikéa
tahansa joukon {O,...,.k} akio. Martinin ja Orrin perustavaa laatua oleva tulos on

todennakdisyyskaava
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(k+D(n- j+i+2)!(2n- 2j+k)!

(5.18) Fn,ij k)= — . —— :
i+2)(n- j+k+D!(2n- 2] +i+1)!

missa n on koodisanan pituus, i on viimeksi lasketun koodisanan alkion arvo, j on
laskettavan koodisanan alkion indeksi ja k on ylargja laskettavan koodisanan alkion
arvolle. Kun valitaan satunnaisluku xi [0,1), koodisanan seuraavan akion arvo on
suurin sellainen kokonaisluku m, etta x2 F(n,i,j,m-1). Kaava 5.18 ei luonnollisestikaan
sellaisenaan ole kayténnossa kayttokel poinen sisaltamiensa kertomafunktioiden vuoksi.

Todenndkdisyys, etta k on seuraava koodisanan alkion arvo, on P(n,ijk) =
F(n,i,j,k)-F(n,i,j,k-1). Maaritelldan liséksi Q(n,j,k) = P(n,i,j,k-1)/P(n,i,j,k). Martin ja Orr
johtavat kaavat

(k+D(n- j+k+1

519 QIR = o) 2n- 2 4k- 1)

ja
(i+3)(n- j)

P(n,i,j,i+1) = — — :
i+2)(2n- 2] +i+1])

Huomaa, ettd kaavassa 5.19 el ole i:t4, eikd kumpikaan kaava sisélla kertomafunktioita.
Liséks patee
P(n,i,j,k-1) = P(n,i,j,k) Q(n,j k).

Nyt funktion P(n,i,j,k) arvot voidaan helposti laskea peréttéisilla vahenevilla k:n
arvoilla aloittaen suurimmasta mahdollisesta arvosta k=i+1.

Edell&kuvatulla tavalla on mahdollista generoida satunnaisia oikean etdisyyden
sanoja gjassa O(n), missd n on vastaavan bindaripuun solmujen lukuméaérd [Martin and
Orr, 1990], kéyttaen lukuja, jotka ovat enintéén O(n?) [Makinen, 1999].

5.7. Oksastus (Johnsen)

Johnsen [1991] esitti satunnaisia bindaripuita generoivan algoritmin, jossa kaytetty
koodausmenetelma voidaan kuvata seuraavasti. Oletetaan lehtisolmut sisdltava
bindaripuu, jossa on yksi sisdsolmu. Lisatdan sisdsolmuja (lehtisolmuineen)
esijarjestyksessd. Jotta lopputuloksena olisi haluttu puu, lisdykset voidaan tehda vain
yhdella tavalla. Ennen kutakin lisdystd numeroidaan kaikki ne lehtisolmut, joiden
paikalle esijarjestysta noudattaen olisi mahdollista lisité sisésolmu, kun ei véliteta siité,
mik& on lopputuloksena saatava puu. Numerointi tehddan nollasta alkaen niin ikaan
esijarjestyksessa (kuva 10). Koodisanan seuraavan alkion arvoksi tulee sen lehtisolmun
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numero, jonka paikalle uusi sisdsolmu sitten lisétddn. Johnsen nimitti tallaista
lisBysoperaatiota ‘ oksastukseksi’ (grafting).

Kuva 10. Mahdolliset uuden solmun lisdyskohdat (0, 1 ja 2), kun lisdykset tehdaén

esijarjestyksessa.

Kun n on satunnaisen bindaripuun solmujen lukumaard, Johnsenin algoritmi arpoo
jarjestyksessa n-1 koodisanan numeroa siten, etté kaikki mahdolliset lopputuloksena
saatavat koodisanat ovat yhta todennakdisia.

Yhden lisdysoperaation yhteydessa numeroitavia lehtisolmuja Johnsen nimitti
‘loppulehtisolmuiksi’ (trailing leaf), koska niita ovat aina esijarjestyksessa viimeisen
sisasolmun jalkeen tulevat lehtisolmut; niiden lukumé&rdd binddripuussa t;
merkitsemme tl(t;):11& joten niiden numerot ovat vailla O...tl(t;)-1. Lisdtysta sis&
solmusta tulee aina esijarjestyksessa viimeinen sisdsolmu. Kun teemme lisdys-
operaation puuhun t;, merkitsemme tuloksena saatua puuta ti.1:11& ja lisdysoperaation
madrddmaa viimeisinta koodisanan alkiota x;:Il1&. Nyt esijarjestyksen ja sovellettavan
koodausmenetelmén ominaisuuksien perusteella pétee

(5.20) tl(ti+1) = tI(t)+1-x;.

Merkitdan L(m,j):Ila niiden bindaripuiden lukuméérdd, jotka ovat rakennettavissa |
lisdysoperaatiolla bindaripuusta, jossa on m loppulehtisolmua. Johnsenin perustavaa
laatua oleva tulos on, ettd tama lukumaara riippuu ainoastaan m:sta ja j:sta ja ettd
L(m,j), m3 2, j3 0, voidaan laskea yhtal ista

L(m0)=1
L(m1l)=m
(5.21) L(2,j) :Cj+1' '
L@BJ) =LZj+])-L(Z))
L(mj) =L(m1,j+1) - L(M-2, j+1), m>3.

Kaavojen 5.20 ja 5.21 lukumé&rien perusteella laskettavien todenndkoisyyksien

avulla voidaan arpoa generoitavan koodisanan numerot. Y hdella lisdysoperaatiolla
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puuhun t;, missa i on puun solmujen lukumaarg, voidaan tuottaa tl(t))=m erilaista puuta
ti+1. Lahtien puusta t; erilaisten mahdollisten n-solmuisten puiden lukumédra on
L(m,n-i). TAdm& sama lukuméaérd on valttamatta myos tuloksena, kun lasketaan yhteen
erilaisten mahdollisten n-solmuisten puiden lukuméérét [ahtien jokaisesta m erilaisesta
puusta ti+1; toisin sanoen summataan yhteen L(tl(ti+1),n-i-1) laskettuna kullekin puulle
ti+1. Naiden lukumé&&rien avulla voidaan tarvittavat todennakisyydet laskea satunnaisen
koodisanan generoimiseksi algoritmin 5.22 mukaisesti.

@ procedur e RandomBinaryTree

@ comment Johnsen [1991]: satunnainen koodisana n-alkioiselle bindaripuulle;
A3 integer array x[0...n-1] /I koodisana rakentuu positioihin 1...n-1

@) X[0] :=0; tI:=1 /I alkuarvot

(5) for i:=1,n1 /' on nykyisen puun solmulukumé&aré

(6) tl =t + 1- x[i-1] I loppulehtisolmujen Ikm; kaava 5.20

) valitaan satunnainen koodi ki [O,tl-1], missd kunkin k:n

®) todennakdisyys on L (tl+1-k, n-i-1) / L(tl, n-i)

) X[i] =k I seuraava koodisanan alkio

(10) end for
(11 end procedure

Algoritmi 5.22. Satunnaisen bin&aripuun generointi Johnsenin algoritmilla.

Algoritmin 5.22 riveilla 7 - 8 esitetty puun ti+1 valinta puun t; perusteella voidaan
tehda esim. seuraavasti: tuotetaan satunnaisluku valilta [0...1), jonka jdlkeen kumula-
tilvisesti summataan rivin 8 todenndkdisyyksia kunnes summa ylittéa satunnaisiuvun.
Johnsen laskee keskimdaraiseksi summausten méddraksi véhemman kuin kaksi yhta
koodisanan alkiota kohti.

Algoritmin gjoaikaisen tehokkuuden kannalta pitéisi kaikki mahdolliset n(n+1)/2
funktion L arvoa laskea ja taulukoida etukdteen. Taulukointivaiheen aika- ja tila-
vaatimukset ovat O(n?). Taulukoiden akioiden arvot voidaan laskea soveltaen
dynaamista ohjelmointia. Vamista taulukkoa hyodyntéen algoritmi toimii lineaarisessa
gjassa, koska for-silmukan suorituskertojen lukuméaérd on O(n) ja kullakin kierroksella
suoritettava kumulatiivinen todennak6isyyksien summaus keskimaarin O(1).

Algoritmin ensimmaisen kerran suorittama funktion kutsu L(tl,n-i)=L(2,n-1) laskee
erilaisten mahdollisten bindéripuiden lukuméaréan, kun tehdaén n-1 lisdysoperaatiota
ldhtien puun juurisolmusta. Tama luku on sama kuin kaikkien n-solmuisten binaéri-

puiden lukumééréa C,, joten Johnsenin algoritmi kayttéa eksponentiaalisia lukuja.
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Mé&kinen [1999] osoitti, ettd on olemassa algoritmi, joka generoi Johnsenin
koodausmenetelman mukaisia sanoja lineaarisessa gjassa kayttéen lukuja, jotka ovat
enintaan O(n?). Tarkastelemme t&ta seuraavassa, ja jaamme paattelyn neljaén osaan.

1) Lucas et al. [1993] osoittivat, etta kun bindaripuiden solmujen lukumaaré on n,
seuraavien koodausmenetelmien sanojen vélilla voidaan tehda ajassa O(n) yksi-
kasitteinen muunnos, joka perustuu pelkéstdan koodausten eika niita vastaavien puiden
ominaisuuksiin: Zaks [1980], Zerling [1985], Pallo [1986], M&kinen [1987]. Muunnok-
sessa tarvittavien lukujen suuruus on O(n?).

2) Martinin ja Orrin [1990] (k&anndstaulu- eli oikean etaisyyden) menetelmassa
kaytetty solmujen numerointi on peilikuva Makisen [1987] (vasemman etdisyyden)
menetelman numeroinnista; muuten koodaukset ovat identtiset. Taten Martinin ja Orrin
algoritmin aikavaatimuksen ja sen kayttdmien lukujen suuruuden perusteella on
olemassa algoritmi, joka generoi satunnaisia vasemman etéisyyden koodisanoja ajassa
O(n) kayttaen lukuja, jotka ovat eninté@n O(n?). Lucasin et al. muunnoksen perusteella
sama voidaan lagentaa koskemaan myos Zaksin, Zerlingin ja Pallon koodaus-
menetelmi&.

3) Seuraavaksi on tarkasteltava Zerlingin ja Johnsenin todistamia valttaméttomia ja
riittdvia ehtoja, jotka péatevéat koodisanojen alkioille. Zerlingin koodisana on muotoa
(Xn-1,Xn-2,---,X1), MiSS& ensimméinen alkio x, jatetéan merkitseméttd, koska se on aina 0.
Johnsenin koodisana on muotoa (X1,X2,...,Xn-1). Ehdot ovat, Zerling ensiksimainittuna,

OEXEN-i-(Xn1+Xnot...#Xi+1) ]
OEXEI-(Xp+Xot... +X.1).

Kummassakin tapauksessa koodisanojen joukko on sama, vaikka samaa puuta
vastaavat koodisanat eivdt yleensd ole samat [Mé&kinen, 1999]. Satunnaisten
bindéripuiden generoinnin kannalta tama riittdd, koska puiden jarjestyksella el ole
merkitystd; ratkaisevaa on se, ettd kutakin puuta vastaa yksikasitteinen koodisana ja
péinvastoin.

4) Koska kohdan 2) nojalla on olemassa algoritmi, joka generoi satunnaisia
Zerlingin koodisanoja lineaarisessa ajassa kayttaen lukuja, jotka ovat enintdan O(n?),
kohdan 3) nojalla t&m& sama algoritmi generoi satunnaisia Johnsenin koodisanoja
lineaarisessa gjassa kayttaen lukuja, jotka ovat enintaan O(n?).
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5.8. Esijarjestys-numer oparit (Korsh)

Korshin [1993] koodausmenetelmassa jokainen bindaripuun solmu esitetéan
numeroparing, jossa kukin numero voi olla joko nolla tai yksi. Parin ensimmainen
numero on ykkonen, jos solmulla on vasen lapsi; muutoin se on nolla. Parin
jakimmainen numero on ykkdnen, jos solmulla on oikea lapsi; muutoin se on nolla
Numeroparit eli solmut listataan esijarjestyksessa.  Esimerkiksi  koodaus
(1,1),(0,1),(0,0),(0,0) esittda bindaripuuta, jonka juurisolmulla on molemmat lapset ja
juurisolmun vasemmalla lapsella on oikea lapsi. Koska n-solmuisessa bindéripuussa on
aina n-1 sdrméa ja koodauksen pituus on aina 2n numeroa, koodaus sisdltéa aina n-1
ykkosté ja n+1 nollaa.

Olkoon ¢ mielivaltaista n-solmuista bindéripuuta edustava koodaus. Jonon c
k-rotaatio saadaan siirtdémdla jonon k-1 ensimmadista numeroparia jonon loppuun.
Jonon c¢ 1-rotaatio on siis jono itse. Jos puun solmut numeroidaan esijarjestyksessa
1...n, niin k-rotaatio on jono, joka saadaan aloittamalla koodisanan muodostaminen
solmusta k, etenemalla solmuun n, palaamalla solmuun 1 ja etenemalla solmuun k-1.

Korsh osoitti seuraavat asiat: 1) Mielivaltaisen bindéripuun T koodaus ¢ ja sen
kaikki Kk-rotaatiot voidaan tuottaa ainoastaan T:n perusteella eikd minkd&&n muun
bindaripuun perusteella. 2) Kaikki jonon c k-rotaatiot, missd k=1...n, ovat erilaisia. 3)
Yksikdan jonon c k-rotaatio, missa k=2..n, e edusta kokonaista n-solmuista
bindaripuuta. 4) Numerojono, joka koostuu mielivaltaisessa jarjestyksessd n-1
ykkosesta ja nt1 nollasta, on aina joko n-solmuisen bindaripuun koodaus tai sen k-

rotaatio. Talaisten jonojen lukuméaréa on &6, Huomaa, ettd laskutoimitus n*C, antaa
- 1o

tulokseksi saman [uvun.

Korshin satunnaisia bindaripuita generoiva algoritmi  toimii  seuraavasti.
Generoidaan kohdan 4) mukainen satunnainen numerojono (esim. Atkinsonin ja Sackin
[1992] algoritmin yhteydessa kuvatulla tavalla). Etsitdan n erilaisesta mahdollisuudesta
se k-rotaatio, joka edustaa bindaripuuta. Taman suorittamiseksi Korsh antaa algoritmin,
joka kuvataan seuraavassa.

Olkoon d kohdan 4) mukainen satunnainen numerojono. Etsitéan d:n lyhin alkuosa,
jossa nollien lukuméaréd ylittdd ykkosten lukumééran kahdella. Jos tdma alkuosa on
erisuuri kuin d, siirretéan alkuosa d:n loppuun ja aloitetaan alusta. Huomaa, etta taman
algoritmin toteutuksessa d:n osamerkkijonojen siirtely voidaan vélttda kayttamala

rengasmaista tietorakennetta.
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Koska seka kohdan 4) mukaisen numerojonon d generointi ettd d:n muuntaminen
kelvolliseksi bindaripuun koodaukseksi voidaan kumpikin toteuttaa lineaarisessa ajassa,
menetelmalla voidaan generoida satunnaisia bindaripuita lineaarisessa gjassa kayttden
lukuja, jotka ovat enintdan 2n [Korsh, 1993].

5.9. Kielioppeihin perustuvat menetelmat

Tasapainotetut sulkujonot voidaan tuottaa kontekstittomalla kieliopilla, jossa on séannot
(5.23) S® (5Sval,

missa |l on tyhja merkkijono ja kielioppeihin liittyvat merkinnét ja késitteet samat kuin

esim. Ahon ja Ullmanin [1972; 1995] teoksissa. Zaksin [1980] jonot voidaan tuottaa

(5.24) S ® 1SS%:0.

Kun Zaksin jonosta poistetaan viimeinen nolla ja jonon jokainen ykkonen korvataan
alkusululla ja nolla loppusululla, saadaan tasapainotettu sulkujono. S&8nnot

S® (A
A ® SA)

tuottavat tasapainotettuja sulkujonoja (tyhja jono mukaanlukien), joiden ympérilla on
yksi ylimaaréinen sulkupari [Hickey and Cohen, 1983].

Kielioppien 5.23 ja 5.24 saantdjen valinnassa voidaan soveltaa todenndkoisyys-
kaavaa 5.13, kun halutaan generoida annetun pituisia satunnaisia kielen sanoja.
Annettua binddripuuta vastaavat derivaatiopuut ovat samat generoitaessa Zaksin jono
séantdjen 5.24 mukaan ja generoitaessa tasapainotettu sulkujono séanttjen 5.23 mukaan
[Makinen, 1999]. Tastd seuraa, ettd tasapainotetuille sulkujonoille ilmoitetut
resurssivaatimukset patevat myos Zaksin jonoille.

Xiangin et al. [1997] koodausmenetelméssd kuhunkin bindripuun solmuun
liitetdan kirjain seuraavien séantdjen mukaisesti: a, jos solmulla e ole lapsia; b, jos
solmulla on vain oikea lapsi; ¢, jos solmulla on molemmat lapset; d, jos solmulla on
vain vasen lapsi. Kirjaimet listataan esijarjestyksessa. Bindaripuita edustavat koodisanat

S ® a¥%bS¥2cSSYadS.
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Samaa koodausmenetelmda noudattaen lehtisolmut sisaltavat bind&ripuut voidaan

tuottaa sdanndilla
S ® al2cSS,

koska puussa on vain kahdenlaisia solmuja.

Kakissa edelldesitetyissa koodausmenetelmisséd koodisanoissa kaytettavien
merkkien joukko on riippumaton puun solmujen lukuméarasta. Monissa menetelmissa
koodisanan alkiot ovat kokonaislukuja vdliltd 1...n, missd n on puun solmujen
lukumééra. Vasemman etdisyyden menetelmélle kieliopin esitti Makinen [1987; 1998].
Jokaiselle koodisanan (Xo,X1,...,Xn-1) alkiolle x; patee xo=0 ja OExEX;.1+1, missa
i=1,...,n-1. Kun puun solmujen lukuma&ra on enintéan n, koodisanojen muodostama

kieli on &arellinen ja taten séanndllinen kielioppi on riittdva. S88nnGt ovat muotoa
Xij ® aoXjs1,0 Y2auXir11 Y2. Y2841 Xi41j41,

missa alaindeksipari i,j séantdjen vasemmissa puolissa osoittaa koodisanan position (i)
ja koodisanan alkion arvon i:nnessé positiossa (j); sdantdjen oikeissa puolissa positiota
kasvatetaan yhdella (i+1) ja koodisanan seuraavan alkion arvo voi olla vdlilla[o...j+1].

Hickey ja Cohen [1983] esittivat algoritmin, joka generoi satunnaisesti n:n pituisia
mielivaltaisen yksiselitteisen (unambiguous) kontekstittoman kielen sanoja. Algoritmi
on Arnoldin ja Sleepin [1980] menetelméan lagjennus, joka laskee sovellettavien
séantdjen todennakoisyydet kussakin tilanteessa. Algoritmin aikavaatimus on
O((nlog n)? ja tilavaatimus O(n). Algoritmin aikavaatimusta optimoiva versio toimii
gassa O(n), mutta sitd ennen on konstruoitava taulukko, johon on laskettu
todenndkoisyydet kaikkia mahdollisesti eteentulevia tilanteita varten; talléin algoritmin
tilavaatimus on O(n™*), missa g on kieliopin apusymbolien (nonterminal) lukumaara.

Mairson [1994] paransi Hickeyn ja Cohenin saavuttamia aika- ja tilavaatimuksia.
Mairsonin algoritmissa ne ovat O(n?) ja O(n), ja aikavaatimusta optimoivassa versiossa
O(n) ja O(n?). Algoritmi kayttaa eksponentiaalisia lukuja [Makinen, 1999].

Hickey ja Cohen [1983] esittivat myds avoimen ongelman, joka voidaan muotoilla
seuraavasti: mikd on se Chomskyn Kkielihierarkian Kkielten osaperhe, jossa on
mahdollista tuottaa annetun pituisia satunnaisia kielen sanoja lineaarisessa gjassa ja
tilassa? Hickey ja Cohen osoittivat, etta kaikki sdannolliset kielet kuuluvat t&han
joukkoon. Edella esitettyjen algoritmien resurssivaatimusten perusteella voidaan arvata,
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etta kaikki kontekstittomat kielet eivat kuulu mainittuun joukkoon. Tasapainotetut

sulkujonot ovat esimerkki ei-sdannollisesta kielestd, joka kuuluu mainittuun joukkoon.

5.10. Puut, joiden solmujen asteet méaar atty (Atkinson)

Atkinsonin [1993] menetelméalla voidaan generoida n-solmuisia satunnaisia puita siten,
ettd ennalta méadritelldan sellaisten solmujen lukumé&érdt d;, joiden aste eli lasten
lukumé&ard on i, kun i=0...n-1. Olkoon (do,ds,...dn1) téllaisen puun tyyppivektori.
Lehtisolmut siséltédvan bindaripuun tyyppivektori on (t+1,0,t), kun loppunollat jétetédan
merkitsemétta ja n=2t+1. Tyyppivektorille patee ehdon & ogign10i=n lisdksi myos

(5.25) Aogien(i-1)di = -1,

joka ilmaisee sen, ettd puun solmujen lukumaara ylittda sérmien lukumaaran yhdella
(vrt. Lause 2.5).

Puu voidaan koodata listaamalla puun solmujen asteet esijérjestyksessa. Kutsutaan
talaista listaa puun astgjonoks g=gi,0»,...,0n. Se alkaa luvulla g;, jota seuraa g
astejonoa. Astgjonolle valttamattomat ja riittavat endot ovat

(5.26) A1cien(g-1) = -1 ja

(5.27) gllgigm(gi-l) 3 0, OEm<n.

Ehto 5.26 on ehto 5.25 uudelleenmuotoiltuna ja ehto 5.27 on sukua tasapainotettujen
sulkujonojen ominaisuudelle, jossa loppusulkujen lukuméara e koskaan ylita
alkusulkujen lukumé&araa.

Atkinsonin generointialgoritmi perustuu Raneyn v. 1960 todistamaan teoreemaan,
joka voidaan muotoilla seuraavasti [Atkinson, 1993]. Oletetaan mielivaltainen koko-
naislukujono f=f,f,,....f,, jolle péatevét seuraavat ehdot:

) fil [0,n-1], i=1...n;

i) jonossa d=(do,ds,...dr1) kukin d; ilmoittaa numeroiden i lukuméérén
jonossaf;

iii) jonolle d pétee ehto 5.25.

Jos f tayttda ehdot i), ii) jaiii), niin on olemassa yksi ja vain yksi jonon f rotaatio g (vrt.
Korshin [1993] menetelmd), joka on astejono eli tayttéa ehdot 5.26 ja 5.27 [Atkinson,
1993].



Kun ehdon 5.25 tayttava tyyppivektori d=(dp,ds,...dn.1) On annettu, satunnainen puu
generoidaan seuraavasti: 1) Muodostetaan jono, jonka dy ensimméista alkiota ovat
nollia, d; seuraavaa ykkoésia jne., ja luodaan tdman jonon satunnainen permutaatio f
[esim. Knuth, 1969; Reingold et al., 1977]; f taytté4 nyt ehdot i), ii) jaiii). 2) Jonosta f
etsitédn astgonon akupositio algoritmilla 5.28, joka etsii pienimmén osasumman
A1giemfi’, missd fi'=fi-1. 3) Astgjono g saadaan tekemdlla jonoon f rotaatio, jonka

seurauksena mainittu alkupositio tulee ensimmaiseksi.

procedur e FindPosition(f)
comment Atkinson [1993]: astejonon alkuposition haku;
input-jono f tayttaa ehdot i)-iii);
min:=0; sum:=0
for i:=1tondo
sum:=sum+ fij- 1
if (sum<min) then min :=sum; k :=i end if
end for
return k mod (n+1)
end procedure

Algoritmi 5.28. Astejonon alkuposition haku.

5.11. Puut abstraktin verkon erikoistapauksena; Vapaa puu

Verkkoteoriassa puu tavallisesti méaritellddn abstraktin verkon erikoistapauksena.
Taman havainnollistamiseksi esitellédn seuraavassa verkon médritelma ja termit
soveltuvassa muodossa. Taydellisemmét méaritelmét ovat 10ydettavissa verkkoteorian
oppikirjoista.

Abstrakti verkko eli graafi (graph) muodostuu joukosta solmuja ja joukosta solmuja
yhdistavia sarmid. Sdrmét tulkitsemme tassa kaksisuuntaisiksi. Solmun v kokonaisaste
on niiden s&rmien lukumé&rg, jotka yhdistéavat solmun v johonkin verkon solmuun tai
solmuihin. Solmujen v; ja vk vélinen polku (path) on solmujono vi,Vva,...,Vk, MiSS&
jokaista kahta solmua v; ja Vi1 yhdistdd sérmé. Verkko on yhtendinen (connected), jos
verkon minka tahansa kahden solmun vélilla on polku. Nyt n-solmuinen verkko on puu,
jos se on yhtendainen ja sdrmien lukuméara on n-1 [esim. Knuth, 1973a, s. 362].
Huomaa, ettd puun juurta el ole méadritelty. Kaytdmme tallaisesta puusta nimitysta
vapaa puu (free tree). Alonso ja Schott [1995, s. 25] kutsuvat sitd nimella Cayleyn puu
(Cayley arborescence). Kaikki téssd kohdassa tarkasteltavat puut ovat yllamainitun

maaritelman mukaisia.
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Esitetddn seuraavassa klassinen algoritmi (Prufer, v. 1918), jonka avulla voidaan
konstruoida n-solmuinen numeroidut solmut sisaltava vapaa puu n-2 -alkioisen listan
a=(ay,,...,an2), 1£a£n, perusteella [Nijenhuis and Wilf, 1975, p. 203; Quiroz, 1989].
Kutsumme téllaista listaa Priiferin listaksi. Mainittujen puiden lukumaéra on n™2 [esim.
Knuth, 1973a, Ex. 2.3.4.4-22]. Erilaisten Priferin listojen lukumaéra on selvastikin n™2.
Muunnos on yksik&sitteinen myds toiseen suuntaan. Lista a annetaan algoritmille
syoteparametrina. Alkutilanteessa ‘puu’ siséltéd solmut 1...n, mutta niiden valilla el ole
yht&an sdrméa.

procedur e FreeTree(a)
comment Nijenhuis ja Wilf [1975]: vapaa puu (free tree) numeroiduilla solmuilla;
listaa=(a,a,..-8n-2), 1£4£EN, on sytteparametri;
b:=(12,...,n)
fori:=1ton-2do
X := pienin numero, joka on jonossa a mutta i ole jonossa b
Y hdista s&rmall& puun solmut g ja x
Poista g jonostaajax jonostab
end for
Y hdista s&rmélla kaksi solmua, jotka jéljelléolevat kaksi jonon b numeroa ilmaisevat
end procedure

Algoritmi 5.29. Vapaan puun (free tree) konstruointi.

Nijenhuisin ja Wilfin [1975] agoritmin 5.29 esimerkkitoteutuksen aikavaatimus on
O(n®) [Quiroz, 1989], mutta Quiroz esitti samalle algoritmille toteutuksen, jonka
aikavaatimus on O(n). Koska satunnainen lista a voidaan generoida agassa O(n),

satunnaisia puita voidaan generoida algoritmilla 5.29 gjassa O(n).

5.12. Vapaa puu, solmujen kokonaisasteet méaar atty
Algoritmin 5.29 avulla voidaan generoida satunnaisia numeroituja vapaita puita siten,
ettd ennalta maaritelléén niiden solmujen lukuméarét d;, joiden kokonaisaste on i, kun
i=1...n-1 (vrt. Atkinsonin [1993] menetelmd). Sovellamme algoritmia t-puiden (t-ary
tree) generointiin. Kutsumme (méaritelman 2.1 mukaiseksi) t-puuksi sellaista lehti-
solmut sisdltdvéa puuta, jonka jokaisen sisdsolmun aste on t. Vastaavien vapaiden
puiden solmujen kokonaisasteita koskevien lainalaisuuksien selvittamiseksi tarkaste-
lemme ensin tavallisia puita.

Olkoon t-puun kaikkien solmujen lukuméard n ja sisasolmujen lukumaard k.

Yleistamalla bin&éripuita koskeva Lauseen 2.5 paéttely t-puihin, lehtisolmujen luku-
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maaréksi saadaan tk-(k-1). Téten t-puun solmujen lukumaarille patee n=tk+1.
Sovellamme néita tuloksia vapaisiin puihin: n-solmuisessa t-puuta vastaavassa
vapaassa puussa on oltava yksi solmu (juuri), jonka kokonaisaste on t, k-1 solmua
(sisBsolmut), joiden kokonaisaste on t+1 ja tk-(k-1) solmua (lehdet), joiden
kokonaisaste on 1. Kaytamme tallaisista puista nimitysta vapaa t-puu.
Seuraava lause ilmaisee vapaan puun solmujen kokonaisasteiden ja vastaavan

Pruferin listan valisen yhteyden:

Lause 5.30. [Quiroz, 1989] Vapaan puun solmun, jonka numero on i, kokonaisaste

on x+1, missé x on numeron i esiintymien lukumaéré vastaavassa Priferin listassa.

Jos lehtisolmut siséltévassa vapaassa t-puussa on n=tk+1 numeroitua solmua, sita
vastaavassa Priferin listassa on yksi numero, joka esiintyy listassa t-1 kertaa ja k-1
numeroa, jotka esiintyvat listassa t kertaa. Listan pituudeksi tulee tk-1. Satunnaisia

puita voidaan nyt generoida algoritmin 5.31 avulla.

procedure T-aryFreeTree
comment Quiroz [1989]: vapaa t-puu numeroiduilla solmuillg;
N :={12,...tk+1}
M ={my, myp, ..., m}, missd M on joukon N satunnainen osajoukko (ei toistoja)
a:=(my,...,mq,Mp,...,My,...,Mk,...,M), Missd kukin my...my.1 esiintyy
t kertaaja my t-1 kertaa
a:= an satunnainen permutaatio
FreeTree(a)
end procedure

Algoritmi 5.31. Vapaan t-puun konstruointi.

Satunnaisen osajoukon ja satunnaisen permutaation generoinnin aikavaatimukset
ovat O(n) [esim. Knuth, 1969; Reingold et al., 1977]. Koska kutsun FreeTree(a)
aikavaatimus on O(n) (ks. kohta 5.11), algoritmin 5.31 aikavaatimus on O(n).

Quiroz [1989] esitti myOs algoritmia 5.29 hyoddyntévéat algoritmit, jotka generoivat
vapaita t-puita, joissa vain lehdet on numeroitu (terminaly labeled t-ary tree), seka
puita, joissa kutakin kokonaisastetta olevien solmujen lukuméarét on annettu.
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5.13. Satunnainen etsintapuu

Tassa tutkielmassa bingéripuita tarkastellaan kombinatorisesta ndkokulmasta: jokaisen
erilaisen n-solmuisen puun a priori -todenndkdisyys on 1/C,. Puun todennakoisyys
puun muodon funktiona voidaan méaritella myos toisin. Tassd kohdassa méaaritellaan
satunnaisesti muodostettu bindérinen etsntdpuu (random binary search tree) el
satunnainen etsintgpuu, joka yhdessa tasgjakaumaa noudattavan bindaripuun eli
tasgjakaumapuun kanssa on tarkein binddripuiden todenndkoisyysmalli. Lisaksi
esitellédn annetun etsintgpuun todenndkoisyyden laskentakaavat, ja lopussa on
luetteloitu kirjallisuudessa esitettyja satunnaisten etsintdpuiden generointialgoritmeja.
Satunnaisten tasgjakaumapuiden ja etsintdpuiden asymptoottisia ominaisuuksia

vertaillaan luvussa 6.

Maaritelma 5.32. Oletetaan bindéripuu (ilman lehtisolmuja), jonka solmut on
numeroitu 1:st& n:88n. Puu on etsintapuu (search tree), jos sen jokaiselle solmulle s
pétee 1) s:n vasemman alipuun jokaisen solmun numero on pienempi kuin s:n numero,

ja2) s:n oikean alipuun jokaisen solmun numero on suurempi kuin s:n numero.

Etsintgpuuhun kohdistuvat haku- ja lisdysoperaatiot voidaan tehda algoritmin 5.33
avulla, missa ‘solmu’ on liséttdvé/haettava solmu ja ‘juuri’ on (ali)puun juurisolmu tai
tyhj& Lisdys- ja hakuoperaatiot ovat analogisia ja ne on yhdistetty yhdeksi algoritmiksi.
Kahden solmun vertailuoperaatiot vertaavat solmujen numeroita keskendan.

procedur e Searchlnsert(solmu,juuri)

if (uuri ontyhjd) then solmu ei ole puussa/ lisétd&n solmu tdhan kohtaan puussa
elseif (solmu<juuri) then Searchinsert(solmu, juuren vasen lapsi)

elseif (solmu>juuri) then Searchinsert(solmu, juuren oikea lapsi)

else solmu on jo puussa

end if

end procedure

Algoritmi 5.33. Etsintépuun yhdistetty haku- ja lisdysalgoritmi.

Satunnainen  etsintgpuu  muodostetaan  liséamala tyhjéén  etsintdpuuhun
satunnaisessa jarjestyksessd solmut 1...n algoritmin 5.33 avulla. Solmujen numerot
lislysjarjestyksessa lueteltuna muodostavat siis satunnaisen numeroista 1...n koostuvan
permutaation, missa jokaisen permutaation todennakdisyys on 1/n!.
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Kuva 11. Permutaatioita 3214, 3241 ja 3421 vastaava etsintdpuu.

Kun tarkastelemme puun muotoa, yksi etsintdpuu listamaisia puita lukuunottamatta
voi olla tuloksena useammasta kuin yhdesta eri permutaatiosta (kuva 11). Knuth
[1973b, Ex. 6.2.2-5] huomauitti, ettd annetun puun generoivien permutaatioiden
lukumé&éré on a*b*c, missa a (vast. b) on niiden erilaisten permutaatioiden lukuméaarg,
jotka generoivat puun vasemman (vast. oikean) alipuun ja c ilmaisee, monellako eri
tavalla lisdykset voidaan ‘lomittaa’ keskenaan.

Seuraavassa esitettavien rekursiivisten laskentakaavojen [esim. Casas et al., 1991,
Baeza-Yates et al., 1992] avulla voidaan laskea periaatteessa mielivaltaisen etsintdpuun
todennakoisyys. Olkoot bindéripuun T vasen ja oikea alipuu TI ja Tr, T:n solmujen
lukumddra ¢T¢, puun T generoivien permutaatioiden lukuméard N(T) ja puun T
todennakoisyys p(T). Kun ¢T¢g=0, on N(T)=1; muulloin

N(T) = N(T1) N(Tr)M :
qledre
Kun ¢T¢=0, on p(T)=1; muulloin

p(T) = N(T) / ¢Te = p(T1) p(Tr) / ¢T¢.
Esimerkiksi 7-solmuinen tdaysin tasapainoinen etsintdpuu voidaan tuottaa 80 eri
permutaatiolla (esim. 4,2,1,3,6,5,7) 7!'=5040 erilaisesta mahdollisuudesta, kun taas
erilaiset listamaiset puut ovat kukin tuotettavissa vain yhdella permutaatiolla.

Kohdassa 3.3 tarkasteltiin puupermutaatioita, jotka ovat permutaatioiden
osgjoukko. Samassa kohdassa annettu bindéripuun konstruointimenetelma vaatii
syltteekseen puupermutaation, toisin  kuin algoritmi  5.33. Kaikista saman
permutaatiopuun generoivista permutaatioista puupermutaatio on se, joka on
aakkosjarjestyksessa pienin, ja sen perusteella puu rakentuu esijérjestyksessa [Knott,
1977).

Satunnaisen etsintdpuun generoinnin keskimaaréinen aikavaatimus algoritmin 5.33
avullaon O(n log n) [esim. Devroye and Robson, 1995; Sedgewick and Flgjolet, 1996].

Etsintdpuu on kuitenkin mahdollista konstruoida lineaarisessa gjassa, jos Sydtteend
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annettu permutaatio on puupermutaatio: Er [1987] esitti téa varten algoritmin.
Devroyen and Robsonin [1995] lineaarinen bindéripuun koodausta soveltava algoritmi
el kasittele puupermutaatioita, vaan lisd4 solmuja suoraan puun lehtien paikalle.
Lineaarisessa gjassa toimiva etsintgpuita generoiva algoritmi  saadaan myds
muuttamalla algoritmissa 5.1 sovellettavia todenndkdisyyksi& jos kunkin k:n
todennakodisyys on CiCn14/Cn, missa ki [0,n-1], algoritmi generoi satunnaisia
tasgjakaumapuita; jos taas jokainen k on yhta todenndkdinen, algoritmi generoi

satunnaisia etsintapuita [ Sprugnoli, 1992].

5.14. Kirjallisuuskatsaus ja sovelluksia

Algoritmeja, joita suorasti tal epasuorasti voidaan soveltaa erilaisten satunnaisten
puiden generointiin, on 1970-luvun jalkipuoliskolta lahtien julkaistu monia. T&ssa
kohdassa esitetddn luettelonomainen katsaus satunnaisia puita kasittelevaan
kirjallisuuteen ja artikkeleihin silta osin kuin niité el edella ole kasitelty. Luettelossa

esitettyja kasitteitd ja termeja e valttamatta magritella.

Satunnaisten puiden generointi:

- kdénteisa numerointialgoritmeja sekd yleisia puiden generointimenetelmia
kasiteltiin lyhyesti kohdassa 5.1

- Nijenhuis ja Wilf [1975] esittivdt hakuteoksessaan mm. algoritmit, jotka
generoivat satunnaisia vapaita puita (free tree): algoritmi RANTRE generoi
puita, joiden solmut on numeroitu, ja algoritmi RANRUT juurellisia puita,

joiden solmut ovat numeroimattomia

- generointialgoritmi satunnaisille vapaille puille, solmut numeroimattomia, juurta
el maaritelty [Wilf, 1981]

- generointialgoritmi  jarjestaméttomille (unordered) satunnaisille bin&aripuille
[Furnas, 1984]

- Dershowitz ja Zaks [1989] kehittivat puihin liittyvan mallin (pattern) kasitteen,
jossa puun eri osat kuvataan erilaisten symbolien avulla; tdhan perustuen

Alonso et al. [1997] (ks. myds Alonso ja Schott [1995]) esittivat menetelméan

useiden erilaisten satunnaisten puiden generointiin
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- generointialgoritmi - satunnaisille t-puille (t-ary tree) kéayttéen koodauksena

kaénnostauluja [Martin, 1991]

- generointialgoritmi satunnaisille t-puille, joiden korkeus on maaratty [Atkinson
and Sack, 1994]

- generointialgoritmi satunnaisille Schroderin puille (Schroder tree) [Alonso et al.,
1997b]

- yleiskatsaus satunnaisten bin&éripuiden generointiin [M&kinen, 1999]

- Alonso ja Schott [1995] lienee lagjin julkaistu algoritmikokoelma, joka keskittyy
yksinomaan erityyppisten puiden satunnaiseen generointiin; teoksen aihepiiriin

kuuluvat muun muassa

-- kasvavat puut (increasing trees): solmut on numeroitu siten, etta jokainen

polku juuresta lehteen on solmunumeron suhteen kasvava

-- Rémyn algoritmi

-- vapaat puut (Cayley arborescences/free trees)

-- 1-1 -vastaavuudet puiden ja Dyckin sanojen (Dyck word) sekd Motzkinin
sanojen (Motzkin word) valilla (ks. myds Alonso [1994])

-- mallit (patterns)

-- vérilliset puut (colored trees) (ks. myds Alonso ja Schott [1995b])

-- unaari-bindaripuut (unary-binary trees)

-- vinot puut (skew trees) (ks. myos Barcucci et al. [1994])

-- Nijenhuisin ja Wilfin [1975] RANRUT -algoritmin analyysi seka yksikko-
ettd logaritmista kustannusperiaatetta soveltaen

-- bin&éripuut, joiden korkeus on méaaréatty

-- rinnakkaisalgoritmien  soveltaminen Dyckin ja Motzkinin  sanojen

generointiin.

Muita puihin liittyvié artikkeleita:

- yleiskatsaus (bindari)puiden esiintymiseen ja sovelluksiin eri tieteissg;

bindaripuiden visualisointi luonnollisten puiden kaltaisina [Viennot, 1990]

- satunnaisten bindaripuiden soveltaminen lohkorakenteisten ohjelmointikielten
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k&antgjien testaukseen: generoidaan satunnaisia tasapainotettuja sulkujonoja,
jotka muunnetaan kielen sisakkaisiksi/perékkéisiksi lohkorakenteiksi [Arnold
ja Sleep, 1980]

- Monte Carlo -simulaatiot ja satunnaiset puut [Furnas, 1984]

- satunnaisten aritmeettisten lausekkeiden generointi [Bainbridge, 1992]

- bindéripuun rakenteen analysointi puun Hortonin-Strahlerin  luvun avulla

[Viennot, 1990; Devroye and Kruszewski, 1994]

- satunnaisten bindaripuiden visualisointi luonnollisten puiden kaltaisina Postscript-
tulostusohjelmiston avulla; piirtamisprosessiin liittyvat parametrit, joilla

tulostuvan puun ulkonak6a voidaan séédella [Devroye and Kruszewski, 1995]
- geneettisessd ohjelmoinnissa sovellettavat satunnaiset puut [1ba, 1996]

- Java-kielinen lahdekoodi ohjelmalle, joka generoi ja piirtdd ndytdlle satunnaisen

bindaripuun [Goodrich and Tamassia, 1998].
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6. Bindaripuiden ominaisuuksia

Tassa luvussa esitetdan todistus bindéripuiden lukuméérén kaavalle seka vertaillaan
satunnaisen tasajakaumapuun ja satunnaisen etsintdpuun asymptoottisia ominaisuuksia

erilaisten tunnuslukujen avulla.

6.1. Binaaripuiden lukumé&ar an ja Catalanin luvun valinen yhteys
Tassd kohdassa esitetddn todistus sille, etta erilaisten n-solmuisten bin&aripuiden
lukuma&ara b, on sama kuin n:s Catalanin luku C,, €li

1 a&no
on =G = n+iéng
Muita bindaripuiden ominaisuuksiin ja Catalanin lukuun liittyvi& asioita tarkasteltiin jo
luvussa 2.2.

Identiteetti b, = C, voidaan todistaa useilla eri tavoilla, joista tunnetuin lienee
rekursioyhtélén 5.2 ratkaiseminen generoivia funktioita soveltamalla [ks. esim. Knuth,
1973a). Ko. yhtadsuuruus voidaan kuitenkin johtaa myds suoraan sulkujonojen
ominaisuuksien perusteella. Binaéripuiden ja tasapainotettujen sulkujonojen vélinen 1-1
-vastaavuus on jo osoitettu kohdassa 3.2, joten riittda, etta selvitdmme erilaisten 2n-

pituisten tasapainotettujen sulkujonojen lukumaaran.

Maaritedma 6.1. Olkoon BP,,, joukko, joka sisdltéa kaikki sellaiset tasapainotetut
sulkujonot (balanced parentheses), joissa on n alkusulkua ja n loppusulkua, ja NBP,
joukko, joka sisaltéa kaikki sellaiset ei-tasapainotetut sulkujonot, joissa on n alkusulkua
jan loppusulkua. Olkoon Py.1n+1 joukko, joka sisdltéa kaikki sellaiset sulkujonot, joissa
on n-1 akusulkua ja n+1 loppusulkua. Funktio card(X) palauttaa joukon X akioiden

[ukuma&aran.

Lause 6.2. [Even, 1979] On olemassa 1-1 -vastaavuus joukkojen NBP,n ja Po1ne1
véilla

Todistus. i) Oletetaan mielivaltainen sulkujono p=pips...pznl NBP,, (vrt. kuva 9,
polku RTK silloin kun piste R sijaitsee suoralla y=0). Etsitéan p:n pienin alkuosa p;...p;,
jossa loppusulkuja on yksi enemman kuin alkusulkuja. Nyt loppuosassa pj+1...P2n 0N
alkusulkuja yksi enemman kuin loppusulkuja. Kéannetéan kaikki loppuosan pj+1...p2n
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merkit toisiksi, ts. akusulut loppusuluiksi ja loppusulut alkusuluiksi. Nyt pétee
Pl Py1n+1, ja muunnos on yksikéasitteinen.

ii) Oletetaan mielivaltainen sulkujono p=pipz...panl Prine1. Etsitd8n p:n pienin
alkuosa ps...p;, jossa loppusulkuja on yksi enemman kuin alkusulkuja. Nyt loppuosassa
Pj+1...P2n ON loppusulkuja yksi enemman kuin alkusulkuja. K&annetaan kaikki loppuosan
Pj+1...p2n Merkit toisiksi. Nyt pétee pi NBP,, ja muunnos on yksikéasitteinen.

iii) Huomataan, ettd muunnokset i) ja ii) ovat k&anteisia toisilleen. Toisin sanoen,
soveltamalla muunnosta i) mielivaltaiseen sulkujonoon pl NBP,, saamme jonon
gl Prinea. Nyt jos sovellamme muunnosta ii) jonoon ¢, lopputuloksena saamme
alkuperdisen jonon p. Sama patee ké&antéen: lahtien mielivaltaisesta sulkujonosta
ql Pr1n+1 SBAMmMe muunnoksen ii) avulla jonon pi NBP,,, ja soveltamalla muunnosta
i) jonoon p, saamme alkuperdisen jonon g. Taten joukkojen NBP,,, ja Py1n+1 Valilla on
1-1 -vastaavuus. ?

Lause 6.3. [Even, 1979] On voimassa card(NBP; ) = card(Pr1n+1) = §92“ 0,
n- lg

Todistus. Vaitteen vasemmanpuoleinen yhtasuuruus pétee Lauseen 6.2 nojalla
Oikeanpuoleisen yhtasuuruuden kohdalla on kyseessa kombinaatioiden lukumaaré:

monellako tavalla n-1 alkusulkua voidaan sijoitella 2n positioon. ?

L ause 6.4. [Even, 1979] On voimassa card(BP,,) = 1 a@m®,
n+1 gng

Todistus. Sellainen sulkujono, jossa on n akusulkua ja n loppusulkua, voi olla joko
tasapainotettu tai el-tasapainotettu. Siis pétee
?”9 = card(BP,,) + card(NBP,)

ng

eli

card(BP,)) = @9 -ano=_1 am 7
ng & n+1é&np



6.2. Satunnaisten bin&aripuiden asymptoottisia ominaisuuksia
Tassa kohdassa tarkastelemme satunnaisen etsintdpuun ja satunnaisen tasagjakaumapuun
rakenteeseen liittyvia keskiméaéraisia eroja erilaisten tunnuslukujen avulla.

Yleistéen voidaan sanoa, etta mitd tasapainoisempi etsintdpuu on, Sita
todenndkoisempi se on. Tata etsintdpuun taipumusta tasapainoisuuteen luonnehdimme
seuraavassa. Puun korkeutta h voidaan pitdd yhtend tapana mitata puun
tasapainoisuutta. Korkeus ei kuitenkaan ole paras mahdollinen mittari, koska se
madraytyy puun yhden polun perusteella. Parempi tunnusluku on puun sisdinen
polunpituus (internal path length), joka saadaan laskemalla yhteen kaikkien
sisdsolmujen etaisyydet juurisolmusta. Puun sisasolmujen keskietdisyys d juurisolmusta
on taléin sama kuin puun sisdinen polunpituus jaettuna sisésolmujen lukumaaralla
Etsintgpuilla ndiden ominaisuuksien odotusarvot h, [Devroye and Reed, 1995] ja d,

ovat

h,=clnn+ O(loglogn) » 4.31107 Inn, ja
dn = 2(1+1/n) (Hns1-1) - 2 » 1.3863 logzn - 2.8456,

missa vakio ¢ on yhtélén c In(2e/c)=1 ratkaisu, In on luonnollinen logaritmi, e taman
kantaluku ja Hy=8 "1/i . Tassjakaumapuiden tapauksessa hy, [Flgjolet and Odlyzko,

1982] jad, ovat

hn = 2/pn + O(NY**®) » 3.5449/n (kaikillae>0), ja

dn = (1+1/n) 4" ?“'_9'1- 3-1Un=+pn-3+0N* » 1.77245/n-3

ng

(ks. myos Knuth [1973b]; Gonnet and Baeza-Y ates [1991]; Sedgewick and Fajolet
[1996]). Etsintdpuun tasajakaumapuuta suurempi taipumus tasapainoisuuteen nakyy
selvasti puun korkeutta kuvaavissa keskimaardisissa suureissa: etsintdpuilla ne ovat
logaritmisia, kun taas tasgjakaumapuilla ne ovat likiméérin verrannollisia solmujen
lukumaaran nelidjuureen.

Koska tasgjakaumapuu on etsintdpuuta keskimaarin korkeampi, se sisdtéa
etsintdpuuta enemman listamaisia osia. Mita listamaisempi puu on, sitd enemman se
sisdtéd solmuja, joiden aste on yksi. Seuraavassa johdamme asymptoottiset arvot

keskimaarai sen tasajakaumapuun eri asteisten solmujen lukumaarille.
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Maaritema 6.5. Oletetaan n-solmuinen bindéripuu T, ilman lehtisolmuja. Olkoon
Di(Tn) puun sellaisten solmujen lukuméarg, joiden aste on i. Olkoon E Di(T,) n-

solmuisten tasajakauma- tal etsintgpuiden i-asteisten solmujen lukumaarén odotusarvo.

Lause 6.6. [Sedgewick and Flgolet, 1996, p.241] Tasgakaumapuille pétee
limyeyE D1(Ty) = n/2.

Todistus. Kun n>1, C,, erilaisesta n-solmuisesta tasajakaumapuusta C,,; on sellaisia,
joiden juuren vasen (vast. oikea) alipuu on tyhja mutta oikea (vast. vasen) alipuu e (ks.
myo6s kohta 5.2). Todenndkdisyys sille, ettd tdsmalleen yksi juuren alipuu on tyhja, on
2C,.1/Cph. Koska puun mielivaltainen solmu on tasajakaumapuun juuri, tatd pasttelya
voidaan soveltaa puun mielivaltaiseen alipuuhun. Koska limug y2Ch1/Chr=1/2, niin

lause seuraa. ?

Lemma 6.7. Oletetaan Madritelman 6.5 mukainen bindripuu T, jolle pétee

Todistus. Lauseen 2.5 nojalla puun T, tyhjien alipuiden lukuméérd on n+1. Néista k
on sellaisissa solmuissa, joiden aste on 1. Taten nt+1-k tyhjda alipuuta on sellaisissa
solmuissa, joiden aste ei ole 1. Koska solmuilla, joiden aste on 2, e ole tyhjia alipuita,
loput tyhjét alipuut ovat sellaisten solmujen alipuita, joiden aste on 0. Taten Do(Ty) =
(n+1-k)/2. Koska Do(Tn)+D1(Tn)+D2(Tr) = n, on Dy(Ty) = (n-1-k)/2. ?

L ause 6.8. Tasgjakaumapuille pétee

I) Iimn®¥E Do(Tn) = n/4,
ii) limwevE Di(Ts) =N/2 ja
iii) limueyE Do(T,) = V4.

Todistus. i) Lemman 6.7 nojalla on Do(T,) = (n+1-D1(T,))/2. Lauseen 6.6 ja
Lemman 6.7 nojalla on limne vE Do(Th) = limne v (N+1-n/2)/2 = n/4. ii) Lause 6.6. iii)
Todistetaan kuten kohtai). ?

Sedgewick ja Flgjolet [1996, s. 254] todistavat Lauseen 6.8 kohdan i) soveltamalla
generoivia funktioita. Lauseen 6.8 todistuksia ovat esitténeet ainakin Brinck ja Foo
[1981] sekd Mahmoud [1995], ja niissd on sovellettu generoivia funktioita ja
rekursioyhtal6ita.
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Satunnaisten  etsintgpuiden eri  asteen omaavien solmujen lukumé&&rien

asymptoottiset arvot antaa seuraava lause:

Lause 6.9. [Mahmoud, 1986] Satunnaisille etsintépuille patee limwyE Di(Ty) =
n/3+0(1), i=0,1,2.

Y hteenvetona toteamme, ettd riittdvan suuren satunnaisen tasajakaumapuun
solmuista keskimdarin noin neljdsosa on sellaisia, joilla el ole lapsia, noin puolet
sellaisia, joillaon yksi lapsi ja noin neljasosa sellaisia, joilla on kaksi lasta. Etsintdpuilla
vastaavat osuudet ovat noin kolmasosa kussakin tapauksessa (tapaus i=0: ks. myds
esim. Sedgewick ja Flgolet [1996, s. 254]). Odotusarvot eivéat kuitenkaan ole
yhtésuuret [Mahmoud, 1986].
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7. Kuuden algoritmin tehokkuustutkimus

Tassa luvussa tutkitaan viiden aikavaatimukseltaan lineaarisen satunnaisia binaéripuita
generoivan algoritmin keskindistd tehokkuutta. Algoritmit toteutetaan, algoritmien
vertallussa sovellettavat kriteerit madritellddn ja valittujen vertailukriteerien
asymptoottiset arvot puun koon funktiona selvitetddn ohjelmallisesti. Algoritmit ovat
Arnold ja Sleep [1980], Martin ja Orr [1990], Atkinson ja Sack [1992], Korsh [1993]
seka Rémyn algoritmi vuodelta 1985 [Alonso and Schott, 1995]. Kuudes algoritmi on
Johnsen [1991], jonka esitaulukointivaiheen aikavaatimus on O(n?), mutta generointi-
vaiheen lineaarinen.

Jokaiselle algoritmille tehdd&&n seuraavat asiat: 1) algoritmin toteutuksen
oikeellisuuden verifiointi: tilastollisten menetelmien avulla todetaan generoitujen
bindaripuiden satunnaisuus;, 2) binddripuiden satunnainen generointi algoritmin
soveltaman koodauksen muodossa ja vertallukriteereiksi valittujen operaatioiden
lukuma&arien laskenta; 3) lopullisten bindaripuiden konstruointi koodausten perusteella
ja vertailukriteereiksi valittujen operaatioiden lukuméérien laskenta seka 4) tulosten
analysointi.

Lisdksi Alonson and Schottin [1995, Appendix 2, Alg. 2.1] toteutus Rémyn
algoritmille osoitetaan virheelliseksi: sen tuottamien satunnaisten bindéripuiden
jakauma e ole tasainen. Tata tutkimusta varten Rémyn agoritmi on ohjelmoitu

uudelleen Alonson ja Schottin toteutuksen periaatteita mukaillen.

7.1. Algoritmien kustannusten laskenta ja vertailukriteerit

Tassa kohdassa esitelldan tutkittavien algoritmien vertailukriteerien valinnan perusteet
seka algoritmien kustannusten laskennassa kaytetty menetelma.

7.1.1. Teoria

Algoritmien analysoinnissa kéytettavd O-merkintdtapa ilmoittaa resurssivaatimuksen
suuruusluokan ongelman koon funktiona. Kun tarkastelu halutaan tehda téta
tarkemmalla tasolla, resurssivaatimusten mittaamiselle el ole olemassa yhtendista ja

yleispatevaa kaytantéd johtuen algoritmien ja niiden kuvaustapojen (kuten myds
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toteutusympadristojen) erilaisuudesta. Seuraavassa pohdimme algoritmien O-lukua
tarkemmalla tasolla tapahtuvaan kustannusten laskentaan liittyvia kysymyksia.

Teoriassa kaikkien algoritmien kustannusten laskenta on  mahdollista
yhteismitallistaa kayttdmalla perustana jotakin tunnettua algoritmin abstraktia mallia,
esimerkiksi  Turingin  konetta.  Algoritmi  muunnetaan Turingin koneen tila-
siirtymérelaatioiksi ja algoritmin toiminnan aiheuttamien tilasiirtymien lukumaarét
lasketaan. Tama ratkaisu el kuitenkaan ole kaytanntssd mahdollinen monimutkai-
suutensa vuoksi.

Jos tarkastellaan joukkoa algoritmeja, jotka ovat riittavdn samankaltaisia,
mahdollinen ldhestymistapa on etsid algoritmien suhteellisia eroja jonkin vertailu-
kriteerin suhteen, ts. kuvataan algoritmit yhtendisella tavalla ja verrataan algoritmien
suorituksen kannalta oleellisten toimintojen lukumééria. Tunnettu esimerkki tasté ovat
lgjittelualgoritmit, jolloin idealisoitu koetilanne kasittda taulukon, joka alussa siséltda
satunnaisessa jarjestyksessa numerot 1...n; vertailukriteereind ovat taulukkoalkioiden
suuruusvertailujen lukumédra seka taulukkoalkioiden paikanvaihtojen lukumaara
Useimpien lgjittelumenetelmien kohdalla vertailukriteerien tarkat arvot n:n funktiona
tunnetaan keskimaaraisessa ja pahimmassa tapauksessa [ks. esim. Gonnet and Baeza-
Y ates, 1991].

Mikali vertailukriteereiden arvoja ei kyeté ratkaisemaan analyyttisesti, ne voidaan
selvittdd simuloimalla: toteutetaan algoritmi, jarjestetéén koesarja ja lasketaan
tutkittavien suureiden arvot ohjelmallisesti.

Yleinen algoritmien analysointimenetelma on vertailla kahden tai useamman
algoritmin toteutuksen kuluttamaa keskusyksikkoaikaa (CPU-aikaa). Téssa tapauksessa
menetelméan ad hoc -luonne on edellisia selvempi: tulokset ovat pétevia vain omassa
kontekstissaan, jonka parametrga ovat ainakin kéytetty laitteistokonfiguraatio ja
(itse asiassa sen toteutuksen) piilotetut kustannukset seka operaatioiden todelliset
kustannukset tulevat huomioiduiksi.

Seuraavassa rgjaamme tarkastelun tassa tutkimuksessa analysoitaviin satunnaisia
bindéripuita generoiviin algoritmeihin. Ensin esitamme algoritmien analysoinnissa
kaytettdvan Q-merkintétavan madritelméan soveltuvassa muodossa [ks. esim. Waeiss,

1994, s. 32]. Ei-negatiivinen funktio f kuvaa resurssivaatimustaja c on vakio.
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Maéritelma 7.1. Tarkastellaan funktioita f:N® R, ja g:N® R;. Jos lime ¥ f(n)/g(n) =
¢, niin funktio f(n) on Q(g(n)).

Koska tdhan tutkimukseen valittujen algoritmien aikavaatimusten (yhtd lukuun-
ottamatta) tiedetddn olevan O(n), patee g(n)=n. Oletamme, ettd algoritmien vertailu-
kriteerien suhteen resurssivaatimukset ovat lisaksi Q(n).

Tassa tutkimuksessa pyrimme [6ytamaan algoritmeille keskenéén vertailukel poiset
vakion ¢ arvot kulloinkin tarkasteltavana olevan kriteerin suhteen. Eri kriteergja
kokonaisuutena tarkastelemalla muodostamme kuvan algoritmien keskindisista tehok-
kuussuhteista. Kutakin vertailukriteeria erikseen tarkasteltaessa saadaan ‘18pileikkaus’
algoritmin toiminnasta, jota voidaan verrata muiden algoritmien vastaaviin lukuihin.
Kuten edella todettiin, vakion c arvot ovat suhteellisia, koska ne riippuvat Kkriteerien
valinnasta seka siitd, missd muodossa algoritmit esitetéaan.

7.1.2. Toteutus

Taman tutkimuksen algoritmit generoivat kokonaislukutaulukkoon sijoitettuja
bindaripuun koodauksia. Koodausten generointi tapahtuu laskemalla todenndk6isyyksia
ja satunnaislukujen avulla valitsemalla toteutuvat vaihtoehdot. Laskemme siis
kaytettyjen satunnaislukujen, aritmeettisten operaatioiden seka taulukkoviittausten
lukumaarét. Yleisempaa informaatiota ohjelmien toiminnasta antavat suoritettujen
muuttujasijoitusten, muuttujaviittausten, loogisten vertailujen, osoitinviittausten ja ali-
ohjelmakutsujen lukumaardt samoin kuin kustannusten hajonta, muuttujien tarvitsema
tila, k&ytettyjen lukujen suuruus ja keskusyksikkoajan kulutus.

Syo6tto- tai tulostustoimintojen kustannuksia el lasketa. Koska satunnaisiuku-
generaattorin  kutsut lasketaan erikseen, niitda e sisdllytetd aliohjelmakutsujen
lukuméaréén. Lopullista muotoa olevaa bindéripuuta rakennettaessa kutsutaan
toistuvasti aliohjelmaa, joka varaa dynaamisesti muistitilan lisdttévalle puun solmulle.
lukumddra. Huomioimatta jétetédn myOs sellaiset aliohjelmakutsut, joiden ainoa
tarkoitus on selkeyttéa ohjelman toimintaa ja joiden siséltdma koodi voitaisiin liittéa
kutsuvan ohjelman osaksi: talldin lasketaan vain aliohjelman suoritusosan kustannukset,

mutta el itse kutsua (Arnoldin ja Sleepin [1980] algoritmin toteutus). Informaatiota
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kerddvien ohjelmanosien kustannuksia e luonnollisestikaan lasketa (operaatioiden
lukuméaria kasittelevat ohjelmamodulit?, tilastollista informaatiota kasittelevat modulit,
puun jarjestysnumeron evaluoiva moduli).

Ohjelmat sisdltévat runsaasti silmukkarakenteita. Silmukoiden ohjausmuuttujien
kustannukset lasketaan mukaan sellaisenaan. Esimerkiksi taulukon alkioiden arvojen
alustus edellyttdd yhden sijoituslauseen suorittamista yhtd taulukon alkiota kohti.
Kuitenkin taman liséksi silmukan ohjaaminen vaatii jokaista taulukon alkiota kohti mm.
yhteen- tai vahennyslaskun sek& loogisen lausekkeen evaluoinnin ja testin. Useissa
tapauksissa silmukan kierrosten lukumaara on tiedossa ennen ohjelman suoritusta ja se
on riippumaton mahdollisesta ohjelmalle annettavasta syotteesta (oletamme, etta
solmujen lukumaara n on vakio, el syote). Taloin olisi periaatteessa mahdollista purkaa
siimukka ja kirjoittaa silmukan sisdiset suoritettavat lauseet perdkkain, jolloin
sdastetddn silmukan ohjauskustannuksissa ohjelman koon kustannuksella. Tallaisen
teoreettisen ‘sdaston’ madra vaihtelee huomattavasti eri algoritmeilla, ja sen avulla
gjattelemme saatavan lisdtietoa ohjelman silmukoinnin ‘yksinkertaisuudesta’. Sen
vuoks lukujen, jotka sisdltavat kaikki kustannukset, lisdksi ilmoitetaan ne
kustannukset, jotka saadaan, kun ndiden periaatteessa tarpeettomien silmukoiden
ohjauskustannukset on karsittu.

Seuraavassa on yhteenveto vertailukriteereind kaytettavista operaatioista. Suluissa
ovat niitd vastaavat lyhenteet, joita kaytetédan taulukoissa.

- aritmeettisten operaatioiden lukuméard (ADD, MUL, DIV)

- taulukkoviittausten lukumééréa (ARR)

- kéytettyjen satunnaisiukujen lukumaara (RAN)

- muuttujaviittausten ja sijoituslauseiden lukuméaaréa (LOA, STO)
- aritmeettisten ja loogisten vertailujen lukumé&éra (CMP)

- rekursiivisten funktiokutsujen lukumaaréa (RFUN)

- osoitinmuuttujaviittausten lukumééra (PTR)

- muita operaatioita, jotka sijoitetaan yhteen kategoriaan (OTH).

* Moduli vai moduuli? Nykysuomen sanakirjassa on moduuli. Tamantyyppisissé vierassanoissa viimeisté edellisen tavun
vokaali on useimmiten pitkd, ja se vastaa sanan ruotsinkielisen vastineen (tass& modul [mo'dy:l]) painollista vokaalia [Itkonen,
1988]. Vrt. esim. banaali, modeemi, paneeli, vinyyli. Tasta sddnndsté on olemassa poikkeuksia, esim. evankeli(nen), kameli, kaneli,
voguli (sana moguli e sijoitu kumpaankaan ryhméén). Luontevampaa muotoa moduli kéytetéén talla hetkella paljon: tdman voi
todeta esim. haulla suomenkielisisté internet-sivuista. Microsoftin, Altavistan ja Sonera Plazan hakupalvelut 10ysivét kokeiltaessa
enemman sivuja hakusanalla moduli kuin moduuli. Uudessa Sivistyssanakirjassa [1992] on hakusana moduli.
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Seuraavassa esitimme esimerkin  kustannusten laskennasta. Oletetaan, etta

lausekielisen ohjelman suorituksen edetessa tavataan lause
A[l] = A[l]+(b+2)/(c-d).

Operaatioiden laskenta suoritetaan tdysin mekaanisesti, ilman optimointia, seuraavasti:
lause sisdltdd 8 muuttujan nimea tai vakiota. Naistd vasemmanpuoleisin on muisti-
paikkaan sijoitus (STO), ja loput 7 muistipaikkaan viittauksia (LOA). Taulukko-
viittauksia (ARR) on kaksi. Yhteen- tai véhennyslaskuja (ADD) on kolme, ja jako-
laskuja (DIV) yksi. Kokonais- ja liukulukumuunnokset jatetdan huomiotta.

Aritmeettiset ja loogiset vertailulausekkeet evaluoidaan aina loppuun asti, vaikka
tulos olisikin tiedossa jo sitd ennen. Taten lauseke (x<y or x<z) siséltdd nelja muuttuja-
viittausta (LOA) ja kolme vertailua (CMP). Toistolause

for i :=1tondo begin lauseitaend
tarkoittaa samaa kuin

i=1

whilei£ndo begin lauseita; i :=i+ 1end,
ja sSitd vastaava kustannuslauseke, joka sisdltdd pelkdstéan silmukan ohjaus-
kustannukset, on (4n+3)*LOA + (n+1)*STO + (n+1)*CMP + n*ADD.

Laskentatapa siis perustuu lausekielisen ohjelman suorituksen seuraamiseen, eika
esim. minkdan olemassaolevan tietokoneen suorittamien konekaskyjen laskentaan.
machine [esim. Aho et al., 1986]), joka on yksinkertaistettu hypoteettinen tietokone,
jonka kaikki laskenta tapahtuu ns. laskentapinossa. Esimerkkilauseen a=b*(c+d)
likimaarainen k&annos ko. tietokoneen konekielelle on LOA b; LOA c; LOA d; ADD;
MUL; STO a. Operandegja siirretdan laskentapinoon, ja pinon kahteen ylimmaiseen
alkioon kohdistetaan aritmeettinen operaatio; tulos korvaa em. kaksi operandia pinon
pinnalla. Pinoa kéaytettaessa el aritmeettisen lausekkeen evaluoinnin vélituloksia tarvitse
varastoida apumuulttujiin, joten operaatioiden ja muuttujaviittausten lukumaara on sama
kuin lausekielisessé esitystavassa.

Kriteereiksi valitut algoritmien perusoperaatiot ovat siis paljolti samat kuin
algoritmien ohjelmointikielisten kuvausten operaatiot. On kuitenkin huomattava, etta
erilaisia korkean tason ohjelmointikielessd nakyméttbmia operaatioita: esimerkiksi
taulukkoviittaus on epasuora muistiviittaus, mutta konekielinen koodi yleensa siséltéa
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erilaisia epasuoria muistiviittauksia myds esim. viittausparametreja (call by reference)
kéytettéessa, tietueen kenttdan viitattaessa tai osoitinmuuttujia kdytettdessa [ks. esim.
Aho et al. 1986].

Kustannusten laskennassa sovellamme yksikkokustannusperiaatetta [ks. esim. Aho
and Ullman, 1995, s. 109]. Toisin sanoen yksi operaatio (esim. yhteenlasku, muuttuja-
sijoitus) suoritetaan vakiogjassa riippumatta kasiteltyjen lukujen suuruudesta. Erilaisilla
operaatioilla nama vakiogjat voivat olla erilaiset. Y ksikkdkustannusperiaatteen kéyttoa
voidaan pitéa hyvaksyttavana, silla kaytetyssa ohjelmointiymparistossa kokonaisluku-
tyyppisen muuttujan suurin mahdollinen arvo on rajattu (2*-1) eika tutkittavissa
algoritmeissa jouduta kasittelemdan eksponentiaalisia lukuja (poikkeuksena tasta on
Johnsenin [1991] algoritmi; suurimman mahdollisen Johnsenin algoritmilla generoita-
van puun solmulukumé&&ra 84 tasta syysta alle 20:n).

Taman tutkimuksen testit keskusyksikkbgjan mittauksia lukuunottamatta ovat
identtisesti toistettavissa antamalla ohjelman suorituksen alussa satunnaislukugeneraat-
torille samat siemenluvut uudelleen.

Kustannusten laskentaa varten on laadittu seuraavat ohjelmat:

- moduli, jonka siséinen taulukko sisaltéa laskettavien operaatioiden frekvenssit

- moduli, joka vaihtaa frekvenssilaskennan ‘kontekstin’; esimerkiksi puiden
koodausten generoinnin kustannukset lasketaan eri kontekstissa kuin lopul-
listen puiden generoinnin kustannukset; eri konteksteissa toteutuneet luvut

voidaan lopussa tulostaa erikseen

- moduli, jonka avulla lisdtddn haluttua frekvenssilaskuria voimassaolevassa
kontekstissa; kutsuesimerkki _ t(add,2); _ t(mul,1) kuvaa tilannetta, jossa on
suoritettu kaksi yhteenlaskua ja yksi kertolasku; __t on aliohjelman nimi ja
‘add’ ja‘mul’ symbolisia vakioita; modulin __t kutsuja lisétéan asianmukaisiin
kohtiin tutkittavassa ohjelmassa

- modulit, joiden avulla lasketaan painotetut ja painottamattomat kustannukset,
keskiarvot ja hajonnat seka tulostetaan tulokset.
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7.2. Toteutusten oikeellisuuden todentaminen tilastollisin menetelmin

Tassa kohdassa esitelléan periaatteet, joiden mukaan generointialgoritmien toteutusten
oikeellisuutta on tutkittu. Luonnollinen l&hestymistapa on tutkia tilastollisesti, ovatko
generoidut bindaripuut satunnaisia ja noudattavatko ne tasajakaumaa. Jos toteutukset
ovat virheettomid, erilaisten puiden lukumdarat ovat keskiméérin ‘riittdvan’ lahella
odotettuja lukumdaria, mutta eivat liian lahelld. Esimerkiksi jos ohjelma tuottaisi
tadsmalleen saman (suuren) lukumééaran kaikkia erilaisia puita, on todennakdistg, etta se
on virheellinen: puut noudattavat kyll& tasajakaumaa, mutta eivét ole satunnaisia.

7.2.1. Teoria
Satunnaisen binddripuun  generointia voidaan pitéa satunnaisilmiong, jonka
tapausavaruus sisdltéa kaikki n-solmuiset bind&ripuut. Satunnaisilmiétd kuvaavan
satunnaismuuttujan arvo yksiloi satunnaiskokeen tuloksen. Téllaiseksi yksilGivaksi
ominaisuudeksi valitsemme bin&éripuun jarjestysnumeron Knottin [1977] jarjestyksen
perusteella, joten satunnaismuuttuja voi saada arvoja vdliltd 1...C,. N&n kysymys
‘generoiko proseduuri satunnaisia bindaripuita siten, etté jokainen erilainen puu on yhté
todenndkoinen? voidaan palauttaa helpommin hallittavissa olevaan muotoon ‘ovatko
puiden perusteella lasketut jarjestysnumerot satunnaisia noudattaen tasgjakaumaa vélilta
1..C.7.

Kysymyksen ratkaisemiseksi riittéavalla tarkkuudella on olemassa monia
mahdollisuuksia erilaisten testien muodossa [esim. Knuth, 1969]. Tarkoituksiimme
hyvin sopiva testi on c2-yhteensopivuustesti eli khiin neli6 -yhteensopivuustesti (Chi-

square test for goodness of fit). Se vastaa seuraavantyyppiseen ongelmaan:

On saatu satunnaisotos muuttujasta, jolla on C, eri mahdollista arvoa ja
saatu arvojen frekvensseiks fy,fa,....fcn. Kuinka hyvin havaitut frekvenssit

ovat sopusoinnussa frekvenssien odotusarvojen kanssa?

Tassa tapauksessa satunnaisotos on siis generoitujen bindaripuiden perusteella
laskettujen  jarjestysnumeroiden joukko. Jokaisen havaintoluokan frekvenssin
odotusarvo on (f1+f2+...+fcn)/Cp, jota merkitsemme kirjaimellae.



c’-testia voidaan soveltaa, jos 1) havainnot ovat riippumattomia, 2) havaintojen
teoreettinen jakauma eli frekvenssien odotusarvot tiedetédén ja 3) havaintoja on tarpeeksi
(kukin e35). Tarkasteltavan ominaisuuden mittaustasoksi riittéa nominaaliasteikko.

Formuloidaan nollahypoteesi:
Ho : Generoitujen puiden jarjestysnumerot ovat satunnaisia.

Mittaamme lukujen satunnaisuutta kaksisuuntaisella c-testilla [Knuth, 1969, s. 35].
Mikali Ho on tosi, noudattaa testisuure

X*=8 " (frefre
likimarin c?-jakaumaa C-1:114 vapausasteella (degrees of freedom).

Jos havaitut frekvenssit poikkeavat paljon odotetuista, testisuureen X2 arvo on
suuri; péinvastaisessa tapauksessa X%n arvo on lahella nollaa Kummassakin
kertaluontoinen. Koska kokeemme ovat uusittavissa, emme katso tarpeelliseksi
kiinnittaa mitaén erityista merkitsevyystasoa, jonka ylittavilla (vast. dittavilla) X%n
arvoilla automaattisesti hylkd&mme Ho:n. Sen sijaan ilmoitamme todennakoisyyden
sille, etta Ho:n voimassaollessa saadaan havaittu tai sitd suurempi (vast. havaittu tai sitéa
pienempi) X?:n arvo, ja teemme johtopastoksia tapauskohtaisesti.

Pienill& vapausasteiden lukumérilla c?-jakauman arvot vapausasteittain ja merkit-
sevyystasoittain 10ytyvét tilastollista taulukoista. Jos vapausasteiden lukuméara df on
suuri, c%n likimééraiset arvot voidaan selvittda mm. seuraavan muunnoksen avulla [ks.

esim. Clarke and Cooke, 1988]:

(72) 2c? ~ Norm(+/2df - 1,1), df>100,

missa merkinnélla Norm(a,b) tarkoitamme satunnai smuuttujan arvoja, jotka noudattavat
normaalijakaumaa siten, ettd niiden keskiarvo on a ja keskihagjonta b. Sadan vapaus-
asteen rgja ylittyy jo kuusisolmuisten puiden tapauksessa (Cs=132, df=131).

Lopuksi esitimme esimerkkeja c%n arvojen kaytosta Olettakaamme, etta
generoimme nelisolmuisia bindaripuita. Vapausasteiden lukumaara on 13, koska C,=14.
c?-jakauman taulukoitu arvo c2y¢15=19.8 tulkitaan seuraavasti: jos Ho on voimassa, niin
satunnaisotoksesta laskettu X%n arvo on todennakoisyydella 0.9 pienempi kuin 19.8.
Toisaalta, koska €?%1.13=7.04, niin keskimairin 10 prosenttia satunnaisotosten

perusteella lasketuista X%n arvoista on tata lukua pienempia ja 90 prosenttia sita



0o

suurempia. Mediaaniarvo on c%513=12.3.

Toisessa esimerkissa generoimme kymmensolmuisia bindaripuita (df=16795), ja
testisuureen X? arvoksi olemme saaneet 17000. Kaavan 7.2 vasemman puolen
mukainen testisuureen arvo on +/2* 17000 =184.39 ja oikean puolen kuvaama jakauma
on Norm(183.27, 1). Vastaava normaalijakauman standardoitu havaintoarvo on z =

0.87.

7.2.2. Toteutus

Khiin nelién arvon laskemiseksi satunnaisia bin&éripuita generoivien toteutusten
perusteella on laadittu seuraavat ohjelmat:
- bindéripuun solmujen [gpikéynti ja numerointi symmetrisessd jarjestyksessa
luvuillal...n
- puupermutaation muodostaminen edellamainitun numeroinnin perusteella; puun
solmut siis 18pikaydaan ja listataan esijarjestyksessa
- puun jarjestysnumeron laskenta puupermutaation perusteella: tama on Knottin
[1977] kokonaislukufunktio rank
- tilastoaineiston eli jarjestysnumerojen frekvenssien talletus
- X%n arvon laskenta tilastoaineiston perusteella.

7.3. Satunnaislukugener aattori

Satunnaislukujen kayttd on olennainen osa satunnaisia bin&éripuita generoivien
algoritmien toimintaa. Koska tassa tutkimuksessa esitetyt toteutukset testataan
tilastollisesti, on vadttamatontsd, etta kaytetyn (pseudo)satunnaisiukugeneraattorin
tuottamat luvut tayttavét (pseudo)satunnaisiuvuille asetettavat vahimmaisvaatimukset.
Tassa kohdassa tarkastelemme kaytettyyn satunnaislukugeneraattoriin liittyvia
kysymyksia.

7.3.1. Teoria

Satunnaisten lukujen generointi sek& lukujonon ja -joukon satunnaisuuden tutkiminen
muodostavat oman tieteenalansa, joka sisdltéa elementtga tilastotieteestd ja
lukuteoriasta. Tamén tutkimuksen toteutuksissa kéytetddn satunnaislukugeneraattoria,
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hyvalla menestyksella. Ko. generaattori kayttéa Lehmerin v. 1951 keksiméa lineaarista
kongruenssimenetelmaa (linear congruential method, ks. esim. Knuth [1969]), jonka

yleinen muoto on
7.3 Zi+1=az; mod b,

missa a ja b ovat kokonaislukuvakioita ja z; on kokonaislukumuuttuja, jolle generoinnin
alussa asetetaan mielivaltainen alkuarvo eli siemenluku (seed) vdlilta 1£zp<b. Lukujen a
ja b valinta ratkaisee, millaiset generaattorin ominaisuudet ovat. Satunnaisluku-
generaattorissamme on a=7° ja b=2"'-1, jolloin se tuottaa b-1>2*10° kokonaislukua
ilman toistoja ndennaisen satunnaisessa jarjestyksessd, jonka jélkeen jono alkaa alusta.
Valittu luku b on suurin mahdollinen silloin, kun tietokoneen sananpituus on 32 bittia ja
kokonaislukujen sisdinen esitysmuoto on 2:n komplementtijarjestelmé. Tat& satunnais-
lukugeneraattoria Park and Miller [1988] ehdottavat ‘ minimistandardiksi’, johon muita
generaattoreita voidaan verrata.

Kun siemenluku on annettu, satunnaislukugeneraattorin tuottama lukujono on
tietenkin taysin deterministinen ja toistettavissa. Lukujonoa e kuitenkaan tilastollisin
menetelmin tutkimalla voida erottaa sellaisesta lukujonosta, joka saadaan, kun
poimitaan ‘aidon’ satunnaisesti lukuja lukujoukosta { 1,2,...,b-1} ilman palautusta [Park
and Miller, 1988]. Tata kuvaa nimitys ‘ pseudosatunnaisiuku’ .

Satunnaislukugeneraattorin tuottamat luvut z; jaetaan tavallisesti luvulla b, jolloin
satunnaisluvut u=z/b ovat rationaalilukuja véilta O<u<l. Huomaa, etta z=u;=0 on
mahdoton, koska b on alkuluku. Tarkasti ottaen tarkoituksiimme soveltuvampi olisi vali
Ofui<l (joka on saavutettavissa jakolaskulla u=z/(b-1)), mutta pitdydymme tavan-

omaisessa menettelyssa, koska ero on k&ytanndssa merkitykseton.

7.3.2. Toteutus
Tassa tutkimuksessa kaytetyn minimistandardigeneraattorin toteutus on Parkin ja
Millerin [1988] artikkelissa esitetty “Integer version 2”.

Kaava 7.3 e sellaisenaan sovellu ohjelmointikielella toteutettavaksi ymparistossa,
jossa tietokoneen sananpituus on 32 hittid, koska kertolasku az; aiheuttaa ennemmin tai
my6hemmin ylivuodon. Esimerkkiohjelmia, joissa tdma ongelma on ratkaistu, esittavét
mm. Park ja Miller [1988] (mm. “Integer version 2”), Carta [1990] ja Weiss [1994].
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Park ja Miller antavat myds yksinkertaisen tavan testata ja tarkistaa minimi-

standardigeneraattorin toteutus: jos z;=1, niin zipp01=1 043 618 065.

7.4. Binaéripuun konstruointialgoritmit koodausten per usteella

Tassa kohdassa esitelldan algoritmit, jotka konstruoivat lopullisen bin&&ripuun, kun
syotteend on bin&dripuun koodaus. Resurssivaatimuksia tutkitaan sek&a algoritmien
generoimien koodausten etta lopullista muotoa olevien bindaripuiden perusteella, koska
nain varmistutaan eri  algoritmien tekemien tyoméérien yhteismitallisuudesta.
Sivutuloksena saadaan selville, vaihteleeko bin&aripuun konstruoinnin kustannus
koodauksen perusteella merkittavasti eri koodausmenetelmissa.

Bindaripuiden konstruointialgoritmit esitetddn pseudokielisind  rekursiivisina
proseduureina. Kaikissa tapauksissa puu rakennetaan esijérjestyksessd, ja rekursiivisten
proseduurikutsujen muodostaman implisiittisen puun rakenne on sama kuin
generoitavan puun rakenne. Uuden solmun luontioperaatio palauttaa arvonaan
dynaamisesti varatun tietoalkion osoitteen; lisaksi solmun osoitinkentdt vasempaan ja
oikeaan lapseen alustetaan tyhjilla arvoilla, jota merkitsemme varatulla sanalla NIL.
Parametrilistoissa mainitut muuttujat ovat viittausparametreja (call by reference), ts.
aliohjelma voi muuttaa niiden arvoa. Proseduurit olettavat, ettd syttteend annetut
koodaukset ovat ei-tyhjia ja virheettomia.

7.4.1. Tasapainotetut sulkujonot
Algoritmi 7.4 rakentaa binaéripuun tasapainotetun sulkujonon [Arnold and Sleep, 1980;
Atkinson and Sack, 1992] perusteella. Kutsu on muotoa root:= NIL;

treeBuild_Parentheses(root), missa root on puun juuren osoitin.

procedur e treeBuild_Parentheses(sol mu)
X = lue seuraava syotemerkki
if (x =alkusulku) then

solmu := [uo uusi solmu

treeBuild_Parentheses(solmun vasen lapsi)

if (syotemerkkejajéljelld)

then treeBuild_Parentheses(solmun oikea lapsi) end if

end if
end procedure

Algoritmi 7.4. Bind&ripuun luonti tasapainotetun sulkujonon perusteella.
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7.4.2. Oikean etaisyyden koodisanat
Algoritmi 7.5 rakentaa bindaripuun Martinin ja Orrin [1990] koodausmenetelman
(k&&nnostaulu-/oikean etdaisyyden menetelmd) perusteella Kutsu on muotoa
root := NIL; x := 0; treeBuild_RightDistance(root, x).

procedur e treeBuild_RightDistance(solmu, x)

integer cd

solmu ;= luo uusi solmu
if (kaikki syotemerkit luettu)

then x:=-1
else
cd :=x; x:=lue seuraava syttemerkki
if (x> cd)
then treeBuild_RightDistance(solmun vasen lapsi, x) end if
if (x=rcd)
then treeBuild_RightDistance(solmun oikea lapsi, x) end if
end if

end procedure

Algoritmi 7.5. Bind&ripuun luonti oikean etéisyyden koodausmenetelman perusteella.

7.4.3. Oksastus

Algoritmi 7.6 rakentaa bindaripuun Johnsenin [1991] koodausmenetelmén perusteella.
Kutsu on muotoa root := NIL; x := 0; treeBuild_Grafting(root, x). Vaihtoehtoisen tavan

konstruoida puu esitti Makinen [1991b].

procedur e treeBuild_Grafting(solmu, x)
solmu := luo uusi solmu
if (kaikki syotemerkit luettu)
then x:=-1
else
X := lue seuraava sydtemerkki
if (x=0)
then treeBuild_Grafting(solmun vasen lapsi, x) end if
if (x=1)
then treeBuild_Grafting(solmun oikea lapsi, x)
ese x:=x-1lendif
end if
end procedure

Algoritmi 7.6. Bindéripuun luonti Johnsenin [1991] koodausmenetel mén perusteella.
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7.4.4. ESijarjestys-numer opar it

Algoritmi 7.7 rakentaa bindaripuun Korshin [1993] koodausmenetelméan perusteella.
Kutsu on muotoa root := NIL; treeBuild_PreOrderPair(root). Ohjelmassa e tarvita
lainkaan syotemerkkien loppumisen tutkintaa, koska taméa tieto sisdltyy koodaus-

menetel maan.

procedur e treeBuild_PreOrderPair(solmu)
integer left, right
left := lue seuraava syGtemerkki; right := lue seuraava syttemerkki
solmu := luo uusi solmu
if (left =1)
then treeBuild_PreOrderPair(solmun vasen lapsi) end if
if (right=1)
then treeBuild_PreOrderPair(solmun oikea lapsi) end if
end procedure

Algoritmi 7.7. Bindéripuun luonti Korshin [1993] koodausmenetelman perusteella.

7.4.5. Solmujen taulukointi

Algoritmi 7.8 rakentaa binddripuun Alonson ja Schottin [1995] koodausmenetelman
perusteella. Puun solmut on koodattu globaaliin taulukkoon treeArr, jonka kukin alkio
on tietue, jonka kentét ovat vanhempi, vasenLapsi ja oikealapsi, jotka puolestaan ovat
indekseja toisaalle taulukkoon. Lehtisolmut sisdltyvét taulukkoon. Lehtisolmujen lasten
sekd juuren vanhemman arvot ovat NIL. Kutsu on muotoa root := NIL; ind:=0;
treeBuild_Array(root, ind).

Vaikka algoritmi 7.8 saattaakin nayttdd yksinkertaisemmalta kuin muut taman
luvun algoritmit, on huomeattava, ettd se ‘olettaa’ koodauksen sisdltavélta tieto-
rakenteelta enemman kuin muut koodausmenetelmét: se on suorasaantirakenne, kun

taas muiden menetelmien koodaukset ovat perakkaisrakenteita.

procedur e treeBuild_Array(solmu, ind)

if (treeArr(ind).vasenLapsi * NIL or treeArr(ind).oikealLapsi * NIL) then
solmu := luo uusi solmu
treeBuild_Array(solmun vasen lapsi, treeArr(ind).vasenLapsi)
treeBuild_Array(solmun oikea lapsi, treeArr(ind).oikeal apsi)

end if

end procedure

Algoritmi 7.8. Bindaripuun luonti Alonson ja Schottin [1995] koodausmenetelman
perusteella.
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7.5. Rémyn algoritmin toteutus

Yksi téssd tutkimuksessa tarkasteltavista algoritmeista on Rémyn satunnaisia
bin&éripuita generoiva algoritmi Alonson ja Schottin [1995, Appendix 2, Alg. 2.1]
esimerkkitoteutuksen mukaisesti. Ko. esimerkkitoteutus kuitenkin on virheellinen: sen
generoimat bindéripuut ovat kylldkin ‘satunnaisia’, mutta eivat noudata tasajakaumaa.
Virhe 10ydettiin khiin neli0 -testin avulla. Seuraavassa tutkimme virheellisen
toteutuksen toimintaa. Taman kohdan tulokset on esitetty myo6s erillisessd raportissa
[M&kinen and Siltaneva, 2000].

Alonson ja Schottin toteutuksen soveltamassa bindripuiden koodauksessa puun
solmut talletetaan taulukkoon tietueina (ks. myos kohta 7.4.5). Tietueen kentdt ovat
kokonaislukumuuttujat vanhempi, vasenLapsi ja oikealLapsi, jotka puolestaan ovat
indeksgjd toisaalle taulukkoon. Puun juuren tiedot ovat taulukon positiossa O.
Lehtisolmut siséltyvét taulukkoon. Lehtisolmujen lasten seké juuren vanhemman arvot
ovat NIL.

Ohjelma rakentaa puun seuraavasti. Puun k sis8solmua ovat aina taulukon
positioissa 0...k-1 ja lehtisolmut positioissa k...2k. Taulukon positio j arvotaan vélilta
k...2k. Positioiden k ja j (siis k=j on myds mahdollinen) tiedot ‘vaihtavat paikkaa
(proseduuri change leaves). Talldin puun muoto el muutu, ainoastaan lehtisolmujen
taulukkopositiot. Taman jalkeen pienimmassa positiossa (=k) oleva lehtisolmu
muutetaan sisasolmuksi ja taulukon loppuun lisétéén kaksi lehtisolmua sen lapsiksi.
Nain jatketaan kunnes puussa on n sisasolmua.

Seuraavassa esitamme pienimméan mahdollisen (n=3) vastaesimerkin, jolloin
toteutuksen generoimat puut eivdt noudata tasgjakaumaa. Tama vaatii tyhjentavén
kartoituksen ohjelman toiminnasta mainitussa tapauksessa. Havainnollisuussyista
olemme pakotettuja kayttdméaan ‘koodauksen koodausta’, eli esitamme Alonson ja
Schottin kayttdman koodauksen toisessa muodossa. Kartoitus on esitetty kuvassa 7.9,
jossa kaytetty puiden esitystapa on seuraava: 1) numero tarkoittaa puun solmua, jonka
tiedot on talletettu numeron ilmaisemaan taulukon positioon; 2) sisasolmun perassa
sulkujen sisdlla ovat ensin vasemman ja sen jalkeen oikean lapsen tiedot téta
merkintdtapaa kayttéen esitettying 3) jos numeroa el seuraa alkusulku, solmu on
lehtisolmu.

Kaytettya koodausmenetelméa selventdd seuraava esimerkki: 0(2 1(4 3)) esittéa
Alonson ja Schottin koodausta, jossa bindéripuun juurisolmun tiedot on talletettu
taulukon positioon O; juuren vasen lapsi on lehtisolmu, jonka tiedot ovat taulukon
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positiossa 2; juuren oikea lapsi on sisésolmu, jonka tiedot ovat taulukon positiossa 1, ja

taman lapset ovat kaksi lehtisolmua positioissa 4 ja 3.

(1) 0(1 2)

(2) 0(1 2) ® 0(1(4 3) 2)

(3) 0(1(4 3) 2) ® 0(1(4 3) 2(6 5))
(4) 0(1(4 2) 3) ® 0(1(4 2(6 5)) 3)
(5) 0(1(2 3) 4) ® 0(1(2(6 5) 3) 4)
(6) 0(2 1) ® 0(2 1(4 3))

(7) 0(2 1(4 3)) ® 0(2(6 5) 1(4 3))
(8) 0(3 1(4 2)) ® 0(3 1(4 2(6 5)))
(9) 0(4 1(2 3)) ® 0(4 1(2(6 5) 3))

Kuva 7.9. Kaikki mahdolliset Alonson ja Schottin [1995, Appendix 2, Alg. 2.1] ohjelman
tuottamat bindaripuun koodaukset, kun n=3.

Kuvan 7.9 rivilta 1 nadhdaan, ettd ohjelman alkutilanne on puu 0(1 2).
Satunnaislukugeneraattorin kéyton jalkeen jatketaan yhta suurella todennakoisyydella
joko rivin 2 tilanteesta tai rivin 6 tilanteesta eli joko puusta O(1 2) tai puusta 0(2 1).
Nuoli tarkoittaa sitd, ettd vasemmanpuoleisesta puusta rakennetaan oikeanpuoleinen
puu ilman valintoja. Jos paadyttiin riville 2, jatketaan joko riville 3, 4 tai 5, missa
kunkin todenndkoisyys on 1/3. Jos taas paddyttiin riville 6, jatketaan joko riville 7, 8 tai
9, missa kunkin todennako6isyys on 1/3.

Lopullisia koodauksia tutkimalla huomaamme, etta rivien 3 ja 7 puiden muoto on
sama. Ko. rivien koodaukset eroavat siten, etta puun solmujen tiedot on sijoitettu eri
positioihin taulukossa, mutta molemmat generoivat samanlaisen bindéripuun. Koska
kaikki mahdolliset 6 koodausta ovat yhtéa todennakdisia, tulemme siihen tulokseen, etté
tutkittavana olevan ohjelman generoimat bindéripuut eivat noudata tasajakaumaa
ainakaan kolmisolmuisen puun tapauksessa. Lisaksi khiin nelid -testin perusteella
havaittiin, etta generoidut puut eivdt noudata tasajakaumaea tutkituilla n:n arvoilla
(n£10). Talsdin khiin nelio -testisuureiden arvot olivat sitéd suurempia, mitéa pitemmasta
koesarjasta oli kyse.

Tété tutkimusta varten Rémyn satunnaisia bindaripuita generoiva algoritmi on
toteutettu uudelleen Alonson ja Schottin kayttdm&a koodausmenetelméd soveltaen.
Solmua liséttéessd ohjelma arpoo sekd yhden puun 2n+1 solmusta ettd suunnan
oikealvasen. Taulukon loppuun lisétéan uusi sisdsolmu ja uusi lehtisolmu. Solmujen
vanhempi- ja lapsimuuttujen arvot asetellaan niin, ettd uuden sis&solmun
oikeaksi/vasemmaksi lapseksi tulee arvottu solmu ja uuden sisdsolmun toiseksi lapseksi
uusi lehtisolmu (ks. luku 5.3). Koska puun juuren taulukkopositio saattaa puun
konstruoinnin aikana muuttua, ohjelma yll&pitaa erityista puun juuren osoitinta.
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8. Tutkimustul ok set

Tassa luvussa esitelldan testigjojen tulokset. Vertailukriteerien asymptoottisia arvoja
tutkittiin vaihtelemalla testisarjojen pituuksia ja puiden solmulukumaarid. Algoritmien
toteutusten oikeellisuutta tutkittiin khiin nelio -testilla.

Kéaytamme algoritmeista kolmimerkkisia lyhenteita ARN, MAR, ATK, JOH, KOR
ja REM, jotka saadaan algoritmin (aakkosjérjestyksessd ensimmaéisen) keksijan
kolmesta ensimmaisesta kirjaimesta: Arnold ja Sleep [1980], Martin ja Orr [1990],
Atkinson ja Sack [1992], Johnsen [1991], Korsh [1993] seka Rémyn algoritmi vuodelta
1985 [M&kinen and Siltaneva, 2000]. Puun solmujen lukuméaérdd merkitsemme n:lla ja
generoitujen puiden lukumaaraa r:l1a Taulukoissa kdytamme kirjainta K merkitsemaan
lukua tuhat, esim. 15000=15K.

Algoritmin JOH osalta jétédmme tassa luvussa kokonaan huomiotta esitaulukointi-
vaiheen kustannukset, jotka ovat kvadraattisia. Lisdksi algoritmin JOH mittaustulosten
tulkinnassa on muistettava se, etté suurin suorituskykytesteissa kaytetty n:n arvo oli 10,
kun muiden algoritmien osalta se oli 10° tai 10°.

8.1. Toteutusten oikeellisuus

Generoitujen puiden satunnaisuutta (eli testihypoteesia Ho) testattiin soveltamalla khiin
nelio -testia kohdan 7.2.2 mukaisesti. Tilastollisen luotettavuuden erés edellytys on
generoitavien puiden riittdvan suuri lukumdara (>5C,). Koska erilaisten puiden
lukuméérén kasvu solmulukuméaran n funktiona on eksponentiaalista, myds testeissé
tarvittava generoitavien puiden lukumdara kasvaa eksponentiaalisesti, ja tdma asettaa
rgjoituksensa puiden koolle. Téssd tapauksessa ylargaksi asetettiin n=10. Sita
suuremmilla n:n arvoilla oletamme toteutusten generoimien puiden olevan satunnaisia,
ellei hypoteesia Hop pystytd kumoamaan.

Taulukossa 8.1 on listattu kyseeseen tulevat khiin nelié -jakauman viitearvot.
Merkitsemme df:ll& vapausasteiden lukumddréd. Esimerkiksi jos n=4, niin
satunnaisotoksen perusteella lasketun testisuureen arvo on 95% todenndkdisyydella
<22.36, mikali Hp on tosi.



4 .2971 .7107 1.064

41 22.91 27.33 29.91
131 96.31 105.6 110.7

1429 1308 1342 1361
4861 4635 4700 4735

n df 01

3

4 13 4.107 5.

5

6

7 428 362.9

8

9

10 16795 16372 16495 16561
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Taulukko 8.1. Khiin nelio -jakauman viitearvoja.

Taulukossa 8.2 ovat suoritetun testisarjan perusteella saadut khiin nelio -testi-

suureiden arvot.

n df r
3 4 10K
4 13 10K
5 41 10K
6 131 10K
7 428 10K
8
9
10

ARN MAR

10.11 0.54
5.94 7.94
53.62 39.88

136.36 126.56
405.48 404.71

1429 15K 1498.20 1467 .50
4861 30K 4782.38 4815.12
16795 100K 16990.04 16447.06

12.
40.
103.
399.
1395.
4623.
16960.

12.
44
134.
394.
1482.
4975.
16750.

OH KOR
.38 2.86
22 14.77
34 19.44
70 142.96
15 454 .56
94 1387.04
57 4873.80
23 16988.31

1

3

12
36
133
482
1675

9.45
7.66
6.27
5.07
7.08
2.90
9.93

Taulukko 8.2. Y hden koeajosarjan havainnoituja khiin nelio -testisuureen arvoja.

Taulukon 8.2 havainnot voidaan yhteismitallistaa muuntamalla ne P-arvoiksi eli

todennakoisyyksiksi (taulukko 8.3). Esimerkkina tarkastelemme algoritmin MAR

havaintoa 7.94. kun n=4 ja Hp on tosi, niin todennakoisyys sille, ettd mielivaltainen

havainnoitu khiin nelion arvo on pienempi kuin 7.94, on 0.1525. Taulukon 8.3

vasemmanpuoleiset luvut on haettu taulukon 8.2 lukujen perusteella elektronisesta

tilastollisesta taulukosta [Dear, 1997]. Taulukon 8.3 oikealla puolella ovat uusinta-gjon
perusteella saadut luvut. Viimeisella rivilla ovat sarakkeiden keskiarvot. Jos Hop on tosi,

niin taulukon 8.3 luvut itse asiassa ovat (likimaérin, vrt. kaavan 8.4 huomautus)

tasajakaumaa noudattavan reaaliarvoisen satunnaismuuttujan arvoja valilta [0,1]. Téhan

seikkaan perustuen suoritamme seuraavassa todennakdisyyslaskelmia.

n df r ARN MAR
3 4 10K .9614 0305
4 13 10K .0517 1525
5 41 10K .9105 4797
6 131 10K .6435 4067
7 428 10K .2234 2153
8 1429 15K -9009 7662
9 4861 30K .2133 3228
10 16795 100K .8563 0282

595 -300

ATK JOH
5719 .8275
5041 .4903
4886 .6673
0389 .6055
1687 .1218
2699 .8435
0073 .8769
8169 .4048
358 .605

Taulukko 8.3. Kahden koegjosarjan khiin neli6 -havainnot P-arvoina.



4

Rajoitumme t&ssa kohdassa tutkimaan pelkéastaan taulukon 8.3 vasemmanpuol eisen
testisarjan lukuja. Tutkimme niitd kahden eri ndkemyksen kautta: 1) etsimme yksittéisia
adrihavaintoja ja analysoimme niiden esiintymisen todennakoOisyytta sekd 2)
analysoimme vastaavalla tavalla erikseen kunkin algoritmin tuottamia lukuja.

1) Kahta lukuunottamatta yksittaiset khiin nelid -testisuureen arvot osuvat taulukon
8.1 rgoihin. Suurin poikkeama havaitaan algoritmin KOR tapauksessa, kun n=5.
Taldin generoitujen puiden jakauma oli sellainen, etta sitd ‘tasaisemman’ jakauman
todennakoisyys on noin 0.0017 = 1/588, jos Hp on tosi.
esiintyy ainakin yksi niin tasainen generoitujen puiden jakauma, etta sité tasaisemman
jakauman todennakoéisyys on vain 1/588? Vastaavan kysymyksen itse asiassa
kysyisimme, mikdli testisarja sisdltaisi niin ‘epétasaisen’ jakauman, ettd sSitd
epatasaisemman jakauman todenndkdisyys olisi 1/588. Todennakoisyys p sille, etta
jompikumpi tai molemmat edellamainituista tapauksista toteutuu, on

p=1-(1-2*0.0017)* = 0.1508 = 1/6.63.

Toisin sanoen, jos Hp on tosi kaikkien algoritmien osalta, tarkasteltua arvoa
‘aarimmaisempi’ arvo esiintyy taulukon 8.3 kaltaisissa taulukoissa keskimé&arin noin
joka seitsemannessa.

2) Seuraavaks tarkastelemme algoritmien koesarjoja erikseen. Taulukossa 8.3
odotusarvosta (noin) 0.5 eniten poikkesi koesarjan MAR lukujen keskiarvo 0.300.
Kuinka todennakdista on, etté kahdeksan koeajon joukossa esiintyy keskiarvo, joka on
<0.300 (tai vastaavasti >0.700), jos Hp on tosi? Mallinnamme ongelman seuraavasti:
olkoon Sy = X3+Xot...+Xm, missd kukin X; on riippumaton satunnaismuuttuja, joka
generoi (tarkalleen) tasgakaumaa noudattavia reaalilukuja vélilta [0,1]. Sy:n jakauma
lahestyy normaalijakaumaa, kun m kasvaa (keskeinen raja-arvolause). Kuitenkin téssa
tapauksessa m on liian pieni, jotta normaalijakauma-approksimaatio olisi riittéava.
Avuksi tarvitaan Sqy:n kertymafunktio, jonka antaa Feller [1966, s. 27]. Todenn&kdisyys

sille, ettd S£x, missid x on mielivaltainen reaaliluku, on

m
o]

(84) P{SnEX} = % a (- 1)?“9 (Pos(x-i))™,

missa funktio Pos(x)=x, kun x30, ja Pos(x)=0, kun x<0. Mainittu todennakoisyys on
aina 0, kun x£0, jaana 1, kun x3 m, ja P{ SyEm/2} =0.5. Huomaa kuitenkin, etta khiin

nelio -testisuureen likimadréisyyden vuoksi (c’jakauman viitearvoihin verrattuna)
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P-arvojen summan jakauman ja kaavan 8.4 vdlinen vastaavuus el ole tarkka. Testi-
suureen arvot (jos Ho on tosi) noudattavat c-jakaumaa sita tarkemmin, mit& suurempi r
on. Tarkkuuteen vaikuttavia tekijoitd ovat lisdksi vapausasteiden lukumédra seké
havaintoluokkien todennak6isyydet.

Taulukossa 8.3 algoritmin MAR arvojen summa on 2.4019. Kaavan 8.4 perusteella
arvioimme P{ Ss£2.4019} = (2.4019° - 8¢1.4019° + 28+0.4019%) / 8! = 0.0245. Symmet-
rian perusteella on P{ $£8-2.4019} = 1-0.0245. Té&ten todenndkoisyys vahintdan havai-
tunsuuruisen poikkeaman (suuntaan tai toiseen) esiintymiseen on noin 2*0.0245 =
0.049, jos Ho on tosi. Algoritmeja on kuitenkin kuusi, ja kiinnitimme huomiomme
kuudesta tapauksesta vahintddn yhdessa esiintyy havaitunsuuruinen tai suurempi
poikkeama odotusarvosta? Tamé todennakaisyys on p = 1-(1-2*0.0245)° = 0.260.
kaltaisia laskelmia voidaan esittéa nékokulmasta riippuen monia erilaisia. Testigjoja
uusittaessa saadaan tarkentuva kuva tutkittavien lukujen satunnaisuudesta. Uusinta-
gjoissa havaittiin, ettd 'epdilyttavid’ arvoja esiintyi, mutta ne eivét esiintyneet samoissa
kohdissa gjoja toistettaessa. Toisin sanoen, epéilyttédvien arvojen esiintyminen oli
satunnaista. Toteamme siis, ettd emme voi hylata testihypoteesia Hy suoritettujen khiin

nelio -testisarjojen perusteella.

8.2. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaar at

Tassd kohdassa taulukoimme vertailukriteereind kaytettyjen operaatioiden
havaittuja lukumaaria eri algoritmien toteutuksilla ja eri n:n arvoilla (taulukot 8.5 -
8.10). Menettely on seuraava: kiinnitetddn generoitavien puiden koko n ja lukumaarar,
lasketaan yhteen koko testigjon operaatioiden ABC lukuméérd, jaetaan tdma lukumaara
luvulla n*r ja ilmoitetaan tulos sarakkeessa ABC. Nan saadut luvut itse asiassa
ilmoittavat keskimaaréisen operaatioiden lukumééran yhta solmua kohti, ja ne ovat
vertailukelpoisia riippumatta testisarjan pituudesta sekd puun koosta, kunhan testisarja
on riittdvan pitk& Suurilla n:n arvoilla testisarjan ‘riittavastd’ pituudesta jouduttiin
tinkimaan. Puiden kokoa kasvattamalla toivottiin saatavan selville vertailukriteerien
asymptoottiset raja-arvot. Operaatioiden nimien selitykset annettiin kohdassa 7.1.2.
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n r LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR FUN RFUN RAN OTH
4 10K 34.99 10.75 5.00 10.25 2.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 0.00

10 10K 39.29 11.30 5.45 12.10 3.00 1.50 2.00 0.00 0.00 1.50 0.00
100 10K 43.44 11.91 5.93 13.78 3.88 1.94 2.00 0.00 0.00 1.94 0.00

1K 5K 43.94 11.99 5.99 13.98 3.99 1.99 2.00 0.00 0.00 1.99 0.00
10K 1K 43.99 12.00 6.00 14.00 4.00 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 0.00
100K 100 44.00 12.00 6.00 14.00 4.00 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 0.00

Taulukko 8.5. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaarat [Arnold ja Sleep, 1980].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR FUN RFUN RAN OTH
4 10K 32.61 7.77 2.26 15.06 3.02 1.26 1.75 0.00 0.00 0.75 0.00
10 10K 41.30 9.50 2.65 19.80 4.05 1.65 1.90 0.00 0.00 0.90 0.00
100 10K 48.13 10.83 2.96 23.53 4.89 1.96 1.99 0.00 0.00 0.99 0.00
1K 5K 48.91 10.98 3.00 23.95 4.99 2.00 2.00 0.00 0.00 1.00 0.00
10K 1K 48.99 11.00 3.00 24.00 5.00 2.00 2.00 0.00 0.00 1.00 O0.00
100K 100 49.00 11.00 3.00 24.00 5.00 2.00 2.00 0.00 0.00 1.00 0.00

Taulukko 8.6. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaarét [Martin ja Orr, 1990].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV ARR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 85.28 26.90 12.32 15.91 1.00 0.00 15.35 0.00 0.91 1.00 0.91

10 10K 81.07 25.68 11.34 15.57 1.00 0.00 15.53 0.00 0.57 1.00 0.57
100 10K 76.74 24.47 10.38 15.17 1.00 0.00 15.83 0.00 0.18 1.00 0.18
1K 5K 75.52 24.14 10.11 15.04 1.00 0.00 15.95 0.00 0.06 1.00 0.06
10K 1K 75.16 24.04 10.04 15.01 1.00 0.00 15.98 0.00 0.02 1.00 0.02
100K 100 75.06 24.01 10.01 15.01 1.00 0.00 15.99 0.00 0.01 1.00 O.01

Taulukko 8.7. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaarat [Atkinson ja Sack, 1992].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV ARR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 95.93 28.02 7.73 23.11 0.00 1.91 25.11 0.00 0.00 0.75 0.00
10 10K 150.15 43.10 11.72 36.88 0.00 3.22 38.88 0.00 0.00 0.90 0.00

Taulukko 8.8. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaarat [Johnsen, 1991].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV ARR FUN RFUN RAN OTH
4 10K 103.10 27.41 20.21 18.03 0.75 0.00 15.25 0.00 0.00 0.75 0.00
10 10K 105.20 27.34 20.15 19.26 0.90 0.00 16.30 0.00 0.00 0.90 0.00
100 10K 106.10 27.13 20.05 19.96 0.99 0.00 16.93 0.00 0.00 0.99 0.00
1K 5K 106.01 27.03 20.00 19.99 1.00 0.00 16.99 0.00 0.00 1.00 0.00
10K 1K 105.33 26.87 19.82 19.86 1.00 0.00 16.95 0.00 0.00 1.00 0.00
100K 100 105.95 26.99 19.99 19.99 1.00 0.00 17.00 0.00 0.00 1.00 O0.00

Taulukko 8.9. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaarét [Korsh, 1993].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR FUN RFUN RAN OTH
4 10K 36.82 16.25 3.83 3.00 2.00 0.00 9.91 0.00 0.00 2.00 9.91
10 10K 36.14 15.50 3.89 3.00 2.00 0.00 9.87 0.00 0.00 2.00 9.87
100 10K 35.97 15.05 3.98 3.00 2.00 0.00 9.96 0.00 0.00 2.00 9.96
1K 5K 35.99 15.00 4.00 3.00 2.00 0.00 9.99 0.00 0.00 2.00 9.99
10K 1K 36.00 15.00 4.00 3.00 2.00 0.00 10.00 0.00 0.00 2.00 10.00
100K 100 36.00 15.00 4.00 3.00 2.00 0.00 10.00 0.00 0.00 2.00 10.00

Taulukko 8.10. Koodausten generointi: operaatioiden lukumaarét (Rémyn algoritmi).
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8.3. Puiden konstruointi koodausten perusteella: operaatioiden lukumaar &t

Seuraavaksi taulukoimme lopullista muotoa olevien bin&éripuiden konstruoinnin
kustannukset, kun bingéripuiden koodaukset on annettu (taulukot 8.11 - 8.15).
Vertailukriteereind kaytettyjen operaatioiden lukuméarien laskentaperiaate on sama
kuin edellisessd kohdassa. Suurin solmulukuméara testeissa oli n=10000. Saatujen
lukujen perusteella voimme tarvittaessa ekstrapoloida sarakkeen n=100000 luvut
(poikkeus: taulukko 8.13).

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR PTR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 13.75 4.75 3.00 2.00 0.00 0.00 2.00 3.50 0.00 2.00 0.00 0.00
10 10K 13.90 4.90 3.00 2.00 0.00 0.00 2.00 3.80 0.00 2.00 0.00 O0.00
100 10K 13.99 4.99 3.00 2.00 0.00 0.00 2.00 3.98 0.00 2.00 0.00 O0.00
1K 5K 14.00 5.00 3.00 2.00 0.00 0.00 2.00 4.00 0.00 2.00 0.00 o0.00
10K 1K 14.00 5.00 3.00 2.00 0.00 0.00 2.00 4.00 0.00 2.00 0.00 0.00

Taulukko 8.11. Lopullisten puiden konstruointi: tasapainotetut sulkujonot [Arnold and
Sleep, 1980; Atkinson and Sack, 1992].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR PTR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 9.75 4.25 2.50 0.75 0.00 0.00 0.75 1.50 0.00 1.00 0.00 0.75
10 10K 11.10 4.70 2.80 0.90 0.00 0.00 0.90 1.80 0.00 1.00 0.00 0.90
100 10K 11.91 4.97 2.98 0.99 0.00 0.00 0.99 1.98 0.00 1.00 0.00 0.99
1K 5K 11.99 5.00 3.00 1.00 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 1.00 0.00 1.00
10K 1K 12.00 5.00 3.00 1.00 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 1.00 0.00 1.00

Taulukko 8.12. Lopullisten puiden konstruointi: oikean etéisyyden menetelméa [Martin
and Orr, 1990].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV ~ ARR PTR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 9.75 3.88 2.50 1.13 0.00 0.00 0.75 1.50 0.00 1.00 0.00 O0.00
10 10K 11.10 4.25 2.80 1.35 0.00 0.00 0.90 1.80 0.00 1.00 0.00 O0.00

Taulukko 8.13. Lopullisten puiden konstruointi: oksastus [Johnsen, 1991].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV ~ ARR PTR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 12.75 5.75 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 1.50 0.00 1.00 0.00 2.00
10 10K 12.90 5.90 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 1.80 0.00 1.00 0.00 2.00
100 10K 12.99 5.99 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 1.98 0.00 1.00 0.00 2.00
1K 5K 13.00 6.00 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 2.00 0.00 1.00 0.00 2.00
10K 1K 13.00 6.00 2.00 2.00 0.00 0.00 2.00 2.00 0.00 1.00 0.00 2.00

Taulukko 8.14. Lopullisten puiden konstruointi: esijérjestys-numeroparit [Korsh, 1993].

n r LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR PTR FUN RFUN RAN OTH

4 10K 23.25 8.75 6.75 0.00 0.00 0.00 4.50 4.00 0.00 2.25 0.00 9.00
10 10K 21.90 8.30 6.30 0.00 0.00 0.00 4.20 4.00 0.00 2.10 0.00 8.40
100 10K 21.09 8.03 6.03 0.00 0.00 0.00 4.02 4.00 0.00 2.01 0.00 8.04
1K 5K 21.01 8.00 6.00 0.00 0.00 0.00 4.00 4.00 0.00 2.00 0.00 8.00
10K 1K 21.00 8.00 6.00 0.00 0.00 0.00 4.00 4.00 0.00 2.00 0.00 8.00

Taulukko 8.15. Lopullisten puiden konstruointi: solmujen taulukointi (Rémyn algoritmi).
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8.4. Y hteenlasketut operaatioiden lukumaar at
Tassd kohdassa taulukoimme koodausten generoinnin ja lopullisten puiden
konstruoinnin yhteenlasketut yksikkokustannukset kunkin algoritmin osalta (taulukot
8.16 - 8.21). Sarakkeen ‘kd’ (vast. ‘puut’) kukin luku on vastaavan koodausten
generointitaulukon (vast. puiden konstruointitaulukon) yhden vaakarivin lukujen
summa. Tahdella merkityssa sarakkeessa suluissa ilmoitettu luku on algoritmin
kustannus, kun ‘ periaatteessa tarpeettomat’ silmukat (ks. kohta 7.1.2) on karsittu.
Taulukoissa on listattu siis vain vertaillukriteereind kaytettyjen operaatioiden
lukumaarien summia kiinnittaméatt& huomiota siihen, kuinka raskaita eri operaatiot ovat
toisiinsa nahden. Esimerkiksi yksi satunnaislukugeneraattorin kutsu on taulukon
luvuissa samanarvoinen minka tahansa muun operaation kanssa vaikka se koostuu
useasta yksinkertaisemmasta operaatiosta. Lopullista muotoa olevan puun solmun
luonnin kustannukset on jétetty pois, koska laskentatavasta johtuen tama lukumééra on
aina tésméalleen yksi. Painokertoimet eri operaatioille asetetaan jaljempana.

n r kd kd* puut yht. vht.*
4 10K 66.98 ( 66.98) + 31.00 = 97.98 ( 97.98)
10 10K 76.13 ( 76.13) + 31.60 = 107.73 ( 107.73)
100 10K 84.82 ( 84.82) + 31.96 = 116.78 ( 116.78)
1K 5K 85.88 (1 85.88) + 32.00 = 117.88 ( 117.88)
10K 1K 85.99 ( 85.99) + 32.00 = 117.99 ( 117.99)
100K 100 86.00 ( 86.00) + 32.00 = 118.00 ( 118.00)

n r kd kd* puut yht. yht.*
4 10K 64.47 ( 57.97) + 21.25 = 85.72 ( 79.22)
10 10K 81.75 ( 74.95) + 24.10 = 105.85 ( 99.05)
100 10K 95.29 ( 88.31) + 25.81 = 121.10 ( 114.12)
1K 5K 96.83 (89.83) + 25.98 = 122.81 ( 115.81)
10K 1K 96.98 (. 89.98) + 26.00 = 122.98 ( 115.98)
100K 100 97.00 ( 90.00) + 26.00 = 123.00 ( 116.00)

n r kd kd* puut vht. yht_*
4 10K 159.57 ( 127.82) + 31.00 = 190.57 ( 158.82)
10 10K 152.34 ( 122.84) + 31.60 = 183.94 ( 154.44)
100 10K  144.94 ( 116.79) + 31.96 = 176.90 ( 148.75)
1K 5K 142.87 ( 114.85) + 32.00 = 174.87 ( 146.85)
10K 1K  142.27 ( 114.27) + 32.00 = 174.27 ( 146.27)
100K 100 142.10 ( 114.10) + 32.00 = 174.10 ( 146.10)

Taulukko 8.18. Y hteenlasketut operaatioiden lukumaarét: Atkinson ja Sack [1992].
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n r kd kd* puut vht. yht_*

4 10K 182.55 ( 176.05) + 20.50 203.05 ( 196.55)
10 10K 284.84 ( 278.04) + 23.20 308.04 ( 301.24)

Taulukko 8.19. Y hteenlasketut operaatioiden lukumaarét: Johnsen [1991].

n r kd kd* puut vht. yht_*
4 10K 185.49 ( 141.99) + 29.00 = 214.49 ( 170.99)
10 10K 190.05 ( 147.45) + 29.60 = 219.65 ( 177.05)
100 10K  192.14 ( 150.08) + 29.96 = 222.10 ( 180.04)
1K 5K 192.02 ( 150.02) + 30.00 = 222.02 ( 180.01)
10K 1K  190.83 ( 148.83) + 30.00 = 220.83 ( 178.83)
100K 100 191.92 ( 149.92) + 30.00 = 221.92 ( 179.92)

n r kd kd* puut yht. vht.*
4 10K 83.72 ( 75.47) + 58.50 = 142.22 ( 133.97)
10 10K 82.27 ( 74.77) + 55.20 = 137.47 ( 129.97)
100 10K 81.92 ( 74.87) + 53.22 = 135.14 ( 128.09)
1K 5K 81.98 ( 74.98) + 53.02 = 135.00 ( 128.00)
10K 1K 82.00 ( 75.00) + 53.00 = 135.00 ( 128.00)
100K 100 82.00 ( 75.00) + 53.00 = 135.00 ( 128.00)

Taulukko 8.21. Y hteenlasketut operaatioiden lukumaarét: Rémyn algoritmi.

8.5. Yhteenlasketut painotetut kustannukset

Tassd kohdassa taulukoimme koodausten generoinnin ja lopullisten puiden
konstruoinnin yhteenlasketut painotetut kustannukset kunkin algoritmin osalta (taulukot
8.23 - 8.28). Operaatioiden painokertoimet on listattu taulukossa 8.22. Mit&an ‘oikeital
operaatioiden painokertoimia el ole olemassa, eika valittujen kerrointen valintaa
perustella. Muutettujen painokerrointen mukaiset taulukkoarvot on haluttaessa helppo
laskea uudelleen taulukoiden 8.5 - 8.15 mukaisten operaatioiden lukumaérien
perusteella. Sarake ‘vk’ (vakiokustannukset) sisdltéa yhden lopullista muotoa olevan
puun solmun luonnin painotetut kustannukset. Koska kaikki kustannukset ilmoitetaan
yhtd solmua kohti, yhtd taulukon vaakarivid kohti siis luodaan aina tasmalleen yksi
solmu. Satunnaislukugeneraattorin painokerroin on laskettu sen suorittamien perus-
operaatioiden painotettujen kustannusten perusteella. Tahdelld merkityt sarakkeet
ilmaisevat algoritmien kustannukset, kun ‘periaatteessa tarpeettomat’ silmukat (ks.
kohta 7.1.2) on karsittu.

LOA STO CMP ADD MUL DIV~ ARR PTR FUN RFUN RAN OTH

1 1 1.5 1.5 2 2 4.5 2 6 10 32 2

Taulukko 8.22. Operaatioiden painokertoimet.
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Taulukko 8.26. Y hteenlasketut painotetut kustannukset:
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r
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10K
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1K
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kd kd*
281.97 ( 232.47)
295.61 ( 247.01)
303.07 ( 255.01)
303.45 ( 255.45)
302.00 ( 254.00)
303.40 ( 255.40)

kd kd*
195.72 ( 186.35)
194.14 ( 185.59)
194.25 ( 186.19)
194.45 ( 186.45)
194.49 ( 186.49)
194.50 ( 186.50)

I

I

I

I

yht. vht
213.59 ( 213
241.77 ( 241
267.12 ( 267
270.16 ( 270
270.47 ( 270
270.50 ( 270
Arnold ja Sleep

yht. vht
179.52 ( 172
210.02 ( 202
232.27 ( 224
234.72 (226
234.97 ( 226
235.00 ( 227

382.44 ( 375.
551.54 ( 543.

Johnsen [1991].

Taulukko 8.28. Y hteenlasketut painotetut kustannukset: Rémyn algoritmi.
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8.6. Asymptoottiset kustannukset

Taulukoihin 8.29 - 8.32 on koottu havaitut algoritmien kustannukset, kun n=100000.
Kohtien 8.2 - 8.5 perusteella teemme padtelmia siitd, edustavatko téssa kohdassa
annetut luvut asymptoottista raja-arvoa vai eivédt. Lisdks tarkastelemme lukujen
hajontaa eri ajokerroilla, algoritmien kayttamien lukujen suuruutta ja algoritmien
tilank&yttoa.

Lopullisten puiden konstruointialgoritmien kohdalla asymptoottiset raja-arvot
selvastikin  10ytyivat, joten seuraavassa tarkastelemme koodausten generointi-
algoritmeja.

Algoritmien ARN, MAR sek& REM kohdalla asymptoottiset raja-arvot on
likim&&rin saavutettu: tapausten n=10000 ja n=100000 vélinen ero kustannuksissa on
mitaton.

Algoritmin ATK luvut nayttéavéat lahestyvan raja-arvoa, mutta jotta téllainen
|Gytyisi, pitéisi puiden kokoa ja testisarjan pituutta suurentaa. Kun solmujen lukumééréat
ovat n=4, 10, 100, 1000, 10000 ja 100000, koesarjan kustannusten (taulukko 8.18,
sarake ‘kd’) suhteelliset muutokset n:n kasvaessa edelliseen n:n arvoon verrattuna olivat
prosenteissa ilmaistuna 4.5, 4.9, 14, 0.4 ja 0.1. Suhteellisen eron muutoksen
suppenemisvauhti el ollut riittavan sdannollistd, jotta tasméllistéa raja-arvoa naiden
lukujen perusteella voitaisiin arvioida. Taulukoiden 8.18 ja 8.25 perusteella katsomme
kuitenkin, ettd ragja-arvo on ‘likimaarin’ |0ydetty. Joka tapauksessa algoritmin ATK
kustannukset n:n kasvaessa ldhestyvét raja-arvoa hitaammin kuin algoritmien ARN,
MAR seka REM kustannukset.

Algoritmin KOR tapauksessa havaittujen kustannusten muutos n:n funktiona el
ollut monotonista. Tama saattaa johtua siita, ettei testisarjojen pituus algoritmin KOR
suhteen ollut riittavd. Toisaalta, algoritmin eri gokerroilla esiintyvd operaatioiden
lukumééran keskihgjonta on muita algoritmeja suurempi (taulukko 8.33). Havaittujen
lukujen perusteella voitaneen kuitenkin otaksua, ettéa asymptoottinen raja on likimé&érin
I0ydetty, mutta sen lOytyminen edellyttdd pitempid koesarjoja ja suurempia
solmulukuméérid kuin algoritmin ATK tapauksessa.

Koska algoritmin JOH tapauksessa suurin n:n arvo oli 10, luvut elva edusta
asymptoottista raja-arvoa. Luvuista on lisdksi jétetty pois esitaulukointivaiheen
kustannukset, jotka ovat kvadraattisia.



ARN
MAR
ATK
JOH
KOR
REM

LOA STO CMP
44.00 12.00 6.00
49.00 11.00 3.00
75.06 24.01 10.01

150.15 43.10 11.72
105.95 26.99 19.99
36.00 15.00 4.00

Taulukko 8.29. Koodausten
(poikkeus: JOH, n=10).

ARN
MAR
ATK
JOH
KOR
REM

Taulukko 8.30
(poikkeus:

Taulukko 8.31

Taulukko 8.32. Y hteenlasketut painotetut kustannukset, kun n=100000 (poikkeus: JOH,

Taulukoiden 8.5 - 8.32 luvut on saatu yhdesta testisarjasta kaikkien algoritmien ja
n:n arvojen osalta Kustannusten hajontalukujen tutkimista varten testigjot ajettiin
uudelleen koodausten generointialgoritmien osalta ja laskettiin operaatioiden yhteen-
laskettujen lukumé&arien keskiarvot (eli taulukoiden 8.16 - 8.21 sarakkeen ‘kd’ arvot) ja
keskihajonnat eri algoritmeille (taulukko 8.33). Koska tutkittavien suureiden ‘oikeat’
jakaumat eivét ole tiedossa, laskennassa kaytettiin otoksen perusteella lasketun keski-

LOA STO CMP A
14.00 5.00 .00
12.00 5.00 3.00 1
14.00 5.00 3.00 2
11.10 4.25 2.80 1
13.00 6.00 2.00 2
21.00 8.00 6.00 O

ARN
MAR
ATK
JOH
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ADD  MUL DIV
14.00 4.00 2.00
24.00 5.00 2.00
15.01 1.00 0.00 1
36.88 0.00 3.22 3
19.99 1.00 0.00 1
3.00 2.00 0.00 1
generointi:

DD MUL
.00 0.00
.00 0.00
.00 0.00
.35 0.00
.00 0.00
.00 0.00

n=10).
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. Lopullisten puiden konstruointi
JOH, n=10).

+ 4+ + + + o+

ARR FUN

2.00 .00
2.00 0.00
5.99 0.00
8.88 0.00
7.00 0.00
0.00 0.00

hajonnan kaavaa [esim. Graham et al., 1989, s. 278].

N RFUN RA
00 2.00 O.
00 1.00 O.
00 2.00 O.
00 1.00 O.
00 1.00 O.
00 2.00 O.

.50)
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n r ARN MAR ATK JOH KOR REM

4 10K 66.94/4.30 64.27/9.98 159.69/4.97 182.33/20.48 185.25/15.62 83.77/1.58

10 10K 76.12/3.44 81.75/6.06 152.29/3.55 284.99/46.65 189.93/15.38 82.28/0.85
100 10K 84.82/0.52 95.28/0.84 144.96/1.70 - 192.11/15.06 81.92/0.13

1K 5K 85.88/0.06 96.83/0.08 142.93/1.22 - - - - -
10K 1K 85.99/0.00 96.98/0.00 142.35/1.19 - 192.49/14.89 82.00/0.00
100K 100 86.00/0.00 97.00/0.00 142.08/1.19 -

Taulukko 8.33. Koodausten generointialgoritmien operaatioiden yhteenlaskettujen
lukuméérien keskiarvot ja keskihajonnat.

Y hden puun generointiin kaytettyjen operaatioiden yhteenlaskettujen lukuméérien
keskihgjonta oli algoritmellla ARN, MAR ja REM olematon suurilla n:n arvoilla
Muiden algoritmien jarjestys (pienemméasta suurempaan) oli ATK, KOR ja JOH.
Poislukien algoritmi JOH, hgjonta pieneni puun koon kasvaessa, mutta algoritmin KOR
tapauksessa havaittu muutos oli hyvin hidasta.

Seuraavaksi taulukoimme koodausten generointialgoritmien kayttamien lukujen
suuruuden n:n funktiona (taulukko 8.34). Satunnaislukugeneraattorin kayttamia lukuja
el huomioida. Erottuu kaksi ryhmaa: algoritmit ATK, KOR ja REM, joiden toiminnassa
satunnaisuus toteutuu koodauksen sisdltédvan taulukon positioiden satunnaisessa
valinnassa, sekd& algoritmit ARN, MAR ja JOH, joissa satunnaisuus toteutuu
valitsemalla satunnaisesti kunkin koodialkion arvo. Edellisessd ryhmassa kaytettyjen
lukujen suuruus on O(n), ja jalkimmaisessa ryhméssa suurempi. Algoritmin JOH luvut
ovat eksponentiaalisia, mutta vastaavia satunnaisia bindaripuun koodauksia on
mahdollista generoida toisella tavalla lineaarisessa ajassa kayttéen lukuja, joiden
suuruus on O(n?) [M&kinen, 1999; ks. myds kohta 5.7].

on®d o3 2n exp 2n 2n

Taulukko 8.34. Koodausten generointialgoritmien kayttamien lukujen suuruus
solmulukumééran funktiona [M &kinen, 1999].

Taulukossa 8.35 on esitetty koodausten generointialgoritmien toteutusten
asymptoottinen tilankayttd solmulukuméérén funktiona. Kun n on suuri, merkitsevéa
tilankayton kannalta on ainoastaan n:sté riippuvien tietorakenteiden koko (ja tyyppi).
Toteutuksissa pyrittiin  optimoimaan gjankayttda ja sopeuttamaan tilankayttd sen
mukaan. Algoritmien ATK, JOH ja KOR toteutuksissa tarvittiin aputaulukoita. Ainakin
algoritmin  ATK toteutuksen tilank&ytt6a olisi voitu parantaa, jos olisi tingitty
g oalkaisesta tehokkuudesta.



Algoritmeissa ATK, ARN ja KOR bindripuun koodaus on periaatteessa
esitettdvissa bittijonona.  Algoritmin  JOH esitaulukointivaiheessa rakennettavan
taulukon tilavaatimus on O(n?). Algoritmi REM tarvitsee yhden taulukon, jonka koko
on 2n+1, mutta jonka kukin alkio koostuu kolmesta taulukon indeksistd. Rekursiivisen
algoritmin ATK ajoaikaisen kutsupinon korkeus on pahimmassa tapauksessa n. Jos
piddmme bindériarvoisia taulukoita samanarvoisina kuin kokonaislukutaulukoita,
tilankayton suhteen algoritmien paremmuusjarjestys on MAR, ARN, KOR, REM,
ATK, JOH.

2n(bit) n(int) 2n(bit)  O(F)  2n(bit) 6nCint)
4An(int) 2n(int)

Taulukko 8.35. Koodausten generointialgoritmien toteutusten tilank&yttd solmuluku-
maaran funktiona.

8.7. Keskusyksikkoaika

Tassd kohdassa esitellédn tulokset, jotka saatiin, kun mitattiin koodausten
generointialgoritmien  kuluttamaa keskusyksikkdaikaa (taulukko 8.36). Testaus
suoritettiin VAX 7000-830 osituskayttoympéristossd. Koeajoja varten ohjelmien kaikki
‘yliméarainen’ ohjelmakoodi poistettiin, siis my0s lopullisten puiden konstruointi-
modulien kutsut. Mittaus kaynnistettiin vasta juuri ennen kuin ohjelman suoritus eteni
varsinaisen algoritmin suorituksen toistoja sisdltavaan silmukkaan, ja lopetettiin
vaittdmasti ko. silmukan jalkeen.

Kustannusten laskentaperiaate on sama kuin aiemmissa kohdissa, ts. kustannukset
lasketaan yhté puun solmua kohti. Mitattu kokonaisaika siis jaettiin generoitujen puiden
lukumaardlla r ja osamaara jaettiin solmulukumaaralla n. On huomattava, etta taulukon
8.36 luvut eivét tarkkaan ottaen ole yhteismitallisia, koska lopullista muotoa olevien
bin&éripuiden konstruoinnin CPU-aikaa el mitattu.

Ohjelmointiympériston tarjoamat ajanlaskentapalvelut mittasivat CPU-aikaa yhden
sadasosasekunnin paloina. Taulukon 8.36 luvut on jaettava luvulla 10° jotta saadaan
selville, montako sekuntia CPU-aikaa keskimaérin kului yhtd puun solmua kohti.
Saman koegjon eri toistokerroilla tai muutoin sellaisilla goilla, joiden odotettu
lopullinen tulos oli sama (ts. n vakio, r vaihteli), yhteismitallisen gjan havaittu vaihtelu
oli ale 2.5 prosenttia, paitsi algoritmilla KOR, jonka havaittu suurin vaihtelu oli noin
4.48 prosenttia. Puiden koodauksia generoitiin n:n arvoon 10° asti. T&lin kuitenkin
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yhteismitalliset luvut kasvoivat selvasti esim. n:n arvoon 10° verrattuna. Taman selittaa
se, etté ohjelman sisaltamat taulukot mahtuivat keskusmuistiin, kun n=10°, mutta eivét
endé silloin, kun n=10°, joten jalkimméisessa tapauksessa aikakertymé aiheutui suureksi
osaksi kayttojarjestelman suorittamasta virtuaalimuistin osien siirtelysta keskusmuistin
jasivutustiedoston véalilla.

n r ARN MAR ATK JOH KOR REM

4 500K 2.660 2.420 3.995 3.920 3.620 4.885

10 100K 3.690 2.940 3.750 5.680 3.870 4.780
100 50K 4.630 3.288 3.454 - 4.120 4.872
1K 10K 4.827 3.353 3.435 - 4.080 4.882
10K 1K 4.809 3.373 3.574 - 4.232 5.043
100K 100 4.785 3.361 3.988 - 4.640 5.674
1000K 10 4.797 - 7.593 - 7.881 10.978

Taulukko 8.36. Koodausten generointialgoritmien toteutusten suhteellisia keskusyksikko-
aikoja yhta puun solmua kohti.

8.8. Koodausten gener ointialgoritmit: vertailua

Tassd kohdassa vertailemme tutkittavia koodausten generointialgoritmeja edella
esitettyjen taulukoiden perusteella. Ellei erikseen mainita, algoritmit luetellaan
resurssien kayton suhteen paremmuusjdrjestyksessd, ts. taloudellisimmat ensin.
Algoritmien yhteydessd mainitut arvot ilmoittavat likimaaréisesti, kuinka paljon
algoritmi kuluttaa tarkasteltavana olevaa resurssia keskiméarin yhta puun solmua kohti,
kun puun koko kasvaa suureksi.

Ensiksi tarkastelemme koodausten generointialgoritmien yksittdisia operaatioiden
lukumaaria (ks. kohta 8.2).

Algoritmit MAR, ATK, JOH ja KOR kuluttavat yhden satunnaisluvun (operaatio
RAN) yhtd puun solmua kohti, ARN ja REM kaksi. Talla on merkitystd, koska
ké&yttamamme satunnai slukugeneraattorin toteutus on raskas.

Taulukkoviittausten (operaatio ARR) suhteen algoritmit ARN (2 operaatiota) ja
MAR (2) olivat selvasti parhaita, muiden jarjestys on REM (10), ATK (16), KOR (17)
ja JOH (>38). Huomioitava on kuitenkin myds se, etta erilaisten taulukkoviittausten
vdlilla vallitsee myos kvaliteettiero: tehdaanko taulukkoviittauksia taulukon alkioihin
‘hajasaantityyppisesti’ vai k&ydaankod taulukkoa l8pi perakkan, jolloin taulukko-
viittauksen voidaan olettaa olevan kevyempi. Asian merkitys tulee esille ainakin silloin,
kun generoidaan niin  suuria puita, etteiva niiden esitysmuodot mahdu
kokonaisuudessaan keskusmuistiin. TallGin ei-perdkkéisessa jérjestyksessa |&pikaytavét
taulukot kuormittavat enemman kayttdjarjestelmépalveluita (ks. taulukko 8.36), ja
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ohjelman suoritus etenee hitaammin. Algoritmit ARN ja MAR kéayvét taulukkoa I&pi
ainoastaan perakkain; muut sisdltavat kumpiakin tapoja. Tama selittédd myos sen, miksi
algoritmin  ARN suorituksen vertailukelpoisen keskusyksikkdgjan kasvuvauhti on
pienempi kuin algoritmien ATK, KOR ja REM silloin, kun n=10°.

Aritmeettisten operaatioiden (operaatiot ADD, MUL, DIV €li yhteen/vahennys-,
kerto- jajakolaskujen lukuméaréat yhteenlaskettuna) suhteen jarjestys oli REM (5), ATK
(16), ARN (20), KOR (21), MAR (31) ja JOH (36). Lukuunottamatta algoritmia ARN
kaikkien algoritmien yhteenlaskuista tarkemmin méaarittelemétén osa on silmukoiden
ohjausmuuttujien lisdysoperaatioita. Lisdksi suurin osa algoritmien yhteen- tai
vahennyslaskuista on sellaisia, joissa muuttujan arvoa muutetaan yhdella. Tallaisia
operaatioita varten tietokoneiden kaskyvalikoimassa on yleensd oma konekasky
(muuttujan  ‘inkrementointi’), joten niiden suorituksen voidaan katsoa olevan
tehokkaampia kuin ‘oikeiden’ yhteenlaskujen.

Algoritmin MAR suorituksessa, likimérin n:n arvoista 9.5*10° akaen ilmeni
laskentatarkkuuden menetys liian suurten lukujen vuoksi. Seurauksena oli gjoaikainen
virhe (jako nollalla). Tama todenndkoisesti voitaisiin vattéa paloittelemalla ja
uudelleenryhmittelemall&a algoritmin aritmeettisia lausekkeita.

Aritmeettisten ja loogisten vertailujen (operaatio CMP) osalta tulos oli MAR (3),
REM (4), ARN (6), ATK (10), JOH (>11) ja KOR (20).

Muuttujaviittausten ja muuttujaan sijoitusten osalta (operaatiot LOA ja STO;
lukumé&érét laskettu yhteen) jarjestys on REM (51), ARN (56), MAR (60), ATK (99),
KOR (133) ja JOH (>190). Muuttujaan sijoitus on sama asia kuin lausekielen
sijoituslause.

Erikseen laskettavia ei-rekursiivisia aliohjelmakutsuja (operaatio FUN) ei ole. Ne
lasketaan joko erikseen (esim. satunnaislukugeneraattori) tai ne ovat kosmeettisia,
jolloin ne jatetddn huomiotta. Algoritmi ATK on ainoa, joka sisdltéa rekursiivisia
kutsuja (operaatio RFUN), mutta niiden yhteismitallinen lukumé&érd lahestyy n:n
kasvaessa nollaa.

Algoritmista REM kirjattiin lisdksi tietueen kenttdan viittaukset, joiden lukumaara
oli 10.

Kun edellamainitut operaatioiden lukumaarét lasketaan yhteen (kohta 8.4), jarjestys
on REM (82), ARN (86), MAR (97), ATK (142), KOR (192) ja JOH (285). Kun
operagtioille asetetaan painot, joiden otaksumme likimé&rin kuvaavan operaatioiden
keskingista raskautta (kohta 8.5), jarjestys muuttuu: MAR (155), ARN (171), REM
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(195), ATK (243), KOR (303) ja JOH (476). Taman selittdd ennen muuta kaksi asiaa:
algoritmi MAR kéayttdd yhden satunnaisluvun yhden puun solmun generoimiseen,
algoritmit ARN ja REM kaksi. Satunnaislukugeneraattorin painokerroin on arvioitu sen
suorittamien perusoperaatioiden perusteella, ja se on suuri (30). Algoritmi REM putoaa
kolmanneksi, koska se suorittaa paljon taulukkoviittauksia (jotka liséksi ovat
hajasaantityyppisid), kun taas MAR ja ARN suorittavat taulukkoviittauksia vahan (ja ne
ovat perékkaishakutyyppisid). Algoritmi JOH oli viimeinen ldhes kaikilla tavoilla
mitattuna.

Suluissa olevat luvut taulukoissa 8.16 - 8.28 ilmoittavat kustannukset, kun
‘periaatteessa tarpeettomien’ eli ‘yksinkertaisten' silmukoiden ohjauskustannukset on
karsittu (ks. kohta 7.1.2). Algoritmi ARN el téllaisia muodollisestikaan sisélla, eivéatka
k&ytannossd myoskaan algoritmit MAR ja REM, koska kahdessa viimeksimainitussa
algoritmin koko runko on tallaisen silmukan sisdlla Sen sijaan algoritmin ATK
vertailukriteerioperaatioista lukumaardlisesti noin 20 prosenttia on yksinkertaisten
silmukoiden ohjausta, ja algoritmin KOR tapauksessa vastaava prosenttiosuus on noin
22. Kun kustannukset painotetaan, prosenttiosuudet ovat noin 13 ja 16.

Algoritmien tilankéyttda, kustannusten hajontaa ja kéaytettyjen lukujen suuruutta
tarkasteltiin kohdassa 8.6.

Keskusyksikkdgjan kayton suhteen tilanne on kaksijakoinen. Sen jalkeen, kun
puiden kokoa kasvatettiin niin suureksi, etteivdt ne mahtuneet kokonaisuudessaan
keskusmuistiin, ohjelmien yhteismitalliset suoritusajat kasvoivat selvasti (taulukko
8.36). Jos yritamme minimoida ohjelmointiympdristosta riippuvien tekijoiden
vaikutusta tuloksiin (n:n tulisi kuitenkin olla mahdollisimman suuri), edustavimmat
luvut |6ytynevat taulukon keskivaiheilta (10°£n£10%). Taloin jarjestys oli (n=10%
MAR (3.37), ATK (3.57), KOR (4.23), ARN (4.81), REM (5.04) ja JOH (>5.6, n=10).
Yllatavaa oli algoritmin ARN keskinkertainen menestys, vaikka sen kosmeettiset
alionjelmakutsut  poistettiin.  Taman selitténee algoritmin  suorittama  ahkera
satunnaislukugeneraattorin kayttd. Toinen maininnanarvoinen seikka oli algoritmin
ATK hyva menestys, vaikka ko. algoritmi on rekursiivinen. Osan menestyksesta selittéa
se, etté kaytetty testausymparistd on rekursiivisten kutsujen kannalta tehokas.?

Kun tarkastelemme algoritmien suoritusaikoja kohdassa 8.7 kuvattujen

2 Tehokkuus on demonstroitu seuraavasti: poytatietokoneympéristdssa suoritetun testin [Makinen, 1991c] mukaan
bind&ripuiden luettelointialgoritmin rekursiivisen [Makinen, 1987] ja ei-rekursiivisen [M&kinen, 1991c] version suoritusaikojen
suhde oli likim&grin 12:1 ei-rekursiivisen version hyvaksi. Kun sama testi toistettiin tasséa tutkimuksessa kéytetyssa ymparistossa,
suhde oli noin 2:1.
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muistinriittévyysongelmien esiintyessé (n=10°), jérjestys muuttuu toiseksi: ARN (4.80),
ATK (7.59), KOR (7.88) ja REM (10.98). T&ldin jos algoritmi MAR olisi kyetty
suorittamaan (muuttamalla aritmeettisten operaatioiden suoritusjarjestystd, ottamalla
k&yttoon erityyppisia muuttujia tms.), taulukon 8.36 Iukujen perusteella on
KOR ja REM huonoon menestykseen vaikuttavat hajasaantityyppiset taulukot;
algoritmin ATK tapauksessa vaikuttavana tekijédna on myds kutsupinon agjoaikaisen
koon vaihtelu, jonka rekursiiviset kutsut ailkaansaavat.

8.9. Puiden konstruointi koodausten perusteella: vertailua

Seuraavaksi vertallemme lopullista muotoa olevien puiden konstruointialgoritmeja
koodausten perusteella. Néista agoritmeista ké&ytdmme samoja kolmimerkkisid
lyhenteitd, joita olemme edella kayttaneet —merkitsemé@n  koodausten
generointialgoritmeja. Taten sekd ARN ettd ATK tarkoittavat algoritmia, joka rakentaa
bindari puun tasapai notettujen sulkujonojen perusteella.

Algoritmit ARN/ATK sekd REM tekevét kaksi rekursiivista proseduurikutsua yhté
luotua puun solmua kohti, MAR, JOH ja KOR yhden. Kaikissa kutsuissa (poikkeus:
algoritmi REM) on van yks valttamaon parametri, muut parametrit voidaan
eliminoida esim. muuttamalla ne globaaleiksi muuttujiksi. Algoritmien REM ja KOR
tarvitsema paikallisten muuttujien madara jokaisella rekursiotasolla on 2 ja algoritmin
MAR yksi; JOH sekd ARN/ATK eivét tarvitse paikalisia muuttujia. Paikallisten
muuttujien hallintakustannukset on sisdllytetty sarakkeen OTH kustannuksiksi.
Algoritmin REM tapauksessa ko. sarake sisdltéd myds tietueen kenttdan viittauksia
Poislukien algoritmi REM, aritmeettisten operaatioiden lukuméérissa el ole suuria
eroja, kuten el myodsk&an osoitinmuuttujaviittausten, tavallisten muuttujaviittausten tai
sijoituslauseiden méarissa.

Seuraavaksi tarkastelemme kokonaiskustannuksia. Painotettujen ja painottamat-
tomien kustannusten osalta algoritmien jarjestys on muuttumaton. Parhaat tulokset
saivat algoritmit MAR ja JOH. Viimeksimainitun vertailuaineisto loppuu menetelmasta
riippumattomasta syysta n:n arvoon 10. Kun em. kahden menetelmén kustannuksia
vertailtiin n:n arvoilla 3...10, niiden kustannukset erosivat hyvin vahan toisistaan,
emmek& nainollen méarittele niiden keskindista paremmuusjarjestysté.

Muiden algoritmien osalta merkittavda oli raskaimman resurssin (rekursiivinen
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funktiokutsu, painokerroin 10) kayttofrekvenssi, joka algoritmeilla ARN/ATK ja REM
oli suurin. Algoritmin REM taulukkoviittaukset ovat lisdksi hajasaantityyppisia (toisin
kuin muilla algoritmeilla), joten sen taulukoidut luvut ovat itse asiassa lilan optimistisia.
Painotettuihin lukuihin lisddmamme vakio edustaa kustannusta, joka aiheutuu puun
solmulle muistista dynaamisesti varattavan tilan varaamisesta. Se on vakio (36), koska
kaikki kustannukset lasketaan yhtd puun solmua kohti. Painotettuihin operaatioiden
kustannuksiin perustuva algoritmien jarjestys on taten JOH ja MAR (43.5+36), KOR
(52+36), ARN/ATK (63.5+36) ja REM (100+36).

8.10. Yhdistetyt kustannukset: vertailua

Kohdissa 8.8 ja 8.9 vertallimme erilaisiin kriteerethin nojautuen koodausten
generointialgoritmeja ja lopullista muotoa olevien puiden konstruointialgoritmeja
koodausten perusteella. Kun erilaisia algoritmeja vertaillaan, tulosten voidaan katsoa
olevan yhteismitallisia vasta kun em. kahden vaiheen tulokset yhdistetdan, koska tall6in
sekd lahtétilanne ettd lopputilanne ovat yhteismitallisia. Seuraavassa tarkastelemme
yhdistettyja tuloksia.

Kun laskemme yhteen koodausten generoinnin sekd puiden konstruoinnin
kustannukset (taulukko 8.31), saamme operaatioiden lukumaariin eli painottamatomiin
kustannuksiin perustuvaksi jérjestykseksi ARN (118), MAR (123), REM (135), ATK
(174), KOR (222) ja JOH (308). Parhaan tuloksen saanut koodausten
generointialgoritmi REM el kokonaisuutena ottaen ollut paras, koska soveltamiemme
laskentakriteerien mukaan puun konstruointi koodauksen perusteella on téssa
menetelméssa raskasta. Painotettujen kustannusten osalta (taulukko 8.32) jarjestys oli
MAR (235), ARN (271), REM (331), ATK (342), KOR (391) ja JOH (>550). Jarjestys

oli sama kuin koodausten generointialgoritmien tapauksessa.
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9. Y hteenveto

Tassa tutkielmassa tutkimme kuuden satunnaisia bindaripuita generoivan algoritmin
keskindista tehokkuutta (luvut 7 ja 8). Lisdksi ndytimme, miten satunnaisten
bindaripuiden generointialgoritmien toteutusten oikeellisuus voidaan tilastollisesti
todentaa khiin nelio -testid soveltamalla. Taman menetelman avulla myds 10ydettiin
virhe Kkirjallisuudessa esitetyssd Rémyn algoritmin esimerkkitoteutuksessa: kaikki
samankokoiset puut eivét olleet yhta todenndkoisia.

Tassa tutkielmassa loimme yleiskatsauksen bindaripuiden alkeisominaisuuksiin
(luku 2), bindaripuiden koodausmenetelmiin (luku 3), bindéripuiden luettelointi-
algoritmeihin  liittyvaan tutkimukseen (luku 4), yksityiskohtaisemmalla tasolla
satunnaisten binddripuiden ja eréiden yleisempaa muotoa olevien puiden generointi-
algoritmeihin (luku 5) seka eri todenndkdisyysjakaumia noudattavien satunnaisten
bin&éripuiden asymptoottisiin ominaisuuksiin (luku 6).

Tutkielman keskeinen osa oli kuuden satunnaisia bin&éripuita generoivan
algoritmin suorituskyvyn vertailu. Melko tasavertaisten algoritmien kesken oli eri
kriteerien perusteella mahdollista l6ytéa useita erilaisia paremmuusjérjestyksia
Taulukkoon 9.1 on koottu yhteenveto algoritmien paremmuus)érjestyksista eri
kriteerien suhteen. Termi ‘kd’ tarkoittaa koodausten generointialgoritmeja, ‘puut’
lopullista muotoa olevien puiden konstruointialgoritmeja, ‘kd+puut’ edellisten
yhteenlaskettuyja kustannuksia, ‘pain.’ painotettuja kustannuksia ja ‘e-pain.’
painottamattomia kustannuksia, ‘CPU, m.” tarkoittaa keskusyksikkdaikaa silloin, kun
muistia on riittavasti ja ‘CPU, ei-m.” keskusyksikkdaikaa silloin, kun ohjelmat eivét

kd, ei-pain.........: REM ARN MAR ATK KOR JOH
kd, pain............: MAR ARN REM ATK KOR JOH
puut, ei-pain.......: JOH MAR - KOR ARN/ ATK - REM
puut, pain..........: JOH MAR - KOR ARN/ ATK - REM
kd+puut, ei-pain....: ARN MAR REM ATK KOR JOH
kd+puut, pain.......: MAR ARN REM ATK KOR JOH
hajonta, kd, ei-pain: REM ARN MAR ATK KOR JOH
kaytetty tila, kd...: MAR ARN KOR REM ATK JOH
numer oi den suuruus..: ATK/ KOR/ REM - ARN MAR - JOH
CPU, kd, m.........: MR ATK KOR ARN REM JOH
CPU, kd, ei-m......: ARN ATK KOR REM

Taulukko 9.1. Algoritmien paremmuusj&rjestyksia eri kriteerien perusteella.
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mahdu kokonaisuudessaan keskusmuistiin. Pientd kustannusten hajontaa pidamme
parempana kuin suurta. Kauttaviivalla toisiinsa yhdistettyjen algoritmien paremmuus-
jarjestysta el madritella Algoritmien nimien lyhennykset ja muut oletukset ja
rajoitukset ovat samat kuin luvussa 8.

Operaatioiden lukuméériin perustuvalla kustannusten laskentamenetelmalla saatiin
esille algoritmien ARN, MAR ja REM tarkat asymptoottiset suhteelliset kustannukset.
Algoritmien ATK ja KOR tulokset olivat likimddraisia algoritmien Kkustannusten
suuremman hajonnan vuoksi. Tulokset olivat kuitenkin riittavan tarkkoja, jotta voitiin
madritella algoritmien keskinainen jarjestys. Tarkempien tulosten saamiseksi laskenta-
kapasiteettia olisi pitanyt kayttdéd enemman. Algoritmin JOH kayttdmien lukujen
eksponentiaalisuus teki kaytetyssa testiympéristossd kustannusten asymptoottisen
tarkastelun mahdottomaksi.

Algoritmit KOR ja ATK sisdlsivét eniten 'periaatteessa tarpeettomien’ silmukoiden
ohjauskustannuksia. Tdllaisten kustannusten huomiotta jattdminen e kuitenkaan
muuttanut algoritmien jarjestysta

Tutkittujen algoritmien lopullista ja yksiselitteista paremmuusjérjestysta emme
méérittele. Taulukossa 9.1 lueteltujen kriteerien valisen tarkeysjarjestyksen jatamme
lukijan ratkaistavaksi. Y htena tdmén tutkielman tuloksena voitaisiinkin pitda esimerkin
antamista siitd, miten ‘nékokulmasidonnainen’ asia algoritmin O-lukua tarkemmalla
tasolla tapahtuva tehokkuuden tutkiminen voi olla.

Algoritmien tehokkuuden tutkinnassa sovellettujen mittareiden suhteen jéi
toivomisen varaa erityisesti taulukon alkioiden [gpikaynnin kustannusten mittaamisessa,
koska taulukon alkion saavuttamisen kustannus arvioitiin vakioksi riippumatta siité,
lapikéaytiinkd taulukon alkiot perakkan vai satunnaisessa jéarjestyksessd. Taman
huomioonottaminen olisi oletettavasti rasittanut eniten Rémyn algoritmin toteutusta.
Lisdksi operaatioiden raskautta kuvaavat painokertoimet olivat arvioita. Muutettujen
painokerrointen mukaiset painotetut kustannukset ovat kuitenkin helposti laskettavissa
uudelleen operaatioiden lukumé&aria sisdltavien taulukoiden perusteella.
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Liite: testeissa kaytetyt algoritmien toteutukset

/1
/1 generoi daan satunnai nen tasapai notettu sul kuj ono
/1 [Arnold and Sl eep, 1980]
/1
const char Open = 1, Close = 0;
voi d Arnol dSl eep_Open( int &, int &, int word[], int & nd )
{
ind = ind + 1;
word[ind] = Open
r =r + 1; __t(add,3); __t(arr,1);
k =k -1 __t(loa,8); __t(sto,4);
}
voi d Arnol dSl eep_Close( int &, int &, int word[], int & nd
{
ind = ind + 1;
word[ind] = C ose;
r =r - 1; __t(add,3); __t(arr,1);
k =k - 1; __t(loa,8); __t(sto,4);
}
voi d Arnol dSl eep_ProbCl ose( int &, int &, double &prob )
{
prob = double( r * (r +k +2) ) / double( 2 * k* (r +1));
__t(ml,2); __t(add,4); __t(divi,1);
__t(loa,8); __t(sto,1);
}

voi d main()

const maxN. .. /1 puun max koko
i nt n, /1 sol muj en | ukumiara
wor d[ 2* maxN+1] ; /1 koodi sana 1..2n
i nt k, r, ind=0;
double ri1, r2;
/1 al ustukset. ..
k = 2*n;
r = 0;
ind = 0; __t(loa,4); __t(add,1);
while (r !'= k)
__t(loa 4); __t(cnp,2);
if (r ==
Arnol dSl eep_Open(r, k, word, ind); /'l ei kutsukust.
el se
{ r1 = randonGen(); __t(ran,1); __t(sto,1);
Arnol dSl eep_ProbC ose(r, k, r2); /'l ei kutsukust.
__t(loa,2); __t(cnp,1);
if (rl <r2)
Arnol dSl eep_Cl ose(r, k, word, ind); //ei kutsukust.
el se
Arnol dSl eep_Open(r, k, word, ind); //ei kutsukust.
}
} __t(loa,2); __t(cnp,1);
while (k !'=0)
__t(loa,2); __t(cnp,1);
Arnol dSl eep_Cl ose(r, k, word, ind); /'l ei kutsukust.
} __t(loa,2); __t(cnp,1);

/1 muodost et aan koodauksen perusteella bindari puu;
/] treeBuild(...);

__t(sto,3);
/1 whil e+if
//while (r!=k)

/I while (k!=0)

/I while (k!=0)
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/1
/1 generoi daan satunnai nen tasapai notettu sul kuj ono
/1 [Atkinson and Sack, 1992]

/1
int wor d[ 4* maxN+1] , /'l koodi sana (pituus 2n) rakentuu tahéan

al kuPos, |oppuPos; // muuttujan word koodauksen al ku ja | oppupositi ot
/1

/'l koodausta ei voi rakentaa suoraan nuuttujaan tenmp seur. syysta:

/1 kun u ei ole tasapainotettu, tenp pitaa uudell eenjarjestas;

/1 tamh ai kaansaa sen, ett&d toteutus ei testien nukaan ol e |ineaarinen;
/! koodaus pitéaa siis rakentaa rmuuttujaan word keskelta, ja

/1 koodaus voi kasvaa sekd eteen- ettéa taaksepain, jolloin

/] uudell eenj drjestam sta ei tarvitse tehdg;

/'l seuraus: toteutus on |ineaarinen

/1
voi d At ki nsonSackGen(int tenmp[], int tenpLen)
{
int prefixLen;
static int i, partial Sum
__t(rfun,1); __t(oth,1);
__t(loa,2); __t(cnp,1);
if (tenmpLen > 0)
partial Sum = prefixLen = 0; __t(loa,2); __t(sto,?2);
do
{ if (tenmp[prefixLen++] == 1)
parti al Sumt+;
el se
partial Sum -; __t(loa,7); __t(add,2); __t(arr,1);
__t(cmp,1); __t(sto,2);
__t(loa,2); __t(cnp,1);
} while (partial Sum!= 0);
/] késittele v
At ki nsonSackGen(t enmp+prefixLen,
tenmpLen-prefixLen);__t(loa,4); __t(add,2);
_t(loa,3); __t(cmp,1); // ehto
/] tasapainotettu al kuosa u jos tenp[0] ==
if (tenp[0])
{ _t(loa,1); __t(add,1); // for i=...
__t(forReal, prefixLen);
/] kopioidaan u wordiin v:n eteen
for (i=prefixLen-1; i>=0; i--)
{ word[--al kuPos] = tenp[i]; __t(arr,2); __t(add,1);
__t(loa,5); __t(sto,?2);
}
}
el se
{ /1 kopioidaan wordiin al kusul ku v:n eteen
wor d[ - - al kuPos] = 1; __t(arr,1+1); _ t(add, 1+1);
__t(loa,4+4); __t(sto,2+2);
/1 kopi oi daan | oppusul ku v:n jal keen
wor d[ ++| oppuPos] = O;
__t(forReal, prefixLen-2);
__t(loa,2); __t(add,1); _ t(sto,1);
/] késittele t*, mssd u=)t( ja vie tulos v:n jéal keen
for (i=1; i<=prefixLen-2; i++)
wor d[ ++| oppuPos] = 1-tenp[i];__t(arr,2); __t(add,?2);
__t(loa,6); __t(sto,?2);
}
}
}
}

voi d main()

i nt n, _2n, ind, r, apu;
i nt t enp[ 2* maxN] ; [ apunuut tuj a
doubl e r1,;
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/1 alustukset...

_2n = 2*n;
__t(forKnown, _2n); _ t(loa,4*_2n);
__t(arr,2*_2n); __t(sto,2*_2n);
for (ind=0; ind<_2n; ind++)
{ tenp[ind] = O;
word[ind] = ind;
}
__t(forKnown,n); __t(ran, n);
__t(loa,11*n); __t(sto,5*n);

__t(arr, 4*n); __t(add, 2*n);
__t(mul, 1*n);
/1 generoi daan nuuttujaan tenp satunnainen 1-0 -jono, m ssa nol enpia
/'l sama nharéa
for (ind=0; ind<n; ind++)
{ rl1 = randontCen();
r =rl1* (_2n-ind) + ind;
apu = word[ind];
word[ind] = word[r];
word[r] = apu;

__t(forKnown,n); __t(loa,3*n);
__t(arr,2*n); __t(sto,n);

for (ind=0; ind<n; ind++)
temp[word[ind]] = 1;

/| generoi daan tasapai notettu sul kuj ono nmuuttujaan word, jonka al ku-
/1 ja | oppupositiot asetetaan osoittaman tyhjaa nerkkijonoa
/1

al kuPos = _2n+1; __t(loa,5); __t(add,1); _ t(sto,2);
| oppuPos = _2n;
At ki nsonSackGen( tenp, _2n);
/1 muodost et aan koodauksen perusteella bindari puu;
/] treeBuild(...);
}
/1
/1 generoi daan satunnai nen oi kean et &i syyden koodi sana
/1l [Martin and Or, 1990]
/1
voi d main()
i nt i, j, k, n,
X[ maxN+1] ; /1 koodi sana 1..n
doubl e random sum p, q;
/1 al ustukset. ..
x[1] = 0; _t(loa,2); __t(arr,1); _ t(sto,1);

__t(forKnown,n-1); //n-1 kuten vakio

for (j=1; j<=n-1; j++)
{

i =x[j]; __t(loa,4); __t(sto,?2);

k =i +1; __t(add,1); __t(arr,1);

p = double( (i+3)*(n-j) ) / double( (i+2)*(2*n-2*%j+i+1) );
__t(divi,1); __t(add,8); __t(ml,2);
__t(loa,12); __t(sto,1);

sum = p;

random = 1. 0-randonGen(); __t(ran,1);
_t(loa,2); __t(add,1); _ t(sto,2);

while (random > sum

{ _t(loa,2); __t(cnp,1); //while

q = doubl e( (k+1)*(n-j+k+1) ) / double( (k+2)*(2*n-2%j+k-1) );

_t(add, 10); _ t(mul,2); _ t(divi,1);

__t(loa,14); __t(sto,1);

*

x~0no
c
3o
~ I Q

P;
sum+p; __t(loa, 6); __t(sto,3);
L “t(mul,1); __t(add,?2);
} Tt(loa 2): __t(cnp,1): //while
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X[+ =k _t(loa,3); _ t(add, 1);
__t(arr,1); t(sto, 1);
}

/1 muodost et aan koodauksen perusteella bindari puu;
/] treeBuild(...);

}

/1

/1 generoi daan satunnai nen bi ndari puun koodi sana (oksast us)
/1 [Johnsen, 1991]

/1

voi d main()

i nt i, ind, n, a, b, m j,
nArr [ maxN+1] ,
X[ maxN+1] ; /1 koodi sana 1..n-1

float random pdf[maxN+1], cdf [ maxN+2];
i nt L[ maxN+2] [ maxN ;
i nt jInd, mnd;

/1 alustukset...

/1

/1 rakennetaan todennadkéi syystaul ukko L
/1

Lrzjfor = 4

for (jInd=1; jlnd<=n-1; jlnd++)
{ L[2][jInd] = 4*L[2][jInd-1] - 6*L[2][jInd-1]/(jInd+2);

for (jInd=0; jlnd<=n-2; jlnd++)
{ L[31[jInd] = L[2][jInd+1] - L[2][j!Ind];

}
for (mnd=4; mnd<=n+1l; m nd++)
{
for (jInd=0; jlnd<=n-m nd+1; jlnd++)
{ L[mnd][jInd] = L[mnd-1][j!Ind+1] - L[m nd-2][j!nd+1];
}
}
/1
/1 generoi daan koodaus
/1
x[0] = 0;
nArr[0] = 1; __t(loa,4); __t(arr,2); _ t(sto,2);

__t(forKnown,n-1); //n-1 vakio
for (i=1; i<=n-1; i++)

nArr[i] = nArr[i-1] + 1 - x[i-1]; __t(add,4); __t(arr,3);
__t(loa,8); __t(sto,1);

__t(forReal,nArr[il]);

_t(loa,3); __t(add,1); __t(arr,1);

__t(sto,1); //simuloi x=nArr[i]-1

for (ind=0; ind<=nArr[i]-1; ind++)
{
m= nArr[i]+1-ind;
j =n-1-i;
a=Ln[jl; __t(arr,3); __t(add,4);
__t(loa,10); __t(sto,3);
m= nArr[i];
j = n-i;
b= L[m[j] _t(arr,3); __t(add,1); __t(divi,1);

pdf[ind] = ,float(a) /| float(b);__t(loa,10);__t(sto,4);

cdf[0] = 0.0; __t(loa,1); __t(arr,1); t(sto, 1);
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__t(forReal,nArr[i]); /Ix=nArr[i]
__t(loa,?2); t(arr,1); t(sto, 1);

for (ind=1; ind<=nArr[i]; ind++)
{ cdf[ind] = cdf[ind-1] + pdf[ind-1]; _t(arr,3); __t(add,?2);
__t(loa,7); __t(sto,1);

}
random = randonGen(); __t(ran,1); __t(loa,3);
ind = nArr[i] - 1; __t(arr,1); __t(add,1); _ t(sto,2);

_t(loa,3); __t(arr,1); _ t(cm,1);
while (random < cdf[ind])
{ind =ind - 1; __t(loa,5); __t(arr,1); _ t(cm,1);
__t(add,1); __t(sto,1);
}

x[i] = ind; _t(loa,2); __t(arr,1); __t(sto,1);
}

/1 muodost et aan koodauksen perusteella bindari puu;
/] treeBuild(...);

}

/1
/1 generoi daan satunnai nen bi ndari puun koodi sana (esijarjestys-nuneroparit)
/1 [Korsh, 1993]

I
mai n()
{
i nt n, _2n, ind, ind2, r, apu,
di ff, al kupos, al kupospit;
i nt wor d[ 2* maxN+1] , /1 koodi sana 1..2n
tenp[ 2* maxN+1] ;
doubl e r1,;
/1 al ustukset. ..
_2n = 2*n;
__t(forKnown, _2n); _ t(arr,2*_2n);
__t(loa,4*_2n); __t(sto,2*_2n);

for (ind=1; ind<= _2n; ind++)
{ tenp[ind] = O;
word[ind] = ind; }
__t(forKnown,n-1); //n-1 kuten vakio
__t(ran, n-1);
__t(loa,12*(n-1)); __t(sto,5*(n-1));
__t(arr, 4*(n-1)); __t(add,3*(n-1));
_t(mul, 1*(n-1));
/'l generoi daan nuuttujaan tenp satunnainen 1-0 -jono, mssa ykkdsia n-1
// ja nollia n+l
for (ind=1; ind<=n-1; ind++)
{ rl1 = randonten();
r =rl1* (_2n-ind+l) + ind;
apu = word[ind];
word[ind] = word[r];
word[r] = apu;

__t(forKnown, n-1);
__t(loa,3*(n-1));
__t(sto,n-1);

t(arr,2*(n-1));

for (ind=1; ind<=n-1; ind++)
{ temp[word[ind]] = 1; }
/| generoi daan tasapai notettu sul kuj ono
__t(loa,4); __t(sto,4);
al kupos = 1; al kupospit = 0; diff = 0; ind = 0;

whi |l e (al kupospit < _2n)

{ __t(loa,2); __t(cnp,1);
al kupospit = al kupospit + 1; __t(loa,2); __t(add,1); _ t(sto,1);
__t(loa 2); __t(cnp, 1);
if (ind == _2n)
{ ind = 1; __t(loa,1); __t(sto,1);
}

el se
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{ ind++; __t(loa,2); __t(add,1); _ t(sto,1);
}
__t(loa,5); __t(arr,1); _ t(cmp,1);
if (tenmp[ind] == 0) diff++; else diff--; _t(add,1); __t(sto,1);
__t(loa,2); __t(cnp,1);
if (diff < 2)
eI‘se

__t(loa 2); __t(cnp, 1);
if (al kupospit >= _2n)

el se

{ diff = 0; /1 'siirrda al kuosa | oppuun, aloita alusta
al kupos = i nd+1;
al kupospit = 0; __t(loa,4); __t(add,1); _ t(sto,3);
}
}
}
_t(loa,2); __t(cmp,1); [/ while
/1
/'l suoritetaan validin koodauksen ai kaansaava rotaatio
/1
ind2 = al kupos; __t(loa,1); __t(sto,1);
__t(forKnown, _2n);
__t(loa,3*_2n); __t(arr,2*_2n); //rivi
__t(sto, 1*_2n); [rivi
__t(loa,4*_2n); __t(add,1*_2n); //rivi
__t(cnp, 1*_2n); [rivi

for (ind=1; ind<= _2n; ind++)

word[ind] = tenp[ind2]; [lrivi 1
[lrivi 2 if-rivi
if (++ind2 > _2n)
{ ind2 = 1; __t(loa,1);
}

t(sto, 1);

}

/1 muodost et aan koodauksen perusteella bindari puu;
/] treeBuild(...);

}

/1

/1 generoi daan satunnai nen bi ndari puun koodaus (sol mujen taul ukointi)
/1 [ Maki nen and Siltaneva, 2000]

/1

#define NIL -1

struct Node
{ int parent, left_child, right_child; };
struct Node tree[ 2*maxN+1];

void growing_tree(int n, int & oot)
{ int i, hit, vasen, parent;
doubl e r1,;

/] puu, jossa vain |ehtisolm
root = O;

tree[0].left_child = NL
tree[0].right_child = NL; _t(loa,7); __t(arr,3);
tree[0].parent = NIL; __t(oth,3); __t(sto,4);
__t(forKnown, n);
for (i=1; i<2*n+l; i=i+2) /1 for-lause: n kertaa; 2n+1 vakio
{ __t(ran,2);
_t(loa,4); __t(mul,2); _ t(sto,4);
rl = randonGen();
hit =rl1 * i; /] sat.luku valilta [0,i-1], puun solmn valinta
rl = randonGen();
vasen = rl * 2; /1 satunnaisluku 0/1 eli vasen/oi kea

/] asetetaan uuden sisédsol mun vanhenpi sol mun ti edot
parent = tree[hit].parent; __t(loa,?2); t(sto, 1);

NN P
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__t(arr,1); __t(oth,1);
__t(loa,2); __t(cnp,1);
if (parent == NIL)
{ root =1i; __t(loa,1); __t(sto,1);
else if (tree[parent].left_child == hit)
{ tree[parent].left_child =1i;
__t(loa,3); __t(cnmp,1); //ehto
__t(arr,1); __t(oth,1);
__t(loa,2); __t(oth,1); //1ohko
__t(arr,1); __t(sto,1);
}
el se
{ tree[parent].right_child =i;
_t(loa,3); __t(cnmp,1); //ehto
__t(arr,1); __t(oth,1);
__t(loa,2); __t(oth,1); //1ohko
__t(arr,1); __t(sto,1);
}
_t(loa,2); __t(arr,1);
__t(oth,1); __t(sto,1);
/| asetetaan uuden sisé&sol mun tiedot
tree[i].parent = parent;
__t(loa,7); __t(cnp,1); _ t(add,1);
__t(arr,2); __t(oth,2); _ t(sto,2);
if (vasen) /1 if (vasen != 0)
{ tree[i].left_child =i+1;
tree[i].right_child = hit; }
el se
{ tree[i].left_child = hit;
tree[i].right_child =i+1; }
/] asetetaan solnmun v tiedot
tree[hit]. parent =i; _t(loa,2); __t(arr,1);
__t(oth,1); __t(sto,1);
/] asetetaan uuden |ehtisol mun tiedot
tree[i+1].left_child = NL; //simuloi apurmuuttujaa x=i+1
tree[i+1].right_child = NL; _t(loa,8); __t(add,1);
tree[i +1]. parent =i; __t(arr,3); __t(oth,3); __t(sto,4);
}
}
/1
/1 [Alonso and Schott, 1995, Appendix 2, Alg. 2.1]
/'l Generation of binary trees: Reny's algorithm
/1 construction of a growing binary tree with n internal nodes
/1 nmodifies the position of two | eaves, does not nodify the tree built
voi d change_l eaves (int a, int b)
{ int parenta, parentb;
parenta = tree[a].parent;
parentb = tree[b]. parent;
if (tree[parenta].right_child == a)
tree[parenta].right_child = b;
el se
tree[parenta].left_child = b;
tree[a].parent = parentb;
if (tree[parentb].right_child == b)
tree[parentb].right_child = a;
el se
tree[parentb].left_child = a;

tree[ b].parent = parenta;
}
void growing_tree (int n)
{ int i, nunber, tnp;

doubl e r1,;

/1 build a tree of size 1
tree[0].left_child 1;
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tree[0].right_child = 2;
tree[0].num = 1;

tree[1].parent = tree[2].parent = O;

tree[1].right_child = tree[1].left_child = -1;
tree[2].right_child = tree[2].left_child = -1;
/1 the internal nodes will be in the boxes [0,i-1] of the tree's array

/1 the leaves in boxes [i,2*i[ of the tree's array

for (i=2; i<=n; i++)

{
number = random(i); // random nunber of [O0,i][
/1 the leaf is in the box number+i-1
change_Il eaves(i-1, nunber+i-1);

tree[i-1].right_child = 2*i-1;
tree[i-1].left_child = 2*i;
tree[i-1].num = i;

tree[2*i-1].parent = tree[2*i].parent = i-1;

tree[2*i-1].right_child = tree[2*i-1].left_child = -1;
tree[2*i].right_child = tree[2*i].left_child = -1;
}
}

/1
/1 lopullista nuotoa ol evan puun konstruointi koodauksen perusteella
/1

int wor d[ 2* maxN+1] , /1 bi ndaripuun koodaus
wor dl nd, /1 indeksi
n, /1 puun sol mujen | km
_2n; /1 2n

/1

/1 puun sol nu

/1

struct tnode

{

struct tnode *left, *right; /1 osoittinet |apsisolnmuihin

b

/1

/] tasapainotetut sul kujonot: puun konstruointi

/1

struct tnode *treeBuil d_Paren(struct tnode *p)

{ __t(rfun, 1);
__t(loa,5); __t(add,1); __t(arr,1);
__t(sto,1); __t(cnp,1);

if (word[ ++wordl nd] == 1)
{ p = tnodeNew(); [/ kut sun kust. | asketaan nuualla
p->left = treeBuild_Paren(p->left);

__t(loa,3); __t(sto,2);
__t(oso0,2); __t(cnp,1);
if (wordlind < _2n)
{ p->right = treeBuild_Paren(p->right);

__t(oso,2); __t(loa,1); __t(sto,1);
}

return(p);
/1
/] oi kean etai syyden koodaus: puun konstruointi
/1
struct tnode *treeBuild_MartinOrr(struct tnode *p, int &oodi, const int &n)
{ __t(rfun,1);

p = tnodeNew(); [/ kut sun kust. | asketaan nuualla

__t(sto,1); __t(loa,2); __t(cnp,1);
if (wordlnd >= n)
{ koodi = -1; __t(loa, 1);
}

el se

t(sto, 1);
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{ int kd = koodi; __t(oth,1);
koodi = word[ ++wor dl nd]; __t(add,1); __t(arr,1); _ t(cm,2);
__t(loa,9); __t(sto,3);
if (koodi > kd)
{ p->left = treeBuild_MartinOr(p->left, koodi, n);
__t(loa,1); __t(oso,2); __t(sto,1);
}
if (koodi == kd)
{ p->right = treeBuild_MartinOrr(p->right, koodi, n);
__t(loa,1); __t(oso,2); _ t(sto,1);
}
return(p);
/1
/] oksastus: puun konstruointi
/1
struct tnode *treeBuil d_Johnsen(struct tnode *p, int &1 No, const int &n)

__t(rfun, 1);
p = tnodeNew(); [/ kut sun kust. | asketaan nuualla
__t(sto,1); __t(loa,2); __t(cm,11);
if (wordlnd >= n)
{ tINo = -1; __t(loa,1); __t(sto,1);
}
el se
{ tINo = word[ ++wordl nd]; __t(add,1); __t(arr,1); _ t(sto,2);
__t(cmp,1); __t(loa,6);
if (tINo == 0)
{ p->left = treeBuild_Johnsen(p->left, tlNo, n);
__t(loa,1); __t(oso,2); _ t(sto,1);
}
__t(loa, 2); __t(cnp,1);
if (tINo == 1)
{ p->right = treeBuild_Johnsen(p->right, tlNo, n);
__t(loa,1); __t(oso,2); __t(sto,1);
}
el se
{ tINo = tINo - 1; __t(loa,2); __t(add,1); _ t(sto,1);
}
return(p);
}
/1
/] esijarjestys-nuneroparit: puun konstruointi
/1
struct tnode *treeBuil d_Korsh(struct tnode *p)
{
int left, right; __t(rfun,1);__t(oth,2);
left = word[++wordlnd]; __t(add,2); __t(arr,?2);
ri ght = word[ ++wordl nd]; __t(loa,8); __t(sto,4);
p = tnodeNew(); [/ kut sun kust. | asketaan nuualla
__t(sto,1);
__t(loa 4); __t(cnp,2);
if (left ==1)
{ p->left = treeBuild_Korsh(p->left); _ t(sto,1); __t(oso,2); _ t(loa,1);
if (right == 1)
{ p->right = treeBuild_Korsh(p->right);__t(sto,1); __t(oso,2); _ t(loa,1);
}
return(p);
/1
/1 sol mujen taul ukointi: puun konstruointi
/1
struct tnode *treeBuil d_Reny(struct tnode *p, int indeksi, const int n)
{ int left, right;
__t(rfun,1);__t(oth,2);
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left = tree[indeksi].left_child; _t(arr,2); __t(loa,4);
right = tree[indeksi].right_child; __t(oth,2); __t(sto,2);
__t(loa 4); __t(cnp,3);
if (left == -1 & right == -1)
{ p = NULL; __t(loa,1); __t(sto,1);
}
el se
{ p = tnodeNew(); [/ kut sun kust. | asketaan nuualla
p->left = treeBuild_Reny(p->left, Ileft, n);
p->right = treeBuil d_Renmy(p->right, right, n);
__t(loa,4); __t(oso,4); _ t(sto,3);
}

return(p);




