TAMPEREEN YLIOPISTO
Pro gradu-tutkielma

Ville Helenius

Katsaus ketjumurtolukuihin

Matematiikan, tilastotieteen ja filosofian laitos
Matematiikka
Huhtikuu 2000




Sisallysluettelo

Luku 1
§ 1
§ 2
§ 3

Luku 2
§ 1
§ 2
§ 3

Luku 3
§ 1
§ 2

Luku 4
§ 1

Luku 5

Johdanto

Peruskasitteita
Maaritelmia ja merkintoja .
Konvergentit

Neliokunnista

Reaalilukujen esittamisesta ketjumurtolukuina
Rationaaliluvut
Irrationaaliluvut .

Logaritmien laskemisesta

Jaksolliset ketjumurtoluvut

Kvadraattiset irrationaaliluvut .

Luvun VN ketjumurtolukukehitelma .

10

13
16
20

22
26

Irrationaalilukujen rationaaliluku approksimoinnista

Approksimointi konvergenteilla .

Pellin yhtilo z2 — Ny? =1

30



§ 1
§ 2

Perusratkaisu
Muut ratkaisut .

Kirjallisuus

39
41
45



Johdanto

Taman Pro gradu-tutkielman tarkoitus on luoda katsaus ketju-
murtolukujen ominaisuuksiin. Tarkastelu rajoittuu lahinna yksin-
kertaisiin ketjumurtolukuihin. Lukijan odotetaan hallitsevan ana-
lyysin ja lukuteorian peruskasitteet ja -tulokset. Amnalyysin osalta
odotetaan erityisesti lukujonojen suppenemiseen liittyvat tulokset
tunnetuiksi. Lukuteorian osalta riittaa peruskasitteiden tunteminen.

Luvussa 1 esitetaan suurin osa maaritelmista ja merkinnoista.
Lisaksi tutustutaan ketjumurtolukujen perusominaisuuksiin seka luo-
daan katsaus neliokuntiin.

Luvussa 2 tutustutaan reaalilukujen ja yksinkertaisten ketju-
murtolukujen valiseen relaatioon. Lisaksi esitetdan menetelma, jolla
reaalilukuja esitetaan ketjumurtolukuina. Luku 2 myotailee kirjojen
2] ja [4] esitysta.

Luvussa 3 tutustutaan kvadraattisten irrationaalilukujen ja
jaksollisten ketjumurtolukujen valiseen relaatioon. Erityista huomio-
ta kiinnitetdin luvun VN ketjumurtolukukehitelmiin, koska silld on
keskeinen sija lukuteoriassa. Luku 3 mydtailee kirjojen [2] ja [4] esitys-
tapaa pykalan 1 osalta. Pykéldn 2 osalta kirja [5] on ollut keskeiselld
sijalla.

Luvussa 4 kasitellaan irrationaalilukujen approksimointia. Eri-
tyisesti tutkitaan ketjumurtolukujen konvergenttien asemaa irratio-
naalilukujen approksimaationa. Lukuteoriassa sama asia tunnetaan
Diofantoksen approksimaatioina. Luku 4 noudattaa kirjaa [1].

Luvussa 5 kasitellaan ketjumurtolukujen teorian tunnetuinta
sovellusta eli ketjumurtolukujen kayttoa ratkaistaessa Pellin yhtaloa.
Luku 5 noudattaa kirjojen [3] ja [5] esitysta.



Seuraavaksi kerron hiukan ketjumurtolukujen historiasta ja
merkityksesta matematiikkaan.

1600-luvulla elinyt matemaatikko John Wallis (1620-1684) oli
ensimmainen, joka tutki yleisesti ketjumurtolukujen teoriaa. Aiem-
min ketjumurtolukuja oli kaytetty vain joissakin erikoistapauksissa.
John Wallis esitti esimerkiksi ketjumurtolukujen konvergenttien las-
kemismenetelman seka esitti joitakin nykyaan tunnettuja perustulok-
sia.

1700-luvulla Leonard Euler (1707-1783) ja Joseph Louis La-
grange (1736-1813) kehittivat lisdd ketjumurtolukujen teoriaa. Euler
esitti muun muassa Neperin luvun e ketjumurtolukukehitelman. La-
grange taas osoitti kvadraattisten irrationaalilukujen ja jaksollisten
ketjumurtolukujen valisen relaation.

1800-luvulla ketjumurtolukujen teoriaa kehitettiin kaikkein
vahvimmin. Esimerkiksi siirryttiin tutkimaan ketjumurtolukuja, joi-
den termit ovat kompleksilukuja. Tunnetuimpia matemaatikkoja,
jotka kehittivat ketjumurtolukujen teoriaa olivat Jacobi, Perron, Her-
mite, Gauss, Cauchy seka Stieljes. Erityisesti Oscar Perron tunne-
taan erinomaisesta ketjumurtolukujen teoriaa kasittelevasta oppikir-
jasta Die lehre von den Kettenbrichen.

Ketjumurtoluvuilla on tarkea asema erityisesti lukuteoriassa,
koska ketjumurtoluvut ovat tehokas tyokalu moneen lukuteorian on-
murtoluvuista olla apua. Tassa tutkielmassa ei kasitella kuitenkaan
tata ongelmaa, koska ketjumurtolukuihin perustuvaa deterministista
algoritmia ei tunneta. Ketjumurtolukuja kaytetaan myos muissa
matematiikan osa-alueissa.



Luku 1. Perustuloksia

§ 1.1. Mas#ritelmis ja merkintdji

Maaritelma 1.1.1. Paattyvalla ketjumurtoluvulla tarkoite-
taan lauseketta

1
(1) a0+a1—|'a2+ 11 )
missa luvut aq,a9,...,a, € Ry ja luku ap € R. Lausekkeelle (1)
kaytetaan merkintaa
(2) lag, a1, ..., an].

Kyseisen ketjumurtoluvun indeksijoukolla I tarkoitetaan talloin jouk-
koa {0,1,...,n}.

Maaritelma 1.1.2. Paattymattomalla ketjumurtoluvulla tar-
koitetaan lauseketta

(3) aog + 1 ,



missa luvut aj,as,as,... € Ry ja luku agp € R. Lausekkeelle (3)
kaytetaan merkintaa

(4) [ao,al,ag,...].

Kyseisen ketjumurtoluvun indeksijoukolla I tarkoitetaan talloin jouk-
koa {0,1,2,...}.

Maaritelma 1.1.3. Lukuja aq,as9,as, ... sanotaan ketjumur-
toluvun osanimittajiksi. Mikali ag € Z ja osanimittajat ovat positii-
visia kokonaislukuja, niin ketjumurtolukua sanotaan yksinkertaiseksi.

Maaritelma 1.1.4. Paattymatonta ketjumurtolukua sano-
taan jaksolliseksi, mikali on olemassa sellaiset luvut N € N ja k €
Z, etta aina kun n > N, niin a, = anpyx. Ketjumurtoluvul-
le [ag,a1,...,aN,GN+1,---,AN+k—_1,AN,AN+1,---] Otetaan kayttoon
merkinta

(5) lap, a1, ...,aN—-1,GN, AN+1, -+, CN+k—1)-

Maaritelma 1.1.5. Ketjumurtolukua [ag,aq, .-, ax| sano-
taan taysin jaksolliseksi ketjumurtoluvuksi.

Maaritelma 1.1.6. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I
ja olkoon k € I. Silloin astetta k olevalla ketjumurtoluvun konver-
gentilla tarkoitetaan ketjumurtoluvun osaa [ag, a1, ..., ax]. Kyseiselle
konvergentille otetaan kayttoon merkinta cy.

Maaritelma 1.1.7. Olkoon z € R. Maaritellaan rekur-
sioyhtalot
1

(1) g0 =z, ag = |eo], ek = , ag = ek
€k—1 — Qk—1

Maaritelma 1.1.8. Olkoon ay € R ja olkoot aj,as,... € Ry.
Maaritellaan talloin rekursioyhtalot

p—2=0, p—1 =1,
q—2=1, g1 =0,
Pk = QkPr—1 + Pk—2,
qk = akqr—1 + qr—2 (E=0,1,2...).

(2)



Maaritelma 1.1.9. Olkoon N € Z., joka ei ole taydellinen
nelio. Maaritellaan talloin rekursioyhtalot

Cy=N,Cy=1, By =0,
A {\/N%—Bli
k — )
Cr-1
By = ApCr_1 — Bi_1,
Cr=Cx_o+ Ak(Bk:—l — Bk) (k =0,1,2,.. )

§ 1.2. Konvergentit

Lause 1.2.1. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I ja
olkoon k € I. Lisaksi olkoot ketjumurtoluvun astetta k olevan kon-
vergentin ¢ termit agy,ay,...,ax. Silloin ¢ = z—:, missa luvut pg ja

qr ovat madritelty rekursioyhtaloilla (2).

Todistus. Todistetaan induktiolla ketjumurtoluvun asteen k£
suhteen. Kun k& = 0, niin Z—g = % = ag = [ap] = cp, joten tassa

tapauksessa vaite on tosi. Valitaan mielivaltainen & € I. Tehdaan
induktio-oletus, etta vaite on tosi konvegenteille, joiden aste on < k.

Nyt mikali £ + 1 € I, niin osoitetaan, etta cxy1 = f;’;—:i. Oletetaan
nyt, etta £k + 1 € I. Ketjumurtolukujen maaritelmien perusteella
Ck+1 = [GOaala ey Qp—1,0f, ak-{—l] — [GOaala ey Q1,0 + ak1-|-1] — C;g'

Koska konvergentti c¢j on astetta k ja eroaa konvergentista c; vain



viimeisen termin osalta, niin induktio-oletuksen perusteella

o (ak + L) p;c—l +p;€—2

r P ak+1
%k = q_’ - 1 / /
& (ak + akﬂ) U1 T Th—2
1

B (akz + ak+1) Pk—1 + Dk—2 _ OkPr—1 T+ alirlpk—l + Pk—2

= = 1
(ak 4+ ak1+1) Qo1 + Qo WTk—1F T 0k—1 T qk—2
WkPh-1+ Ph-2 + g Pe-1 Pkt g Pkt
akqk—1 + qk—2 + ak1+1 k-1 Gk + ak1+1 qk—1

_ Ok+1Pk T Pk—1 _ Pk+1
k+19k +qk—1  Gk+1

Siis cpy1 = 2 :j: , joten induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. [

Jatkossa kaytetaan astetta k£ oleville konvergenteille myos merkintaa
p—:, missa luvut py ja g ovat maaritelty rekursioyhtaloilla (2).

Seuraavaksi esitellaan konvergenttien ominaisuuksia.

Lause 1.2.2. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I ja

olkoon k € I. Silloin konvergenteille Z—: ja :;% on voimassa yhtalo

(4) Prak—1 — qrPe—1 = (—1)F T

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin k£ suhteen. Kun
k =0, niin ppg_1 — qop—1 = ap-0—1-1=—1= (—1)"*! joten tissa
tapauksessa vaite on tosi. Valitaan mielivaltainen n € I. Tehdaan
induktio-oletus, etta vaite on tosi aina, kun k£ < n. Osoitetaan, etta
vaite on tosi, kun K = n+ 1 jan+ 1 € I. Oletetaan nyt, etta
n+ 1 € I. Nyt kiyttdmalla rekursioyhtéloita (2) ja induktio-oletusta
saadaan yhtalo

Prnt1qn — Gnt+1Pn = (Gng1Pn + Prn1)@n — (@ny1n + @n_1)Pn
= Gn4+1Pnqn + Pn—19n — Gn419nPn — qn—1Pn
= Pn—-19n — 4n—-1Pn
= (—1)(Pngn-1 — qnPn-1)
= (-1 (-1 = (e,



Siis induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. ]
Lauseen 1.2.2 suora seuraus on se, ettd kun k,k + 1 € I, niin on
voimassa yhtalo

Dk Dk —1)*
(5) Ck+1 — Ckp = +1——: ( ) .
dk+1 qdk dk+19k

Lause 1.2.3. Olkoon [ag, a1, ..., a;| pddttyva ketjumurtoluku,
missa k > 1. Oletetaan lisaksi, etta sen astetta k oleva konvergentti
on z—’;. Silloin on voimassa yhtalo

(6) dk :[ak,ak_l,...,al].
drk—1

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun k£ suhteen. Kun &k = 1,
niin & = 4 = a1 = [a1], joten téssd tapauksessa véite on tosi.
Valitaan mielivaltainen n € Z,. Tehdaan induktio-oletus, etta vaite
on tosi aina, kun £ < n. Seuraavaksi osoitetaan, etta vaite on tosi, kun
k =n+ 1. Nyt kayttamalla rekursioyhtéloita (2) ja induktio-oletusta

saadaan yhtalo

dn+1 An+19n + dn—1

dn dn
Gn—-1
= Qp41 +
" In
1
— an-{—l + qn
dn—1
n 1
et (an,an_1,...,a1]
= lan+t1,Qny-.-,01].
Siis induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. ]
Lause 1.2.4. Olkoon [ag, a1, - . ., ai| pddttyva ketjumurtoluku,

missa ag > 0 ja k > 0. Oletetaan lisaksi, etta sen astetta k oleva

konvergentti on Z—:. Silloin on voimassa yhtalo

Dk
(7) = [ak, ak—1,-.-,a0].
Pr-1




Todistus. Todistetaan induktiolla luvun k£ suhteen. Kun k£ = 0,
niin p’%ol = % = ag = [ag], joten tdssd tapauksessa viite on tosi.
Valitaan mielivaltainen n € N. Tehdaan induktio-oletus, etta vaite
on tosi aina, kun £ < n. Seuraavaksi osoitetaan, etta vaite on tosi, kun
k =n+ 1. Nyt kdyttamalla rekursioyhtéloita (2) ja induktio-oletusta

saadaan yhtalo

Pn+1 Ap+1Pn —I'pn—l

Pn Pn
Pn—-1
= Qp+1 +
n
1
— an-{—l + Pn
Pn—-1
L 1
= n+1
[an,Gn_1,--.,a0)
= [ant1,0n,y---,a0]-
Siis induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. ]

Seuraavaksi tutkitaan edellisia lauseita siina tapauksessa, etta
kyseessa ovat yksinkertaiset ketjumurtoluvut.

Apulause 1.2.1. Yksinkertaisten ketjumurtolukujen konver-
gentit 5—: (k € I) ovat rationaalilukuja. Erityisesti py, € Z ja qi € Z .

Todistus. Todistetaan induktiolla. Koska z—g =ag €Z CQ
japo =ag € Z,q0 = 1 € Z, , niin vaite on tassa tapauksessa tosi.
Valitaan mielivaltainen n € I. Tehdaan induktio-oletus, etta lause on
voimassa konvergenteille, joiden aste k on < n. Oletetaan lisaksi, etta
astetta k+1 oleva konvergentti on olemassa. Todistetaan, etta astetta
k 4+ 1 oleva konvergentti toteuttaa lauseen. Nyt koska arpy1 € Z4,
niin rekursioyhtéldiden (2) ja induktio-oletuksesta perusteella pg11 =
ap+1Pk + Pe-1 € Z ja qry1 = apq1ar + qo-1 € Z4. Siis £ € Q,
joten induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. [

Apulause 1.2.2. Yksinkertaisten ketjumurtolukujen konver-
genttien Zq’—’; (k € I) nimittajille q;, on voimassa epayhtalé q, > k.

Todistus. Todistetaan induktiolla. Vaite on tosi, kun & = 0,



k=1taik=2,koskago=1>0,q1 =a1 >1jaqgs =axq1 +qo >
1-14 1 = 2. Valitaan mielivaltainen n € I, joka on > 2. Tehdaan
induktio-oletus, ettd g > k, kun k£ < n. Nyt rekursioyhtiloiden (2)
ja induktio-oletuksen mukaan ¢,4+1 = @nt19n + gn_1 > n+n—1=
2n—1=n+4+n—-1>n+2—1=n+ 1, joten induktioperiaatteen
mukaan vaite on tosi. ]

Apulause 1.2.3. Olkoon yksinkertainen ketjumurtoluku muo-

toa [ag, a1, .. .,ay,], missd ag > 1 jan > 0. Silloin konvergentti 2—” on
> 1.

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n suhteen. Kunn =1,
niin p—i = ag+ % > 1+ % > 1, joten tassa tapauksessa vaite on tosi.
Valitaan mielivaltainen k£ > 0. Tehdaan induktio-oletus, etta lause on
tosi, kun n = k. Osoitetaan, etta lause on tosi myos, kun n = k + 1.

Pk o 1 . o .o
Nyt koska ﬁ =00+ Graraa] 0 @1 2 1 sekd k+ 1 —1 = k, niin
induktio-oletuksen mukaan [a1,as,...,axy1] > 1. Siis % >ag > 1,
joten induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. ]

Lause 1.2.5. Yksinkertaisten ketjumurtolukujen konvergentit

Pk ovat supistetussa muodossa.

qk

Todistus. Apulauseen 1.2.1 mukaan py € Z ja qr € Z4 aina,
kun k£ € I. Oletetaan, etta luvuilla pg ja ¢ olisi yhteinen tekija d,
joka on > 1. Lauseen 1.2.2 mukaan prqr_1 — qepr_1 = (—1)**1. Siis
luku d jakaisi luvut —1, 1, mika on mahdotonta, koska d > 1. Taten
konvergentit Z—: ovat supistetussa muodossa. [

Lause 1.2.6. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I ja

olkoot k + 1,k € I. Silloin konvergenteille z ’I:i ja z ’;: on voimassa

yvhtalo

(8) Pr1@k—1 — Gr1Pr—1 = (—1)* agy1.

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin k& suhteen. Kun
k =0, niin pjg_1 —q1p_1 = (aga; +1)-0—ay-1 = —1-a; = (—1)"*lay,
joten tassa tapauksessa vaite on tosi. Valitaan mielivaltainen n € I.
Tehdaan induktio-oletus, etta vaite on tosi aina, kun £ < n. Osoite-
taan, etta vaite on tosi, kun £k = n+1jan+1,n+2 € I. Oletetaan nyt,



ettan+1,n+2 € I. Nyt kayttamalla lausetta 1.2.2, rekursioyhtaloita
(2) ja induktio-oletusta saadaan yhtalo

Pn+249n — Gn42Pn = (an+2pn+1 + pn)Qn — (an-{—ZQn-{—l + Qn)pn
= Qp42Pn+19n + Pndn — Gni2qn+1Pn — GnPn

= Qp42 (pn+1Qn - Qn+1pn)
= (-1 a0 = (—-1)" a,42.

Siis induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. ]
Lauseen 1.2.6 suora seuraus on se, ettd kun k,k + 2 € I, niin on
voimassa yhtalo

—1)Fa
(9) hps — cp = Di¥2 _ Po_ (TL)akt2
qk+2 dk qk+29k

§ 1.3. Neliokunnista

Maaritelma 1.3.1. Olkoon N € Z,, joka ei ole taydellinen
nelié. Olkoot s,t € Q. Silloin lukua s+tv/N sanotaan kvadraattiseksi
irrationaaliluvuksi.

Masritelma 1.3.2. Merkitdin joukkoa {s + tv/N|s,t € Q}
merkinnélld Z 5. Olkoot z,y € Z 5. Merkitdén © = 51 + t1V/N,

y = so + tovV/ N. Maaritellaan yhteen- ja kertolasku seuraavasti

r+y=(s1+s2)+ (L +t2)\/ﬁ,
-y = (8182 + Ntltz) + (Sltl + Sztz)\/ﬁ.

Maaritelma 1.3.3. Olkoon z € Z JN Merkitaan seuraavasti

xr = s+ tvN, missa s,t € Q. Maaritellaan luvun x liittoluku =
seuraavasti * = s — tv N.

Lause 1.3.1. Joukko Z\/ﬁ muodostaa maaritelman 1.3.2



mukaisen yhteen- ja kertolaskun suhteen algebrallisen struktuurin
kunta.

Todistus. Sivuutetaan.

Lause 1.3.2. Olkoot z,y € Z /5. Silloin lukujen z,y liittolu-
vuille on voimassa seuraavat laskusaannot

r+y=7+Y,
TY=T7
x_yzf_ga

(E) = g, kun y # 0.
Y Y

Todistus. Todistetaan vain ensimmainen saanto. Muut saan-
not todistetaan vastaavasti. Kaytetaan merkintoja x = 1 +x2vV N ja

Yy =y1 + y2VN, missa x1,x2,y1,y2 € Q. Maaritelmien 1.3.2 ja 1.3.3
perusteella

= (z1 4+ 22V N) + (y1 + 12V N)
= (r1 +y1) + (w2 + y2)\/ﬁ
= (r1 +y1) — (w2 + y2)\/ﬁ
= (1 — 582\/—) + (Y1 — yz\/ﬁ)

=x+y.

Siis ensimmainen saanto on tosi. ]

Lause 1.3.3. Olkoon x € Z JN- Silloin on olemassa sellaiset

a,b,c € Z, ettd x,T ovat toisen asteen yhtilén ax? + bx + ¢ = 0
ratkaisut.

Todistus. Merkitaan x = s + tv/ N, missa s,t € Q. Merkitaan
t1

ja t = o missa si,t; € Z ja s2,t2 € Z,. Valitaan

a — (82t2)2,

b= —28182t1t2,
C = (81t2)2 — (Sztl)QN.



Selvastikin nain valitut luvut a, b, c ovat kokonaislukuja. Osoitetaan

vield, etta talloin yhtilon az? 4 bx + ¢ = 0 ratkaisut ovat = ja =.

—bt+vb2—4ac
2a

Soveltamalla toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa x =
saadaan

——(——28182t1t2):ﬁ \/(——28182t1t2)2 —-4(82t2)2((81t2)2 —-(Sztl)sz)
2(82t2)2

Tr =

, josta saadaan r = siiks;ti VN _ z—; + %\/N = s+t tvN. Siis x ja

saot
T ovat yhtalon ratkaisut. o [
Lause 1.3.4. Olkoot a,b,c € Z ja olkoon lisaksi a # 0.
Olkoot toisen asteen yhtilén ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisut =, ja x.
Mikali z1,z2 € R\ Q, niin luvut x; ja zo ovat kvadraattisia irra-
tionaalilukuja.

Todistus. Soveltamalla yhtaloon toisen asteen yhtalon ratkai-

—b++vb%2—4ac : —b—+vb2—4ac
IR P Koska lu-

sukaavaa saadaan x; = ja xo =

vut =1 ja xo oletettiin irrationaaliluvuiksi, niin luku 6% — 4ac ei ole

tiydellinen nelid. Nyt merkitddn N = b —dac, t = 5= ja s = 2.

Selvastikin s,t € Q, joten x1 = s +tvV N ja xo = s — tv N. Siis luvut
x1 ja xo ovat kvadraattisia irrationaalilukuja. [

Maéritelmé 1.3.4. Olkoon z € Z 5. Mikéli z > 0 ja
—1 <z <0, niin lukua x sanotaan redusoiduksi kvadraattiseksi irra-
tionaaliluvuksi.

Apulause 1.3.1. Seuraava yhtalé on voimassa

au® 4 bu 4 ¢ = a(u — v)? + (2av + b)(u — v) + (av? + bv + ¢).

Todistus. Apulause saadaan suoraan laskemalla

a(u —v)? + (2av + b)(u — v) + (av® + bv + ¢)
= au® — 2auv + av® + 2avu + bu — 2av® — bv + av? + bv + ¢

— au® + bu + c.



e

Luku 2. Reaalilukujen esittamisesta ketjumurtolukuina

§ 2.1. Rationaaliluvut

Kun tassa luvussa puhutaan ketjumurtoluvuista, niin tarkoite-
taan yksinkertaisia ketjumurtolukuja.

Lause 2.1.1. Olkoot ag,a1,...,a, paattyvan ketjumurtolu-
vun termit. QOlkoot p—]’j (k = 0,1,...,n) taman ketjumurtoluvun
konvergentteja. Silloin on olemassa sellainen rationaaliluku x, etta
x = [ag,a1,...,a,].

Todistus. Tulos seuraa suoraan apulauseesta 1.2.1, kun vali-
taan x = z—". ]

n

Apulause 2.1.1. Olkoon I se indeksijoukko, missa rekur-
sioyhtdlot (1) ovat méaritelty. Silloin rekursioyhtéloissa (1) ag € Z ja
ap € Zy aina, kun k € I jak > 0.

Todistus. Rekursioyhtéloistd (1) seuraa suoraan, etti ag =

|z| € Z. Koska rekursio-yhtaloissa (1) agy1 = [erp+1] = L‘kiakJ Ja

1
€k —ak

> 1, niin ag4+; > 1. Siis ag € Z4 aina, kun k€ [ jak > 0. O

Apulause 2.1.2. Olkoon I se indeksijoukko, missa rekur-
sioyhtdlét (1) ovat mdaritelty. Silloin on voimassa yhtdlo x =
lag,a1,...,ak_1,¢€k] aina, kun k € I.

Todistus. Indeksijoukko I on {0,1,...,n}, mikdli on olemassa
sellainen n € N, ettd ¢, = a,. Muutoin I = {0,1,2,...}. Todiste-
taan lause induktiolla. Kun k£ = 0, niin z = [gg9] = €¢, joten téssi



tapauksessa vaite on tosi. Valitaan mielivaltainen n € I. Tehdaan
induktio-oletus, etta lause on tosi, kun & = n. Nyt osoitetaan,
etta lause on tosi myos, kun £ = n+ 1 jan+1 € I. Rekur-
sioyhtéliden (1) perusteella 5, = ax + ——. Nyt induktio-oletuksen

Ek41
_ _ 1 _
mukaan z = [ag,a1,...,0n_1,En] = [a0,a1,---,0n_1,0, + an] =
lag, a1, ... ,an-1,0n,En+1]. Siis induktio-periaatteen mukaan véite on
tosi. ]

Lause 2.1.2. Jokainen x € Q voidaan esittaa yksikasitteisesti
paattyvana ketjumurtolukuna, kun annetaan lisaehto, etta ketjumur-
toluku ei paaty lukuun 1, paitsi kun x = 1.

Todistus. Valitaan mielivaltainen x € Q. Nyt mikali x = 1,
niin z = 1 = [1]. Oletetaan nyt, ettd =z # 1. Luku x voidaan esittii
muodossa i—g, missa sg € Z ja ty € Z. Sovelletaan rekursioyhtaloita
(1) lukuun z. Osoitetaan, ettd ¢ € Q aina, kun k& € I. Tulemme
merkitsemaan e, = i—: Osoitetaan lisaksi, ettd tx41 < tx. Todis-

tetaan induktiolla. Kun k = 0, niin g9 = z = $* € Q, joten téssa

tapauksessa vaite on tosi. Valitaan mielivaltainen n € I. Tehdaan

induktio-oletus, ettd kun & = n, niin ¢, = 22 seki t,, < t,_1. Nyt

t
rekursioyhtéldiden (1) perusteella

En+l =

Merkitaan sp,4+1 = t, ja the1 = Sp — {—J t,. Koska ¢, —a, < 1,

niin ¢,4; < t,. Lisaksi e,41 = inj € Q. Induktioperiaat-
teen mukaan vaite on todistettu. Koska t¢ > t; > to > --- ja
to € Z4, niin on olemassa sellainen n € N, etta t, = 1. Siis
En = Sn = |Sn] = |€n] = an, joten rekursioyhtaldt (1) ovat maaritelty
indeksijoukossa {0,1,...,n}. Nyt apulauseen 2.1.2 mukaan x =
lag,a1,...,an-1,6n] = [ag,a1,...,a,]. Edelleen apulauseen 2.1.1

mukaan ag € Z ja ay,as,...,a, € Z,. Tutkitaan viela lukua a,.
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Kun n = 0, niin oletuksen mukaan ag = = # 1. Kun n > 0, niin a,, =
Sp = tn—1 > t, = 1. Siis olemme osoittaneet, etta rekursioyhtaloista
(1) voidaan muodostaa paattyva yksinkertainen ketjumurtoluku lu-
vulle x, joka ei paaty lukuun 1. Osoitamme viela, etta tama esitys
on yksikéasitteinen. Olkoon nyt [ag, a1, ..., ay] ja [bo, b1, ..., by] kaksi
sellaista luvun = ketjumurtolukukehitelmaa, jotka eivat paaty lukuun
1. Oletetaan lisaksi, ettd n < m. Mikali n = 0, niin |z| = ay =
|[b0, b1,-..,bm]]. Mikdli m = 0, niin ap = by ja yksikésitteisyys on
selvid. Oletetaan, ettd m > n. Nyt koska [b1,bs,...,by] el paaty
lukuun 1, niin apulauseen 1.2.3 mukaan [by,bs,...,b,,] > 1, joten

Hbo,bl, .. .,bm” = {bo + [bl,Tl,I%n]J = bg. Siis Wl’bm] = 0, mika
on mahdotonta, joten m = n. Oletetaan, nyt, etta n > 0. Koska
ketjumurtoluvut eivat oletuksen mukaan paaty lukuun 1, niin apu-
lauseen 1.2.3 mukaan [by,bs,...,b,] > 1 ja [a1,a2,...,a,] > 1, joten

Llao, a1, ..., an]] = {ao-k[;J = ap = [[bo,b1,...,bn]] =

(1,82, 0]
{bo—l—MJ = bp. Siis myo0s tassa tapauksessa ag = bg.

Edelleen saadaan [a1,as2,...,a,] = [b1,b2,...,by]. Kun toistetaan
edellisten kaltaisia paattelyita, niin saadaan yhtalot

a1 = by,as = be,...,a, = b,. Lisaksi viela n = m. Siis ketjumur-
tolukukehitelma on yksikasitteinen. ]

Tutkitaan viela lukuun 1 paattyvaa yksinkertaista ketjumur-
tolukua [ag,aq,...,an,1] , missd n > 0. Taméa voidaan esittdd myos
muodossa [ag, a1, ..., a0, + %], joka on = [ag,a1,...,a, + 1]. Talléin
viimeinen termi a, + 1 on > 1, joten lukuun 1 paattyva ketjumur-
toluku voidaan esittaa myos lyhyemmassa muodossa siten, etta se ei
paaty lukuun 1.

Olemme todistaneet tassa pykalassa, etta jokainen rationaalilu-
ku voidaan esittaa yksikasitteisesti paattyvana yksinkertaisena ketju-
murtolukuna. Tama esitys saadaan rekursioyhtaloista (1). Toisaalta
olemme todistaneet, etta jokainen paattyva yksinkertainen ketjumur-
toluku esittaa jotain rationaalilukua. Siis rationaaliluvut ja paattyvat
yksinkertaiset ketjumurtoluvut ovat yhtapitavia.

Esimerkki 2.1.1. Muodostetaan luvun 2 ketjumurtolukuesi-



tys. Kéayttdmalla rekursioyhtal6ita (1) saadaan

7 3 1 1
—=1+-=1+7=1+ T
4 4 3 1+ 3
Eli % = [1,1,3], joka on helppo tarkastaa rekursioyhtédléiden (2)
avulla
Esimerkki 2.1.2. Muutetaan luku & supistetuun muotoon.
Muodostetaan luvun & ketJumurtolukukehltelma Toimitaan kuten
esimerkissa 2.1.1, jollom saadaan
119—1+51—1+1—1+ ! =1+ ! =1+ !
68 68 o8 [ T
17
Eli L2 = Z. Lukujen suurin yhteinen tekija oli siis 2 = 17.

Esimerkki 2.1.3. Ratkaistaan lineaarinen Diofantoksen yh-
talo ax 4+ by = 1. Lukujen a ja b suurimman yhteisen tekijan taytyy
olla 1, jotta yhtalo on ratkeava. Oletetaan, etta yhtalo on ratkeava.
Voidaan liséksi olettaa, ettd b > 0, koska by = (—b)(—y). Muodoste-
taan luvun £ ketjumurtolukukehitelmé. Olkoon se nyt [ag, a1, ..., an].
Eli p, = a Ja qgn = b. Lauseen 1.2.2 perusteella p,gn_1 — gnpn—1 =
(—1)"*1. Jos n on parillinen, niin valitaan * = —q,_1 ja ¥ = Pn_1.
Jos n on pariton, niin valitaan * = ¢q,,_1 jay = —p,,_1- Nain valituille
luvuille z ja y on voimassa yhtalo ax + by = 1.

§ 2.2. Irrationaaliluvut

Maaritelma 2.2.1. Olkoot paattymattoman yksinkertaisen

ketjumurtoluvun termit ag,aq,.... Olkoot Z—: (k =0,1,...) tdmén
ketjumurtoluvun konvergentteja. Olkoon = € R. Silloin voidaan
merkitd = = [ag, a1, ...], mikali limg_, o g—]’j = .

Lause 2.2.1. Yksinkertaisen paattymattoman ketjumurtolu-
vun [ag, a1, ...] konvergentit ¢, (k= 0,1,...) muodostavat epayhtalé-
ketjun

(10) cop<cpg< - <egp << cgpgr << ez <.



Todistus. Valitaan mielivaltainen & € N. Yhtélon (9) mukaan

i _ (=1 ag0 : _ _ (=D*"asyys
Cz_fﬁ'z C2k = 92K+292k >0 Ja-62k+3 C2kﬂ'-1 _ 92k+392k+1 <0.
Siis cog42 > Cok ja Cokt3 < C2k+1, joten on osoitettu, etta
co < cg <cg < ---ja---<cs <cg < cp. Valitaan mielivaltaiset
k,l € N. Merkitdan m = max{k,[}. Tiedetdin, ettd cor < cop, ja

g -1 2m
Com+1 < c2141. Nyt yhtélon (5) mukaan capmy1 — com = qz(nwrﬁ )
joten cop < com < Comi1 < copp1. Siis on todistettu, etta
Co<Cag < - - <o << Copy1 <---<cg<cy. Ul

Lause 2.2.2. Olkoot yksinkertaisen paattymattman ketju-
murtoluvun termit ag,ay,.... Olkoot ¢, (kK = 0,1,...) tdman ketju-
murtoluvun konvergentteja. Silloin on olemassa sellainen | € R, etta
limk_)oo Cr — [.

Todistus (vrt. [4], s. 66-67). Osoitetaan aluksi, ettd on ole-
massa sellaiset [1,lo € R, ettd limg_, o0 cop = {1 ja limg o0 Cor1 =
l[o. Koska cy,cs,cq,... muodostavat aidosti kasvavan jonon, joka on
ylhaalta rajoitettu luvulla ¢;, niin analyysin perustulosten nojalla
voidaan sanoa, etta on olemassa sellainen [; € R, etta limg_, o, cop =
[1. Vastaavasti koska cq,c3,cs,... muodostavat aidosti vahenevan
jonon, joka on alhaalta rajoitettu luvulla ¢y, niin on olemassa sell-
ainen ly € R, etta limg_, o cox+1 = l2. Osoitetaan seuraavaksi, etta
limg o0 (Co2k+1 — c2r) = 0. Valitaan mielivaltainen € > 0. Valitaan
ng = [£] + 1. Valitaan mielivaltainen n > ng. Apulauseen 1.2.2
mukaan go,+1 > q2n > Gn > n. Nyt yhtalon (5) perusteella

P2n+1 P2n
Cong1 — Conl| = -
d2n+1 d2n
(_1)2n+1 1
=|l— < —X<e&.

42n+192n n
Siis on osoitettu, ettd limg_ o0 (cor+1 — c2x) = 0. Nyt lo — 13 =
limy 00 Cokt1 —limp 00 Cox = limpg o0 (Cok+1 —C21) = 0, joten 1 = I5.
Merkitaan [ = [; = l9. Taten limy_, o ¢ = (. ]

Apulause 2.2.1. Olkoon [ag, ay,-..] sellainen yksinkertainen
padttymatén ketjumurtoluku, ettd ag € Zy. Olkoon x = [ag,aq,...].
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Silloin © > 1.

Todistus. Apulauseen 1.2.3 mukaan ¢, > 1 (k= 1,2,...), joten
limg 0o ¢ > 1. Koska [a1,a9,...] on yksinkertainen paédttyméaton
ketjumurtoluku, jonka ensimmainen termi a; € Z,, niin on olemassa

1

| > 1 siten, ettd | = [a1,a9,...]. Siis [ag,a1,...] = ao + [a1,a2,..]

ap+ 1> 1+ 7 > 1, joten z > 1. O

Lause 2.2.3. Jokainen z € R\ Q voidaan esittdd yk-
sikasitteisesti yksinkertaisena paattymattomana ketjumurtolukuna.

Todistus (vrt. [4], s. 68-70). Sovelletaan rekursioyhtildita (2)
lukuun z. Osoitetaan induktiolla, ettd ¢, € R\ Q (kK =0,1,...). Kun
k =0, niin x = ¢p € R\ Q. Valitaan mielivaltainen n € N. Tehdaan
induktio-oletus, ettd ¢, € R\ Q. Siis ¢, > a,,. Rekursioyhtal6iden
(1) mukaan €,41 = > 1. Jos nyt €,+1 € Q, niin &, = a, +
o
R\ Q, joten induktioperiaatteen mukaan viite on todistettu. Koska
er € R\ Q (kK =0,1,...), niin rekursioyhtdlot (1) ovat maaritelty
aina, kun £ € N. Apulauseen 2.1.1 mukaan rekursioyhtaloissa (1)
ap € Z ja ay, € Z4, kun k > 0. Siis rekursioyhtél6illa (1) saadaan

muodostettua luvusta x paattymaton yksinkertainen ketjumurtoluku

lag, a1, ...]. Nyt riittaé osoittaa, ettd © = [ag, a1, ...] eli limg_ z—’; =

En—0n
€ Q, joka on ristiriidassa induktio-oletuksen kanssa. Siis €41 €

z. Apulauseen 2.1.2 mukaan = = [ag,a1,...,ak,cx+1] (K =0,1,...).
Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Merkitdén kg = [£] + 1. Valitaan
mielivaltainen k& > kg. Nyt

Ek+1Pk T Pk—1 Pk
€k+19k T qk—1 Gk
Ek+1Pkqk + Pk—19k — €k+19kPk — Qk—1Dk
Ext+14p + Qrk—1
Pk—-19k — 9k—1Pk
Ekt+14p + Qrqh—1
(—1)*
Ekt+14p + Qrqh—1

L <L 1l
= — < - <e.
Ek+10s + qrqe—1  ¢¢  k

‘ Dk
:I; [ —
dk




Siis limy o0 z—’; = z, joten rekursioyhtal6illd (1) saadaan luvusta x

yksinkertainen paattymaton ketjumurtoluku, joka on = x. Viela pitaa
todistaa, ettd nain saatu esitys on yksikasitteinen. Oletetaan, etta
luvulla z on kaksi ketjumurtolukuesitysta [ag,aq,...] ja [bo,b1,...].
Apulauseen 2.2.1 mukaan [y = [a1,a2,...] > 1jaly = [b1,bs,...] > 1,

joten |z| = {ao + %J = ag ja |z] = {bo + %J = bg eli ag = bg. Siis
myos [1 = lo, joten edelleen vastaavalla paattelylla voidaan osoittaa

myos, etta a1 = by,as = by, ... . Olemme siis osoittaneet, etta luvun
x ketjumurtolukukehitelma on yksikasitteinen. [

Huomautus 2.2.1. Edellisen lauseen todistuksessa tuli esiin
se mielenkiintoinen seikka, etta

n 1
e~ m=0,1,...).
Qn q'n,
Yhtalailla on helppo huomata, etta
n 1
‘az—p— > (n=0,1,...).
dn | 4n(Gnt1+qn)

Apulause 2.2.2. Olkoot g—’; (k = 0,1,...) luvun z konver-

Pk

o kun k on

gentteja. Silloin © < 5—:, kun k on parillinen ja x >
pariton.

Todistus. Apulauseen 2.1.2 ja lauseen 1.2.1 perusteella
Pk _ Ek+1Pk t Pk—1 Pk
G Ek+1Qk + Q-1
_ Pk—-149k — 9k—-1Pk
 q(engr + qr-1)
_ (—1)*
 aqk(ergr + qr-1)
Koska gk (ekqr + qe—1) > 0, niin z — 22 >0, kun k on parillinen ja

x — Z—: < 0, kun k on pariton. O

Esimerkki 2.2.1. Lasketaan yksinkertaisen paattymattoman
ketjumurtoluvun [1,1,1,...] arvo.

1,...] ja huo-

Ratkaisu saadaan, kun sijoitetaan = = [1,1,
1+ <. Yhtélosta

mataan, etta x = [1,1,17---] =1+ [1 111...] -
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xr=1+ % saadaan toisen asteen yhtilo 22 — 2z — 1 = 0, jonka ratkaisut

ovat r1 = # ja o = %g Koska z9 < 0 ja 1 > 0, niin taytyy
valita * = x1, koska apulauseen 2.2.1 mukaan x > 1. Eli ketjumur-

toluvun [1,1,1,...] arvo on 1“"2—\/5

Esimerkki 2.2.2. Muodostetaan luvun 1“"2\/5 ketjumurtolu-
kukehitelma.

Kaytetdan rekursioyhtil6itd (1), jolloin gy = , ag =
L1+\/5J:161: 1 1 _ 1 _ 2 _ 20+l

2 €0—ao 1+2\/g_1 o \/52—1 o \/5_1 o 5—1 o
1+v5
2

luvun +2‘/§ ketjumurtolukukehitelm& on [1,1,1,...], kuten pitikin.

= g¢. Selvasti g = €1 = --- ja edelleen ag = a; = ---, joten

§ 2.3. Logaritmien laskemisesta

Maaritelma 2.3.1. Olkoot reaaliluvut by ja by sellaisia, etta
bg > by > 1. Maaritellaan, ettd n; on sellainen positiivinen koko-
naisluku, ettd by* < by_; < bZ’“"’l (k= 1,2,...), missé by = lﬁz’;—__zl

k—1
(k=2,3,...).

Lause 2.3.1. Olkoot luvut ni,ns,... maaritelman 2.3.1
mukaiset. Silloin log, by = [n1,n2,...].

Todistus. ~ Muodostetaan luvun log, by ketjumurtolukuke-
hitelmé [ag,aq,...] rekursioyhtdl6illa (1). Osoitetaan, ettd ag =

ni, a1 = nNg,.... Todistetaan induktiolla. Koska by = b[lao’al"“] =

b?obl[al’;?"”], niin 1b§0 < by < b9t joten ag = ny. Edelleen, koska

b%—% = by = b;"t*> niin b[2a1’a2""] = b;. Valitaan mielivaltainen

k > 0. Tehdiéin induktio-oletus, etti ay = ngy1 ja by = byt 4],
1

Siis bk = bz = bt T eli by = bt Taten

k41
a1 ag+1+1 - . . .
bpin < bey1 < bl ', joten agy1 = ng42. Induktioperiaatteen
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mukaan ag = ni, a1 = na,.... Siis log, by = [n1,n2,...]. O

Esimerkki 2.3.1. Lasketaan likiarvo luvulle log, 10. Muo-
dostetaan luvut nq, no,... maaritelman 2.3.1 osoittamalla tavalla.

Saadaan
23 <10 < 24

(2 <2 (2)

1024\ ° _ o 1024\ '°
1000 8 1000

eli lauseen 2.3.1 perusteella log, 10 = [3,3,9,...]. Approksimoidaan
lukua log, 10 konvergentilla [3, 3, 9], joka on yht& suuri kuin %. Huo-
mautuksen 2.2.1 perusteella |10g2 10 — g—g‘ < % = 7%,4 < 0,002. Nain
luvulle log, 10 saadaan likiarvo 3, 32.



Luku 3. Jaksolliset ketjumurtoluvut

§ 3.1. Kvadraattiset irrationaaliluvut

Lause 3.1.1. Olkoon jaksollinen ketjumurtoluku muotoa
lag,a1,...,aK_ 1,0k, k11, -, 0ktn)- Olkoon tidméin ketjumurtoluvun
arvo «. Silloin luku o on kvadraattinen irrationaaliluku.

Todistus (vrt. [2], s. 88-89). Apulauseen 2.1.2 mukaan o =
[ag,a1,...,an_1,6,] (n =0,1,...). Tiedetddn myos, ettd e, on irra-
tionaaliluku. Koska ketjumurtoluku on jaksollinen, niin €, = €44,
kun n > k. Ottamalla huomioon rekursioyhtélot (2) saadaan yhtalo

(11)

o — EnPn—1 —l'pn—2 o En+hPn+h—1 +pn—|—h—2 o EnPn+h—1 ‘I'pn+h—2

Endn—-1 + dn—2 En+hdn+h—1 + dn+h—2 Endn+h—1 + dn+h—2

. Ristiinkertomalla yht&l6 (11) saadaan toisen asteen yhtalo
(12) ag? +be, +c =0,
missa

a = (dn+h—1Pn—1 — Pn+h—149n—1,
b= dn+h—2Pn—1 + dn+h—1Pn—-2 — Pn+h—-19n—2 — Pn+h—24n—1,
C = Pn—29n+h—2 — gn—2Pn+h—2,

joten lauseen 1.3.4 mukaan €,, on kvadraattinen irrationaaliluku, kun
n > k. Ratkaisemalla yhtalostd (11) €, luvun o suhteen saadaan
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Pn—2—Qdn—-2C&
dn—19"Dn-1
saadaan yhtalo

En = . Sijoittamalla tdméa yhtiloon (12) ja sieventamalla

(aqrzz—Z + quzz—1 - an—2Qn—1)Oz2+
(bpn—QQn—l + bqn_zpn_l — 2ap,_2Qn_2 — 2cpn—1Qn—1)a‘|‘
(aprzz—2 + Cp%_1 + bpr—1Pn—2) = 0.

Koska luku «a on irrationaaliluku, joka toteuttaa kokonaislukukertoi-
misen toisen asteen yhtalon, niin lauseen 1.3.4 mukaan luku o on
kvadraattinen irrationaaliluku. [

Lause 3.1.2. Olkoon taysin jaksollinen ketjumurtoluku muo-
toa
(@0, a1, ---,ag). Olkoon tidman ketjumurtoluvun arvo «. Silloin luku
a on redusoitu kvadraattinen irrationaaliluku.

Todistus (vrt. [4], s. 93-95). Merkitadn 8 = [ax, ak—1,-- -, a0
Eli luku 8 on taysin jaksollisen ketjumurtoluvun arvo, missa ketju-
murtoluvun termit ovat painvastaisessa jarjestyksessa kuin luvun o

ketjumurtolukuesityksessa. Koska kyseessa ovat taysin jaksolliset

ketjumurtoluvut, niin saadaan yhtalot o = S2EFPE=1 35 3 — BPktP—y

aqr+qr—1 Ba,+a;,_,°
Lauseen 1.2.4 yhtalén (7) mukaan p) = pg, ¢, = pr—1 ja lauseen 1.2.3
yhtélon (6) mukaan p) | = gk, ¢, = qx—1. Siis g = %.

Niin ollen saadaan toisen asteen yhtalot qra?+(py—qr—_1)a—pr_1 = 0
ja prk_18%+ (pk — qk—1)B — qr = 0, joista jalkimméinen on yhtépitiva
yhtalon qk(—%)2 + (pr — Qk—l)(_%) — pr—1 = 0 kanssa. Koska luku-
jen « ja ( ketjumurtolukuesityksessa kaikki termit ovat positiivisia
kokonaislukuja, niin apulauseen 2.2.1 mukaan o > 1 ja 8 > 1, joten
—1 < —4 < 0. Koska yhtdlolld gxz® + (px — gx—1)* — pr—1 = 0
on ratkaisut o ja —Z%, niin luku « on redusoitu kvadraattinen irra-

tionaaliluku lauseen 1.3.4 ja maaritelman 1.3.4 perusteella. ]

Lause 3.1.3. Jokainen kvadraattinen irrationaaliluku o voi-
daan esittaa jaksollisena ketjumurtolukuna.

Todistus (vrt. [2], s. 89-91). Koska luku o on kvadraattinen ir-
rationaaliluku, niin luku « toteuttaa lauseen 1.3.3 mukaan kokonaislu-
kukertoimisen toisen asteen yhtilon az?+4bx+c = 0. Apulauseen 2.1.2



EnPn—1F+Pn—2
. .-EnQn—1+Qn—2 )
saadaan yhtalo

mukaan o =

Sijoittamalla yhtaloon ja sieventamalla

(13) Anei + Bnen, +C,, =0,
missa

Ap =ap? | +bpn_1qn_1 +cq>_1,
By, =2ap,—1pn—2 + b(Pn-1Gn-2 + Pn—2qn-1) + 2¢qx—1qx—2,
Ch = api _o + bpr_2qr_2 + cqi_,.

Osoitetaan seuraavaksi, etta on olemassa sellainen positiivinen luku
M, ettd |A,| < M, |B,| < M, |C,| < M. Helposti ndhdéén, etta

2
An — q721_1 (a (pn—1> + b <pn—1> + C) ’
Gn—1 dn—1
2
Cn — qi_2 (a (pn—Q) _l_ b (pn—2> —I- C) -
Gn—2 dn—2

Merkitaan u = qun—‘i ja v = o. Kun otetaan huomioon, etté
e

ao? + ba 4+ ¢ = 0, niin apulauseen 1.3.1 perusteella
Ap = g5, (p"—_l — a) (Zaa +b+a (p”_l — a)). Nyt huomautuk-

dn—1 dn—1

sen 2.2.1 mukaan ‘a —Pnoit o b joten

dn-1 q, _1
a
|An| < |2ac + b] + q|2 | < |2ac + b| + |al.
n—1

Aivan vastaavasti osoitetaan, etta

la|

|Crn| < |2acc + b| + -2 < |2ac + b| + |al.

n—2

Suoraan laskemalla voidaan osoittaa helposti, ettd B2 — 4A,C, =
b? — 4ac. Siis

1B,n| < \/|b? — 4ac| + 4(|2ac + b| + |a])2.
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Nyt kun merkitaan

M = max{\zaa +b| + |al, /]2 — 4ac| + 4(|]2ac + b] + \a\)z} ,

niin |A,| < M, |B,| < M, |Cy| < M. Nyt selvastikin yht&loita (13)
on korkeintaan (2M + 1) kappaletta, joten Dirichletin laatikkope-
riaatteen mukaan on olemassa vahintaan 3 sellaista indeksin arvoa
ni,n9, N3, etta

Anl = Ang = An37

Bn1 = Bn2 = Bn37

Cry = Chy = Ch,.

Koska yhtalolla A,z + B,,z + C,, = 0 on vain kaksi ratkaisua,
niin kahden luvuista €,,, €n,, €n, taytyy olla yhta suuret. Olkoon
nyt merkinnat valittu siten, etta €,, = €,, ja n1 < na. Merkitaan
h =na—ny. Siise,, = En1+h jaan, = an1+h Nyt rekursioyhtaloiden
(1) perusteella €,,41 = = €p,+h+1. Joista-

enl_anl - €ni+h —0ni+h
malla tata paattelya huomataan, ettda exypn = € aina, kun k > nq,

joten myos axyp = ar aina, kun £ > n;. Maaritelman 1.1.4 mukaan
kyseinen ketjumurtoluku on siis jaksollinen. [

Lause 3.1.4. Jokainen redusoitu kvadraattinen irrationaalilu-
ku x voidaan esittaa taysin jaksollisena ketjumurtolukuna.

Todistus. Koska x on redusoitu kvadraattinen irrationaaliluku
niin —1 <z < 0. Rekursioyhtéldiden (1)

€L = ap + 5k+1 = G+ =—— = ay, Ek1+1 . Todistetaan 1ndukt1011a, etta

-1 <& <0(k=0,1,...). Kun k = 0, niin -1 <& =7 < 0.
Valitaan mielivaltainen n € N. Tehdaan induktio-oletus, etta

joten induktioperiaatteen mukaan vaite on todistettu. Koska
ap — € = _Ek1+1 ja —1 < €, < 0, niin a; = \_ak —?kj = {—E;HJ,

kun £ > 0. Oletetaan, etta ketjumurtolukukehitelma ei ole taysin
jaksollinen. Tiedetaan kuitenkin lauseen 3.1.3 mukaan, etta kyseinen
ketjumurtoluku on jaksollinen. Olkoon ketjumurtolukukehitelma nyt
jaksollinen indeksin arvosta k, joka on > 0 ja olkoon jakson pituus
h. Siis g, = Ek+h Ja ar = agyp. DEdelleen myos €y = €x4p. Nyt
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toluku olisi jaksollinen indeksin arvosta £ — 1, joka on ristiriidassa
oletuksen kanssa, joten k£ = 0. [l

tiedetaan, etta ax_1 = {—lJ = {— J = Qk+h—1, joten ketjumur-

§ 3.2. Luvun VN ketjumurtolukukehitelmi

Tassa pykalassa oletamme, etta luku N € Z, seka luku N
ei ole tiydellinen nelié. Siis luku v/N on irrationaaliluku, joten silli
on paattymaton yksinkertainen ketjumurtolukukehitelma. Tulemme
tarkastelemaan tata ketjumurtolukukehitelmaa.

Apulause 3.2.1. Luvun vV N ketjumurtolukukehitelma on
jaksollinen ja muotoa [ag, a1, ..., an, 2ap].

Todistus. Rekursioyhtéloiden (1) perusteella ag = [V N].
Koska luku vV N + [v/N] on selviistikin redusoitu kvadraattinen ir-
rationaaliluku, niin luvulla VN + L\/N | on lauseen 3.1.4 mukaan
tiysin jaksollinen ketjumurtolukukehitelmi. Olkoon v N + |[VN| =
[al,a},...,al]. On helppo todeta, etti aj = 2ag. Siis VN =

n

[ag, al,...,al,ap]. Nyt kun muutetaan merkint6jé siten, etta
ay = ai, a, = ag,...,a;, = ap, niin saadaan yhtilo VN =
[ao,al,ag,...,an,Zao]. l

Rekursioyhtal6illa (1) voitaisiin muodostaa luvun v N ketju-
murtolukukehitelma, mutta tulemme kayttamaan rekursioyhtaloita

(3)-

Apulause 3.2.2. Rekursioyhtaléille (3) on voimassa yhtalé

(14) B2+ C,Cph_1 =N (n=-1,0,1,2,...).

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin n suhteen. Kun
n = —1,niin B2, +C_1C_3 = 02+1-N = N, joten tissi tapauksessa
vaite on tosi. Valitaan mielivaltainen k € {—1,0,1,2,...}. Tehdaan
induktio-oletus, ettd B2 + CxCr_1 = N. Rekursioyhtéloiden (3) seka



induktio-oletuksen perusteella

Bi i1+ Cr1Cr
= (Ak+1Ck — Br)?* + (Cr—1 + Ags1(Br — Bit1))Ch
= A; 1CF — 245 41Cx By + Bj + C.Cr_1

+ Ak4+1BrCx — Ak41Br4+1Ck
= Ap110k(Ap11C% — (Bry1 + Bi)) + Bi + CrCr_1
= Ap10k (A 110k — Ap11Ck) + BE + CrCr_1
= B} + Cy,Cy_1 = N,

joten induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi. ]

Lause 3.2.1. Olkoot Ay, Ay, ... saatu rekursioyhtalGista (3).
Silloin \/N = [Ao, Al, .. ]

Todistus. Tiedetaédn, ettd rekursioyhtaloilld (1) saadaan lu-
vulle /N ketjumurtolukukehitelmi [ag, a1, ...], joten riittds osoit-
taa, ettd ag = Ag, a1 = Ay,--- . Todistetaan induktiolla. Rekur-
sioyhtédloiden (1) ja (3) mukaan
a = |[VN| = {@J - {%J = Ap. Lisiksi Y01 — ¢
Valitaan mielivaltainen n € N. Tehdaan induktio-oletus, etta
A, ja % = &,. Nyt rekursioyhtildiden (1) ja (3),
induktio-oletuksen ja apulauseen 3.2.2 perusteella

. 1 1
T . T VN+B._
€n Qp, C'n—_11 _ An
B 1 B 1
o \/N+Bn—1_AnCn—1 - \/N_Bn
Cn—l C'n—l
L Cn—l(ﬁ"‘ Bn) L Cn—l(\/ﬁ‘F Bn)
B N — B2 B CrCr_q
_VN+B,
= —Cn .

—\/N(EI_B"J = A, 11, joten induktioperiaatteen

Siis apy1 = |ent1] = {
mukaan vaite on tosi. U]
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Seuraavaksi tutkitaan hieman tarkemmin rekursioyhtaloiden
(3) lukuja By ja Ck. Maéaritelmésta 1.1.9 huomataan suoraan, etta
By, Cy € Z. Esitetaan seuraavaksi muutama apulause lukuja By ja
C}. koskien.

Apulause 3.2.3. Rekursioyhtéloille (3) on voimassa seuraavat
epayhtalot

(15) 0<An§2A0,0<Bn§A0,0<Cn§2A0.

Todistus (vrt. [5], s. 182-183). Todistetaan induktiolla in-
deksin n suhteen. Kun n = 0, niin 0 < Ay < 24y, 0 < By =
Ag, 0 < Cp = N — A2 < 24y, joten tissa tapauksessa viite on
tosi. Valitaan mielivaltainen & € N. Tehdaan induktio-oletus, etta

0 < Ar < 24p, 0 < B < Apg, 0 < Oy < 2A4,. Lauseen 3.2.1

perusteella A1 > 0. Koska ey — Ags1 = \/NC—“';B’“ — Apy =
\/N-I-Bk(;kAk-HCk _ \/NEkBk-H > 0, niin Bkz+1 < AO < VN. Apu—

lauseen 3.2.2 mukaan B,%_H + Cry1Cy = N, joten Cry; > O.
Koska ery0 = YN+ By > 1, niin Ci41 < 24 < 2v/N. Olete-

Crk41
taan, ettda Bgi1 < 0. Silloin Cy < Ap11Cr < Br < VN, joten

Ep+1 — Agr1 = ‘/Naf’““ > */_ \/‘/: 1, joka on mahdotonta,

Ck

koska 0 < egy1 — Ag+1 < 1. Siis By > 0. Koska Cp > 1 ja
By < Ap, niin Apyy < 2A4. Siis induktioperiaatteen mukaan vaite on
tosi. ]

Apulause 3.2.4. Rekursioyhtaldissa (3) Ap+1 = 2Ao, jos ja
vain jos Cp, = 1.

Todistus. Oletetaan, ettd A,+1 = 249. Eli 249 = A,41 =
{%J = {%J < AotBn < 2A0, joten C,, < 1. Koska 1 <

n — Ch — Cp
C, < 1, niin C,, = 1. Oletetaan nyt, ettd C,, = 1. Apulauseen
3.2.3 mukaan C,_1 < 2v/N. Apulauseen 3.2.2 perusteella C,,_1 =

N —B? = (VN +B,) (VN — By,). Siis (VN +B,)(VN - B,) < 2&

elivVN-B, < \/—\:__B < 2\*//—5 = 2, joten B,, > Ag—1. Oletetaan nyt,

etta B, = Ag — 1. Silloin, koska N — A% > 1, niin C,,_; = N — B2 =
—(A0—1)2 = N—A(2)—|—2A0—1 2 1—|—2A0—1 = 2A0, joten
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C,_1 =24y. Nyt A, = {Aog%J < {%J — 1, joten A4, = 1 ja

B, _1 = Ap. Rekursioyhtiléiden (3) mukaan B,, = A,,Cy,_1 — B,_1 =
Ap, joka on mahdotonta, koska oletettiin, etta B,, = Ay — 1, joten

B, = Ao. Siis An_|_1 = \‘AOC-;B"J = AO + AO = 2A0 L]

n

Apulause 3.2.5. Luvun VN ketjumurtolukukehitelmassa
[Ag, A1, Aa, ..., Ay, 240] on voimassa epayhtalot
Ao,Al, . ,An < 2A0

VN+By _ YN+Ag
Co = N-aZ - Koska

Apty1 = 2Ap, niin apulauseen 3.2.4 nojalla B, = Ay ja C,, = 1.
Rekursioyhtéloiden (3) perusteella B,y1 = 249 — Ag = Ap. Apu-
lauseen 3.2.2 perusteella Cr,p1 = N — B2, | = N — A§. Siis

_ VN+Bns1 _ VN+A, _

Todistus. Tiedetaan, etta 1 =

Entl = o T N_A e1. Taten huomataan, etta ketjumur-
mn 0

toluvussa uusi jakso alkaa heti sen osanimittajan jalkeen, jonka arvo

on = 2Ag, joten Ag, A1,..., A, < 2A,. L]

Apulause 3.2.6. Luvun VN ketjumurtolukukehitelnéssi
[Ag, A1, As, ..., Ay, 24| indeksille n on voimassa epayhtdlo n < 2N.
Todistus. Koska By < v/N ja C < 2v/N (k= 0,1,...), niin

erisuuria lukuja \/NC—‘:B’“ on vahemman kuin v N - 2v/ N kappaletta.
Siis ketjumurtoluvun jakson pituus n + 1 on pienempi kuin 2/N. Eli
saadaan epayhtalo n < 2N. [

Esimerkki 3.2.1. Muodostetaan luvun /11 ketjumurtoluku-
kehitelma. Kayttamalla rekursioyhtéloita (3) saadaan kaavio

n 0 1 2 3
B, 3 3 3 3
C, 2 1 2 1
A, 3 3 6 3.

Téten V11 = [3,3,6].
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Luku 4. Irrationaalilukujen rationaaliluku approksimoin-
nista

§ 4.1. Approksimointi konvergenteilla

Apulause 4.1.1. Olkoon x irrationaaliluku. Olkoot 1;—:

(k =0,1,2,...) luvun = ketjumurtolukukehitelméin [ag,a,...| kon-
vergentteja. Silloin on voimassa epayhtalo

(16) |gn® — pnl| < |gn-12 — pPr-1], kun n > 1.

Todistus. Apulauseen 2.1.2 ja rekursioyhtéléiden (2) perus-

teella ‘:1: — Z—” = 1 josta edelleen saadaan yhtalo |g,z—

dn(en+1qn+an—1)’
' )
Pn| = P — Koska ¢pen+1 + @n-1 > @nan+1 + ¢n—1 = qn+1 ja

dn€n+1 T qn-1 < Qn(an+1 + 1) + qn-1 = qn+1 T qn < dn+2, niin
L < gnz —pu| < ﬁ. Koska luvut g (k= 0,1,...) muodostavat

dn+2

kasvavan lukujonon, niin ¢,z — pa| < 5 1+1 < |gn-12 — pp—1l. O
Epayhtalosta (16) saadaan, kun merkitdin ¢, = z—” ja cp_1 = z”—:i
myos epayhtalo

(17) |z —cp| < |x—cpoil

Lause 4.1.1. Olkoon z—: luvun x konvergentti, missa k > 0.
Olkoon § sellainen rationaaliluku, ettd 0 < q < q ja % + Z—’;. Silloin
on voimassa epayhtalo

(18) gk — pi| < lgz — pl.
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Todistus (vrt. [2], s. 93-94). Oletetaan ensin, ettd ¢r = ¢.

lloi P, _ P| __|Pk _ P | _ |PkZP
Silloin il = o — o o ‘ > q , koska pg # p. Toisaalta
_pe| — 1 1 1
| = wCrata < T < 2%, koska apulauseen 1.2.2
mukaan qry1 > g2 > 2. Naiden epayhtaloiden perusteella qik <
e ‘az — Pel 4 ‘:1: — B < ‘az — B , josta edelleen
ak g qr q q
p ]_ p .o . . .o
— q—: < Tan < ‘SU— 7 Koska oletettiin, etta ¢ = ¢, niin

qr — pr| < |gr — p|. Mikili ¢ = ¢ = 1 < ¢p, niin ainoat mah-
dolliset luvun p arvot ovat [z]| ja |z], jotta |x — p| < 1. Taméi on

valttamatonté, koska |z — B2| < 1. Jos nyt p = |x| = po, niin apu-

lauseen 4.1.1 perusteella |grz — pi| < |gox — po| = |gz — p|. Jos
taas p = [z]|, niin koska z—i > T ja p—i = ag + a—ll < ag + %, niin
lgz — p| > |gox — po| > |gxx — pi|- Jatkossa voidaan siis olettaa, etta
g > 1. Lisaksi lause on osoitettu todeksi siina tapauksessa, etta jos
qg = qr, kun k£ > 1. Voidaan siis olettaa, etta on olemassa sellainen
indeksin arvo n, etta ¢,_1 < q¢ < g, < qx. Voidaan myos olettaa, etta

lukujen p ja ¢ suurin yhteinen tekija on 1. Maaritellaan yhtaloryhma

UPp, + UPp—1 = D,
ugp + vgn—1 = ¢.

Ratkaisemalla yhtaloryhmasta luvut v ja v saadaan ratkaisut

u = (=1)"* (pgn—1 — pp-19) ja v = (=1)"**(pnq — pgn). Koska £
ei ole luvun z konvergentti, niin sekd u # 0 ettd v # 0. Oletetaan,
etta u > 0. Koska ¢ = uq, + vq¢,_1 < qn, niin ¢ — ug, = vg,_1 < 0.
Siis v < 0. Oletetaan, etta u < 0. Koska vg,_1 = ¢, — ug, > 0,
niin v > 0. Siis luvut u ja v ovat erimerkkisid. Apulauseen 2.2.2
perusteella myos luvut ¢,z — p, ja ¢._1x — p,_1 ovat erimerkkisia.
Siis luvut u(g,x —pp) ja v(gn—1% —pn—_1) ovat samanmerkkisia. Koska

qr —p = u(gn® — pn) + v(¢gn—12 — pp—1), niin

w(gnt — pp) + v(gn—1C — Prn—1)|
(QTL pn)‘ + ‘U(Qn—laj _pn—1)|
U(Qn—lw _pn—1)|

gz —pl

%3 H
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Siis apulauseen 4.1.1 perusteella

lgz — p| > |gn—1T — pn_1]
> |¢n® — pn
> |qpr — pr-
O

Lause 4.1.2. Jos ‘JZ — %‘ < #, niin % on luvun x ketjumur-

tolukukehitelman konvergentti.
Todistus (vrt. [2], s. 94). Oletetaan, ettd luku £ ei ole luvun

x konvergentti. Silloin on olemassa sellainen indeksi k, etta qp_1 <
q < qk- Lauseen 4.1.1 todistuksesta nahdaan, ettd |gx_12 — pp_1| <

1 e Pk — 1
lgz — p|. Koska |gz — p| < 34> Diin ‘;U— qk—_i‘ < oo Koska
i _ P 1 1
q > qr_1, niin ‘x q‘ <3z < TR Nyt
‘g_pr BN RO O 5
q dk—1 q dk—1
< :U—I—)‘—F‘;U—pk_l
q dk—1
1
< ;
qqr—1
mutta toisaalta
‘13  Pe-1] ‘ka—l — gPk—1
q dk—1 qqr—1
1
> .
49k —1
Taman ristiriidan perusteella § on luvun z konvergentti. [

Lause 4.1.3. Olkoon ¢ € (0,1). Silloin on olemassa sellainen
x € R, etta luvun x ketjumurtolukukehitelmassa on sellainen konver-

Pk _ Pk >L

entti =& T
& ar ar a

, etta

Todistus (vrt. [1], s. 29). Merkitdin n = [_L_J + 1. Siis

n > ;2_17 joten 2 < % — 1. Edellisen perusteella —

= 3z > ¢ Valitaan
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z = [0,n,1,n|. Lauseen 2.1.1 mukaan = € R ja Zq’—z = z. Koska

p3 D1

q3 q1
1

n(n + 2)

1

2 2

Q1(1 + _)

c

BOR)

1

‘ P1
a_’/‘ [ —
q1

)

niin vaite on tosi. L]

Lause 4.1.4. Olkoot Iluvut 1;_1; ja zk_l luvun x perakkaiset

konvergentit. Silloin on voimassa ainakin toinen epayhtaloista

Pk 1 Pk—1 1
x — ok =7 ja |r — :
‘ dk < 2q; J ‘ qr—1 2q;_,
Todistus (vrt. [1], s. 30). Koska luku  on lauseen 2.2.2 mukaan
lukujen Z& ja BE=L vilissa, niin ‘az — Pe e
qrk qk—1 qrk—1 ax  dk—1
Yhtalon (5) perusteella ‘p—’“ — bt = Lo 1 Koska lukujen
ax  dk-1 Akdk+1 Akdrk—1
L ja q21 geometrinen keskiarvo on pienempi tai yhtéi suuri kuin
k—1
niiden aritmeettinen keskiarvo, niin qkqt - < 2q2 + 59—, Joten
Dk Pr—1 Dk 1 i
r— = r— = . Jos nyt |x — Z£| > =, nlin
‘ 9k —I_‘ Q-1 —I_ 2qk L J y ax | = 2¢3°
Pk—1 1
r— S : [
‘ %-1‘ < 2¢;_,
Apulause 4.1.2. Maaritelldan @), = Z: 2 ja i = o + e,

kun k> 1. Kun k > 2, Y1, < V5 javr_1 < /b, niin @5, > \/_2_1.

Todistus. Lauseen 1.2.3 perusteella % 1+1 = qq’il = ap + Pn,
_ 1 ‘s 1 1 _
kunnz 1. Koskaen —an—l—m,nlm ‘Pn_-l-l—i—m —(,Dn+€n —¢n

Oletusten mukaan ¢, < v/5 ja r_1 < V5, joten Vi + e, < V5 ja
L-Fé < /5. Téten (\/g—gok) (\/_—ﬁ) > 1 ja koska ¢ € Q,

Pk
niin 5 — v/5 (gok, + @—1]6) > 0. Edellisen perusteella ¢? — V5 < —1,



joka on yhtapitava epayhtalon

(0] e (4
< -1+ (?)

1
4
kanssa. Eli i — Pk < , josta saadaan ¢ > */_ L O]
Lause 4.1.5. Olkoot luvut z"’, 12: L ja z;;;_z luvun v perakkai-
set konvergent;ﬂ; Silloin on voimassa amakm vksi epayhtaloista
_ p_k _ Pr—1 1 . _ Pk—2 1
‘SU \/_q qk—1 V542 _, Ja ‘ qk—2 V5q2_, "

Todistus (vrt. [1], s. 31-33). Olkoot luvut ¢y ja 1y méiéiritelty
kuten apulauseessa 4.1.2. Tehdaan vasta-oletus, etta ‘:1: Pn ‘ >

(n=k—2,k—1,k). Apulauseen 2.1.2 perusteella

\/_qn

En4+1Pn T Pn—1

En+19n + dn—1
1

dn (5n—|—1Qn + Qn—l)
1

q2 (En+1 + q’;;l)
1

q2 (en+1 + ©nt1)
1

Q%¢n+1 .

‘ Pn
x —_ —_—
n

Nyt oletuksen perusteella ¥,41 < V5 (n = k — 2,k — 1,k), joten

apulauseen 4.1.2 perusteella ¢ > @ ja Qry1 > \/52_1. Nyt ar =

‘Pk1+1 — o < \/52_1 — \/52_1 = 1, joka on mahdotonta, koska a € Z .
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Siis vasta-oletus hylataan, joten vaite on tosi. [

Lause 4.1.6. Olkoon c € (O, %) Silloin on olemassa sellai-

nen ¢ € R\ Q, ettd vain darellinen maira luvun x konvergentteja z—’;

_ Pk

C
Qk<2'

q

toteuttaa epayhtalon ‘ x

Todistus (vrt. [1], s. 33-34). Merkitdén =z = [1,1,1,...]. Esi-

merkin 2.2.1 perusteella x = @ Selvastikin ¢, =z (n =0,1,...),

joten on voimassa yhtalo x = %. Siis on voimassa yhtalo
Pn 1 — 1
‘:1: . P T — —q%(a:-i—q’;;l)' Lauseen 1.2.3 mukaan
n kpl
qq—"l = [1,1,...,1]. Nyt tiedetddn, ettd lim, o qqnl = z, joten

dn—1 1 5—1 1 -
anl = T —I_g'n, = \/_2 —|—€n, missa llmn_)oo gn = 0. SllS ‘x_ z_:

- = 1 Koska i — 0. nii lo.
02 (L2482 4e,) @R (VBHen) oska limy 00 &n = 0, niin on ole

massa sellainen indeksi kg, ettd aina, kun & > kg, niin & < % — /5.

Siis kun k > ko, niin ‘x— | = svhey > - Eli epiyhild
‘az — z—: < q% on voimassa korkeintaan konvergenteille 5—”

k n
(n=0,1,...,ko — 1). [

Olemme tahan mennessa osoittaneet, etta jokaista irrationaali-

lukua z kohti on olemassa aareton maara sellaisia kokonaislukupareja
1

S Vs

luvun x konvergenttien osoittajia ja nimittajia. Olemme lisaksi toden-

neet, etta jos edellista ehtoa tiukennetaan, niin kokonaislukupareja p

ja q ei yleisesti ole aarettomasti. Tiedetaan myos, etta kaikki ko-

konaislukuparit p ja g, jotka toteuttavat epayhtalon ‘:c — %‘ < #,

Lisaksi nama kokonaisluvut p ja g ovat

p ja q, etté ‘x—%

ovat luvun x konvergenttien osoittajia ja nimittajia. On myo0s osoi-
tettu, etta luvulla x voi olla sellaisia konvergentteja, etta epayhtalo

q

< q% ei ole voimassa, kun ¢ < 1.

Lause 4.1.7. Olkoon = € R\ Q. Olkoot sen ketjumur-
tolukukehitelman termit ay,as, ... rajoitetut. Silloin on olemassa sel-



A

lainen ¢ € R, ettd epayhtaldlla ‘JZ — %‘ < 5 ei ole kokonaisluku-

ratkaisuja p, q.
Todistus (vrt. [1], s. 36-38). Koska ketjumurtoluvun termit

ovat rajoitetut, niin on olemassa sellainen M > 0, etta a1, a9, - < M.
— Pn 1 — 1 1
KOSka ‘LU dn > Qn(Qn+1+Qn) q%(an+1+1+q:‘1—;1) > q,%(an+1+2)
(n=0,1,...), niin
. p_n 1 . . . . . . . .
‘JZ . ‘ > ZOIT) Valitaan mielivaltainen p € Z ja mielivaltainen

q € Z,. Olkoon k sellainen indeksi, etta g1 < q¢ < gqi. Lauseen
4.1.1 perusteella

ek
q gk
S 1

(M +2)

- s () |
> FOTTD @:)

2
_ 1 ( dk—1 )
(M +2) \ arqr—1 + qr—2

1 1
TP 12) (art 12
S 1 ' 1
(M +2) (M+1)2
B 1
(M +2)(M +1)2¢%
Kun valitaan ¢ = o7 +2)%M T niin yksikaan kokonaislukupari p, q ei

. ey esee p D 1 .
toteuta epayhtaloa |z — | < .3, koska ‘az — E‘ > MM E —

C

q*°
Lause 4.1.8. Olkoon = € R\ Q. Olkoot sen ketjumur-
tolukukehitelman termit aq,aso, ... rajoittamattomat. Silloin jokaista



c € Ry kohti epayhtalolla ‘:c — %‘ < q% on aarettomasti kokonais-

lukuratkaisuja p ja q.

Todistus (vrt. [1], s. 37). Koska termeja ei ole rajoitettu, niin
on olemassa sellainen indeksijoukko {k1, ks, k3, ...}, etta
Ak 41y Ayt 1y > % Nyt koska

‘ Dk, 1
T — =
K, qk, (Ek, +1qk, + Gk, —1)
1
< 7
Uk, +19}
C
< 5 (’I’L: 1,2,...),

'

T

< q% on aarettomasti kokonais-

lukuratkaisuja p ja q. ]

niin selvéistikin epiyhtalolli ‘az -

Lause 4.1.9. Olkoon « astetta n oleva algebrallinen irratio-
naaliluku. Silloin on olemassa sellainen ¢ € R, etta epayhtalolla

‘oz — %‘ < q% ei ole kokonaislukuratkaisuja p ja q.

Todistus (vrt. [1], s. 45-47). Koska a on astetta n oleva algeb-
rallinen irrationaaliluku, niin se toteuttaa kokonaislukukertoimisen
n asteen polynomiyhtdlon P(z) = ap + a1z + -+ + apz™ = 0.
Eli P(a) = 0, joten P(z) = (z — a)Py(x), missd Pj(z) on n — 1
asteen polynomi. Osoitetaan, ettd Pj(a) # 0. Oletetaan, etta
P;(a) = 0. Silloin olisi sellainen astetta n — 2 oleva polynomi Ps(z),
ettd Pi(x) = (z — a)Pa(x), joten P(z) = (z — a)?Pa(x). Koska
P’(z) on kokonaislukukertoiminen n — 1 asteen polynomi ja toisaalta
P'(z) = (r — a)(2P2(z) + (xr — a)Py(x)) eli P'(«) = 0, niin talléin
a olisi astetta m — 1 oleva algebrallinen irrationaaliluku. On siis
paadytty ristiritaan, joten Pj(a) # 0. Koska P;(z) on polynomi, niin
P (z) on my0s jatkuva, joten on olemassa sellainen d-siteinen luvun «
ympaéristo, ettd Py(xz) # 0, kun = € [a — §, o+ 6]. Olkoot p ja ¢ mieli-

valtaisia kokonaislukuja ja olkoon viela ¢ > 0. Mikali ‘a — % <9,
P(5) _ aotar(§)+-Fan(§)" _

niin P (%) # 0. Silloin 2 —a =

P (%) P(%)



A

aoq" +a1pg" " +--tanp”
q"P1(%)

on kokonaisluku. Lisaksi se on nollasta eriava, koska « on irra-

tionaaliluku. Merkitaan

. Selvistikin luku agg™ + a1pg™ =t + -+ + a,p”

M = sup{|Pi(z)| 1z € [« — §,a + d]} + 1.

Nyt saadaan epayhtalo ‘oz—% > Mlqn. Mikali oz—§ > ¢, niin
saadaan epayhtalo ‘a — %‘ > qin. Nyt kun valitaan ¢ = min {5, %},

niin ‘a — %‘ > q%, joka on voimassa kaikille kokonaislukupareille p, q.

< £ ei ole kokonaislukuratkaisuja. ]

Siis epayhtalolla ‘a ~2|< 5

Seuraus 4.1.9. Jos jokaista ¢ € Ry jan € N kohti on ole-

massa sellaiset kokonaisluvut p, q, etta ‘a — %‘ < q%, niin luku o on

transcendenttiluku.

Seuraus 4.1.9 on siina mielessa merkittava, etta sita voidaan
kayttaa todistettaessa jotain lukua transcendenttiseksi. Seuraava esi-
merkki osoittaa, etta transcendenttilukuja ylipaataan on olemassa.

Esimerkki 4.1.1. Maaritellaan yksinkertaisen paattymat-
toman ketjumurtoluvun [ag, a1, as,...] termit seuraavasti ag = 0,
Apy1 = q'kf_l +1 (k = 0,1,...), missd g on madritelty rekur-
sioyhtaloilla (2). Olkoon kyseisen ketjumurtoluvun arvo «. Téall6in

_ Pk 1 1 1 _ 1 .
‘oz | < o < Zarm < ZoT = kun £ > 0. Vali
taan mielivaltainen ¢ € R4 ja mielivaltainen n € N. Valitaan £ =
1 A L : k : Pk 1 c
max{{z-‘ ,n}. Silloin ¢ < gk ja q; > g, joten ‘a — ol < 7 < il

Seurauksen 4.1.9 perusteella o on transcendenttiluku.

Esimerkissi 4.1.1 olisi voitu luvut ax (k = 1,2,...) valita itse
asiassa aarettoman monella tavalla, kunhan a4+ > q’,j_l. Taten olisi
helppo osoittaa, etta transcendenttilukujen joukko on ylinumeroituva
kayttamalla Cantorin diagonalisointimenetelmaa.
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Luku 5. Pellin yhtilé 2?2 — Ny? =1

§ 5.1. Perusratkaisu

Tassa luvussa tarkastelemme niin sanottua Pellin yhtaloa
2 _Ny? =1, missi N € Z, ja luku N ei ole taydellinen nelio.
Yhtalolle pyritaan loytamaan positiiviset kokonaislukuratkaisut x
ja y. Myohemmin osoitetaan, etta yhtalo on aina ratkeava seka
ratkaisuja on aarettoman monta. Mielenkiintoiseksi ongelman tekee
se, etta ratkaisut saadaan luvun VN ketjumurtolukukehitelman kon-
vergenteista.

Maiaritelmé 5.1.1. Lukua z + yv/N sanotaan Pellin yhtilon
ratkaisuksi, mikali 22 — Ny? =1jaz,y € Z,.

Miaritelmi 5.1.2. Pellin yhtilon 2?2 — Ny? = 1 perus-
ratkaisulla tarkoitetaan lukua

min{az—i—y\/ﬁ:azz—]\fyzzl:az,yEZ+}.

Lause 5.1.1. Olkoon = + yv/N Pellin yhtilon 2> — Ny? = 1
ratkaisu. Silloin % on luvun v'N ketjumurtolukukehitelmén konver-

gentti.
Todistus. Koska =1jay >0, niin

(5)2 N = (z_ 2)_( ) L. Titen

1 1 ..
2 (2)+VN < Qyz\/ﬁ TR Koska % > /N, niin
)




- \J

% — VN, joten

%— \/N‘ < ==. Lauseen 4.1.2 perusteella % on

2y
luvun vV N konvergentti. O
Lause 5.1.2. Olkoon luvun VN ketjumurtolukukehitelma
[Ag, A1,...]. Olkoot By, Cy (k = 0,1,...) saatu rekursioyhtal6illa

(3). Silloin on voimassa yht&lo

(19) pi— Ng@ = (—1)*Cp (k=0,1,...).

Todistus (vrt. [5], s. 184). Apulauseen 2.1.2 perusteella v N =

Sk41PktPlo1 T ayseen 3.3.1 todistuksesta nahdaan, etta
Ek+19k Tk —1
v + K

Pk +Pr—1 -
Ek+1 = ‘/_"’B’“, joten vV N \/—+Bk . Kun tata lauseketta
qr+9k—1

sievennetaan, niin saadaan yhtalo
VN (pk — Crar—1 — Brar) = Nax — Crpr—1 — Bip.
Koska v N on irrationaaliluku, niin
Pk — Crqr—1 — Brgr = 0,
Ngy — Cxpr—1 — Brpr = 0

eli
pr = Ckqr—1 + Brar,

Ngr = Ckpr—1 + Brpr.
Edelleen yhdistamalla nama yhtalot saadaan yhtalo

— N¢; = peCrar—1 + puBrqr — quCrpr—1 — qx Brpr
= (prqr—1 — qkPr—1)Ck
= (1)1

[

Lause 5.1.3. Olkoon v N = |ag,a1,as,...,a,,2aq]. Madritel-
laan k = n, kun n on pariton ja k = 2n+1, kun n on parillinen. Silloin
on voimassa yhtalo

(20) pi — Nqgi = 1.



Liséksi pr, + qxv'N on Pellin yhtilon perusratkaisu.

Todistus. Lauseen 5.1.2 perusteella p; — Ng2 = (—1)**t1C.
Koska apy1 = 2ag, niin apulauseen 3.2.4 perusteella C, = 1, joten
koska vield (—1)¥*1 = 1, niin p? — N¢? = 1. Koska Pellin yht&lon
ratkaisut saadaan luvun v N konvergenteista, niin riittaa tarkastella
konvergentteja Z_:’ kun s < k. Koska apulauseen 3.2.4 mukaan Cs = 1
vain, kun asy1 = 2ap ja apulauseen 3.2.5 mukaan aj,as,...,a, <
2ag, niin ag4; = 2ap vain, kun s = n tai s = 2n + 1. Jos nyt
k = n, niin pr + gxvVN on Pellin yhtilén perusratkaisu. Jos n on
parillinen, niin k = 2n + 1 ja p2 — N¢2 = —1. Siis pg + V' N on
Pellin yhtdlon perusratkaisu. Siis molemmissa tapauksissa pg + qx vV N
on Pellin yhtalon perusratkaisu. [

Esimerkki 5.1.1. Ratkaistaan Pellin yhtilo z? — 6y = 1.
Muodostetaan luvun v/6 ketjumurtolukukehitelmi rekursioyhtalsilla
(3). Talléin v/6 = [2,2,4]. Lauseen 5.4.3 perusteella p? — 6¢7 = 1.
Rekursioyht#loiden (2) perusteella p; = 5 ja g = 2. Siis 5 +2-1/6 on
Pellin yhtilon 2? — 6y = 1 perusratkaisu. Tarkastetaan vield tulos:
52—-6-22=25—-6-4=1.

Esimerkki 5.1.2. Ratkaistaan Pellin yhtalo z? — 13y? = 1.
Muodostetaan luvun /13 ketjumurtolukukehitelma rekursioyhtaloilla
(3). Télloin V13 = [3,1,1,1,1,6]. Lauseen 5.4.3 perusteella

P3.a41 — 136341 = 1. Rekursioyhtéiloiden (2) perusteella pg = 649
ja g9 = 180. Siis 649 + 180 - v/13 on Pellin yhtilon z? — 13y%2 = 1
perusratkaisu. Tarkastetaan viela tulos:

6492 — 13 - 1802 = 421201 — 13 - 32400 = 421201 — 421200 = 1.

§ 5.2, Muut ratkaisut

Kuten olemme jo aiemmin todenneet Pellin yhtalolla

22 — Ny? = 1 on adrettomasti ratkaisuja.
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Lause 5.2.1. Olkoon #1 + y1V'N Pellin yhtélon
22 — Ny? = 1 perusratkaisu. Silloin yhtalon kaikki ratkaisut
T +ynVN (n=1,2,...) saadaan kaavalla

Ty = T1Lp—1+ N 1,
(21) n 14n—1 Y1Yn—1
Yn = Y1Tn_1 + T1Yn_1, kKun n > 1.

Todistus (vrt. [3], s. 198-199). Todistetaan induktiolla luvun
n suhteen, ettd luvut z, + y,v/N (n = 2,3,...) ovat Pellin yhtilon
ratkaisuja. Kun n = 2, niin 25 = 2?2 + Ny? ja yo = 2y1x1. Siis

x5 — Ny3 = a7 + N2yt + 2N (z1y1)” — 4N (z1y1)*
=z} + N*yi — 2N (z191)?
= (¢] — Nyi)’ =17 =1,

joten z2 + y2v/N on Pellin yhtilon ratkaisu. Valitaan mielivaltainen
n > 1. Tehddin induktio-oletus, etti z, + vy, N on Pellin yhtilon
ratkaisu. Osoitetaan, ettd 11 +yn+1V N on Pellin yht#lon ratkaisu.
Kaavan (21) ja induktio-oletuksen perusteella

mi-l—l - Nyrzz-l—l = (mlwn + Nylyn)2 - N(ylxn + mlyn)z

= 2322 + N?yiy2 + 2N 219120 Yn
— Nyiz? — Naty2 — 2Nz1y120Yn
= 23 (z — Ny2) — Nyi(z2 — Ny2)

n

=27 — Ny? =1.

Siis zp41 + yn_|_1\/N on Pellin yhtalon ratkaisu, joten induktioperi-
aatteen mukaan luvut z, + y, VN (n =2,3,...) ovat Pellin yhtdlon
ratkaisuja. Pitaa viela osoittaa, ettd muita ratkaisuja ei ole. Olete-
taan, ettd on olemassa sellainen Pellin yhtilén ratkaisu u + vv/N,
etti u + vV N # xp, + yovVN (n = 1,2,...). Olkoon nyt n sellai-
nen indeksi, etta z, + yn\/ﬁ < u+vVN < Tpt+1 + yn+1\/ﬁ. On
helppo huomata, etti x,y1 + yn_|_1\/N = (zn + yn\/ﬁ)(ml + 11 \/N),
ja zp — ynVVN > 0. Yhdistimilld nimi tulokset ylli olevaan
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epayhtiloon saadaan epdyhtils 1 < (u + vV N)(z, — yoVN) <
21 + y1VN. Merkitidsn z = vz, — vy, N ja y = va, — uy,. Edelleen
on helppo todeta, etti (u + vvVN)(z, — ynVN) = z + yvV'N ja
(u — vV N)(zp, + ynvVN) = = — yv/N. Kertomalla nimi yhtildt
keskendén saadaan yhtilo z2 — Ny? = (u? — Nv?)(22 — Ny,)? = 1.
Siis © + yv/N on Pellin yhtilén ratkaisu. Tiedetddn, ettd 1 <
(u+vVN)(@n —ynVN) = 2+ yVN ja 0 < o —yVN = —,
joten on mahdotonta, etta < 0 tai y < 0. Edelleen tiedetaan,
etti = + yvVN = (u + v\/ﬁ)(azn — yn\/ﬁ) < z1 + y1VN, miki on
mahdotonta, koska 1 + y1 v/ N oletettiin perusratkaisuksi. Siis Pellin
yhtalolla ei ole muita ratkaisuja kuin edella osoitetut. ]

Huomautus 5.2.1. Yhtaloistd (21) seuraa selvisti, etta
Tpt1 > Ty Ja Ynt1 > Yn (R =1,2,...).

Lause 5.2.2. Olkoon [ag, a1, az, .- ., an, 2a0] luvun v N ketju-
murtolukukehitelma. Silloin Pellin yhtilon z?> — Ny? = 1 kaikki
ratkaisut ovat

Y

{pn+t(n+1) —|‘ qn+t(n—|—1) V N, kun n on pariton

P2nt1+2t(n+1) T @2nt1+42¢(n+1) VN, kun n on parillinen

missa t € N.

Todistus. Merkitdén & = n + t(n + 1), kun n on pari-
ton ja k = 2n + 1 + 2t(n + 1), kun n on parillinen. Selvisti
(=)t =1jaager = 2a0 (t = 0,1,...). Apulauseen 3.2.4 mukaan
Cr = 1, joten lauseen 5.1.2 perusteella p? — Ngz = (—=1)F1Cy =
1 (t = 0,1,...). Osoitetaan vield, ettd ei ole muita ratkaisuja.
Selvistikin luku 2ag esiintyy luvun v'N ketjumurtolukukehitelméissa
ainoastaan indekseilld n +t(n + 1) +1 (¢t = 0,1,2,...), koska apu-
lauseen 3.2.5 mukaan muilla indeksin arvoilla ketjumurtoluvun ter-
mit ovat pienempia kuin 2ag. Edelleen apulauseen 3.2.4 perusteella
Cr = 1vain kun kK = n+t(n+1) (¢ = 0,1,...). Mikali n on
parillinen, niin (—1)**! = —1, kun ¢ on parillinen. Parittomat lu-
vun ¢ arvot ovat muotoa t = 2s + 1 (s = 0,1,...), joten saadaan
k=n+(2s+1)(n+1) =2n+ 1+ 2s(n + 1). Lauseen 5.1.2 perus-
teella Pellin yhtilo on siis ratkeava vain ylli osoitetuilla luvun v N



konvergenteilla. Lauseen 5.1.1 perusteella kaikki ratkaisut ovat luvun
V' N konvergentteja. Siis muita ratkaisuja ei ole. [

Seuraus 5.2.1. Lauseet 5.2.1 ja 5.2.2 antavat samat ratkaisut
Pellin yhtalolle z? — Ny? = 1.

Huomautus 5.2.2. Laskennallisesti lauseen 5.2.1 tapa on
nopeampi kuin lauseen 5.2.2 tapa, koska lauseen 5.2.2 tapauksessa
joudutaan mahdollisesti laskemaan useita konvergentteja ennen kuin
haettu konvergentti saadaan.

Esimerkki 5.2.1. Etsitidin Pellin yhtalon 2 — 6y? = 1 kaikki
sellaiset ratkaisut, etta x < 1000 ja y < 1000. Esimerkin 5.1.1 perus-
teella yht#lon perusratkaisu on 5+ 2+v/6. Kun sovelletaan kaavaa (21),
niin saadaan ratkaisut

5+ 2v/6,
49 + 406,
725 + 2986,
7201 + 29406,

Kolme ylinta ratkaisua ovat ainoat ratkaisut, jotka tayttavat annetut
ehdot. Tarkastetaan viela laskemalla:

52 —6-22 =1,
492 —6-40% =1,
7252 — 6 - 2982 = 1.
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