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Johdanto

T�am�an Pro gradu-tutkielman tarkoitus on luoda katsaus ketju-

murtolukujen ominaisuuksiin. Tarkastelu rajoittuu l�ahinn�a yksin-

kertaisiin ketjumurtolukuihin. Lukijan odotetaan hallitsevan ana-

lyysin ja lukuteorian perusk�asitteet ja -tulokset. Analyysin osalta

odotetaan erityisesti lukujonojen suppenemiseen liittyv�at tulokset

tunnetuiksi. Lukuteorian osalta riitt�a�a perusk�asitteiden tunteminen.

Luvussa 1 esitet�a�an suurin osa m�a�aritelmist�a ja merkinn�oist�a.

Lis�aksi tutustutaan ketjumurtolukujen perusominaisuuksiin sek�a luo-

daan katsaus neli�okuntiin.

Luvussa 2 tutustutaan reaalilukujen ja yksinkertaisten ketju-

murtolukujen v�aliseen relaatioon. Lis�aksi esitet�a�an menetelm�a, jolla

reaalilukuja esitet�a�an ketjumurtolukuina. Luku 2 my�ot�ailee kirjojen

[2] ja [4] esityst�a.

Luvussa 3 tutustutaan kvadraattisten irrationaalilukujen ja

jaksollisten ketjumurtolukujen v�aliseen relaatioon. Erityist�a huomio-

ta kiinnitet�a�an luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�a�an, koska sill�a on

keskeinen sija lukuteoriassa. Luku 3 my�ot�ailee kirjojen [2] ja [4] esitys-

tapaa pyk�al�an 1 osalta. Pyk�al�an 2 osalta kirja [5] on ollut keskeisell�a

sijalla.

Luvussa 4 k�asitell�a�an irrationaalilukujen approksimointia. Eri-

tyisesti tutkitaan ketjumurtolukujen konvergenttien asemaa irratio-

naalilukujen approksimaationa. Lukuteoriassa sama asia tunnetaan

Diofantoksen approksimaatioina. Luku 4 noudattaa kirjaa [1].

Luvussa 5 k�asitell�a�an ketjumurtolukujen teorian tunnetuinta

sovellusta eli ketjumurtolukujen k�aytt�o�a ratkaistaessa Pellin yht�al�o�a.

Luku 5 noudattaa kirjojen [3] ja [5] esityst�a.
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Seuraavaksi kerron hiukan ketjumurtolukujen historiasta ja

merkityksest�a matematiikkaan.

1600-luvulla el�anyt matemaatikko John Wallis (1620-1684) oli

ensimm�ainen, joka tutki yleisesti ketjumurtolukujen teoriaa. Aiem-

min ketjumurtolukuja oli k�aytetty vain joissakin erikoistapauksissa.

John Wallis esitti esimerkiksi ketjumurtolukujen konvergenttien las-

kemismenetelm�an sek�a esitti joitakin nyky�a�an tunnettuja perustulok-

sia.

1700-luvulla Leonard Euler (1707-1783) ja Joseph Louis La-

grange (1736-1813) kehittiv�at lis�a�a ketjumurtolukujen teoriaa. Euler

esitti muun muassa Neperin luvun e ketjumurtolukukehitelm�an. La-

grange taas osoitti kvadraattisten irrationaalilukujen ja jaksollisten

ketjumurtolukujen v�alisen relaation.

1800-luvulla ketjumurtolukujen teoriaa kehitettiin kaikkein

vahvimmin. Esimerkiksi siirryttiin tutkimaan ketjumurtolukuja, joi-

den termit ovat kompleksilukuja. Tunnetuimpia matemaatikkoja,

jotka kehittiv�at ketjumurtolukujen teoriaa olivat Jacobi, Perron, Her-

mite, Gauss, Cauchy sek�a Stieljes. Erityisesti Oscar Perron tunne-

taan erinomaisesta ketjumurtolukujen teoriaa k�asittelev�ast�a oppikir-

jasta Die lehre von den Kettenbr�uchen.

Ketjumurtoluvuilla on t�arke�a asema erityisesti lukuteoriassa,

koska ketjumurtoluvut ovat tehokas ty�okalu moneen lukuteorian on-

gelman ratkaisuun. Esimerkiksi lukujen tekij�oihin jaossa voi ketju-

murtoluvuista olla apua. T�ass�a tutkielmassa ei k�asitell�a kuitenkaan

t�at�a ongelmaa, koska ketjumurtolukuihin perustuvaa deterministist�a

algoritmia ei tunneta. Ketjumurtolukuja k�aytet�a�an my�os muissa

matematiikan osa-alueissa.
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Luku 1. Perustuloksia

x 1.1. M�a�aritelmi�a ja merkint�oj�a

M�a�aritelm�a 1.1.1. P�a�attyv�all�a ketjumurtoluvulla tarkoite-

taan lauseketta

(1) a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

+

. . .
an�1+

1
an

;

miss�a luvut a1; a2; : : : ; an 2 R+ ja luku a0 2 R. Lausekkeelle (1)

k�aytet�a�an merkint�a�a

(2) [a0; a1; : : : ; an]:

Kyseisen ketjumurtoluvun indeksijoukolla I tarkoitetaan t�all�oin jouk-

koa f0; 1; : : : ; ng.

M�a�aritelm�a 1.1.2. P�a�attym�att�om�all�a ketjumurtoluvulla tar-

koitetaan lauseketta

(3) a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+
1

. . .

;
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miss�a luvut a1; a2; a3; : : : 2 R+ ja luku a0 2 R. Lausekkeelle (3)

k�aytet�a�an merkint�a�a

(4) [a0; a1; a2; : : :]:

Kyseisen ketjumurtoluvun indeksijoukolla I tarkoitetaan t�all�oin jouk-

koa f0; 1; 2; : : :g.

M�a�aritelm�a 1.1.3. Lukuja a1; a2; a3; : : : sanotaan ketjumur-

toluvun osanimitt�ajiksi. Mik�ali a0 2 Z ja osanimitt�aj�at ovat positii-

visia kokonaislukuja, niin ketjumurtolukua sanotaan yksinkertaiseksi.

M�a�aritelm�a 1.1.4. P�a�attym�at�ont�a ketjumurtolukua sano-

taan jaksolliseksi, mik�ali on olemassa sellaiset luvut N 2 N ja k 2
Z+, ett�a aina kun n � N , niin an = an+k. Ketjumurtoluvul-

le [a0; a1; : : : ; aN ; aN+1; : : : ; aN+k�1; aN ; aN+1; : : :] otetaan k�aytt�o�on

merkint�a

(5) [a0; a1; : : : ; aN�1; aN ; aN+1; : : : ; aN+k�1]:

M�a�aritelm�a 1.1.5. Ketjumurtolukua [a0; a1; : : : ; ak] sano-

taan t�aysin jaksolliseksi ketjumurtoluvuksi.

M�a�aritelm�a 1.1.6. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I

ja olkoon k 2 I. Silloin astetta k olevalla ketjumurtoluvun konver-

gentilla tarkoitetaan ketjumurtoluvun osaa [a0; a1; : : : ; ak]. Kyseiselle

konvergentille otetaan k�aytt�o�on merkint�a ck.

M�a�aritelm�a 1.1.7. Olkoon x 2 R. M�a�aritell�a�an rekur-

sioyht�al�ot

(1) "0 = x; a0 = b"0c; "k = 1

"k�1 � ak�1

; ak = b"kc:

M�a�aritelm�a 1.1.8. Olkoon a0 2 R ja olkoot a1; a2; : : : 2 R+.

M�a�aritell�a�an t�all�oin rekursioyht�al�ot

(2)

p�2 = 0; p�1 = 1;

q�2 = 1; q�1 = 0;

pk = akpk�1 + pk�2;

qk = akqk�1 + qk�2 (k = 0; 1; 2; :::):
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M�a�aritelm�a 1.1.9. Olkoon N 2 Z+, joka ei ole t�aydellinen

neli�o. M�a�aritell�a�an t�all�oin rekursioyht�al�ot

(3)

C�2 = N; C�1 = 1; B�1 = 0;

Ak =

$p
N +Bk�1

Ck�1

%
;

Bk = AkCk�1 �Bk�1;

Ck = Ck�2 +Ak(Bk�1 �Bk) (k = 0; 1; 2; : : :):

x 1.2. Konvergentit

Lause 1.2.1. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I ja

olkoon k 2 I. Lis�aksi olkoot ketjumurtoluvun astetta k olevan kon-

vergentin ck termit a0; a1; : : : ; ak. Silloin ck = pk

qk
, miss�a luvut pk ja

qk ovat m�a�aritelty rekursioyht�al�oill�a (2).

Todistus. Todistetaan induktiolla ketjumurtoluvun asteen k

suhteen. Kun k = 0, niin p0

q0
= a0

1
= a0 = [a0] = c0, joten t�ass�a

tapauksessa v�aite on tosi. Valitaan mielivaltainen k 2 I. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a v�aite on tosi konvegenteille, joiden aste on � k.

Nyt mik�ali k + 1 2 I, niin osoitetaan, ett�a ck+1 =
pk+1

qk+1
. Oletetaan

nyt, ett�a k + 1 2 I. Ketjumurtolukujen m�a�aritelmien perusteella

ck+1 = [a0; a1; : : : ; ak�1; ak; ak+1] = [a0; a1; : : : ; ak�1; ak +
1

ak+1
] = c0

k
.

Koska konvergentti c0
k
on astetta k ja eroaa konvergentista ck vain



6

viimeisen termin osalta, niin induktio-oletuksen perusteella

c0
k
=
p0
k

q0
k

=

�
ak +

1
ak+1

�
p0
k�1 + p0

k�2�
ak +

1
ak+1

�
q0
k�1 + q0

k�2

=

�
ak +

1
ak+1

�
pk�1 + pk�2�

ak +
1

ak+1

�
qk�1 + qk�2

=
akpk�1 +

1
ak+1

pk�1 + pk�2

akqk�1 +
1

ak+1
qk�1 + qk�2

=
akpk�1 + pk�2 +

1
ak+1

pk�1

akqk�1 + qk�2 +
1

ak+1
qk�1

=
pk +

1
ak+1

pk�1

qk +
1

ak+1
qk�1

=
ak+1pk + pk�1

ak+1qk + qk�1

=
pk+1

qk+1

:

Siis ck+1 =
pk+1

qk+1
, joten induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Jatkossa k�aytet�a�an astetta k oleville konvergenteille my�os merkint�a�a
pk

qk
, miss�a luvut pk ja qk ovat m�a�aritelty rekursioyht�al�oill�a (2).

Seuraavaksi esitell�a�an konvergenttien ominaisuuksia.

Lause 1.2.2. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I ja

olkoon k 2 I. Silloin konvergenteille pk

qk
ja

pk�1

qk�1
on voimassa yht�al�o

(4) pkqk�1 � qkpk�1 = (�1)k+1:

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin k suhteen. Kun

k = 0, niin p0q�1 � q0p�1 = a0 � 0� 1 � 1 = �1 = (�1)0+1, joten t�ass�a

tapauksessa v�aite on tosi. Valitaan mielivaltainen n 2 I. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a v�aite on tosi aina, kun k � n. Osoitetaan, ett�a

v�aite on tosi, kun k = n + 1 ja n + 1 2 I. Oletetaan nyt, ett�a

n+ 1 2 I. Nyt k�aytt�am�all�a rekursioyht�al�oit�a (2) ja induktio-oletusta

saadaan yht�al�o

pn+1qn � qn+1pn = (an+1pn + pn�1)qn � (an+1qn + qn�1)pn

= an+1pnqn + pn�1qn � an+1qnpn � qn�1pn

= pn�1qn � qn�1pn

= (�1)(pnqn�1 � qnpn�1)

= (�1) � (�1)n+1 = (�1)(n+1)+1:
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Siis induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Lauseen 1.2.2 suora seuraus on se, ett�a kun k; k + 1 2 I, niin on

voimassa yht�al�o

(5) ck+1 � ck =
pk+1

qk+1

� pk

qk
=

(�1)k
qk+1qk

:

Lause 1.2.3. Olkoon [a0; a1; : : : ; ak] p�a�attyv�a ketjumurtoluku,

miss�a k � 1. Oletetaan lis�aksi, ett�a sen astetta k oleva konvergentti

on pk

qk
. Silloin on voimassa yht�al�o

(6)
qk

qk�1

= [ak; ak�1; : : : ; a1]:

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun k suhteen. Kun k = 1,

niin q1

q0
= a1

1
= a1 = [a1], joten t�ass�a tapauksessa v�aite on tosi.

Valitaan mielivaltainen n 2 Z+. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a v�aite

on tosi aina, kun k � n. Seuraavaksi osoitetaan, ett�a v�aite on tosi, kun

k = n+1. Nyt k�aytt�am�all�a rekursioyht�al�oit�a (2) ja induktio-oletusta

saadaan yht�al�o

qn+1

qn
=
an+1qn + qn�1

qn

= an+1 +
qn�1

qn

= an+1 +
1
qn

qn�1

= an+1 +
1

[an; an�1; : : : ; a1]

= [an+1; an; : : : ; a1]:

Siis induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Lause 1.2.4. Olkoon [a0; a1; : : : ; ak] p�a�attyv�a ketjumurtoluku,

miss�a a0 > 0 ja k � 0. Oletetaan lis�aksi, ett�a sen astetta k oleva

konvergentti on pk

qk
. Silloin on voimassa yht�al�o

(7)
pk

pk�1

= [ak; ak�1; : : : ; a0]:
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Todistus. Todistetaan induktiolla luvun k suhteen. Kun k = 0,

niin p0

p�1
= a0

1
= a0 = [a0], joten t�ass�a tapauksessa v�aite on tosi.

Valitaan mielivaltainen n 2 N. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a v�aite

on tosi aina, kun k � n. Seuraavaksi osoitetaan, ett�a v�aite on tosi, kun

k = n+1. Nyt k�aytt�am�all�a rekursioyht�al�oit�a (2) ja induktio-oletusta

saadaan yht�al�o

pn+1

pn
=
an+1pn + pn�1

pn

= an+1 +
pn�1

pn

= an+1 +
1
pn

pn�1

= an+1 +
1

[an; an�1; : : : ; a0]

= [an+1; an; : : : ; a0]:

Siis induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Seuraavaksi tutkitaan edellisi�a lauseita siin�a tapauksessa, ett�a

kyseess�a ovat yksinkertaiset ketjumurtoluvut.

Apulause 1.2.1. Yksinkertaisten ketjumurtolukujen konver-

gentit pk

qk
(k 2 I) ovat rationaalilukuja. Erityisesti pk 2 Z ja qk 2 Z+.

Todistus. Todistetaan induktiolla. Koska p0

q0
= a0 2 Z � Q

ja p0 = a0 2 Z; q0 = 1 2 Z+ , niin v�aite on t�ass�a tapauksessa tosi.

Valitaan mielivaltainen n 2 I. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a lause on

voimassa konvergenteille, joiden aste k on � n. Oletetaan lis�aksi, ett�a

astetta k+1 oleva konvergentti on olemassa. Todistetaan, ett�a astetta

k + 1 oleva konvergentti toteuttaa lauseen. Nyt koska ak+1 2 Z+,

niin rekursioyht�al�oiden (2) ja induktio-oletuksesta perusteella pk+1 =

ak+1pk + pk�1 2 Z ja qk+1 = ak+1qk + qk�1 2 Z+. Siis
pk+1

qk+1
2 Q,

joten induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Apulause 1.2.2. Yksinkertaisten ketjumurtolukujen konver-

genttien pk

qk
(k 2 I) nimitt�ajille qk on voimassa ep�ayht�al�o qk � k.

Todistus. Todistetaan induktiolla. V�aite on tosi, kun k = 0;
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k = 1 tai k = 2 , koska q0 = 1 > 0, q1 = a1 � 1 ja q2 = a2q1 + q0 �
1 � 1 + 1 = 2. Valitaan mielivaltainen n 2 I, joka on � 2. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a qk � k, kun k � n. Nyt rekursioyht�al�oiden (2)

ja induktio-oletuksen mukaan qn+1 = an+1qn + qn�1 � n + n � 1 =

2n � 1 = n + n � 1 � n + 2 � 1 = n + 1, joten induktioperiaatteen

mukaan v�aite on tosi. �

Apulause 1.2.3. Olkoon yksinkertainen ketjumurtoluku muo-

toa [a0; a1; : : : ; an], miss�a a0 � 1 ja n > 0. Silloin konvergentti pn

qn
on

> 1.

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 1,

niin p1

q1
= a0+

1
a1

� 1+ 1
a1
> 1, joten t�ass�a tapauksessa v�aite on tosi.

Valitaan mielivaltainen k > 0. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a lause on

tosi, kun n = k. Osoitetaan, ett�a lause on tosi my�os, kun n = k + 1.

Nyt koska
pk+1

qk+1
= a0 +

1
[a1;a2;:::;ak+1]

, a1 � 1 sek�a k + 1� 1 = k, niin

induktio-oletuksen mukaan [a1; a2; : : : ; ak+1] > 1. Siis
pk+1

qk+1
> a0 � 1,

joten induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Lause 1.2.5. Yksinkertaisten ketjumurtolukujen konvergentit
pk

qk
ovat supistetussa muodossa.

Todistus. Apulauseen 1.2.1 mukaan pk 2 Z ja qk 2 Z+ aina,

kun k 2 I. Oletetaan, ett�a luvuilla pk ja qk olisi yhteinen tekij�a d,

joka on > 1. Lauseen 1.2.2 mukaan pkqk�1 � qkpk�1 = (�1)k+1. Siis

luku d jakaisi luvut �1; 1, mik�a on mahdotonta, koska d > 1. T�aten

konvergentit pk

qk
ovat supistetussa muodossa. �

Lause 1.2.6. Olkoon ketjumurtoluvun indeksijoukko I ja

olkoot k + 1; k 2 I. Silloin konvergenteille
pk+1

qk+1
ja

pk�1

qk�1
on voimassa

yht�al�o

(8) pk+1qk�1 � qk+1pk�1 = (�1)k+1ak+1:

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin k suhteen. Kun

k = 0, niin p1q�1�q1p�1 = (a0a1+1)�0�a1 �1 = �1�a1 = (�1)0+1a1,

joten t�ass�a tapauksessa v�aite on tosi. Valitaan mielivaltainen n 2 I.
Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a v�aite on tosi aina, kun k � n. Osoite-

taan, ett�a v�aite on tosi, kun k = n+1 ja n+1; n+2 2 I. Oletetaan nyt,
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ett�a n+1; n+2 2 I. Nyt k�aytt�am�all�a lausetta 1.2.2, rekursioyht�al�oit�a

(2) ja induktio-oletusta saadaan yht�al�o

pn+2qn � qn+2pn = (an+2pn+1 + pn)qn � (an+2qn+1 + qn)pn

= an+2pn+1qn + pnqn � an+2qn+1pn � qnpn

= an+2(pn+1qn � qn+1pn)

= (�1)n+1+1an+2 = (�1)n+2an+2:

Siis induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Lauseen 1.2.6 suora seuraus on se, ett�a kun k; k + 2 2 I, niin on

voimassa yht�al�o

(9) ck+2 � ck =
pk+2

qk+2

� pk

qk
=

(�1)kak+2

qk+2qk
:

x 1.3. Neli�okunnista

M�a�aritelm�a 1.3.1. Olkoon N 2 Z+, joka ei ole t�aydellinen

neli�o. Olkoot s; t 2 Q. Silloin lukua s+t
p
N sanotaan kvadraattiseksi

irrationaaliluvuksi.

M�a�aritelm�a 1.3.2. Merkit�a�an joukkoa fs + t
p
N js; t 2 Qg

merkinn�all�a Zp
N
. Olkoot x; y 2 Zp

N
. Merkit�a�an x = s1 + t1

p
N ,

y = s2 + t2
p
N . M�a�aritell�a�an yhteen- ja kertolasku seuraavasti

x+ y = (s1 + s2) + (t1 + t2)
p
N;

x � y = (s1s2 +Nt1t2) + (s1t1 + s2t2)
p
N:

M�a�aritelm�a 1.3.3. Olkoon x 2 Zp
N
. Merkit�a�an seuraavasti

x = s + t
p
N , miss�a s; t 2 Q. M�a�aritell�a�an luvun x liittoluku x

seuraavasti x = s� t
p
N .

Lause 1.3.1. Joukko Zp
N

muodostaa m�a�aritelm�an 1.3.2
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mukaisen yhteen- ja kertolaskun suhteen algebrallisen struktuurin

kunta.

Todistus. Sivuutetaan.

Lause 1.3.2. Olkoot x; y 2 Zp
N
. Silloin lukujen x; y liittolu-

vuille on voimassa seuraavat laskus�a�ann�ot

x+ y = x+ y;

xy = x � y;
x� y = x� y;�
x

y

�
=
x

y
; kun y 6= 0:

Todistus. Todistetaan vain ensimm�ainen s�a�ant�o. Muut s�a�an-

n�ot todistetaan vastaavasti. K�aytet�a�an merkint�oj�a x = x1+x2
p
N ja

y = y1 + y2
p
N , miss�a x1; x2; y1; y2 2 Q. M�a�aritelmien 1.3.2 ja 1.3.3

perusteella

x+ y = (x1 + x2
p
N ) + (y1 + y2

p
N)

= (x1 + y1) + (x2 + y2)
p
N

= (x1 + y1)� (x2 + y2)
p
N

= (x1 � x2
p
N ) + (y1 � y2

p
N)

= x+ y:

Siis ensimm�ainen s�a�ant�o on tosi. �

Lause 1.3.3. Olkoon x 2 Zp
N
. Silloin on olemassa sellaiset

a; b; c 2 Z, ett�a x; x ovat toisen asteen yht�al�on ax2 + bx + c = 0

ratkaisut.

Todistus. Merkit�a�an x = s+ t
p
N , miss�a s; t 2 Q. Merkit�a�an

s = s1

s2
ja t = t1

t2
, miss�a s1; t1 2 Z ja s2; t2 2 Z+. Valitaan

a = (s2t2)
2;

b = �2s1s2t1t2;
c = (s1t2)

2 � (s2t1)
2N:
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Selv�astikin n�ain valitut luvut a; b; c ovat kokonaislukuja. Osoitetaan

viel�a, ett�a t�all�oin yht�al�on ax2 + bx + c = 0 ratkaisut ovat x ja x.

Soveltamalla toisen asteen yht�al�on ratkaisukaavaa x = �b�
p
b2�4ac
2a

saadaan

x =
�(�2s1s2t1t2)�

p
(�2s1s2t1t2)2 � 4(s2t2)2((s1t2)2 � (s2t1)2N)

2(s2t2)2

, josta saadaan x = s1t1�s2t1
p
N

s2t2
= s1

s2
� t1

t2

p
N = s � t

p
N . Siis x ja

x ovat yht�al�on ratkaisut. �

Lause 1.3.4. Olkoot a; b; c 2 Z ja olkoon lis�aksi a 6= 0.

Olkoot toisen asteen yht�al�on ax2 + bx + c = 0 ratkaisut x1 ja x2.

Mik�ali x1; x2 2 R n Q, niin luvut x1 ja x2 ovat kvadraattisia irra-

tionaalilukuja.

Todistus. Soveltamalla yht�al�o�on toisen asteen yht�al�on ratkai-

sukaavaa saadaan x1 = �b+
p
b2�4ac
2a

ja x2 = �b�
p
b2�4ac
2a

. Koska lu-

vut x1 ja x2 oletettiin irrationaaliluvuiksi, niin luku b2 � 4ac ei ole

t�aydellinen neli�o. Nyt merkit�a�an N = b2 � 4ac; t = 1
2a

ja s = �b
2a
.

Selv�astikin s; t 2 Q, joten x1 = s+ t
p
N ja x2 = s� t

p
N . Siis luvut

x1 ja x2 ovat kvadraattisia irrationaalilukuja. �

M�a�aritelm�a 1.3.4. Olkoon x 2 Zp
N
. Mik�ali x > 0 ja

�1 < x < 0, niin lukua x sanotaan redusoiduksi kvadraattiseksi irra-

tionaaliluvuksi.

Apulause 1.3.1. Seuraava yht�al�o on voimassa

au2 + bu+ c = a(u� v)2 + (2av + b)(u � v) + (av2 + bv + c):

Todistus. Apulause saadaan suoraan laskemalla

a(u� v)2 + (2av + b)(u � v) + (av2 + bv + c)

= au2 � 2auv + av2 + 2avu + bu � 2av2 � bv + av2 + bv + c

= au2 + bu + c:

�
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Luku 2. Reaalilukujen esitt�amisest�a ketjumurtolukuina

x 2.1. Rationaaliluvut

Kun t�ass�a luvussa puhutaan ketjumurtoluvuista, niin tarkoite-

taan yksinkertaisia ketjumurtolukuja.

Lause 2.1.1. Olkoot a0; a1; : : : ; an p�a�attyv�an ketjumurtolu-

vun termit. Olkoot pk

qk
(k = 0; 1; : : : ; n) t�am�an ketjumurtoluvun

konvergentteja. Silloin on olemassa sellainen rationaaliluku x, ett�a

x = [a0; a1; : : : ; an].

Todistus. Tulos seuraa suoraan apulauseesta 1.2.1, kun vali-

taan x = pn

qn
. �

Apulause 2.1.1. Olkoon I se indeksijoukko, miss�a rekur-

sioyht�al�ot (1) ovat m�a�aritelty. Silloin rekursioyht�al�oiss�a (1) a0 2 Z ja

ak 2 Z+ aina, kun k 2 I ja k > 0.

Todistus. Rekursioyht�al�oist�a (1) seuraa suoraan, ett�a a0 =

bxc 2 Z. Koska rekursio-yht�al�oiss�a (1) ak+1 = b"k+1c =
j

1
"k�ak

k
ja

1
"k�ak

> 1, niin ak+1 � 1. Siis ak 2 Z+ aina, kun k 2 I ja k > 0. �

Apulause 2.1.2. Olkoon I se indeksijoukko, miss�a rekur-

sioyht�al�ot (1) ovat m�a�aritelty. Silloin on voimassa yht�al�o x =

[a0; a1; : : : ; ak�1; "k] aina, kun k 2 I.
Todistus. Indeksijoukko I on f0; 1; : : : ; ng, mik�ali on olemassa

sellainen n 2 N, ett�a "n = an. Muutoin I = f0; 1; 2; : : :g. Todiste-

taan lause induktiolla. Kun k = 0, niin x = ["0] = "0, joten t�ass�a
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tapauksessa v�aite on tosi. Valitaan mielivaltainen n 2 I. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a lause on tosi, kun k = n. Nyt osoitetaan,

ett�a lause on tosi my�os, kun k = n + 1 ja n + 1 2 I. Rekur-

sioyht�al�oiden (1) perusteella "k = ak +
1

"k+1
. Nyt induktio-oletuksen

mukaan x = [a0; a1; : : : ; an�1; "n] = [a0; a1; : : : ; an�1; an + 1
"n+1

] =

[a0; a1; : : : ; an�1; an; "n+1]. Siis induktio-periaatteen mukaan v�aite on

tosi. �

Lause 2.1.2. Jokainen x 2 Q voidaan esitt�a�a yksik�asitteisesti

p�a�attyv�an�a ketjumurtolukuna, kun annetaan lis�aehto, ett�a ketjumur-

toluku ei p�a�aty lukuun 1, paitsi kun x = 1.

Todistus. Valitaan mielivaltainen x 2 Q. Nyt mik�ali x = 1,

niin x = 1 = [1]. Oletetaan nyt, ett�a x 6= 1. Luku x voidaan esitt�a�a

muodossa s0

t0
, miss�a s0 2 Z ja t0 2 Z+. Sovelletaan rekursioyht�al�oit�a

(1) lukuun x. Osoitetaan, ett�a "k 2 Q aina, kun k 2 I. Tulemme

merkitsem�a�an "k = sk

tk
. Osoitetaan lis�aksi, ett�a tk+1 < tk. Todis-

tetaan induktiolla. Kun k = 0, niin "0 = x = s0

t0
2 Q, joten t�ass�a

tapauksessa v�aite on tosi. Valitaan mielivaltainen n 2 I. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a kun k = n, niin "n = sn

tn
sek�a tn < tn�1. Nyt

rekursioyht�al�oiden (1) perusteella

"n+1 =
1

"n � an

=
1

sn

tn
�
j
sn

tn

k
=

tn

sn �
j
sn

tn

k
tn

:

Merkit�a�an sn+1 = tn ja tn+1 = sn �
j
sn

tn

k
tn. Koska "n � an < 1,

niin tn+1 < tn. Lis�aksi "n+1 =
sn+1

tn+1
2 Q. Induktioperiaat-

teen mukaan v�aite on todistettu. Koska t0 > t1 > t2 > � � � ja
t0 2 Z+, niin on olemassa sellainen n 2 N, ett�a tn = 1. Siis

"n = sn = bsnc = b"nc = an, joten rekursioyht�al�ot (1) ovat m�a�aritelty

indeksijoukossa f0; 1; : : : ; ng. Nyt apulauseen 2.1.2 mukaan x =

[a0; a1; : : : ; an�1; "n] = [a0; a1; : : : ; an]. Edelleen apulauseen 2.1.1

mukaan a0 2 Z ja a1; a2; : : : ; an 2 Z+. Tutkitaan viel�a lukua an.
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Kun n = 0, niin oletuksen mukaan a0 = x 6= 1. Kun n > 0, niin an =

sn = tn�1 > tn = 1. Siis olemme osoittaneet, ett�a rekursioyht�al�oist�a

(1) voidaan muodostaa p�a�attyv�a yksinkertainen ketjumurtoluku lu-

vulle x, joka ei p�a�aty lukuun 1. Osoitamme viel�a, ett�a t�am�a esitys

on yksik�asitteinen. Olkoon nyt [a0; a1; : : : ; an] ja [b0; b1; : : : ; bm] kaksi

sellaista luvun x ketjumurtolukukehitelm�a�a, jotka eiv�at p�a�aty lukuun

1. Oletetaan lis�aksi, ett�a n � m. Mik�ali n = 0, niin bxc = a0 =

b[b0; b1; : : : ; bm]c. Mik�ali m = 0, niin a0 = b0 ja yksik�asitteisyys on

selv�a. Oletetaan, ett�a m > n. Nyt koska [b1; b2; : : : ; bm] ei p�a�aty

lukuun 1, niin apulauseen 1.2.3 mukaan [b1; b2; : : : ; bm] > 1, joten

b[b0; b1; : : : ; bm]c =
j
b0 +

1
[b1;b2;:::;bm]

k
= b0. Siis

1
[b1;b2;:::;bm]

= 0, mik�a

on mahdotonta, joten m = n. Oletetaan, nyt, ett�a n > 0. Koska

ketjumurtoluvut eiv�at oletuksen mukaan p�a�aty lukuun 1, niin apu-

lauseen 1.2.3 mukaan [b1; b2; : : : ; bm] > 1 ja [a1; a2; : : : ; an] > 1, joten

b[a0; a1; : : : ; an]c =
j
a0 +

1
[a1;a2;:::;an]

k
= a0 = b[b0; b1; : : : ; bm]c =j

b0 +
1

[b1;b2;:::;bm]

k
= b0. Siis my�os t�ass�a tapauksessa a0 = b0.

Edelleen saadaan [a1; a2; : : : ; an] = [b1; b2; : : : ; bm]. Kun toistetaan

edellisten kaltaisia p�a�attelyit�a, niin saadaan yht�al�ot

a1 = b1; a2 = b2; : : : ; an = bn. Lis�aksi viel�a n = m. Siis ketjumur-

tolukukehitelm�a on yksik�asitteinen. �

Tutkitaan viel�a lukuun 1 p�a�attyv�a�a yksinkertaista ketjumur-

tolukua [a0; a1; : : : ; an; 1] , miss�a n > 0. T�am�a voidaan esitt�a�a my�os

muodossa [a0; a1; : : : ; an +
1
1
], joka on = [a0; a1; : : : ; an + 1]. T�all�oin

viimeinen termi an + 1 on > 1, joten lukuun 1 p�a�attyv�a ketjumur-

toluku voidaan esitt�a�a my�os lyhyemm�ass�a muodossa siten, ett�a se ei

p�a�aty lukuun 1.

Olemme todistaneet t�ass�a pyk�al�ass�a, ett�a jokainen rationaalilu-

ku voidaan esitt�a�a yksik�asitteisesti p�a�attyv�an�a yksinkertaisena ketju-

murtolukuna. T�am�a esitys saadaan rekursioyht�al�oist�a (1). Toisaalta

olemme todistaneet, ett�a jokainen p�a�attyv�a yksinkertainen ketjumur-

toluku esitt�a�a jotain rationaalilukua. Siis rationaaliluvut ja p�a�attyv�at

yksinkertaiset ketjumurtoluvut ovat yht�apit�avi�a.

Esimerkki 2.1.1. Muodostetaan luvun 7
4
ketjumurtolukuesi-
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tys. K�aytt�am�all�a rekursioyht�al�oit�a (1) saadaan

7

4
= 1 +

3

4
= 1 +

1
4
3

= 1 +
1

1 + 1
3

:

Eli 7
4

= [1; 1; 3], joka on helppo tarkastaa rekursioyht�al�oiden (2)

avulla.

Esimerkki 2.1.2. Muutetaan luku 119
68

supistetuun muotoon.

Muodostetaan luvun 119
68

ketjumurtolukukehitelm�a. Toimitaan kuten

esimerkiss�a 2.1.1, jolloin saadaan

119

68
= 1 +

51

68
= 1 +

1
68
51

= 1 +
1

1 + 17
51

= 1 +
1

1 + 1
51
17

= 1 +
1

1 + 1
3

:

Eli 119
68

= 7
4
. Lukujen suurin yhteinen tekij�a oli siis 68

4
= 17.

Esimerkki 2.1.3. Ratkaistaan lineaarinen Diofantoksen yh-

t�al�o ax + by = 1. Lukujen a ja b suurimman yhteisen tekij�an t�aytyy

olla 1, jotta yht�al�o on ratkeava. Oletetaan, ett�a yht�al�o on ratkeava.

Voidaan lis�aksi olettaa, ett�a b > 0, koska by = (�b)(�y). Muodoste-

taan luvun a

b
ketjumurtolukukehitelm�a. Olkoon se nyt [a0; a1; : : : ; an].

Eli pn = a ja qn = b. Lauseen 1.2.2 perusteella pnqn�1 � qnpn�1 =

(�1)n+1. Jos n on parillinen, niin valitaan x = �qn�1 ja y = pn�1.

Jos n on pariton, niin valitaan x = qn�1 ja y = �pn�1. N�ain valituille

luvuille x ja y on voimassa yht�al�o ax+ by = 1.

x 2.2. Irrationaaliluvut

M�a�aritelm�a 2.2.1. Olkoot p�a�attym�att�om�an yksinkertaisen

ketjumurtoluvun termit a0; a1; : : :. Olkoot pk

qk
(k = 0; 1; : : :) t�am�an

ketjumurtoluvun konvergentteja. Olkoon x 2 R. Silloin voidaan

merkit�a x = [a0; a1; : : :], mik�ali limk!1
pk

qk
= x.

Lause 2.2.1. Yksinkertaisen p�a�attym�att�om�an ketjumurtolu-

vun [a0; a1; : : :] konvergentit ck (k = 0; 1; : : :) muodostavat ep�ayht�al�o-

ketjun

(10) c0 < c2 < � � � < c2k < � � � < c2k+1 < � � � < c3 < c1:
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Todistus. Valitaan mielivaltainen k 2 N. Yht�al�on (9) mukaan

c2k+2 � c2k =
(�1)2k+2

a2k+2

q2k+2q2k
> 0 ja c2k+3 � c2k+1 =

(�1)2k+3
a2k+3

q2k+3q2k+1
< 0.

Siis c2k+2 > c2k ja c2k+3 < c2k+1, joten on osoitettu, ett�a

c0 < c2 < c4 < � � � ja � � � < c5 < c3 < c1. Valitaan mielivaltaiset

k; l 2 N. Merkit�a�an m = maxfk; lg. Tiedet�a�an, ett�a c2k � c2m ja

c2m+1 � c2l+1. Nyt yht�al�on (5) mukaan c2m+1� c2m =
(�1)2m

q2m+1q2m
> 0,

joten c2k � c2m < c2m+1 � c2l+1. Siis on todistettu, ett�a

c0 < c2 < � � � < c2k < � � � < c2k+1 < � � � < c3 < c1. �

Lause 2.2.2. Olkoot yksinkertaisen p�a�attym�attm�an ketju-

murtoluvun termit a0; a1; : : :. Olkoot ck (k = 0; 1; : : :) t�am�an ketju-

murtoluvun konvergentteja. Silloin on olemassa sellainen l 2 R, ett�a

limk!1 ck = l.

Todistus (vrt. [4], s. 66{67). Osoitetaan aluksi, ett�a on ole-

massa sellaiset l1; l2 2 R, ett�a limk!1 c2k = l1 ja limk!1 c2k+1 =

l2. Koska c0; c2; c4; : : : muodostavat aidosti kasvavan jonon, joka on

ylh�a�alt�a rajoitettu luvulla c1, niin analyysin perustulosten nojalla

voidaan sanoa, ett�a on olemassa sellainen l1 2 R, ett�a limk!1 c2k =

l1. Vastaavasti koska c1; c3; c5; : : : muodostavat aidosti v�ahenev�an

jonon, joka on alhaalta rajoitettu luvulla c0, niin on olemassa sell-

ainen l2 2 R, ett�a limk!1 c2k+1 = l2. Osoitetaan seuraavaksi, ett�a

limk!1(c2k+1 � c2k) = 0. Valitaan mielivaltainen " > 0. Valitaan

n0 = d1
"
e + 1. Valitaan mielivaltainen n > n0. Apulauseen 1.2.2

mukaan q2n+1 > q2n > qn � n. Nyt yht�al�on (5) perusteella

jc2n+1 � c2nj =
����p2n+1

q2n+1

� p2n

q2n

����
=

���� (�1)2n+1

q2n+1q2n

���� < 1

n
< ":

Siis on osoitettu, ett�a limk!1(c2k+1 � c2k) = 0. Nyt l2 � l1 =

limk!1 c2k+1� limk!1 c2k = limk!1(c2k+1�c2k) = 0, joten l1 = l2.

Merkit�a�an l = l1 = l2. T�aten limk!1 ck = l. �

Apulause 2.2.1. Olkoon [a0; a1; : : :] sellainen yksinkertainen

p�a�attym�at�on ketjumurtoluku, ett�a a0 2 Z+. Olkoon x = [a0; a1; : : :].
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Silloin x > 1.

Todistus. Apulauseen 1.2.3 mukaan ck > 1 (k = 1; 2; : : :), joten

limk!1 ck � 1. Koska [a1; a2; : : :] on yksinkertainen p�a�attym�at�on

ketjumurtoluku, jonka ensimm�ainen termi a1 2 Z+, niin on olemassa

l � 1 siten, ett�a l = [a1; a2; : : :]. Siis [a0; a1; : : :] = a0 +
1

[a1;a2;:::]
=

a0 +
1
l
� 1 + 1

l
> 1, joten x > 1. �

Lause 2.2.3. Jokainen x 2 R n Q voidaan esitt�a�a yk-

sik�asitteisesti yksinkertaisena p�a�attym�att�om�an�a ketjumurtolukuna.

Todistus (vrt. [4], s. 68{70). Sovelletaan rekursioyht�al�oit�a (2)

lukuun x. Osoitetaan induktiolla, ett�a "k 2 RnQ (k = 0; 1; : : :). Kun

k = 0, niin x = "0 2 R nQ. Valitaan mielivaltainen n 2 N. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a "n 2 R n Q. Siis "n > an. Rekursioyht�al�oiden

(1) mukaan "n+1 = 1
"n�an

> 1. Jos nyt "n+1 2 Q, niin "n = an +
1

"n+1
2 Q, joka on ristiriidassa induktio-oletuksen kanssa. Siis "n+1 2

R nQ, joten induktioperiaatteen mukaan v�aite on todistettu. Koska

"k 2 R n Q (k = 0; 1; : : :), niin rekursioyht�al�ot (1) ovat m�a�aritelty

aina, kun k 2 N. Apulauseen 2.1.1 mukaan rekursioyht�al�oiss�a (1)

a0 2 Z ja ak 2 Z+, kun k > 0. Siis rekursioyht�al�oill�a (1) saadaan

muodostettua luvusta x p�a�attym�at�on yksinkertainen ketjumurtoluku

[a0; a1; : : :]. Nyt riitt�a�a osoittaa, ett�a x = [a0; a1; : : :] eli limk!1
pk

qk
=

x. Apulauseen 2.1.2 mukaan x = [a0; a1; : : : ; ak; "k+1] (k = 0; 1; : : :).

Valitaan mielivaltainen " > 0. Merkit�a�an k0 = d1
"
e + 1. Valitaan

mielivaltainen k � k0. Nyt

����x� pk

qk

���� =
����"k+1pk + pk�1

"k+1qk + qk�1

� pk

qk

����
=

����"k+1pkqk + pk�1qk � "k+1qkpk � qk�1pk

"k+1q
2
k
+ qkqk�1

����
=

����pk�1qk � qk�1pk

"k+1q
2
k
+ qkqk�1

����
=

���� (�1)k
"k+1q

2
k
+ qkqk�1

����
=

1

"k+1q
2
k
+ qkqk�1

<
1

q2
k

<
1

k
< ":
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Siis limk!1
pk

qk
= x, joten rekursioyht�al�oill�a (1) saadaan luvusta x

yksinkertainen p�a�attym�at�on ketjumurtoluku, joka on = x. Viel�a pit�a�a

todistaa, ett�a n�ain saatu esitys on yksik�asitteinen. Oletetaan, ett�a

luvulla x on kaksi ketjumurtolukuesityst�a [a0; a1; : : :] ja [b0; b1; : : :].

Apulauseen 2.2.1 mukaan l1 = [a1; a2; : : :] > 1 ja l2 = [b1; b2; : : :] > 1,

joten bxc =
j
a0 +

1
l1

k
= a0 ja bxc =

j
b0 +

1
l2

k
= b0 eli a0 = b0. Siis

my�os l1 = l2, joten edelleen vastaavalla p�a�attelyll�a voidaan osoittaa

my�os, ett�a a1 = b1; a2 = b2; : : : . Olemme siis osoittaneet, ett�a luvun

x ketjumurtolukukehitelm�a on yksik�asitteinen. �

Huomautus 2.2.1. Edellisen lauseen todistuksessa tuli esiin

se mielenkiintoinen seikka, ett�a����x� pn

qn

���� < 1

q2
n

(n = 0; 1; : : :):

Yht�alailla on helppo huomata, ett�a����x� pn

qn

���� > 1

qn(qn+1 + qn)
(n = 0; 1; : : :):

Apulause 2.2.2. Olkoot pk

qk
(k = 0; 1; : : :) luvun x konver-

gentteja. Silloin x < pk

qk
, kun k on parillinen ja x > pk

qk
, kun k on

pariton.

Todistus. Apulauseen 2.1.2 ja lauseen 1.2.1 perusteella

x� pk

qk
=
"k+1pk + pk�1

"k+1qk + qk�1

� pk

qk

=
pk�1qk � qk�1pk

qk("kqk + qk�1)

=
(�1)k

qk("kqk + qk�1)
:

Koska qk("kqk + qk�1) > 0, niin x � pk

qk
> 0, kun k on parillinen ja

x� pk

qk
< 0, kun k on pariton. �

Esimerkki 2.2.1. Lasketaan yksinkertaisen p�a�attym�att�om�an

ketjumurtoluvun [1; 1; 1; : : :] arvo.

Ratkaisu saadaan, kun sijoitetaan x = [1; 1; 1; : : :] ja huo-

mataan, ett�a x = [1; 1; 1; : : :] = 1 + 1
[1;1;1;:::]

= 1 + 1
x
. Yht�al�ost�a
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x = 1+ 1
x
saadaan toisen asteen yht�al�o x2�x�1 = 0, jonka ratkaisut

ovat x1 = 1+
p
5

2
ja x2 = 1�

p
5

2
. Koska x2 < 0 ja x1 > 0, niin t�aytyy

valita x = x1, koska apulauseen 2.2.1 mukaan x > 1. Eli ketjumur-

toluvun [1; 1; 1; : : :] arvo on 1+
p
5

2
.

Esimerkki 2.2.2. Muodostetaan luvun 1+
p
5

2
ketjumurtolu-

kukehitelm�a.

K�aytet�a�an rekursioyht�al�oit�a (1), jolloin "0 = 1+
p
5

2
, a0 =

b1+
p
5

2
c = 1,"1 = 1

"0�a0
= 1

1+
p
5

2
�1

= 1p
5�1
2

= 2p
5�1

=
2(
p
5+1)

5�1
=

1+
p
5

2
= "0. Selv�asti "0 = "1 = � � � ja edelleen a0 = a1 = � � �, joten

luvun 1+
p
5

2
ketjumurtolukukehitelm�a on [1; 1; 1; : : :], kuten pitikin.

x 2.3. Logaritmien laskemisesta

M�a�aritelm�a 2.3.1. Olkoot reaaliluvut b0 ja b1 sellaisia, ett�a

b0 > b1 > 1. M�a�aritell�a�an, ett�a nk on sellainen positiivinen koko-

naisluku, ett�a bnk
k

� bk�1 < bnk+1
k

(k = 1; 2; : : :), miss�a bk =
bk�2

b
n
k�1

k�1

(k = 2; 3; : : :).

Lause 2.3.1. Olkoot luvut n1; n2; : : : m�a�aritelm�an 2.3.1

mukaiset. Silloin log
b1
b0 = [n1; n2; : : :].

Todistus. Muodostetaan luvun log
b1
b0 ketjumurtolukuke-

hitelm�a [a0; a1; : : :] rekursioyht�al�oill�a (1). Osoitetaan, ett�a a0 =

n1; a1 = n2; : : :. Todistetaan induktiolla. Koska b0 = b
[a0;a1;:::]
1 =

ba01 b
1

[a1;a2;:::]

1 , niin ba01 � b0 < ba0+1
1 , joten a0 = n1. Edelleen, koska

b0

b
a0
1

= b2 = b
1

[a1;a2;:::]

1 , niin b
[a1;a2;:::]
2 = b1. Valitaan mielivaltainen

k � 0. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a ak = nk+1 ja bk = b
[ak;ak+1;:::]

k+1 .

Siis bk

b
n
k+1

k+1

= bk+2 = b
1

[a
k+1;ak+2;:::]

k+1 eli bk+1 = b
[ak+1;ak+2;:::]

k+2 . T�aten

b
ak+1

k+2 � bk+1 < b
ak+1+1

k+2 , joten ak+1 = nk+2. Induktioperiaatteen
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mukaan a0 = n1; a1 = n2; : : :. Siis logb1 b0 = [n1; n2; : : :]. �

Esimerkki 2.3.1. Lasketaan likiarvo luvulle log2 10. Muo-

dostetaan luvut n1; n2; : : : m�a�aritelm�an 2.3.1 osoittamalla tavalla.

Saadaan
23 < 10 < 24�

10

8

�3

< 2 <

�
10

8

�4

�
1024

1000

�9

<
10

8
<

�
1024

1000

�10

...

eli lauseen 2.3.1 perusteella log2 10 = [3; 3; 9; : : :]. Approksimoidaan

lukua log2 10 konvergentilla [3; 3; 9], joka on yht�a suuri kuin 93
28
. Huo-

mautuksen 2.2.1 perusteella
��log2 10� 93

28

�� < 1
282

= 1
784

< 0; 002. N�ain

luvulle log2 10 saadaan likiarvo 3; 32.
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Luku 3. Jaksolliset ketjumurtoluvut

x 3.1. Kvadraattiset irrationaaliluvut

Lause 3.1.1. Olkoon jaksollinen ketjumurtoluku muotoa

[a0; a1; : : : ; ak�1; ak; ak+1; : : : ; ak+h]. Olkoon t�am�an ketjumurtoluvun

arvo �. Silloin luku � on kvadraattinen irrationaaliluku.

Todistus (vrt. [2], s. 88{89). Apulauseen 2.1.2 mukaan � =

[a0; a1; : : : ; an�1; "n] (n = 0; 1; : : :). Tiedet�a�an my�os, ett�a "n on irra-

tionaaliluku. Koska ketjumurtoluku on jaksollinen, niin "n = "n+h,

kun n � k. Ottamalla huomioon rekursioyht�al�ot (2) saadaan yht�al�o

(11)

� =
"npn�1 + pn�2

"nqn�1 + qn�2

=
"n+hpn+h�1 + pn+h�2

"n+hqn+h�1 + qn+h�2

=
"npn+h�1 + pn+h�2

"nqn+h�1 + qn+h�2

. Ristiinkertomalla yht�al�o (11) saadaan toisen asteen yht�al�o

(12) a"2
n
+ b"n + c = 0;

miss�a

a = qn+h�1pn�1 � pn+h�1qn�1;

b = qn+h�2pn�1 + qn+h�1pn�2 � pn+h�1qn�2 � pn+h�2qn�1;

c = pn�2qn+h�2 � qn�2pn+h�2;

joten lauseen 1.3.4 mukaan "n on kvadraattinen irrationaaliluku, kun

n � k. Ratkaisemalla yht�al�ost�a (11) "n luvun � suhteen saadaan
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"n =
pn�2�qn�2�

qn�1��pn�1
. Sijoittamalla t�am�a yht�al�o�on (12) ja sievent�am�all�a

saadaan yht�al�o

(aq2
n�2 + cq2

n�1 � bqn�2qn�1)�
2+

(bpn�2qn�1 + bqn�2pn�1 � 2apn�2qn�2 � 2cpn�1qn�1)�+

(ap2
n�2 + cp2

n�1 + bpn�1pn�2) = 0:

Koska luku � on irrationaaliluku, joka toteuttaa kokonaislukukertoi-

misen toisen asteen yht�al�on, niin lauseen 1.3.4 mukaan luku � on

kvadraattinen irrationaaliluku. �

Lause 3.1.2. Olkoon t�aysin jaksollinen ketjumurtoluku muo-

toa

[a0; a1; : : : ; ak]. Olkoon t�am�an ketjumurtoluvun arvo �. Silloin luku

� on redusoitu kvadraattinen irrationaaliluku.

Todistus (vrt. [4], s. 93{95). Merkit�a�an � = [ak; ak�1; : : : ; a0].

Eli luku � on t�aysin jaksollisen ketjumurtoluvun arvo, miss�a ketju-

murtoluvun termit ovat p�ainvastaisessa j�arjestyksess�a kuin luvun �

ketjumurtolukuesityksess�a. Koska kyseess�a ovat t�aysin jaksolliset

ketjumurtoluvut, niin saadaan yht�al�ot � =
�pk+pk�1

�qk+qk�1
ja � =

�p
0
k
+p0

k�1

�q
0
k
+q0

k�1

.

Lauseen 1.2.4 yht�al�on (7) mukaan p0
k
= pk; q

0
k
= pk�1 ja lauseen 1.2.3

yht�al�on (6) mukaan p0
k�1 = qk; q

0
k�1 = qk�1. Siis � = �pk+qk

�pk�1+qk�1
.

N�ain ollen saadaan toisen asteen yht�al�ot qk�
2+(pk�qk�1)��pk�1 = 0

ja pk�1�
2+(pk� qk�1)�� qk = 0, joista j�alkimm�ainen on yht�apit�av�a

yht�al�on qk(� 1
�
)2 + (pk � qk�1)(� 1

�
) � pk�1 = 0 kanssa. Koska luku-

jen � ja � ketjumurtolukuesityksess�a kaikki termit ovat positiivisia

kokonaislukuja, niin apulauseen 2.2.1 mukaan � > 1 ja � > 1, joten

�1 < � 1
�
< 0. Koska yht�al�oll�a qkx

2 + (pk � qk�1)x � pk�1 = 0

on ratkaisut � ja � 1
�
, niin luku � on redusoitu kvadraattinen irra-

tionaaliluku lauseen 1.3.4 ja m�a�aritelm�an 1.3.4 perusteella. �

Lause 3.1.3. Jokainen kvadraattinen irrationaaliluku � voi-

daan esitt�a�a jaksollisena ketjumurtolukuna.

Todistus (vrt. [2], s. 89{91). Koska luku � on kvadraattinen ir-

rationaaliluku, niin luku � toteuttaa lauseen 1.3.3 mukaan kokonaislu-

kukertoimisen toisen asteen yht�al�on ax2+bx+c = 0. Apulauseen 2.1.2
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mukaan � =
"npn�1+pn�2

"nqn�1+qn�2
. Sijoittamalla yht�al�o�on ja sievent�am�all�a

saadaan yht�al�o

(13) An"
2
n
+Bn"n + Cn = 0;

miss�a

An = ap2
n�1 + bpn�1qn�1 + cq2

n�1;

Bn = 2apn�1pn�2 + b(pn�1qn�2 + pn�2qn�1) + 2cqk�1qk�2;

Cn = ap2
k�2 + bpk�2qk�2 + cq2

k�2:

Osoitetaan seuraavaksi, ett�a on olemassa sellainen positiivinen luku

M , ett�a jAnj < M; jBnj < M; jCnj < M . Helposti n�ahd�a�an, ett�a

An = q2
n�1

 
a

�
pn�1

qn�1

�2

+ b

�
pn�1

qn�1

�
+ c

!
;

Cn = q2
n�2

 
a

�
pn�2

qn�2

�2

+ b

�
pn�2

qn�2

�
+ c

!
:

Merkit�a�an u =
pn�1

qn�1
ja v = �. Kun otetaan huomioon, ett�a

a�2 + b� + c = 0, niin apulauseen 1.3.1 perusteella

An = q2
n�1

�
pn�1

qn�1
� �

��
2a�+ b+ a

�
pn�1

qn�1
� �

��
. Nyt huomautuk-

sen 2.2.1 mukaan
����� pn�1

qn�1

��� < 1
q
2
n�1

, joten

jAnj < j2a�+ bj+ jaj
q2
n�1

� j2a� + bj+ jaj:

Aivan vastaavasti osoitetaan, ett�a

jCnj < j2a� + bj+ jaj
q2
n�2

� j2a� + bj + jaj:

Suoraan laskemalla voidaan osoittaa helposti, ett�a B2
n
� 4AnCn =

b2 � 4ac. Siis

jBnj <
p
jb2 � 4acj+ 4(j2a� + bj+ jaj)2:
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Nyt kun merkit�a�an

M = max
n
j2a�+ bj+ jaj;

p
jb2 � 4acj+ 4(j2a� + bj+ jaj)2

o
;

niin jAnj < M; jBnj < M; jCnj < M . Nyt selv�astikin yht�al�oit�a (13)

on korkeintaan (2M + 1)3 kappaletta, joten Dirichletin laatikkope-

riaatteen mukaan on olemassa v�ahint�a�an 3 sellaista indeksin arvoa

n1; n2; n3, ett�a

An1
= An2

= An3
;

Bn1
= Bn2

= Bn3
;

Cn1 = Cn2 = Cn3 :

Koska yht�al�oll�a An1
x2 + Bn1

x + Cn1 = 0 on vain kaksi ratkaisua,

niin kahden luvuista "n1 ; "n2 ; "n3 t�aytyy olla yht�a suuret. Olkoon

nyt merkinn�at valittu siten, ett�a "n1 = "n2 ja n1 < n2. Merkit�a�an

h = n2�n1. Siis "n1 = "n1+h ja an1 = an1+h. Nyt rekursioyht�al�oiden

(1) perusteella "n1+1 = 1
"n1

�an1
= 1

"n1+h
�an1+h

= "n1+h+1. Toista-

malla t�at�a p�a�attely�a huomataan, ett�a "k+h = "k aina, kun k � n1,

joten my�os ak+h = ak aina, kun k � n1. M�a�aritelm�an 1.1.4 mukaan

kyseinen ketjumurtoluku on siis jaksollinen. �

Lause 3.1.4. Jokainen redusoitu kvadraattinen irrationaalilu-

ku x voidaan esitt�a�a t�aysin jaksollisena ketjumurtolukuna.

Todistus. Koska x on redusoitu kvadraattinen irrationaaliluku,

niin�1 < x < 0. Rekursioyht�al�oiden (1) mukaan "k = ak+
1

"k+1
, joten

"k = ak +
1

"k+1
= ak+

1
"k+1

= ak+
1

"k+1
. Todistetaan induktiolla, ett�a

�1 < "k < 0 (k = 0; 1; : : :). Kun k = 0, niin �1 < "0 = x < 0.

Valitaan mielivaltainen n 2 N. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a

�1 < "n < 0. Koska "n � an < �1, niin �1 < "n+1 = 1
"n�an

< 0,

joten induktioperiaatteen mukaan v�aite on todistettu. Koska

ak � "k = � 1
"k+1

ja �1 < "k < 0, niin ak = bak � "kc =
j
� 1

"k+1

k
,

kun k � 0. Oletetaan, ett�a ketjumurtolukukehitelm�a ei ole t�aysin

jaksollinen. Tiedet�a�an kuitenkin lauseen 3.1.3 mukaan, ett�a kyseinen

ketjumurtoluku on jaksollinen. Olkoon ketjumurtolukukehitelm�a nyt

jaksollinen indeksin arvosta k, joka on > 0 ja olkoon jakson pituus

h. Siis "k = "k+h ja ak = ak+h. Edelleen my�os "k = "k+h. Nyt
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tiedet�a�an, ett�a ak�1 =
j
� 1
"k

k
=
j
� 1

"k+h

k
= ak+h�1, joten ketjumur-

toluku olisi jaksollinen indeksin arvosta k � 1, joka on ristiriidassa

oletuksen kanssa, joten k = 0. �

x 3.2. Luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�a

T�ass�a pyk�al�ass�a oletamme, ett�a luku N 2 Z+ sek�a luku N

ei ole t�aydellinen neli�o. Siis luku
p
N on irrationaaliluku, joten sill�a

on p�a�attym�at�on yksinkertainen ketjumurtolukukehitelm�a. Tulemme

tarkastelemaan t�at�a ketjumurtolukukehitelm�a�a.

Apulause 3.2.1. Luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�a on

jaksollinen ja muotoa [a0; a1; : : : ; an; 2a0].

Todistus. Rekursioyht�al�oiden (1) perusteella a0 = b
p
Nc.

Koska luku
p
N + b

p
Nc on selv�astikin redusoitu kvadraattinen ir-

rationaaliluku, niin luvulla
p
N + b

p
Nc on lauseen 3.1.4 mukaan

t�aysin jaksollinen ketjumurtolukukehitelm�a. Olkoon
p
N + b

p
Nc =

[a00; a
0
1; : : : ; a

0
n
]. On helppo todeta, ett�a a00 = 2a0. Siis

p
N =

[a0; a
0
1; : : : ; a

0
n
; a00]. Nyt kun muutetaan merkint�oj�a siten, ett�a

a01 = a1; a02 = a2; : : : ; a
0
n

= an, niin saadaan yht�al�o
p
N =

[a0; a1; a2; : : : ; an; 2a0]. �

Rekursioyht�al�oill�a (1) voitaisiin muodostaa luvun
p
N ketju-

murtolukukehitelm�a, mutta tulemme k�aytt�am�a�an rekursioyht�al�oit�a

(3).

Apulause 3.2.2. Rekursioyht�al�oille (3) on voimassa yht�al�o

(14) B2
n
+ CnCn�1 = N (n = �1; 0; 1; 2; : : :):

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin n suhteen. Kun

n = �1, niin B2
�1+C�1C�2 = 02+1 �N = N , joten t�ass�a tapauksessa

v�aite on tosi. Valitaan mielivaltainen k 2 f�1; 0; 1; 2; : : :g. Tehd�a�an

induktio-oletus, ett�a B2
k
+CkCk�1 = N . Rekursioyht�al�oiden (3) sek�a
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induktio-oletuksen perusteella

B2
k+1 + Ck+1Ck

= (Ak+1Ck �Bk)
2 + (Ck�1 +Ak+1(Bk �Bk+1))Ck

= A2
k+1C

2
k
� 2Ak+1CkBk +B2

k
+ CkCk�1

+Ak+1BkCk �Ak+1Bk+1Ck

= Ak+1Ck(Ak+1Ck � (Bk+1 +Bk)) +B2
k
+ CkCk�1

= Ak+1Ck(Ak+1Ck �Ak+1Ck) +B2
k
+ CkCk�1

= B2
k
+ CkCk�1 = N;

joten induktioperiaatteen mukaan v�aite on tosi. �

Lause 3.2.1. Olkoot A0; A1; : : : saatu rekursioyht�al�oist�a (3).

Silloin
p
N = [A0; A1; : : :].

Todistus. Tiedet�a�an, ett�a rekursioyht�al�oill�a (1) saadaan lu-

vulle
p
N ketjumurtolukukehitelm�a [a0; a1; : : :], joten riitt�a�a osoit-

taa, ett�a a0 = A0; a1 = A1; � � � . Todistetaan induktiolla. Rekur-

sioyht�al�oiden (1) ja (3) mukaan

a0 = b
p
Nc =

jp
N+0
1

k
=
jp

N+B�1

C�1

k
= A0. Lis�aksi

p
N+B�1

C�1
= "0.

Valitaan mielivaltainen n 2 N. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a

an = An ja
p
N+Bn�1

Cn�1
= "n. Nyt rekursioyht�al�oiden (1) ja (3),

induktio-oletuksen ja apulauseen 3.2.2 perusteella

"n+1 =
1

"n � an
=

1
p
N+Bn�1

Cn�1
�An

=
1

p
N+Bn�1�AnCn�1

Cn�1

=
1

p
N�Bn
Cn�1

=
Cn�1(

p
N +Bn)

N �B2
n

=
Cn�1(

p
N +Bn)

CnCn�1

=

p
N +Bn

Cn
:

Siis an+1 = b"n+1c =
jp

N+Bn
Cn

k
= An+1, joten induktioperiaatteen

mukaan v�aite on tosi. �
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Seuraavaksi tutkitaan hieman tarkemmin rekursioyht�al�oiden

(3) lukuja Bk ja Ck. M�a�aritelm�ast�a 1.1.9 huomataan suoraan, ett�a

Bk; Ck 2 Z. Esitet�a�an seuraavaksi muutama apulause lukuja Bk ja

Ck koskien.

Apulause 3.2.3. Rekursioyht�al�oille (3) on voimassa seuraavat

ep�ayht�al�ot

(15) 0 < An � 2A0; 0 < Bn � A0; 0 < Cn � 2A0:

Todistus (vrt. [5], s. 182{183). Todistetaan induktiolla in-

deksin n suhteen. Kun n = 0, niin 0 < A0 < 2A0; 0 < B0 =

A0; 0 < C0 = N � A2
0 � 2A0, joten t�ass�a tapauksessa v�aite on

tosi. Valitaan mielivaltainen k 2 N. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a

0 < Ak � 2A0; 0 < Bk � A0; 0 < Ck � 2A0. Lauseen 3.2.1

perusteella Ak+1 > 0. Koska "k+1 � Ak+1 =
p
N+Bk
Ck

� Ak+1 =
p
N+Bk�Ak+1Ck

Ck
=

p
N�Bk+1

Ck
> 0, niin Bk+1 � A0 <

p
N . Apu-

lauseen 3.2.2 mukaan B2
k+1 + Ck+1Ck = N , joten Ck+1 > 0.

Koska "k+2 =
p
N+Bk+1

Ck+1
> 1, niin Ck+1 � 2A0 < 2

p
N . Olete-

taan, ett�a Bk+1 � 0. Silloin Ck � Ak+1Ck � Bk <
p
N , joten

"k+1 � Ak+1 =
p
N�Bk+1

Ck
�

p
N

Ck
>

p
Np
N

= 1, joka on mahdotonta,

koska 0 < "k+1 � Ak+1 < 1. Siis Bk+1 > 0. Koska Ck � 1 ja

Bk � A0, niin Ak+1 � 2A0. Siis induktioperiaatteen mukaan v�aite on

tosi. �

Apulause 3.2.4. Rekursioyht�al�oiss�a (3) An+1 = 2A0, jos ja

vain jos Cn = 1.

Todistus. Oletetaan, ett�a An+1 = 2A0. Eli 2A0 = An+1 =jp
N+Bn
Cn

k
=
j
A0+Bn
Cn

k
� A0+Bn

Cn
� 2A0

Cn
, joten Cn � 1. Koska 1 �

Cn � 1, niin Cn = 1. Oletetaan nyt, ett�a Cn = 1. Apulauseen

3.2.3 mukaan Cn�1 < 2
p
N . Apulauseen 3.2.2 perusteella Cn�1 =

N �B2
n
= (

p
N +Bn)(

p
N �Bn). Siis (

p
N +Bn)(

p
N �Bn) < 2

p
N

eli
p
N�Bn <

2
p
Np

N+Bn
< 2

p
Np
N

= 2, joten Bn � A0�1. Oletetaan nyt,

ett�a Bn = A0 � 1. Silloin, koska N �A2
0 � 1, niin Cn�1 = N �B2

n
=

N � (A0 � 1)2 = N � A2
0 + 2A0 � 1 � 1 + 2A0 � 1 = 2A0, joten



29

Cn�1 = 2A0. Nyt An =
j
A0+Bn�1

Cn�1

k
�
j
A0+A0

2A0

k
= 1, joten An = 1 ja

Bn�1 = A0. Rekursioyht�al�oiden (3) mukaan Bn = AnCn�1�Bn�1 =

A0, joka on mahdotonta, koska oletettiin, ett�a Bn = A0 � 1, joten

Bn = A0. Siis An+1 =
j
A0+Bn
Cn

k
= A0 +A0 = 2A0. �

Apulause 3.2.5. Luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�ass�a

[A0; A1; A2; : : : ; An; 2A0] on voimassa ep�ayht�al�ot

A0; A1; : : : ; An < 2A0.

Todistus. Tiedet�a�an, ett�a "1 =
p
N+B0

C0
=

p
N+A0

N�A2
0

. Koska

An+1 = 2A0, niin apulauseen 3.2.4 nojalla Bn = A0 ja Cn = 1.

Rekursioyht�al�oiden (3) perusteella Bn+1 = 2A0 � A0 = A0. Apu-

lauseen 3.2.2 perusteella Cn+1 = N �B2
n+1 = N �A2

0. Siis

"n+1 =
p
N+Bn+1

Cn+1
=

p
N+A0

N�A2
0

= "1. T�aten huomataan, ett�a ketjumur-

toluvussa uusi jakso alkaa heti sen osanimitt�aj�an j�alkeen, jonka arvo

on = 2A0, joten A0; A1; : : : ; An < 2A0. �

Apulause 3.2.6. Luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�ass�a

[A0; A1; A2; : : : ; An; 2A0] indeksille n on voimassa ep�ayht�al�o n < 2N .

Todistus. Koska Bk <
p
N ja Ck < 2

p
N (k = 0; 1; : : :), niin

erisuuria lukuja
p
N+Bk
Ck

on v�ahemm�an kuin
p
N � 2

p
N kappaletta.

Siis ketjumurtoluvun jakson pituus n + 1 on pienempi kuin 2N . Eli

saadaan ep�ayht�al�o n < 2N . �

Esimerkki 3.2.1. Muodostetaan luvun
p
11 ketjumurtoluku-

kehitelm�a. K�aytt�am�all�a rekursioyht�al�oit�a (3) saadaan kaavio

n 0 1 2 3

Bn 3 3 3 3

Cn 2 1 2 1

An 3 3 6 3:

T�aten
p
11 = [3; 3; 6].
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Luku 4. Irrationaalilukujen rationaaliluku approksimoin-

nista

x 4.1. Approksimointi konvergenteilla

Apulause 4.1.1. Olkoon x irrationaaliluku. Olkoot pk

qk

(k = 0; 1; 2; : : :) luvun x ketjumurtolukukehitelm�an [a0; a1; : : :] kon-

vergentteja. Silloin on voimassa ep�ayht�al�o

(16) jqnx� pnj < jqn�1x� pn�1j; kun n � 1:

Todistus. Apulauseen 2.1.2 ja rekursioyht�al�oiden (2) perus-

teella
���x� pn

qn

��� = 1
qn("n+1qn+qn�1)

, josta edelleen saadaan yht�al�o jqnx�
pnj = 1

qn"n+1+qn�1
. Koska qn"n+1 + qn�1 > qnan+1 + qn�1 = qn+1 ja

qn"n+1 + qn�1 < qn(an+1 + 1) + qn�1 = qn+1 + qn � qn+2, niin
1

qn+2
< jqnx� pnj < 1

qn+1
. Koska luvut qk (k = 0; 1; : : :) muodostavat

kasvavan lukujonon, niin jqnx� pnj < 1
qn+1

< jqn�1x� pn�1j. �

Ep�ayht�al�ost�a (16) saadaan, kun merkit�a�an cn = pn

qn
ja cn�1 =

pn�1

qn�1

my�os ep�ayht�al�o

(17) jx� cnj < jx� cn�1j:

Lause 4.1.1. Olkoon pk

qk
luvun x konvergentti, miss�a k > 0.

Olkoon p

q
sellainen rationaaliluku, ett�a 0 < q � qk ja p

q
6= pk

qk
. Silloin

on voimassa ep�ayht�al�o

(18) jqkx� pkj � jqx � pj:
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Todistus (vrt. [2], s. 93{94). Oletetaan ensin, ett�a qk = q.

Silloin
���pk
qk

� p

q

��� = ���pk
qk

� p

qk

��� = ���pk�p
qk

��� � 1
qk
, koska pk 6= p. Toisaalta���x� pk

qk

��� = 1
qk("kqk+qk�1)

� 1
qkqk+1

� 1
2qk

, koska apulauseen 1.2.2

mukaan qk+1 � q2 � 2. N�aiden ep�ayht�al�oiden perusteella 1
qk

����pk
qk

� p

q

��� �
���x� pk

qk

��� + ���x� p

q

��� �
���x� p

q

��� + 1
2qk

, josta edelleen���x� pk

qk

��� � 1
2qk

�
���x� p

q

���. Koska oletettiin, ett�a q = qk, niin

jqkx � pkj � jqx � pj. Mik�ali q = q0 = 1 < q1, niin ainoat mah-

dolliset luvun p arvot ovat dxe ja bxc, jotta jx � pj < 1. T�am�a on

v�altt�am�at�ont�a, koska
���x� pk

qk

��� < 1. Jos nyt p = bxc = p0, niin apu-

lauseen 4.1.1 perusteella jqkx � pkj < jq0x � p0j = jqx � pj. Jos

taas p = dxe, niin koska p1

q1
> x ja p1

q1
= a0 +

1
a1

� a0 +
1
2
, niin

jqx � pj > jq0x � p0j > jqkx � pkj. Jatkossa voidaan siis olettaa, ett�a

q > 1. Lis�aksi lause on osoitettu todeksi siin�a tapauksessa, ett�a jos

q = qk, kun k � 1. Voidaan siis olettaa, ett�a on olemassa sellainen

indeksin arvo n, ett�a qn�1 < q < qn � qk. Voidaan my�os olettaa, ett�a

lukujen p ja q suurin yhteinen tekij�a on 1. M�a�aritell�a�an yht�al�oryhm�a

upn + vpn�1 = p;

uqn + vqn�1 = q:

Ratkaisemalla yht�al�oryhm�ast�a luvut u ja v saadaan ratkaisut

u = (�1)n+1(pqn�1 � pn�1q) ja v = (�1)n+1(pnq � pqn). Koska p

q

ei ole luvun x konvergentti, niin sek�a u 6= 0 ett�a v 6= 0. Oletetaan,

ett�a u > 0. Koska q = uqn + vqn�1 < qn, niin q � uqn = vqn�1 < 0.

Siis v < 0. Oletetaan, ett�a u < 0. Koska vqn�1 = qn � uqn > 0,

niin v > 0. Siis luvut u ja v ovat erimerkkisi�a. Apulauseen 2.2.2

perusteella my�os luvut qnx � pn ja qn�1x � pn�1 ovat erimerkkisi�a.

Siis luvut u(qnx�pn) ja v(qn�1x�pn�1) ovat samanmerkkisi�a. Koska

qx � p = u(qnx� pn) + v(qn�1x� pn�1), niin

jqx� pj = ju(qnx� pn) + v(qn�1x� pn�1)j
= ju(qnx� pn)j+ jv(qn�1x� pn�1)j
> jv(qn�1x� pn�1)j
� jqn�1x� pn�1j:
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Siis apulauseen 4.1.1 perusteella

jqx � pj > jqn�1x� pn�1j
> jqnx� pnj
� jqkx� pkj:

�

Lause 4.1.2. Jos
���x� p

q

��� < 1
2q2

, niin p

q
on luvun x ketjumur-

tolukukehitelm�an konvergentti.

Todistus (vrt. [2], s. 94). Oletetaan, ett�a luku p

q
ei ole luvun

x konvergentti. Silloin on olemassa sellainen indeksi k, ett�a qk�1 �
q < qk. Lauseen 4.1.1 todistuksesta n�ahd�a�an, ett�a jqk�1x � pk�1j �
jqx � pj. Koska jqx � pj < 1

2q
, niin

���x� pk�1

qk�1

��� < 1
2qqk�1

. Koska

q � qk�1, niin
���x� p

q

��� < 1
2q2

� 1
2qqk�1

. Nyt����pq � pk�1

qk�1

���� =
����x� x+

p

q
� pk�1

qk�1

����
�
����x� p

q

����+
����x� pk�1

qk�1

����
<

1

qqk�1

;

mutta toisaalta ����pq � pk�1

qk�1

���� =
����pqk�1 � qpk�1

qqk�1

����
� 1

qqk�1

:

T�am�an ristiriidan perusteella p

q
on luvun x konvergentti. �

Lause 4.1.3. Olkoon c 2 (0; 1). Silloin on olemassa sellainen

x 2 R, ett�a luvun x ketjumurtolukukehitelm�ass�a on sellainen konver-

gentti pk

qk
, ett�a

���x� pk

qk

��� > c

q
2
k

.

Todistus (vrt. [1], s. 29). Merkit�a�an n =
l

2
1
c
�1

m
+ 1. Siis

n > 2
1
c
�1

, joten 2
n
< 1

c
� 1. Edellisen perusteella 1

1+ 2
n

> c. Valitaan
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x = [0; n; 1; n]. Lauseen 2.1.1 mukaan x 2 R ja p3

q3
= x. Koska

����x� p1

q1

���� =
����p3q3 � p1

q1

����
=

1

n(n+ 2)

=
1

q21(1 +
2
n
)

>
c

q21
;

niin v�aite on tosi. �

Lause 4.1.4. Olkoot luvut pk

qk
ja

pk�1

qk�1
luvun x per�akk�aiset

konvergentit. Silloin on voimassa ainakin toinen ep�ayht�al�oist�a���x� pk

qk

��� < 1
2q2
k

ja
���x� pk�1

qk�1

��� < 1
2q2
k�1

.

Todistus (vrt. [1], s. 30). Koska luku x on lauseen 2.2.2 mukaan

lukujen pk

qk
ja

pk�1

qk�1
v�aliss�a, niin

���x� pk

qk

��� + ���x� pk�1

qk�1

��� = ���pk
qk

� pk�1

qk�1

��� :
Yht�al�on (5) perusteella

���pk
qk

� pk�1

qk�1

��� = 1
qkqk+1

< 1
qkqk�1

. Koska lukujen

1
q
2
k

ja 1
q
2
k�1

geometrinen keskiarvo on pienempi tai yht�a suuri kuin

niiden aritmeettinen keskiarvo, niin 1
qkqk�1

� 1
2q2
k

+ 1
2q2
k�1

, joten���x� pk

qk

��� + ���x� pk�1

qk�1

��� < 1
2q2
k

+ 1
2q2
k�1

. Jos nyt
���x� pk

qk

��� � 1
2q2
k

, niin���x� pk�1

qk�1

��� < 1
2q2
k�1

. �

Apulause 4.1.2. M�a�aritell�a�an 'k =
qk�2

qk�1
ja  k = 'k + "k,

kun k � 1. Kun k � 2,  k �
p
5 ja  k�1 �

p
5, niin 'k >

p
5�1
2

.

Todistus. Lauseen 1.2.3 perusteella 1
'n+1

= qn

qn�1
= an + 'n,

kun n � 1 . Koska "n = an+
1

"n+1
, niin 1

'n+1
+ 1

"n+1
= 'n+ "n =  n.

Oletusten mukaan  k � p
5 ja  k�1 � p

5, joten 'k + "k � p
5 ja

1
'k

+ 1
"k

� p
5. T�aten

�p
5� 'k

� �p
5� 1

'k

�
� 1 ja koska 'k 2 Q,

niin 5 � p
5
�
'k +

1
'k

�
> 0. Edellisen perusteella '2 � p

5'k < �1,
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joka on yht�apit�av�a ep�ayht�al�on

 p
5

2
� 'k

!2

= '2 �
p
5'k +

 p
5

2

!2

< �1 +
 p

5

2

!2

=
1

4

kanssa. Eli
p
5
2
� 'k <

1
2
, josta saadaan 'k >

p
5�1
2

. �

Lause 4.1.5. Olkoot luvut pk

qk
,
pk�1

qk�1
ja

pk�2

qk�2
luvun x per�akk�ai-

set konvergentit. Silloin on voimassa ainakin yksi ep�ayht�al�oist�a���x� pk

qk

��� < 1p
5q2
k

,
���x� pk�1

qk�1

��� < 1p
5q2
k�1

ja
���x� pk�2

qk�2

��� < 1p
5q2
k�2

.

Todistus (vrt. [1], s. 31-33). Olkoot luvut 'k ja  k m�a�aritelty

kuten apulauseessa 4.1.2. Tehd�a�an vasta-oletus, ett�a
���x� pn

qn

��� � 1p
5q2
n

(n = k � 2; k � 1; k). Apulauseen 2.1.2 perusteella

����x� pn

qn

���� =
����"n+1pn + pn�1

"n+1qn + qn�1

����
=

1

qn("n+1qn + qn�1)

=
1

q2
n

�
"n+1 +

qn�1

qn

�
=

1

q2
n
("n+1 + 'n+1)

=
1

q2
n
 n+1

:

Nyt oletuksen perusteella  n+1 � p
5 (n = k � 2; k � 1; k), joten

apulauseen 4.1.2 perusteella 'k >
p
5�1
2

ja 'k+1 >
p
5�1
2

. Nyt ak =
1

'k+1
� 'k <

2p
5�1

�
p
5�1
2

= 1, joka on mahdotonta, koska ak 2 Z+.
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Siis vasta-oletus hyl�at�a�an, joten v�aite on tosi. �

Lause 4.1.6. Olkoon c 2
�
0; 1p

5

�
. Silloin on olemassa sellai-

nen x 2 R nQ, ett�a vain �a�arellinen m�a�ar�a luvun x konvergentteja pk

qk

toteuttaa ep�ayht�al�on
���x� pk

qk

��� < c

q
2
k

.

Todistus (vrt. [1], s. 33{34). Merkit�a�an x = [1; 1; 1; : : :]. Esi-

merkin 2.2.1 perusteella x =
p
5+1
2

. Selv�astikin "n = x (n = 0; 1; : : :),

joten on voimassa yht�al�o x =
xpn+pn�1

xqn+qn�1
. Siis on voimassa yht�al�o���x� pn

qn

��� = 1
qn(xqn+qn�1)

= 1

q2
n(x+

qn�1
qn

)
. Lauseen 1.2.3 mukaan

qn

qn�1
=

n kplz }| {
[1; 1; : : : ; 1]. Nyt tiedet�a�an, ett�a limn!1

qn

qn�1
= x, joten

qn�1

qn
= 1

x
+ �n =

p
5�1
2

+ �n, miss�a limn!1 �n = 0. Siis
���x� pn

qn

��� =
1

q2
n

�p
5�1
2

+
p
5�1
2

+�n

� = 1

q2
n(
p
5+�n)

. Koska limn!1 �n = 0, niin on ole-

massa sellainen indeksi k0, ett�a aina, kun k � k0, niin �k <
1
c
�p

5.

Siis kun k � k0, niin
���x� pk

qk

��� = 1

q
2
k
(
p
5+�k)

> c

q
2
k

. Eli ep�ayht�al�o���x� pk

qk

��� < c

q
2
k

on voimassa korkeintaan konvergenteille pn

qn

(n = 0; 1; : : : ; k0 � 1). �

Olemme t�ah�an menness�a osoittaneet, ett�a jokaista irrationaali-

lukua x kohti on olemassa �a�aret�on m�a�ar�a sellaisia kokonaislukupareja

p ja q, ett�a
���x� p

q

��� < 1p
5q2

. Lis�aksi n�am�a kokonaisluvut p ja q ovat

luvun x konvergenttien osoittajia ja nimitt�aji�a. Olemme lis�aksi toden-

neet, ett�a jos edellist�a ehtoa tiukennetaan, niin kokonaislukupareja p

ja q ei yleisesti ole �a�arett�om�asti. Tiedet�a�an my�os, ett�a kaikki ko-

konaislukuparit p ja q, jotka toteuttavat ep�ayht�al�on
���x� p

q

��� < 1
2q2

,

ovat luvun x konvergenttien osoittajia ja nimitt�aji�a. On my�os osoi-

tettu, ett�a luvulla x voi olla sellaisia konvergentteja, ett�a ep�ayht�al�o���x� p

q

��� < c

q2
ei ole voimassa, kun c < 1.

Lause 4.1.7. Olkoon x 2 R n Q. Olkoot sen ketjumur-

tolukukehitelm�an termit a1; a2; : : : rajoitetut. Silloin on olemassa sel-
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lainen c 2 R+, ett�a ep�ayht�al�oll�a
���x� p

q

��� < c

q2
ei ole kokonaisluku-

ratkaisuja p; q.

Todistus (vrt. [1], s. 36{38). Koska ketjumurtoluvun termit

ovat rajoitetut, niin on olemassa sellainenM > 0, ett�a a1; a2; � � � < M .

Koska
���x� pn

qn

��� > 1
qn(qn+1+qn)

= 1

q2
n
(an+1+1+

qn�1
qn

)
> 1

q2
n
(an+1+2)

(n = 0; 1; : : :), niin���x� pn

qn

��� > 1
q2
n
(M+2)

. Valitaan mielivaltainen p 2 Z ja mielivaltainen

q 2 Z+. Olkoon k sellainen indeksi, ett�a qk�1 < q � qk. Lauseen

4.1.1 perusteella

����x� p

q

���� �
����x� pk

qk

����
>

1

q2
k
(M + 2)

=
1

q2(M + 2)

�
q

qk

�2

>
1

q2(M + 2)

�
qk�1

qk

�2

=
1

q2(M + 2)

�
qk�1

akqk�1 + qk�2

�2

>
1

q2(M + 2)
� 1

(ak + 1)2

>
1

q2(M + 2)
� 1

(M + 1)2

=
1

(M + 2)(M + 1)2q2
:

Kun valitaan c = 1
(M+2)(M+1)2

, niin yksik�a�an kokonaislukupari p; q ei

toteuta ep�ayht�al�o�a
���x� p

q

��� < c

q2
, koska

���x� p

q

��� > 1
(M+2)(M+1)2q2

=
c

q2
. �

Lause 4.1.8. Olkoon x 2 R n Q. Olkoot sen ketjumur-

tolukukehitelm�an termit a1; a2; : : : rajoittamattomat. Silloin jokaista
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c 2 R+ kohti ep�ayht�al�oll�a
���x� p

q

��� < c

q2
on �a�arett�om�asti kokonais-

lukuratkaisuja p ja q.

Todistus (vrt. [1], s. 37). Koska termej�a ei ole rajoitettu, niin

on olemassa sellainen indeksijoukko fk1; k2; k3; : : :g, ett�a
ak1+1; ak2+1; � � � > 1

c
. Nyt koska

����x� pkn
qkn

���� = 1

qkn("kn+1qkn + qkn�1)

<
1

akn+1q
2
kn

<
c

q2
kn

(n = 1; 2; : : :);

niin selv�astikin ep�ayht�al�oll�a
���x� p

q

��� < c

q2
on �a�arett�om�asti kokonais-

lukuratkaisuja p ja q. �

Lause 4.1.9. Olkoon � astetta n oleva algebrallinen irratio-

naaliluku. Silloin on olemassa sellainen c 2 R+, ett�a ep�ayht�al�oll�a����� p

q

��� � c

qn
ei ole kokonaislukuratkaisuja p ja q.

Todistus (vrt. [1], s. 45{47). Koska � on astetta n oleva algeb-

rallinen irrationaaliluku, niin se toteuttaa kokonaislukukertoimisen

n asteen polynomiyht�al�on P (x) = a0 + a1x + � � � + anx
n = 0.

Eli P (�) = 0, joten P (x) = (x � �)P1(x), miss�a P1(x) on n � 1

asteen polynomi. Osoitetaan, ett�a P1(�) 6= 0. Oletetaan, ett�a

P1(�) = 0. Silloin olisi sellainen astetta n � 2 oleva polynomi P2(x),

ett�a P1(x) = (x � �)P2(x), joten P (x) = (x � �)2P2(x). Koska

P 0(x) on kokonaislukukertoiminen n� 1 asteen polynomi ja toisaalta

P 0(x) = (x � �)(2P2(x) + (x � �)P 02(x)) eli P
0(�) = 0, niin t�all�oin

� olisi astetta n � 1 oleva algebrallinen irrationaaliluku. On siis

p�a�adytty ristiritaan, joten P1(�) 6= 0. Koska P1(x) on polynomi, niin

P1(x) on my�os jatkuva, joten on olemassa sellainen Æ-s�ateinen luvun �

ymp�arist�o, ett�a P1(x) 6= 0, kun x 2 [�� Æ; �+ Æ]. Olkoot p ja q mieli-

valtaisia kokonaislukuja ja olkoon viel�a q > 0. Mik�ali
���� � p

q

��� � Æ,

niin P1

�
p

q

�
6= 0. Silloin p

q
� � =

P( pq )
P1( pq )

=
a0+a1( pq )+���+an(

p

q )
n

P1( pq )
=
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a0q
n+a1pq

n�1+���+anpn

qnP1(
p

q
)

. Selv�astikin luku a0q
n + a1pq

n�1 + � � � + anp
n

on kokonaisluku. Lis�aksi se on nollasta eri�av�a, koska � on irra-

tionaaliluku. Merkit�a�an

M = supfjP1(x)j : x 2 [�� Æ; �+ Æ]g+ 1:

Nyt saadaan ep�ayht�al�o
����� p

q

��� > 1
Mqn

. Mik�ali
����� p

q

��� > Æ, niin

saadaan ep�ayht�al�o
����� p

q

��� > Æ

qn
. Nyt kun valitaan c = min

�
Æ; 1

M

	
,

niin
����� p

q

��� > c

qn
, joka on voimassa kaikille kokonaislukupareille p; q.

Siis ep�ayht�al�oll�a
����� p

q

��� � c

qn
ei ole kokonaislukuratkaisuja. �

Seuraus 4.1.9. Jos jokaista c 2 R+ ja n 2 N kohti on ole-

massa sellaiset kokonaisluvut p; q, ett�a
���� � p

q

��� � c

qn
, niin luku � on

transcendenttiluku.

Seuraus 4.1.9 on siin�a mieless�a merkitt�av�a, ett�a sit�a voidaan

k�aytt�a�a todistettaessa jotain lukua transcendenttiseksi. Seuraava esi-

merkki osoittaa, ett�a transcendenttilukuja ylip�a�at�a�an on olemassa.

Esimerkki 4.1.1. M�a�aritell�a�an yksinkertaisen p�a�attym�at-

t�om�an ketjumurtoluvun [a0; a1; a2; : : :] termit seuraavasti a0 = 0,

ak+1 = qk�1
k

+ 1 (k = 0; 1; : : :), miss�a qk on m�a�aritelty rekur-

sioyht�al�oill�a (2). Olkoon kyseisen ketjumurtoluvun arvo �. T�all�oin����� pk

qk

��� < 1
qkqk+1

< 1
q
2
k
ak+1

< 1

q
2
k
q
k�1

k

= 1

q
k+1

k

, kun k � 0. Vali-

taan mielivaltainen c 2 R+ ja mielivaltainen n 2 N. Valitaan k =

max
��

1
c

�
; n
	
. Silloin 1

c
� qk ja qk

k
� qn

k
, joten

����� pk

qk

��� < 1

q
k+1

k

� c

q
n

k

.

Seurauksen 4.1.9 perusteella � on transcendenttiluku.

Esimerkiss�a 4.1.1 olisi voitu luvut ak (k = 1; 2; : : :) valita itse

asiassa �a�arett�om�an monella tavalla, kunhan ak+1 > qk�1
k

. T�aten olisi

helppo osoittaa, ett�a transcendenttilukujen joukko on ylinumeroituva

k�aytt�am�all�a Cantorin diagonalisointimenetelm�a�a.
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Luku 5. Pellin yht�al�o x2 �Ny2 = 1

x 5.1. Perusratkaisu

T�ass�a luvussa tarkastelemme niin sanottua Pellin yht�al�o�a

x2 � Ny2 = 1, miss�a N 2 Z+ ja luku N ei ole t�aydellinen neli�o.

Yht�al�olle pyrit�a�an l�oyt�am�a�an positiiviset kokonaislukuratkaisut x

ja y. My�ohemmin osoitetaan, ett�a yht�al�o on aina ratkeava sek�a

ratkaisuja on �a�arett�om�an monta. Mielenkiintoiseksi ongelman tekee

se, ett�a ratkaisut saadaan luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�an kon-

vergenteista.

M�a�aritelm�a 5.1.1. Lukua x+ y
p
N sanotaan Pellin yht�al�on

ratkaisuksi, mik�ali x2 �Ny2 = 1 ja x; y 2 Z+.

M�a�aritelm�a 5.1.2. Pellin yht�al�on x2 � Ny2 = 1 perus-

ratkaisulla tarkoitetaan lukua

min
n
x+ y

p
N : x2 �Ny2 = 1 : x; y 2 Z+

o
:

Lause 5.1.1. Olkoon x + y
p
N Pellin yht�al�on x2 � Ny2 = 1

ratkaisu. Silloin x

y
on luvun

p
N ketjumurtolukukehitelm�an konver-

gentti.

Todistus. Koska x2 �Ny2 = 1 ja y > 0, niin�
x

y

�2
� N =

�
x

y
�
p
N
��

x

y
+
p
N
�

= 1
y2
. T�aten x

y
�

p
N =

1

y2( xy )+
p
N

< 1

2y2
p
N

< 1
2y2

. Koska x

y
>

p
N , niin

���x
y
�
p
N

��� =
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x

y
�
p
N , joten

���x
y
�
p
N

��� < 1
2y2

. Lauseen 4.1.2 perusteella x

y
on

luvun
p
N konvergentti. �

Lause 5.1.2. Olkoon luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�a

[A0; A1; : : :]. Olkoot Bk; Ck (k = 0; 1; : : :) saatu rekursioyht�al�oill�a

(3). Silloin on voimassa yht�al�o

(19) p2
k
�Nq2

k
= (�1)k+1Ck (k = 0; 1; : : :):

Todistus (vrt. [5], s. 184). Apulauseen 2.1.2 perusteella
p
N =

"k+1pk+pk�1

"k+1qk+qk�1
. Lauseen 3.3.1 todistuksesta n�ahd�a�an, ett�a

"k+1 =
p
N+Bk
Ck

, joten
p
N =

p
N+B

k

C
k

pk+pk�1
p
N+B

k

C
k

qk+qk�1

. Kun t�at�a lauseketta

sievennet�a�an, niin saadaan yht�al�o

p
N(pk � Ckqk�1 �Bkqk) = Nqk � Ckpk�1 �Bkpk:

Koska
p
N on irrationaaliluku, niin

pk � Ckqk�1 �Bkqk = 0;

Nqk � Ckpk�1 �Bkpk = 0

eli
pk = Ckqk�1 +Bkqk;

Nqk = Ckpk�1 +Bkpk:

Edelleen yhdist�am�all�a n�am�a yht�al�ot saadaan yht�al�o

p2
k
�Nq2

k
= pkCkqk�1 + pkBkqk � qkCkpk�1 � qkBkpk

= (pkqk�1 � qkpk�1)Ck

= (�1)k+1Ck:

�

Lause 5.1.3. Olkoon
p
N = [a0; a1; a2; : : : ; an; 2a0]. M�a�aritel-

l�a�an k = n, kun n on pariton ja k = 2n+1, kun n on parillinen. Silloin

on voimassa yht�al�o

(20) p2
k
�Nq2

k
= 1:
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Lis�aksi pk + qk
p
N on Pellin yht�al�on perusratkaisu.

Todistus. Lauseen 5.1.2 perusteella p2
k
� Nq2

k
= (�1)k+1Ck.

Koska ak+1 = 2a0, niin apulauseen 3.2.4 perusteella Ck = 1, joten

koska viel�a (�1)k+1 = 1, niin p2
k
� Nq2

k
= 1. Koska Pellin yht�al�on

ratkaisut saadaan luvun
p
N konvergenteista, niin riitt�a�a tarkastella

konvergentteja ps

qs
, kun s < k. Koska apulauseen 3.2.4 mukaan Cs = 1

vain, kun as+1 = 2a0 ja apulauseen 3.2.5 mukaan a1; a2; : : : ; an <

2a0, niin as+1 = 2a0 vain, kun s = n tai s = 2n + 1. Jos nyt

k = n, niin pk + qk
p
N on Pellin yht�al�on perusratkaisu. Jos n on

parillinen, niin k = 2n + 1 ja p2
n
� Nq2

n
= �1. Siis pk + qk

p
N on

Pellin yht�al�on perusratkaisu. Siis molemmissa tapauksissa pk+qk
p
N

on Pellin yht�al�on perusratkaisu. �

Esimerkki 5.1.1. Ratkaistaan Pellin yht�al�o x2 � 6y2 = 1.

Muodostetaan luvun
p
6 ketjumurtolukukehitelm�a rekursioyht�al�oill�a

(3). T�all�oin
p
6 = [2; 2; 4]. Lauseen 5.4.3 perusteella p21 � 6q21 = 1.

Rekursioyht�al�oiden (2) perusteella p1 = 5 ja q1 = 2. Siis 5+ 2 � p6 on

Pellin yht�al�on x2 � 6y2 = 1 perusratkaisu. Tarkastetaan viel�a tulos:

52 � 6 � 22 = 25� 6 � 4 = 1.

Esimerkki 5.1.2. Ratkaistaan Pellin yht�al�o x2 � 13y2 = 1.

Muodostetaan luvun
p
13 ketjumurtolukukehitelm�a rekursioyht�al�oill�a

(3). T�all�oin
p
13 = [3; 1; 1; 1; 1; 6]. Lauseen 5.4.3 perusteella

p22�4+1 � 13q22�4+1 = 1. Rekursioyht�al�oiden (2) perusteella p9 = 649

ja q9 = 180. Siis 649 + 180 � p13 on Pellin yht�al�on x2 � 13y2 = 1

perusratkaisu. Tarkastetaan viel�a tulos:

6492 � 13 � 1802 = 421201� 13 � 32400 = 421201� 421200 = 1.

x 5.2. Muut ratkaisut

Kuten olemme jo aiemmin todenneet Pellin yht�al�oll�a

x2 �Ny2 = 1 on �a�arett�om�asti ratkaisuja.
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Lause 5.2.1. Olkoon x1 + y1
p
N Pellin yht�al�on

x2 �Ny2 = 1 perusratkaisu. Silloin yht�al�on kaikki ratkaisut

xn + yn
p
N (n = 1; 2; : : :) saadaan kaavalla

(21)
xn = x1xn�1 +Ny1yn�1;

yn = y1xn�1 + x1yn�1; kun n > 1:

Todistus (vrt. [3], s. 198{199). Todistetaan induktiolla luvun

n suhteen, ett�a luvut xn + yn
p
N (n = 2; 3; : : :) ovat Pellin yht�al�on

ratkaisuja. Kun n = 2, niin x2 = x21 +Ny21 ja y2 = 2y1x1. Siis

x22 �Ny22 = x41 +N2y41 + 2N(x1y1)
2 � 4N(x1y1)

2

= x41 +N2y41 � 2N(x1y1)
2

= (x21 �Ny21)
2 = 12 = 1;

joten x2 + y2
p
N on Pellin yht�al�on ratkaisu. Valitaan mielivaltainen

n > 1. Tehd�a�an induktio-oletus, ett�a xn + yn
p
N on Pellin yht�al�on

ratkaisu. Osoitetaan, ett�a xn+1+yn+1

p
N on Pellin yht�al�on ratkaisu.

Kaavan (21) ja induktio-oletuksen perusteella

x2
n+1 �Ny2

n+1 = (x1xn +Ny1yn)
2 �N(y1xn + x1yn)

2

= x21x
2
n
+N2y21y

2
n
+ 2Nx1y1xnyn

�Ny21x
2
n
�Nx21y

2
n
� 2Nx1y1xnyn

= x21(x
2
n
�Ny2

n
) �Ny21(x

2
n
�Ny2

n
)

= x21 �Ny21 = 1:

Siis xn+1 + yn+1

p
N on Pellin yht�al�on ratkaisu, joten induktioperi-

aatteen mukaan luvut xn + yn
p
N (n = 2; 3; : : :) ovat Pellin yht�al�on

ratkaisuja. Pit�a�a viel�a osoittaa, ett�a muita ratkaisuja ei ole. Olete-

taan, ett�a on olemassa sellainen Pellin yht�al�on ratkaisu u + v
p
N ,

ett�a u + v
p
N 6= xn + yn

p
N (n = 1; 2; : : :). Olkoon nyt n sellai-

nen indeksi, ett�a xn + yn
p
N < u + v

p
N < xn+1 + yn+1

p
N . On

helppo huomata, ett�a xn+1 + yn+1

p
N = (xn + yn

p
N)(x1 + y1

p
N),

ja xn � yn
p
N > 0. Yhdist�am�all�a n�am�a tulokset yll�a olevaan
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ep�ayht�al�o�on saadaan ep�ayht�al�o 1 < (u + v
p
N)(xn � yn

p
N) <

x1 + y1
p
N . Merkit�a�an x = uxn � vynN ja y = vxn � uyn. Edelleen

on helppo todeta, ett�a (u + v
p
N )(xn � yn

p
N) = x + y

p
N ja

(u � v
p
N)(xn + yn

p
N) = x � y

p
N . Kertomalla n�am�a yht�al�ot

kesken�a�an saadaan yht�al�o x2 � Ny2 = (u2 � Nv2)(x2
n
� Nyn)

2 = 1.

Siis x + y
p
N on Pellin yht�al�on ratkaisu. Tiedet�a�an, ett�a 1 <

(u + v
p
N)(xn � yn

p
N) = x + y

p
N ja 0 < x � y

p
N = 1

x+y
p
N
,

joten on mahdotonta, ett�a x < 0 tai y < 0. Edelleen tiedet�a�an,

ett�a x + y
p
N = (u + v

p
N)(xn � yn

p
N) < x1 + y1

p
N , mik�a on

mahdotonta, koska x1 + y1
p
N oletettiin perusratkaisuksi. Siis Pellin

yht�al�oll�a ei ole muita ratkaisuja kuin edell�a osoitetut. �

Huomautus 5.2.1. Yht�al�oist�a (21) seuraa selv�asti, ett�a

xn+1 > xn ja yn+1 > yn (n = 1; 2; : : :).

Lause 5.2.2. Olkoon [a0; a1; a2; : : : ; an; 2a0] luvun
p
N ketju-

murtolukukehitelm�a. Silloin Pellin yht�al�on x2 � Ny2 = 1 kaikki

ratkaisut ovat

(
pn+t(n+1) + qn+t(n+1)

p
N; kun n on pariton

p2n+1+2t(n+1) + q2n+1+2t(n+1)

p
N; kun n on parillinen

;

miss�a t 2 N.

Todistus. Merkit�a�an k = n + t(n + 1), kun n on pari-

ton ja k = 2n + 1 + 2t(n + 1), kun n on parillinen. Selv�asti

(�1)k+1 = 1 ja ak+1 = 2a0 (t = 0; 1; : : :). Apulauseen 3.2.4 mukaan

Ck = 1, joten lauseen 5.1.2 perusteella p2
k
� Nq2

k
= (�1)k+1Ck =

1 (t = 0; 1; : : :). Osoitetaan viel�a, ett�a ei ole muita ratkaisuja.

Selv�astikin luku 2a0 esiintyy luvun
p
N ketjumurtolukukehitelm�ass�a

ainoastaan indekseill�a n + t(n + 1) + 1 (t = 0; 1; 2; : : :), koska apu-

lauseen 3.2.5 mukaan muilla indeksin arvoilla ketjumurtoluvun ter-

mit ovat pienempi�a kuin 2a0. Edelleen apulauseen 3.2.4 perusteella

Ck = 1 vain kun k = n + t(n + 1) (t = 0; 1; : : :). Mik�ali n on

parillinen, niin (�1)k+1 = �1, kun t on parillinen. Parittomat lu-

vun t arvot ovat muotoa t = 2s + 1 (s = 0; 1; : : :), joten saadaan

k = n + (2s + 1)(n + 1) = 2n + 1 + 2s(n + 1). Lauseen 5.1.2 perus-

teella Pellin yht�al�o on siis ratkeava vain yll�a osoitetuilla luvun
p
N



44

konvergenteilla. Lauseen 5.1.1 perusteella kaikki ratkaisut ovat luvunp
N konvergentteja. Siis muita ratkaisuja ei ole. �

Seuraus 5.2.1. Lauseet 5.2.1 ja 5.2.2 antavat samat ratkaisut

Pellin yht�al�olle x2 �Ny2 = 1.

Huomautus 5.2.2. Laskennallisesti lauseen 5.2.1 tapa on

nopeampi kuin lauseen 5.2.2 tapa, koska lauseen 5.2.2 tapauksessa

joudutaan mahdollisesti laskemaan useita konvergentteja ennen kuin

haettu konvergentti saadaan.

Esimerkki 5.2.1. Etsit�a�an Pellin yht�al�on x2�6y2 = 1 kaikki

sellaiset ratkaisut, ett�a x < 1000 ja y < 1000. Esimerkin 5.1.1 perus-

teella yht�al�on perusratkaisu on 5+2
p
6. Kun sovelletaan kaavaa (21),

niin saadaan ratkaisut

5 + 2
p
6;

49 + 40
p
6;

725 + 298
p
6;

7201 + 2940
p
6;

...

Kolme ylint�a ratkaisua ovat ainoat ratkaisut, jotka t�aytt�av�at annetut

ehdot. Tarkastetaan viel�a laskemalla:

52 � 6 � 22 = 1;

492 � 6 � 402 = 1;

7252 � 6 � 2982 = 1:
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