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Tiivistelma

Universaalialgebralla tarkoitetaan matematiikan osa-aluetta, jonka tutkimus-
kohteina ovat yleistetyt algebralliset rakenteet. Tamén tutkielman tavoit-
teena on perehtya universaalialgebran peruskasitteisiin ja esittda joitakin
keskeisid tuloksia huipentuen Birkhoffin lauseeseen.

Tutkielman aluksi perehdytéan siihen, kuinka algebra ja laskuoperaatiot
madritellaan. Yleisesti tunnettujen algebrojen laskuoperaatioilta vaadittuja
sdantoja kaydaan lapi, ja tarkastellaan algebrojen isomorfisuuden maarittelyé
seké alialgebran ja aliuniversumin kasitteita. Ekvivalenssiluokkien joukossa
voidaan ottaa kayttoon algebrallisia struktuureita tietyilld ehdoilla ja muo-
dostaa tekijaalgebroja. Algebroille méaaritellidn myos yleinen suora tulo ja
esitelldan suoriin tuloihin liittyvid homomorfismeja.

Tutkielmassa edetdaan luokkaoperaatioiden maéritelmien kautta variston
kasitteeseen. Luokkaoperaatioiden keskindisisté suhteista todistetaan useita
tuloksia. Muuttujajoukoista konstruoidaan termialgebroja ja niiden yhtey-
dessa tutustutaan universaaliin kuvausominaisuuteen. Tutkielman lopussa
todistetaan tuloksia identiteettien sailymiselle algebrojen luokkien valilla.
Liséksi tarkastellaan vapaita algebroja, ja lopuksi todistetaan Birkhoffin lause,
joka osoittaa yhteyden varistojen ja identiteettien méarittelemien luokkien
valilla.
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Johdanto

Universaalialgebralla tarkoitetaan matematiikan osa-aluetta, jonka tutkimus-
kohteina ovat yleistetyt algebralliset rakenteet. Siind missa abstrakti algebra
yleensé tarkastelee yhtéa esimerkkialgebraa kerrallaan, niin universaalialgeb-
ran tavoitteena on todistaa tuloksensa mahdollisimman yleisessd muodossa.

Taman tutkielman tavoitteena on perehtyé universaalialgebran peruskasit-
teisiin ja esittdé joitakin keskeisid tuloksia huipentuen Birkhoffin lauseeseen.
Tyo6 seuraa padasiassa lahdeteoksen Stanley N. Burris & H.P. Sankappanavar
A Course in Universal Algebra [I] esitysjarjestysta. Todistuksia on pyritty
tdydentaméan niilta osin, kun ne on katsottu puutteellisiksi.

Ensimmaisessa luvussa perehdytaan aiheen keskeisimpiin maaritelmiin,
kuten algebroihin ja laskuoperaatioihin. Lisaksi tarkastellaan yleisesti tun-
nettujen algebrojen laskuoperaatioilta vaadittuja sdantoja. Toisessa luvussa
tarkastellaan algebrojen isomorfisuuden maéarittelyd seké alialgebran ja ali-
universumin kasitteité.

Kolmannessa luvussa paneudutaan siihen, ettd milla ehdoilla ekvivalenssi-
luokkien joukossa voidaan ottaa kayttoon algebrallisia struktuureita ja muo-
dostaa tekijaalgebroja. Neljannessé luvussa méaaritellaédn algebroille suora tu-
lo ja esitelladn muutamia oleellisia homomorfismeja.

Viidennéassa luvussa méaritellaan algebrojen luokkaoperaatiot ja variston
kasite, sekd todistetaan useita tuloksia koskien luokkaoperaatioiden keskinai-
sia suhteita. Kuudennessa luvussa tarkastellaan muuttujajoukoista konstruoi-
tuja termialgebroja. Lisaksi méaritelldan universaali kuvausominaisuus ja esi-
telladn muutamia tuloksia siihen liittyen.

Seitseméannessa luvussa todistetaan tuloksia identiteettien sédilymiselle al-
gebrojen luokkien vélilla. Liséksi tarkastellaan vapaita algebroja, ja lopuksi
todistetaan Birkhoffin lause.



1 Maaritelmat ja esimerkkeja algebrallisista
struktuureista

Yksi universaalialgebran paétarkoituksista on etsiéd yhtenevia rakenteita al-
gebrallisista struktuureista, jotka ensisilméaykselld nayttéivat erilaisilta.

Maaritelma 1.1. Olkoon A epéatyhja joukko ja n ei-negatiivinen kokonais-
luku. Maaritellaan A° = {#} ja kun n > 0, niin A" on A:n n-jonojen joukko.
Miké tahansa funktio f joukosta A™ joukkoon A on n-paikkainen lasku-
toimitus (tai funktio). Talloin n on laskutoimituksen f paikkaluku (arity,
rank). Laskutoimitusta sanotaan darellispaikkaiseksi (finitary), kun lasku-
toimitus on m-paikkainen jollakin n € Z,. Jos funktio f on n-paikkainen,
niin n-jonon {(ay, . .., a,) kuvaa (image) merkitdén f(ay,...,a,). Laskettaessa
joukon A alkioilla laskutoimitusta f kutsutaan nollapaikkaiseksi (tai vakiok-
si), jos sen paikkaluku on nolla, eli sen kuva A:ssa méérdytyy kokonaan
A%n ainoan alkion, (:n, kuvana f(()). Laskutoimitus f joukossa A on yksi-
paikkainen (unary), kaksipaikkainen (binary) tai kolmepaikkainen (ternary),
jos sen paikkaluku on vastaavassa jarjestyksessa 1, 2 tai 3.

Maaritelma 1.2. Algebran tyyppi on sellainen funktiosymboleiden joukko
F, etta jokaiselle f € F on madritelty ei-negatiivinen kokonaisluku n, jo-
ka on f:n paikkaluku. Talloin myos sanotaan, etta f on n-paikkainen funk-
tiosymboli. Merkitaan F,, joukon F osajoukkoa, joka sisaltaa kaikki joukon F
n-paikkaiset funktiosymbolit.

Maaritelma 1.3. Jos F on algebrojen tyyppi, niin algebra A, joka on tyyppid
F, on jarjestetty pari (A, F). Téssd A on epéatyhji joukko ja F on &dérellinen
laskutoimitusten perhe joukossa A, joka on indeksoitu joukolla F siten, etté
jokaista n-paikkaista laskutoimitusta f € F vastaa n-paikkainen laskutoimi-
tus fA joukossa A. Algebran A = (A, F) joukkoa A sanotaan universumiksi
(universe) tai perustana olevaksi joukoksi (underlying set) ja funktiosymbo-
leita muotoa fA kutsutaan A:n peruslaskutoimituksiksi (fundamental oper-
ations of A). Kaytannollisistd syistd merkitsen téssé tyossé laskutoimitusta
1A pelkilld f:114 ja jos F on drellinen, kuten F = {fi, ..., i}, niin kiiytetain
merkinnan (A, F) sijaan merkintda (A, fi,..., fx). Indeksointi valitaan siten,
etta laskutoimitusten paikkaluku noudattaa seuraavaa suuruusjarjestysta:

fim paikkaluku > fo:n paikkaluku > --- > fi:n paikkaluku.

Algebra A on unaarinen (unary), jos kaikki sen laskutoimitukset ovat yk-
sipaikkaisia ja mono-unaarinen, jos se sisialtdd ainoastaan yhden laskutoi-
mituksen ja se on yksipaikkainen. Vastaavasti, jos A sisiltda vain yhden
kaksipaikkaisen laskutoimituksen, se on magma ja ainoaa laskutoimitusta
merkitddn usein merkilld + tai -, jolloin merkinta alkion (a,b) kuvalle talla



laskutoimituksella on a+ b (summa), a-b tai ab (tulo). Algebra A on ddrelli-
nen (finite), jos |A| on &érellinen. Mikéli |A| = 1, niin algebraa sanotaan
triviaaliksi (trivial).

Seuraavaksi esitelladn esimerkkejé erilaisista algebrallisista struktuureista,
joista osa on hyvin tuttuja ja toiset vihemmaéan tunnettuja.

Esimerkki 1.1. RYHMAT. Ryhmé G on algebra (G, -,7!, 1), jossa - on kak-
sipaikkainen, ~! yksipaikkainen ja 1 nollapaikkainen laskutoimitus. Ryhmé
toteuttaa seuraavat ehdot:

Gl:Vz,y,z€G:z-(y-2)=(x-y) -z
G2:VreG:x-1=1-z=2x
G3:VzeG:z-azl=at 2=1

Ryhmé G on Abelin ryhmd (vaihdannainen), jos se toteuttaa vield neljannen
ehdon:

G4:Ve,yeG:z-y=y-x

Esimerkki 1.2. PUOLIRYHMAT JA MONOIDIT. Puoliryhmd on magma
(G, ), jossa (G1) on tosi ja se on vaihdannainen, jos se toteuttaa ehdon (G4).
Monoidi on algebra (M, -, 1), joka sisdltaa kaksipaikkaisen ja nollapaikkaisen
laskuoperaation siten, ettd ne toteuttavat ehdot (G1) ja (G2).

Esimerkki 1.3. KVASIRYHMAT JA LUUPIT. Kvasiryhmd (Q, /,-,\) on al-
gebra, jossa on kolme kaksipaikkaista laskutoimitusta. Kvasiryhmét eroavat
ryhmista erityisesti siina, ettd niiden ei tarvitse toteuttaa liitannaisyyslakia
(G1). Kvasiryhmaéssa patee seuraavat ehdot:

Ql:Vr,y e Q:a\(z-y)=y; (z-y)/y=2x
Q2:Vr,yeQiz-(z\y) =y; (z/y) - y==2

Luuppi on kvasiryhmé identiteettilaskutoimituksella varustettuna ja siina
pétee (G2).

Esimerkki 1.4. RENKAAT. Rengas on algebra (R, +,-, —,0,1), missa + ja
- ovat kaksipaikkaisia laskutoimituksia, — on yksipaikkainen ja 0, seka 1 ovat
nollapaikkaisia toteuttaen seuraavat ehdot:

R1: (R,+, —,0) on Abelin ryhma.

R2: (R, -, 1) on monoidi.

R3:Vz,y,2€ G- (y+2)=(z-y)+ (z-2),
Vo,y,2€ G:(z+y)-z2=(v-2)+ (y-2).



Joidenkin matemaatikkojen mielesta identiteettilaskutoimitus ei ole renkaas-
sa pakollinen, eli myos algebra (R, +,-,—,0) voi olla rengas. Téll6in edel-
14 mainitussa (R2)-ehdossa riittdd monoidin sijaan, ettd algebra (R,-) on
puoliryhma.

Esimerkki 1.5. HILAT. Hila on algebra (L,V,A), jossa on kaksi kaksi-
paikkaista laskuoperaatiota ja joka toteuttaa ehdot:

Ll:Vz,yeL:2Vy=yVa
Ve,yeL:xANy=yAz
L2:Ve,y,z€eL:zV(yVz)=(xVy) Vz
Ve,y,z€L:aAN(yAz)=(xAy)Az
L3:VrelL:aVe=ux
VeeL:xAx==x
L4d:Ve,yeL:x=xV (xAy)
Ve,yeL:x=zA(xVy)

Esimerkki 1.6. BOOLEN ALGEBRA. Algebra (H, V,A,”,0,1) on Boolen al-
gebra, joka sisaltada kaksi kaksipaikkaista, yhden yksipaikkaisen ja kaksi

nollapaikkaista laskutoimitusta, mikéli se on hila (L1)-(L4), distributiivinen
(D1)-(D2) (ks. alla) ja péatee (B1)-(B2):

Bl: Vz € H: rAN0=0;zVv1=1 (nolla-alkiot)
B2: Vz € H: r AN =0;zva =1 (komplementti)
Dl:Vz,y,z€ H: zA(yVz)=(xAy)V(zAz2) (osittelulait)
D2:Vz,y,z€e H: zV(yAz)=(xVy A(zV2)



2 Isomorfiset algebrat, alialgebrat ja aliuni-
versumit

Maaritelladn ensin alialgebran ja aliuniversumin késitteet ja sitten paneudu-
taan algebrojen vélisiin isomorfioihin.

Maaritelma 2.1. Olkoot A ja B tyypin F algebroja ja B C A. Mikéli B:n n-
paikkaisilla funktioilla fB pétee, ettd fB(by,...,b,) = fA(b1,...,b,) kaikilla
bi,...,b, € B, niin sanotaan, ettd fB on f*:n B-rajoittuma.

Maaritelma 2.2. Olkoot A ja B tyypin J algebroja. Télloin B on A:n alial-
gebra, jos B C A ja kaikki B:n laskutoimitukset ovat rajoittumia vastaavista
A laskutoimituksista. Jokaisella funktiosymbolilla f siis pitee, ettd fB on
fA:m B-rajoittuma. Jos algebralla A on alialgebra B, niin merkitdin B < A.

Maaritelma 2.3. B on algebran A aliuniversumi (subuniverse), mikéli B C
A ja B on suljettu A:n peruslaskutoimitusten suhteen. Toisin sanoen, jos
f on A:n n-paikkainen peruslaskutoimitus ja ai,...,a, € B, niin tilldin
vaaditaan, ettd myos f(aq,...,a,) € B.

Mikali B on A:n alialgebra, niin talloin B on A:n aliuniversumi. Huo-
mautettakoon, etté tyhja joukko voi olla aliuniversumi, mutta se ei ole min-
kaan alialgebran universumi. A:n aliuniversumeihin kuuluvat myos kaikki
algebran A nollapaikkaiset laskutoimitukset.

Ryhmé-, rengas- ja hilateoriasta tutut isomorfian késitteet ovat erikois-
tapauksia algebrojen vélisistd isomorfioista.

Maaritelma 2.4. Olkoot A ja B tyypin J algebroja. Tall6in kuvaus o : A —
B on homomorfismi A:lta B:lle, jos kaikilla n-paikkaisilla laskutoimituksilla
feFjaay,..., a, €A patee:

alfA (a1, ..., a,)) = fB(alar),. .., ala)).

Maaritelma 2.5. Olkoot A ja B tyypin F algebroja. Téalloin kuvaus « :
A — B on isomorfismi A:lta B:lle, jos a on bijektio ja homomorfismi.

Jatkossa jatetdan merkinnéasta «(z) sulut pois, jos se selkiyttdd muuten
merkintoja.

Merkitdan A = B, jos A on isomorfinen B:n kanssa, eli on olemassa
isomorfismi A:lta B:lle. Jos kuvaus « on isomorfismi A:lta B:lle, niin voidaan
yksinkertaisesti sanoa, ettd o : A — B on isomorfismi.

Maaritelma 2.6. Olkoot A ja B algebroja, jotka ovat tyyppia F. Kuvaus
a: A — B on A:mn upotus B:hen, mikali a on injektio ja lisdksi homomorfis-
mi (téllaista kuvausta o kutsutaan myos monomorfismiksi). Selkeyden takia
sanotaan kuitenkin vain yksinkertaisesti, ettd o : A — B on upotus ja jos on
olemassa A:n upotus B:hen, niin sanotaan, ettd A on mahdollista upottaa
B:hen.



Maaritelma 2.7. Olkoon o : A — B kuvaus ja C C A. Joukon C kuvaa eli
kuvajoukkoa kuvauksessa o merkitddn a(C) ja silld tarkoitetaan joukkoa

a(C) ={a(z) e B:x € C}
Lause 2.1. Jos a: A — B on upotus, niin a(A) on B:n aliuniversumi.

Todistus. Olkoot A ja B tyypin & algebroja ja olkoon v : A — B upotus.
Olkoon sitten mielivaltainen f € F, joka on n-paikkainen funktio ja mieli-
valtaiset aq,...,a, € A. Nyt koska a on upotus, saadaan méaaritelmén
perusteella

fB(aay, ... aa,) = af®(ai,. .., a,)
ja koska f2(ai,...,a,) € A,
niin o f*(as,...,a,) € B.

]

Mairitelma 2.8. Jos o : A — B on upotus, niin merkintd «(A) tarkoittaa
sellaista B:n alialgebraa, jonka universumi on «/(A).

Maaritelma 2.9. Merkitadan A:n potenssijoukkoa eli joukon A kaikkien osa-
joukkojen joukkoa P(A). P(A) ={B:B C A}

Maaritelméa 2.10. Olkoon A joukko. Kuvaus C: P(A) — P(A) on sulkeu-
maoperaattori A:ssa, jos kaikilla X, Y C A pétee:

Cl: X C C(X)
C2: C*(X) = C(X)
C3: X CY = C(X) CCY)

Maaritelmé 2.11. Olkoon A algebra. Maaritelldan Sg(X):n kaikille X C A
seuraavasti:

Sg(X) =(){B: X C B ja B on Am aliuniversumi}.
Sanotaan, ettd A on X :n virittdmd algebra, jos X C A ja Sg(X) = A,
Lause 2.2. Olkoon A algebra. Sg(X) on aliuniversumi kaikilla X C A.

Todistus. Olkoon A tyypin F algebra ja olkoon X C A mielivaltainen joukko.
Olkoot lisdksi mielivaltaiset ay, ..., a, € Sg(X). Osoitetaan seuraavaksi, etté
falay, ... a,) € Sg(X), kun f, € F.

Koska aq,...,a, € Sg(X), niin ay,...,a, € B kaikilla aliuniversumeilla
B, joilla X € B. Koska kaikilla aliuniversumeilla B, joilla X € B, patee
ai,...,a, € B, niin f,(ay,...,a,) € B kaikilla B. Téstéd seuraa, ettd myos
folay, ... a,) € Sg(X) ja Sg(X) on siis aliuniversumi. O]
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Lause 2.3. Jos algebra A on annettu, on Sg sulkeumaoperaattori joukossa

A.

Todistus. Osoitetaan, ettd (i) X C Sg(X), (i) Sg*(X) = Sg(X) ja (iii)
X CY = Sg(X) C Sg(Y).

(i) Maéritelmésta [2.11]
Sg(X) =(){B: X C B ja B on Am aliuniversumi}

seuraa suoraan, etta X C B kaikilla leikkauksen aliuniversumeilla B. Tasta
seuraa valittomasti, ettd X C Sg(X).

(ii) Maaritelmasta seuraa, ettd Sg?(X) on muotoa
Sg(Sg(X)) =(){B: Sg(X) C B ja B on A:n aliuniversumi}.

Koska Sg(X) on jo itsessdén aliuniversumi, niin se on myods pienin joukon
Sg(X) sisaltdvi aliuniversumi. Siispa Sg?(X) = Sg(X).

(iii) Oletetaan, ettd X C Y ja a € Sg(X). Talléin a € B kaikilla aliuniver-
sumeilla B, jotka sisdltavat joukon X. Koska X C Y, niin erityisesti a € B’
kaikilla B', jotka siséltévit joukon Y. Siis Sg(X) C Sg(Y).

[



3 Kongruenssit ja tekijaalgebrat

Maaritelma 3.1. Olkoon A joukko. Kaksipaikkainen relaatio ~ on ekvi-
valenssirelaatio A:ssa mikali kaikilla a, b, c € A patee:

El:a~a (refleksiivisyys)
E2:a~b=b~a (symmetrisyys)
E3:a~bjab~c=ar~c (transitiivisuus)

Maaritelma 3.2. Olkoon A joukko. Kaikkien A:n ekvivalenssirelaatioiden
joukosta kiytetaan merkintdd Eq(A). Merkitddn A:n ekvivalenssiluokkien
joukkoa A/, missa 6 € Eq(A) ja ekvivalenssiluokat ovat ekvivalenssirelaa-
tion # maardamat.

Seuraavaksi esiteltava yhteensopivuusehto (compatibility property) on olen-
nainen kriteeri, jos ekvivalenssiluokkien joukossa A /0 halutaan ottaa kéyt-
toon algebrasta A periytyvé algebrallinen struktuuri.

Maaritelma 3.3. Olkoon A tyypin F algebra ja # € Eq(A). Talloin 6
on kongruenssi A:ssa, mikali 6 toteuttaa seuraavan yhteensopivuusehdon:
Jokaiselle n-paikkaiselle funktiosymbolille f € F ja kaikille alkioille a;, b; €
A, jos a;0b; on voimassa jokaisella 1 < ¢ < n, niin:

fAay, ..., an)0f*(by, ..., by).

Esimerkki 3.1. Olkoon additiivinen monoidi (N, +,0).

(a) Merkitdén a:n jakojaannosta p:llé jaettaessa [a],. Olkoon 6 seuraavan-
lainen ekvivalenssirelaatio: afb, jos ja vain jos [a], = [b],. Olkoot sitten afb
ja cfd, missa a, b, ¢, d € N. Talloin selvésti [a+¢], = [b+d], eli (a+¢)0(b+d)
ja yhteensopivuusehto siis patee ekvivalenssirelaatiolle 6.

(b) Merkitaan luvun a:n numeroiden lukumaaraa [(a), kun a € N. Olkoon
sitten ekvivalenssirelaatio ~ maaritelty siten, ettd a ~ b jos ja vain jos [(a) =
[(b). Télloin esimerkiksi I(1) = 1, I(7) = 1 ja siis 1 ~ 7. Vastaavasti [(12) = 2
ja l(95) =2 eli 12 ~ 95, mutta [(1+12) = 2 # 3 = [(7+95). Siis {(1 + 12) =
[(7T+ 95) ja taten ~ ei noudata yhteensopivuusehtoa.

Maaritelma 3.4. Olkoon A tyypin F algebra. Con(A) tarkoittaa kaikkien
kongruenssien joukkoa algebrassa A. Kongruenssin # maaraama tekijaalgeb-
ra A:ssa on algebra, jonka universumi on A /6. Kyseista algebraa merkitaan
A/0. Kun ay,...,a, € A ja f € F on n-paikkainen funktiosymboli, niin
A /0:n laskuoperaatioiden tulee toteuttaa ehto:

A% a1 /0, ... a,/0) = fA(ay,. .., a,)/0.

Tama on hyvinmaéaritelty, silla kongruenssin méaritelméasté seuraa, etta milla
tahansa ekvivalenssiluokan edustajilla saadaan sama tulos.
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Esimerkki 3.2. Olkoon G ryhmé. G:n aliryhma H on normaali aliryhmé,
mikali gH = Hg kaikilla ¢ € G. Voidaan muodostaa yhteys G:n kongru-
enssien ja G:n normaalien aliryhmien vélille seuraavalla tavalla:

(a) Jos 6 € Con(G), niin 1/6 on G:n normaalin aliryvhmén universumi.
Liséksi, jos a,b € G, niin (a,b) € 0 jos ja vain jos a-b~' € 1/6.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd 1/6 on normaalin aliryhmén universumi.
Oletetaan, ettd a,b € 1/6. Télloin af1 ja b1, joten a-bf1-1 eli a- b1, josta
seuraa, ettd a-b € 1/0 ja 1/0 on siis suljettu. Oletaan sitten, ettd a € 1/6.
Téalloin

Jokaisella a € 1/6 pitee siis, ettid a=* € 1/0. Liséiksi, koska g-1 = 1-¢ kaikilla
g € G, niin 1/0 on normaali aliryhmaé.

Osoitetaan sitten, etté jos a,b € G, niin (a,b) € 0 jos ja vain jos a-b~1 € 1/6.
Oletetaan, ettd a,b € G. Talloin patee

a 0 b
& ab™t 6 bb7!
& ab™t 0 1
& ab™t € 1/6.

]

(b) Jos N on G:n normaali aliryhmd, niin silloin G:ssd mééritelty kaksi-
paikkainen relaatio

{a,b) € 0 jos ja vain jos a-b~' € N

on kongruenssi G:ssi ja 1/6 = N. Téten kuvaus 6 — 1/6 on bijektio G:n
kongruensseilta G:n normaaleille aliryhmille.

Todistus. Osoitetaan seuraavaksi, etta relaatio 6 on ekvivalenssirelaatio.

(i) a-a' € N kaikilla a € G.

(i) Oletetaan, ettd {(a,b) € 0 eli ab~! € N. Talléin on olemassa n € N siten,
etta

ab™! = n
& ab™'b = nb
& a = nb
& aat' = nba?
s ntel = ntnba™?
& n~t = bal,



josta seuraa, ettd ba~' € N ja (b,a) € 6.
(iii) Jos (a,b) € 6, niin ab™! € N ja bc™! € N, josta seuraa suoraan ab™! -
bet =acteliac! € Nja (a,c) €6.

Osoitetaan, etta 6 noudattaa yhteensopivuusehtoa. Olkoot ay, as, by, by €
G siten, etta a,0as ja b10by. Koska aifaq, niin myos kaanteisalkiot ovat kong-
ruentteja a; 'fay’ ja ajayt € N. Vastaavasti bib,' € N. Koska N on suljettu
tulon suhteen, niin a,a; 'b1b; ' € N, josta saadaan normaalin aliryhmén vaih-
dannaisuuden perusteella a;b;(asbs) ™! € N. Siis a1b10asbs.

Osoitetaan, etta kuvaus # — 1/6 on bijektio G:n kongruensseilta G:n
normaaleille aliryhmille.

Injektiivisyys: Jos olisi olemassa 6 ja 6, siten, ettd 6, # 0y ja 6, — 1/0,
seké fy — 1/6, niin olisi olemassa (a, b) € 0, siten, etta (a,b) ¢ ;. Kuitenkin
1/6:ssa ab='01 on joko tosi tai epitosi. Siis 0; ja 6 eiviit voi molemmat ku-
vautua samalle normaalille aliryhmaélle 1/6 ja kuvaus on injektio.

Surjektiivisuus: Normaalin aliryhmén 1/6 alkukuva méérdytyy siten, etté
{a,b) € 6y jos ja vain jos ab™! € 6. ]
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4 Suorat tulot ja homomorfismit

Maaritelma 4.1. Olkoon A; indeksoitu algebrojen perhe, missid ¢ € I.
Maaritellaén algebrojen tulo seuraavasti:

[TA: ={f|7F:1—JAija f(i) € A, jokaisella i € I}.

iel i€l

Maaritelma 4.2. Olkoon (A;);e; tyypin F indeksoitu algebrojen perhe.
Maaritellaén algebrojen yleinen suora tulo A = [[;cr A; siten, ettd se on
algebra, jonka universumi on [[;c; A; ja kaikilla peruslaskutoimituksilla pé-
tee fe T, jaar,...,an € [Lier Ay

fA(al, conan)(i) = fA"(al(i), ooy an (7))

kaikilla ¢ € I. Siis f# on maéritelty koordinaattikohtaisesti.
Tyhja tulo JT;cp A; on tyhja funktio, joka muodostaa triviaalin algebran.
Lisaksi sovitaan, ettd [TA; = A;, kun i € I = {i}.

Esimerkki 4.1. Olkoot A; ja A, tyypin JF algebroja. Téalloin algebrojen
suora tulo A; x A, on algebra, jonka universumi on A; x A, ja kaikille
feF,, seki a; € Ay, a; € Ay, 1 < i <n pitee

fAlXA2(<a,1,CL/1>7 . <an7a;>) = <fA1(CL1, .. ,an),fA2(CLI1, s 7a;>>'

Maaritelma 4.3. Olkoon (A;);er tyypin F indeksoitu algebrojen perhe. Ku-
vaus

T HAZ — Aj,
el
missa j € [ ja
mj(a) = a(j),

on tulon [[;c; A; projektiokuvaus koordinaatille j. Projektiokuvauksen maa-
rddmad homomorfismia sanotaan kanoniseksi homomorfismiksi.

Lause 4.1. Olkoon (A;)icr tyypin F indeksoitu algebrojen perhe. Merkitidn
[Licr Ai = A. Projektiokuvauksen madradimd kuvaus m; : [l;er Ai — A on
surjektiivinen homomorfismi.

Todistus.
T(fHar, . yan) = (far . a0))()
= fA(aih), - anli))
A (i), mian)).
Surjektiivisuus seuraa véalittomasti projektiokuvauksen méaritelmasta. O
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Maaritelméa 4.4. (i) Olkoot kuvaukset o; : A — A;, @ € [. Télléin luon-
nollinen kuvaus
a: A=A
i€l
maééritelladn siten, ettd (aa)(i) = oa.
(i) Jos kuvaukset «; : A; — B;, ¢ € I on annettuna, niin talléin luon-

nollinen kuvaus
(07 H Ai — H B;
iel iel
maééritellaan siten, ettd (aa)(i) = a;(a(i)).
Lause 4.2. Jos a; : A — A;, 1 € I, on indeksoilu perhe homomorfismeja,
niin luonnnollinen kuvaus o : A — [l;c; A; on homomorfismi.

Todistus. Oletetaan, ettd «; : A — A; on homomorfismi kaikilla ¢ € 1.
Merkitdan [[;c; A; = A*. Olkoot lisdksi aq,...,a, € A ja f € F,. Saadaan

(afA(al,...,an))(i) = a,fA(al,.. L)

= fA(a,. .., qay)
= A ((Oéal)() . (aay)(i))
= A (aay, ..., aa,)(i)
siis
aft(al,. .. an) = fA (aas, ..., aay)
ja a on homomorfismi. O

Yleensda kummastakaan algebrasta A tai A, ei ole muodostettavissa al-
gebraan A; x Aj sellaista kuvausta, joka olisi injektiivinen homomorfismi
eli upotus. Joissakin erikoistapauksissa se on kuitenkin mahdollista, kuten
esimerkiksi kaikilla ryhmilla. Olkoot Gy ja G ryhmié ja olkoon kuvaus a:

a: Gy — Gy X Gg, missa g — (g,1'),

g € Gy ja 1’ on ryhméin G, neutraalialkio. Ryhmien triviaalit alialgebrat
siis mahdollistavat upotuksen suoraan tuloon. Algebrasta A; x As on aina
muodostettavissa surjektiivinen homomorfismi algebroihin A; ja As.

Maaritelméa 4.5. Olkoon o : A — B homomorfismi. Talloin kuvauksen a
ydin, ker(«a), on madaritelty seuraavasti:

ker(a) = {(a,b) € A? : a(a) = a(b)}.

Lause 4.3. Olkoon o : A — B homomorfismi. Tdlloin ker(a) on kongruenssi
A :ssa.
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Todistus. Osoitetaan ensin, etta ydin on ekvivalenssirelaatio. Olkoot a, b, ¢ €
A. Koska a(a) = a(a), niin (a,a) € ker(a). Jos (a,b) € ker(«), niin a(a) =
a(b) ja talloin myds «(b) = «a(a) ja siis (b,a) € ker(a). Jos (a,b),(b,c) €
ker(a), niin a(a) = a(b) = a(c) ja talloin myoés a(a) = a(c) eli {(a,c) €
ker(a).

Osoitetaan sitten, etté ker(a) noudattaa yhteensopivuusehtoa. Jos (a;, b;)
€ ker(a), kun 1 <7 <mn, ja f € F,, niin

afA<a1a~-->an) = fB<OéCL17"-7O‘an)
= fB(aby,...,ab,)
= OéfA<b1,...,bn)

Slis
(fAar, ... an), fA(b1, ..., by)) € ker(a).
[

Maaritelmé 4.6. Jos A on algebra ja jos 6 € Con(A), niin télloin vy : A —
A/6 on luonnollinen kuvaus, missé vy(a) = a/0 ja a € A. Jos erehtymisen
vaaraa ei ole, niin merkitdan kuvausta vy vain v.

Lause 4.4. Olkoon algebra A ja olkoon kongruenssi € Con(A). Tdalloin
luonnollinen kuvaus vy : A — A /0 on surjektiivinen homomorfismi.

Todistus. Olkoot tyypin F algebra A, 6 € Con(A) ja kuvaus vy : A — A/0.
Olkoon sitten f € &, ja alkiot aq,...,a, € A. Saadaan

vitay, ... a,) = fAa1,...,a,)/0
A% a1 /0, ... a,/0)

fA/e(Val, CoVay),

josta seuraa, ettd v on homomorfismi. Surjektiivisuus seuraa suoraan siité,
ettd A/ sisaltaa ainoastaan A:n ekvivalenssiluokkia, joten jokaisella on vélt-
tdamatta alkukuva A:ssa. O

Maéritelma 4.7. Jos A on algebra, § € Con(A) ja vy : A — A/6 on
luonnollinen kuvaus, niin v on luonnollinen homomorfismi.

Lause 4.5. (Homomorfialause). Oletetaan, etti o : A — B on surjektiivinen
homomorfismi. Talloin on olemassa isomorfismi B : A/ker(a) — B siten,
etti o« = B o v, missi v on luonnollinen homomorfismi v : A — A /ker(a).

Todistus. Merkitdan ker(a) = 0. Maaritellaan 5(a/0) = a(a) ja luonnollinen
homomorfismi v siten, ettd v(a) = a/f, a € A. Talléin o = o v. Kuvaus
B on hyvinmaééritelty, silld jos a/0 = a’/0, niin koska 6 = ker(«), niin valt-
tamétta a(a) = a(a’). Kuvaus f on injektio, koska A/6:n ekvivalenssiluokat
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ovat médraytyneet ker(a):n mukaan eli jokaista ekvivalenssiluokkaa vastaa
B:ssa tdasmalleen yksi alkio. Vastaavasti jokaisen B:n alkion alkukuva kuu-
luu johonkin A/6:n ekvivalenssiluokkaan, koska « on surjektio ja siksi 5 on
surjektio.

Oletetaan sitten, ettd f € F, ja aq,...,a, € A.

B(fA%(a1/0,...,a,/0)) = B(fA(ar,...,a,)/0)
= afay,...,a)
= fB(aay,..., aay,)

= [P(Blar/0),....Blan/0)).

Siis £ on isomorfismi. O
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5 Luokkaoperaatiot ja varistot

Maaritelma 5.1. Olkoon K algebrojen luokka. Méaéritelladn seuraavat ope-
raatiot, jotka kuvaavat saman tyypin algebrojen luokkia algebrojen luokille:

A € I(K) joss olemassa B € K siten, ettd A = B.
A € S(K) joss olemassa B € K siten, ettd A < B.

A € H(K) joss on olemassa M € K ja kuvaus ¢ siten, ettd ¢ : M — A on
surjektiivinen homomorfismi.

A € P(K) joss A =T[;c; A;, missa I # ) ja A; € K jokaisella i € I.

Jos O; ja O4 ovat algebrojen luokkaoperaatioita ja K algebrojen luokka,
niin lyhennetaéan luokkaoperaatioiden tulon merkinta siten, ettd OO0y (K) =
01(09(K)). Maaritellaan luokkaoperaatioiden jarjestys siten, ettd merkitdan
01 < Oy, jos O1(K) C Oy(K) kaikilla algebrojen luokilla K. Operaatio on
idempotentti, jos O? = O. Algebrojen luokka K on puolestaan suljettu ope-
raation O suhteen, jos O(K) C K.

Lause 5.1. Luokkaoperaatioiden tulo on littanndinen kaikilla algebrojen luo-

killa K.

Todistus. Olkoon K on algebrojen luokka ja olkoot O, Oy ja O3 luokkaope-
raatioita. Osoitetaan, ettd O1(0203)(K) = (0,02)03(K).

Maaritelmén perusteella O102(K) = O1(02(K)), josta seuraa, etta

01(0205(K))
= 01(02(03(K)))
= 0:05(03(K)).

[]

Lause 5.2. Jos K ja K’ ovat luokkia, joilla pitee K C K, ja O € {H,S, P},
niin O(K) C O(K') eli luokkaoperaatiot H, S ja P ovat monotonisia.

Todistus. (i) Oletetaan, ettd K C K’ ja A € H(K). Talléin on olemassa
B € K siten, ettd on olemassa surjektiivinen homomorfismi a : B — A.
Koska B € K ja K C K’, niin B € K'. Koska on olemassa surjektiivinen
homomorfismi « : B — A, niin A € H(K').

(ii) Oletetaan, ettd K C K’ ja A € S(K). Talloin on olemassa B € K siten,

etti A < B. Koska B € K ja K C K/, niin B € K’ ja koska A < B, niin
A e S(K').
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(ili) Oletetaan, ettd K C K’ ja A € P(K). Téll6in on olemassa B; € K,
missa ¢ € I, siten, ettd A = [[;c; B;. Koska B, € K ja K C K', niin B; € K’
kaikilla ¢ € I, mista valittomasti seuraa, ettd A € P(K’). O

Lause 5.3. Monotonisten luokkaoperaatioiden tulot ovat monotonisia.

Todistus. Olkoot algebrojen luokat K ja K’ siten, etta K C K’. Lisdksi olkoot
monotoniset luokkaoperaatiot Oy, ..., Oky;.

Perusaskel n = 2: Monotonisuudesta seuraa valittomésti O2(K) C Oy(K')
ja 01(02(K)) € O1(0:(K)).

Induktio-oletus n =k : Op--- Ox(K) C Oy --- Ox(K').
Induktiovaite n = & +1: 01 cee Okok+1(K) g Ol cee OkOkJrl (K/)

Perusaskeleesta seuraa
Ok+1(K) C Op11(K).

Induktio-oletuksen perusteella saadaan
O1 -+ Op(Op41(K)) € O1 -+ - Og(Op11(K)).
O

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan algebroja, joiden tyyppi on F = (+,-, —, 1,0).
(a) Kaikkien renkaiden luokka R, johon sallitaan nollarenkaat eli renkaas-
sa saa olla 0 = 1, on suljettu luokkaoperaatioiden S, H ja P suhteen.

Todistus. S(R) C R: Oletetaan, ettda A € S(R). Talloin on olemassa B € R
siten, ettd A < B. Alialgebran maéaritelméasta seuraa, ettda A:n laskutoimi-
tukset ovat B:n A-rajoittumia. Algebra A on siis rengas ja A € R.

H(R) C R: Oletetaan, ettd A € H(R). Téll6in on olemassa B € R siten,
ettd on surjektiivinen homomorfismi o : B —+ A. Homomorfisuudesta seuraa,
ettd A:ssa patee kaikki renkaan laskuehdot ja koska JF sisdltéda vain renkaan
laskutoimitukset, niin A on rengas ja A € R.

P(R) € R: Oletetaan, ettd A € P(R). Talloin on olemassa A; € R,
v € I siten, ettd A = [[;c; A;. Osoitetaan, etté osittelulait péatevit. Muut
renkaiden ominaisuudet seuraavat vastaavalla tavalla. Olkoot x,y,z € A.
Talloin

(@ (y+2)0) = @) H (@) +%=(0)
(2(d) My(0)) +2(w(i) A2 (1))
((z-y) + (z-2))()
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ja vastaavasti

((@+y)-2)@) = (x(

Siis osittelulait patevét. O]

(b) Kaikkien renkaiden luokka R*, joka ei sisélla nollarenkaita eli kaikissa
renkaissa 0 # 1, on suljettu S:n ja P:n suhteen, mutta ei H:n suhteen.

Todistus. (a)-kohdan todistukset S(R) € R ja P(R) € R péatevat myos
renkaiden luokalle R*. H(R*) ¢ R*: Nollarengas {0} on minkéd tahansa
renkaan homomorfinen kuva, mutta nollarengas ei toteuta ehtoa 0 # 1. [

(c) Nollantekijoité sisaltaméttomien renkaiden luokka Ry on suljettu S:n
suhteen, mutta ei H:n tai P:n suhteen.

Todistus. S(Ry) € Rn: Oletetaan, ettd A € S(Ry). Télloin on olemassa
B € Ry siten, ettd A < B. Alialgebran madaritelmésta seuraa, ettd A:n
laskutoimitukset ovat B:n A-rajoittumia. Algebra A on siis rengas, eiké se
sisilld nollantekijoita, joten A € Ry. H(Rn) € Rn: Luonnollinen kuvaus
v : 7 — 74 on surjektiivinen homomorfismi, mutta jadnnosluokkarengas Z,
sisaltédéd nollantekijoind 2 -2 = 4 = 0. P(Ry) € Rn: Z x Z sisdltédé nollante-
kijoité, vaikka Z ei sisallakaan. O]

(d) Kaikkien kuntien luokka K ei ole suljettu S:n, H:n, eikd P:n suhteen.

Todistus. S(K) € K: Rationaalilukujen kunnalla on alirenkaana Z, joka ei
ole kunta. H(K) ¢ K: Rationaalilukujen kunnasta on surjektiivinen homo-
morfismi nollarenkaaseen, vaikka nollarengas ei ole kunta. P(K) € K: Q x Q
sisaltédéd nollantekijoita. Esimerkiksi (1,0) - (0,1) = (0,0).

O

Maaritelma 5.2. Tyypin F epéatyhja algebrojen luokka K on varisto, mikali
seuraavat ehdot péatevit:

V1: S(K) C K
V2: H(K) C K
V3: P(K) C K

Lause 5.4. Jokaiselle saman tyypin algebrojen luokalle K on olemassa pienin
varisto, joka sisdltdad K:n.
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Todistus. Olkoon K annettu. Maaritellaan K* = { A | A € K’ jokaisella sel-
laisella varistolla K', jolla K C K’ }.

(1) Osoitetaan, ettd K* on varisto eli ettd H(K*) € K* S(K*) C K* ja
P(K*) C K*.

Osoitetaan, ettda H(K*) C K*.

Oletetaan, ettd A € H(K*). Télloin on olemassa B € K* siten, ettd ¢ : B —
A on surjektiivinen homomorfismi. Koska B € K*, niin K*:n méaritelmésté
seuraa, ettdi B € K’ jokaisella varistolla K’, jolla K C K’. Siispd K*:n
méaaritelmén perusteella A € K*, josta seuraa, etta H(K*) C K*.

Osoitetaan, etta S(K*) C K*.

Oletetaan, ettd A € S(K*). Talléin on olemassa B € K* siten, ettd A < B.
Koska B € K*, niin K*:n méiaritelmasta seuraa, ettdi B € K’ jokaisella
varistolla K’, jolla K C K'. Siispd K*:n maéaéritelmén perusteella A € K*
ja S(K*) C K* patee.

Osoitetaan, ettda P(K*) C K*.

Oletetaan, ettd A € P(K*). Talloin on olemassa A; € K*, missid i € [ ja
A =Tlicr A;. Koska A; € K*, niin K*:n méaéritelmésté seuraa, ettd A; € K’
jokaisella varistolla K’, jolla K C K’. K*:n mééritelméan perusteella A € K*.
Siis P(K*) C K*.

(2) Osoitetaan, ettd K C K*.
Koska luokkaan K* kuuluu vain algebrat, jotka kuuluvat kaikkiin varistoihin
K’, joilla K C K, niin kaikille A € K pétee A € K*. Siis K C K*.

(3) K* C K’ jokaisella varistolla K’, jolla K C K'.

Olkoon K’ mielivaltainen varisto, jolla piatee K C K’. K*:n mééritelman pe-
rusteella K* sisaltda vain algebroja, jotka sisaltyvat kaikkiin K:n siséltéviin
varistoihin. Siis K* ei sisdlla mitdan, mitd K’ ei sisdltaisi, joten K* C K. [

Maaritelma 5.3. Kaytetaan merkintad V(K) pienimmésta varistosta, joka
sisaltdéd tyypin F algebrojen luokan K. Voidaan myos sanoa, ettd V(K) on
K:n wvirittama varisto. Jos K:ssa on ainoastaan yksi alkio A, niin merkitaan
V(A). Puolestaan varisto V on ddrellisesti viritetty, jos V. = V(K) jollakin
aarellisten algebrojen &darelliselld joukolla K.

Lemma 5.5. Seuraavat epdyhtdilot patevdat: SH < HS, PS < SP ja PH < HP.
Lisdksi operaatiot H, S ja IP ovat idempotentteja.

Todistus.
(i) Todistetaan, ettd SH < HS:
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Oletaan, ettd A € SH(K). Talloin on olemassa algebra C € K ja B € H(K)
siten, ettd on surjektiivinen homomorfismi o : C — B ja A < B. Koska
C € Kjaa'(A) < C, niin a*(A) € S(K) ja koska o on homomorfinen
surjektio ja a(a™'(A)) = A, niin A € HS(K).

(ii) PS < SP:

Oletetaan, ettd A € PS(K). Talloin on olemassa algebrat A; € S(K), i € [
siten, ettda A = [[,c; A; ja lisaksi on algebrat B; € K, joilla patee A; < B,.
Selvésti [I;c; Bi € P(K) ja koska kaikilla i € I péitee A; < By, niin suoran
tulon maaritelméasta seuraa [[;c; A; < [L;e; Bs. Siis A € SP(K).

(iii) PH < HP:

Oletetaan A € PH(K). Tallin on olemassa algebrat B; € K, i € I, ja surjek-
tiiviset homomorfismit «; : B; — A, siten, ettd A; € H(K) ja A = [L;c; As.
Selvasti [[;c; B; € P(K) ja koska kaikilla ¢ € I patee «; : B; — A;, niin
on olemassa surjektiivinen homomorfismi « : [[;c; B; — [l;c; Ai, missa ku-
vaus on maaritelty koordinaattikohtaisesti a;:n mukaan. Siis [[;c; A; = A €

HP(K).

(iv) H = H%

Oletetaan, ettd A € HH(K). Talloin on olemassa B € H(K) siten, etta
a : B — A on surjektiivinen homomorfismi ja C € K siten, ettd §: C — B
on surjektiivinen homomorfismi. Koska g oa : C — A on surjektiivi-
nen homomorfismi, niin A € H(K). Siis HH(K) € H(K). Oletetaan sit-
ten A € H(K). Talloin id : A — A on surjektiivinen homomorfismi ja
A € HH(K). Siis H(K) € HH(K) ja titen H = H2.

(v) S = S%

Oletetaan, ettd A € S(K). Koska A < A, niin A € SS(K). Oletetaan sitten,
ettd A € SS(K). Télloin on algebra B € S(K) siten, ettd A < B ja algebra
C € K siten, ettda B < C. Koska A < B < C, niin A < C ja A € S(K).

(vi) IP = (IP)%

Oletetaan, ettd A € IP(K). Koska A on itsensi yksipaikkainen suora tulo,
niin A € PIP(K) ja koska A = A, niin A € IPIP(K). Oletetaan sitten, etté
A € IPIP(K). Talloin on B € PIP(K) siten, ettdi A = B ja B; € IP(K),
i € I, siten, ettd B = [];c; B;. Lisdksi on C; € P(K) siten, ettd B; = C;
kaikilla 2 € I ja C;; € K, 7 € J;, siten, ettda C; = [];c;, Cy;. Saadaan, etta

B=[[B: =][[C.=]I(I[Cy)= II Ci:
i€l i€l el jeJ; (4,9)€L

missa L = {(i,j) | i« € I,5 € J;}. Edelld mainitun perusteella pétee, etté
H(i,j)EL Cij € P(K) ja koska H(i,j)EL Cij =B ja B= A, niin A = H(i,j)GL Cij
ja A € IP(K).
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O

Lause 5.6. Jos O1---0,, on monotonisten luokkaoperaatioiden tulo ja on
olemassa O} siten, ettd O; < O} jollakin 1 < i < n, niin pdtee:

O1--0;-+-0, <Op---0}---0,.

Todistus. Oletetaan, ettd luokkaoperaatiot Oy, ..., Oy ovat monotonisia.

Perusaskel (n = 2): Olkoon luokkaoperaatioiden tulo O;04 ja O}, sekd O),
siten, ettd O; < O] ja Oy < O). Osoitetaan, ettd (i) 0105 < O[04 ja (ii)
0,0, < 0,04.

(i) Oletuksesta O; < O] seuraa, ettd O;(K) C O} (K) kaikilla algebrojen
luokilla K. Erityisesti O1(O2(K)) C O} (02(K)).

(ii) Oletuksesta Oy < Of ja luokkaoperaatioiden monotonisuudesta seuraa,

etta 0102 S 010/2
Induktio-oletus: kun n =k, 1 <i < k ja O; < O}, niin pétee:
O1-+-0;-+-0p <Oy -+ 0} Op.

Induktiovéite: tosi, kun n = k + 1.

Olkoon Oy - - - OO ja olkoon O; < O} jollakin 1 <i < k+1. Jos 1 <i <k,
niin induktio-oletuksen perusteella péatee

Op---0;--0, <Op---0)--- Oy
ja perusaskeleen perusteella
(O1---0;+-01)O0pp1 < (01O - 04)Opoy1.

Jos © = k + 1, niin vaite seuraa suoraan luokkaoperaatioiden monotonisuu-
desta. 0

Lemma 5.7. Seuraavat epiyhtilot ovat tosia: P <V, SV <V ja HV <V.

Todistus.

i) P<V

Olkoon algebra A € P(K). Monotonisuuden perusteella P(K) C P(V(K)) ja
variston madritelmén perusteella P(V(K)) C V(K). Siis A € V(K).

(i) SV < V
Olkoon algebra A € SV(K). Tall6in on olemassa B € V(K) siten, ettéd
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A < B. V(K) on varisto ja koska varisto on suljettu alialgebrojen suhteen,

niin A € V(K).

(iii) HV <V

Olkoon algebra A € HV(K). Tallin on olemassa surjektiivinen homomor-
fismi o : B — A siten, ettd B € V(K). V(K) on varisto ja koska varisto on
suljettu surjektiivisten homomorfismien suhteen, niin A € V(K). O]

Lemma 5.8. Seuraavat yhtdlot patevdt: SI < IS, I < IP ja HI = H.

Todistus.

(i) SI < IS:

Oletetaan, etta A € SI(K). Talloin on olemassa algebra C € K siten, ettéd
C=BjaBeclIK)jaA <B. Koska A < B ja B = C, niin on olemassa
D € K siten, ettda D < C ja D = A. Koska C € K ja D < C, niin D € S(K)
ja koska D = A, niin A € IS(K). Siis SI < IS.

(i) I < IP:
Olkoon algebra A € I(K). Talloin on olemassa algebra B € K siten, etta
A = B. Koska B on itsensd yksipaikkainen suora tulo, niin B € P(K) ja

koska A = B, niin A € IP(K).

(iii) HI = H:

Olkoon algebra A € HI(K). Téll6in on olemassa algebrat C € K ja B € I(K)
siten, ettd C = B ja algebrasta B on surjektiivinen homomorfismi a : B —
A. Tsomorfismin C = B ja surjektiivisen homomorfismin a : B — A yhdis-
tetty kuvaus algebrasta C algebraan A on surjektiivinen homomorfismi ja
A € H(K). Oletetaan sitten A € H(K). Talloin on algebra B € K, josta on
surjektiivinen homomorfismi algebraan A. Koska B = B, niin B € I[(K) ja
koska surjektiivinen homomorfismi B:std A:han, niin A € HI(K). ]

Lause 5.9. (Tarski). V.= HSP.
Todistus. (<) Lemman [5.7| perusteella pétee:

HSP < HSV <HV < V.
(=)
Osoitetaan, ettd HSP on suljettu H:n, S:n ja P:n suhteen:
(i) H(HSP) = (HH)SP = HSP

(if) S(HSP) = (SH)SP < HSSP = H(SS)P = HSP
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—_

PH)SP < (HP)SP
SP)P = HSPP < HS(IPIP)
S)P = (HI)SP < HSP
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6 Termialgebrat

Maaritelma 6.1. Olkoon X joukko erillisid objekteja, joita sanotaan muut-
tujiksi ja olkoon F algebrojen tyyppi. Téalloin merkintd T(X) on tyypin F
termien joukko X:n suhteen ja se on pienin joukko, joka toteuttaa seuraavat
ehdot:

(i) X UF, C T(X).

(i) Jos p1,...,pn € T(X) ja f € F,, niin silloin f(p,...,p,) € T(X).

Kaksipaikkaiselle funktiosymbolille - suositaan merkintaé p; - po merkin-
nan -(p1, p2) sijaan.

Maaritelma 6.2. Jos p € T(X), niin voidaan kirjoittaa p(xy,...,z,) il-
maisemaan sitéd, ettd p:ssi esiintyvat muuttujat ovat joukossa {xi,...,x,}.
Termi p on n-paikkainen mikéli p:ssa esiintyvien muuttujien maéra on < n.

Maaritelma 6.3. Olkoon F algebran tyyppi ja X joukko. Mikali T(X) #
(), niin T(X) on tyypin F termialgebra X :m suhteen. Termialgebran T(X)
universumi on T(X) ja peruslaskutoimitukset méaéritelldan:

FT o, pa) = F(pry - pa)

kaikilla f € F, jap; € T(X), kun 1 <7 <n.

On huomionarvoista, ettd T(X) on todellakin X:n virittdmé algebra.
Lisaksi termialgebrat ovat yksinkertaisimpia mahdollisia esimerkkeja algeb-
roista, joilla on universaali kuvausominaisuus (universal mapping property),
joka maéritelladan seuraavaksi.

Huomattakoon, ettd T(X) on maaritelty ainoastaan, jos X # ) tai Fy #
(. Jos sekda X = (), ettd Fy = 0, niin T(X) = 0, mutta termialgebra T(X) ei
ole talloin maéaritelty. T(()) on kuitenkin méaaritelty, jos Fo # .

Mairitelma 6.4. Olkoon K tyypin F algebrojen luokka ja olkoon U(X)
tyypin F algebra, joka on X:n virittdmé. Sanotaan, ettéd algebralla U(X) on
universaali kuvausominaisuus K:ssa X:n suhteen, mikéli kaikilla A € K ja
kaikilla kuvauksilla

a: X — A

on olemassa homomorfismi
p:UX)— A,

joka laajentaa kuvausta «, toisin sanoen (x) = a(z) kaikilla x € X. T&lloin
sanotaan, ettd X on U(X):n vapaiden virittdjien joukko ja U(X):n sanotaan
olevan X:n vapaasti virittamd.

Lause 6.1. Milld tahansa algebrojen tyypilld F ja milla tahansa muuttuja-
joukolla X, missi X # 0 jos Fo = 0, termialgebralla T(X) on universaa-
likuvausominaisuus X :n suhteen kaikkien tyypin F algebrojen luokassa.

23



Todistus. Olkoon o : X — A, missd A on tyypin F algebran A universumi.
Maaritellaén
f:T(X)— A

rekursiivisesti siten, etta
bxr = ax

kaikilla z € X ja lisaksi
/B(f(pla s 7pn>> = fA(Bph s 75pn)

kun pi,...,p, € T(X)ja f € F,. Talloin B(p(z1, ..., 2,)) = p*(amy, ..., az,)
ja 8 on haluttu homomorfismi, joka laajentaa kuvausta . O

Maaritelma 6.5. Olkoon K tyypin J algebrojen perhe ja olkoon X muut-
tujien joukko. Maaritellaan T(X):ssd kongruenssi 0k (X) siten, etta:

QK(X) = m(I)K(X)y

misséa

Bic(X) = {6 € Con(T(X)) : T(X)/¢ € IS(K)}.

Merkitadan kongruenssin fk (X)) médraamééd X :n ekvivalenssiluokkien joukkoa
X/0k(X) lyhyemmin vain X. Vastaavasti kun z € X, niin merkitdin ekvi-
valenssiluokkaa x /0 (X) z:114.

Mééritelldan sitten Fx(X) eli K-vapaa algebra X :n suhteen siten, etti:

Fi(X) = T(X)/0k (X).

Jos p = p(xq,...,2,) € T(X), niin voidaan merkita pFr(X) (1, Tn)
sijaan vain p. Jos X on dérellinen X = {xy,...,x,}, niin algebraa Fx(X)
voidaan merkité havainnollisemmin F (71, . .., T,). Algebran Fx(X) univer-

sumi on Fg(X).

X:n suhteen K-vapaan algebran Fx(X) = T(X)/0k(X) universumi on
tekijdalgebran méadritelmén perusteella T(X)/0x(X) eli Fx(X) on joukon
X = X/0kg(X) virittima algebra vastaavalla tavalla, kuten T(X) on X:n
virittdma termialgebra, jonka universumi on T(X).

Mikali K = ) tai K koostuu pelkéstaan triviaaleista algebroista, niin myos
Fx(X) on triviaali algebra, silld 0x(X) = V eli 0x(X) on relaatio X x X.

Jos K:ssa on epatriviaali algebra A ja T(X) on olemassa, niin téalloin
X NT = {z}, sillé erilliset alkiot z,y € X voidaan erottaa jollakin homomor-
fismilla  : T(X) — A. Tésséd tapauksessa joukon koko on sama | X| = | X|.

Jos | X| = |Y] ja T(X) on olemassa, niin selvisti Fx(X) = Fg(Y) iso-
morfismilla, joka kuvaa X:n Y:lle, kuten T(X) = T(Y) isomorfismilla X :sté

Y:lle. Téten Fx(X) on K ja | X|:n médrddmé isomorfismia vaille.
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Lause 6.2. (Birkhoff). Oletetaan, etti T(X) on olemassa. Tdlloin F(X):lld
on universaali kuvausominaisuus K:lle X :n suhteen.

Todistus. Oletetaan, ettd A € K ja o : X — A on kuvaus. Olkoon lisik-
si v : T(X) - Fg(X) luonnollinen homomorfismi. Talloin « o v kuvaa
X Athan ja T(X):n universaalin kuvausominaisuuden perusteella on ole-
massa homomorfismi p : T(X) — A, joka laajentaa yhdistetyn kuvauksen
rajoittumaa o o v | X. Og(X):n mééritelman perusteella on selvii, etta
Ok (X) C ker(p), silld ker(u) € ®k(X). Taten on olemassa homomorfismi
B : Fg(X) — A siten, ettd u = o v, koska ker(v) = 0x(X). Talloin, kun
r € X:

BT) = Bov(x)

= a(7).

Titen 3 laajentaa a:aa ja siis Fg(X):114 on universaali kuvausominaisuus
K:ssa X:n suhteen. O

Jos Fk(X) € K, niin se on isomorfiaa vaille yksikéasitteinen algebra K:ssa,
joka on | X|:n kokoisen virittajien joukon vapaasti virittiméa K:n suhteen ja
jolla on universaali kuvausominaisuus. Itse asiassa jokainen algebra K:ssa,
jolla on universaali kuvausominaisuus K:ssa, on isomorfinen K-vapaiden al-
gebroiden kanssa.

Esimerkki 6.1. Olkoon joukko X ja olkoon X* sellainen joukko, joka koos-
tuu aarellisista X:n alkioiden merkkijonoista, sisaltden tyhjan merkkijonon.
Téata joukkoa kdyttden voidaan konstruoida monoidi (X*, -, 1) méaarittelemél-
14 - konkatenaatioksi eli merkkijonojen yhteenliittdmiseksi ja 1 tyhjéksi merk-
kijonoksi. Tarkastelemalla universaalia kuvausominaisuutta voidaan huoma-
ta, ettd (X*,-,1) on isomorfiaa vaille X:n vapaasti virittdma vapaa monoidi.

Esimerkki 6.2. Olkoon X joukko. Sanotaan, ettd kuvaus N on monijoukko,
jos N kuvaa jokaisen X:n alkion jollekin luonnolliselle luvulle. Monijoukkoa
N sanotaan aarelliseksi, jos joukko {z € X | N(x) # 0} on é&érellinen.
Tarkastellaan sitten kaikkien kommutatiivisten monoidien luokkaa. Téll6in
kaikkien X:n dérellisten monijoukkojen joukko, M, (X), muodostaa kommu-
tatiivisen monoidin (M, (X),+,0), jos kaksipaikkainen laskutoimitus, mer-
kitdan +, madaritelladn seuraavalla tavalla. Olkoot M ja N &érellisid moni-
joukkoja X:n suhteen. Méaritelladn talloin

(M + N)(z) = M(z) + N(z) kaikilla z € X.

Tyhja monijoukko, 0(z) = 0 kaikilla z € X, on monoidin neutraalialkio.
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Olkoon A mielivaltainen kommutatiivinen monoidi. T&all6in jokaisella ku-
vauksella o : X — A on yksikésitteinen homomorfinen laajennus o* :
M, (X) — A siten, etta

o (M) = > M(z) - a(z) kaikilla M € M, (X),

zeX

missé jokaiselle luonnolliselle luvulle n ja jokaiselle alkiolle a € A, merkinté
n - a tarkoittaa a:n n-monikertaa. Huomaa, ettd summa X:n suhteen on
hyvinmaaritelty, silld jokainen summa on aérellinen.

Seuraus 6.3. Jos K on tyypin F algebrojen luokka ja A € K, niin talloin

riittdvin suurella joukolla X, A € H(Fk(X)).

Todistus. Valitaan | X| > |A] ja olkoon

a: X — A
surjektio. Olkoon sitten
homomorfismi, joka laajentaa kuvausta o. O

Lemma 6.4. Olkoon 6; € Con(A), i € I ja 8 = Nie;0;. Tallin on olemassa
upotus o : AJO — [er A/6;.

Todistus. Maaritelladn kuvaus a : A/0 — TL;c; A/6; siten, ettd a(a/0) =
(a/0:)ier-

Kuvaus on hyvinmééritelty eli a/0 = b/0 = (a/0;)icr = (b/6;):er kaikilla
A/6:n alkioilla, silla mikali olisi a/60; # b/0; jollakin i € I, niin siitd valit-
tomaésti seuraisi, etté (a,b) & Nier 0; = 0 ja olisi a/0 # b/6.

Osoitetaan sitten kuvauksen homomorfisuus. Merkitddn A* = [;c; A/6;.
Olkoon ay,...,a, € A/ ja f € F,,. Télloin

a(f /0, anf0))()) = a(fHar,... a.)/0)(0)
= fA(al,...,an)/Qi
= A%y /6;,. .. an/6;)
= A% (a(a1/0)(i), ..., alan/0)(7))
= (f* (alar/0),...,a(a./0))(i).

Siis a(fA%(a1 /0, ... ,a,/0)) = f2 (a(a1/0), ..., ala,/0)).

Kuvauksen injektiivisyys seuraa siitd, ettd jos on a(ai/0) = a(az/0),
niin talléin a1/60; = ay/0; kaikilla i € I, joten (ai,as) € Ncr0; = 0 ja siis
a1 /0 = as /0.

Kuvaus « on siis upotus. ]

Lause 6.5. Olkoon K luokka ja T(X) termialgebra. Tdlloin Fx(X) € ISP(K).
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Todistus. Méaritelméan perusteella
Fy(X) = T(X)/0x(X),

Ok (X) = [ Px(X)
ja
Py (X) ={¢p € Con(T(X)) : T(X)/¢p € IS(K)}.

Lemmasta [6.4] seuraa, etti on olemassa upotus

T(X)/0x(X) = [] T(X)/0:,

i€l
missd 0; € Pk (X) jai € I. Tadmén perusteella patee
Fk(X) € ISPIS(K).
Lemman [5.8] ja [5.5| perusteella
ISPIS < ISIPIPS < ISIPS < IISPS < IISSP < ISP.

Siis
Fx(X) € ISP(K).
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7 Identiteetit, vapaat algebrat ja Birkhoffin
lause

Yksi Birkhoffin tunnetuimmista lauseista yhdistaéd identiteettien méarittele-
mat algebrojen luokat tasmaélleen niihin, jotka ovat suljettuja H, S ja P ope-
raatioiden suhteen. Téssé luvussa tutustutaan ensin identiteetteihin ja sii-
hen, miten ne liittyvait vapaisiin algebroihin. Lopuksi tarkastellaan aiheeseen
liittyvid sovelluksia ja Birkhoffin lausetta.

Identiteettien erikoistapauksia on tullut jo aiemmin vastaan. Tallaisia on
ollut esimerkiksi vaihdannaisuus-, liitdnnaisyys- ja osittelulait. Seuraavaksi
formalisoidaan identiteettien yleinen kasite ja algebrassa A ja algebrojen
luokassa K pateva identiteetti.

Maaritelma 7.1. Tyypin F identiteetti X:n suhteen on muotoa
p=q

missd p,q € T(X). Merkitdén Id(X) X:m tyypin F identiteettien joukkoa.
Tyypin F algebrassa A patee identiteetti p(z1,...,z,) ~ q(x1,...,2,), jos
kaikilla a4, ..., a, € A on voimassa

A( A(al,...,an).

pray,...,an) =q

Tata merkitaan
AEpry,...,x,) ~q(x,...,2,)

tai
AkEp=q.

Vastaavasti algebrojen luokassa K pétee p ~ ¢, lyhennettyna
Kiprqg,

jos jokainen K:n jésen toteuttaa identiteetin p ~ q. Jos ¥ on joukko identi-
teetteja, niin sanotaan K toteuttaa X:n ja merkitadn

K[,

jos K = p = ¢ kaikilla p &~ ¢ € . Niitd X:n identiteettejd, jotka ovat tosia
luokassa K, voidaan sanoa X:n K-identiteeteiksi ja niille voidaan kayttaa
merkintda

dg(X)={prqeldX): KEp=q}

Symbolia [~ voidaan kayttaa, jos identiteetti ei ole tosi.

Lemma 7.1. Jos K on tyypin F algebrojen luokka, niin samat identiteetit
patevdit luokissa K, I(K), S(K), H(K), P(K) ja V(K).
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Todistus. Todistetaan ensin, etta luokkien I(K), S(K), H(K), P(K) ja V(K)
identiteetit patevat myos luokassa K.
K ja I(K) selvastikin toteuttavat samat identiteetit. Puolestaan koska

I<ISSIKH, I<IPjal<V
niin
IdS(K)(X), IdH(K) (X), Idp(K)(X), IdV(K) (X) C IdK(X).

Todistetaan sitten, ettd luokan K identiteetti patee myos luokissa I(K), S(K),
H(K), P(K) ja V(K). Osoitetaan ensin, ettd luokan K identiteetti patee luo-
kissa (i) S(K), (ii) H(K) ja (iii) P(K).

Oletetaan kohdissa (i), (ii) ja (iii), etté

KEp(zy,...,z,) = q(z1,...,2,).

(i) Jos B < A € K jaby,...,b, € B, niin myos by,...,b, € A. Talloin
patee
pA(by, ... bp) = ¢ (by, ... by).

Koska B on A alialgebra, niin

pB(bl, c 7bn) = qB(bl, ce 7bn)
Taten siis
BEp=qg.

(ii) Oletetaan, ettd o : A — B on surjektiivinen homomorfismi, jossa
A € K. Jos by,...,b, € B, niin valitaan a4, ..., a, € A siten, ettd

alay) = by, ..., aa,) = by.

Talloin
p™(ar, ... a,) = ¢™(ay,. .., ap)
ja siis
ap™(ay, ... ap) = aq™(ay, ..., ay)

ja koska o on homomorfismi, niin

pP(b1,...,by) = ¢®(b1,...,by,).

Taten
BEp=qg.
(iii) Oletetaan, ettd A; € K, missai € I. Olkoot ay,...,a, € A =[[;cr As.
Talloin
pRi(ai(i), ..., a,(1)) = ¢ (a1(i), ..., an(i))
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jokaisella ¢+ € I. Nain ollen

p™(ay, ... a,)(0) = ¢™(ay, ..., a,)(0)

kun ¢ € I, joten
p™(ar, ... a,) = ¢™(ay, ... ap).
Taten
AkEp=qg.
Lauseen perusteella V = HSP, joten V(K) = p ~ q.
O

Identiteetin toteutuminen voidaan myos muotoilla homomorfismin avulla.

Lemma 7.2. Jos K on tyypin F algebrojen luokka ja p ~ q on tyypin F
identiteettt X :n suhteen, niin talloin

KkEprg

jos ja vain jos jokainen A € K ja jokainen homomorfismi o : T(X) — A
toteuttaa ehdon
ap = aq.

Todistus. (=) Olkoot p = p(xy,...,2,) ja ¢ =q(x1,...,x,). Oletetaan, ettd
KEp~gq AcKjaa: T(X)— A on homomorfismi. Talloin

pA(axy,. .. ax,) = ¢™(ax, ... axy,),
joten
apT® (zy, . x,) = gt (2, .. 1)
= ap = oq.
(<) Vastakkaisen suunnan todistamiseen valitaan A € K ja ay,...,a, € A.

Tekijaalgebran T(X) universaalin kuvausominaisuuden perusteella on ole-
massa homomorfismi o : T(X) — A siten, etta

axr; = a;, kun 1 < i <n.

Talloin saadaan

p™(ay, ... a,) = p™(azy, ..., az,)
=ap
= ag
= ¢*(axy, ..., az,)
=q*ay,...,a,)
Siis K Ep=q. ]

30



Lause 7.3. Olkoon tyypin F algebrojen luokka K ja alkiot p,q € T(X).
Talloin pdtee

KkEprg

Fx(X) Ep~gq

P = q voimassa Fg(X):ssd

(p,q) € 0x(X).

Todistus. Olkoon Fk(X) X:n suhteen K-vapaa algebra, p = p(z1,...,x,),
q=q(z1,...,7,) ja olkoon v luonnollinen homomorfismi

v T(X) - Fx(X).

Koska lauseen perusteella Fx(X) € ISP(K) ja lemman perusteel-
la luokkaoperaatiot séilyttéavit identiteetit, niin K = p ~ ¢ implikoi, ettd

Fr(X)EFp~aq o
Oletetaan sitten, ettd Fx(X) = p ~ ¢. Talloin

PPN @, T = (T, 7
siis p = . Oletetaan sitten p = g Fx(X):ssd. Talloin
v(p) =p=7=r(q),
siis
(p,q) € ker(v) = Ok (X).
Oletetaan lopuksi, ettd (p,q) € 0x(X). Olkoon A € K ja ay,...,a, € A.

Valitaan télloin « : T(X) — A siten, ettd az; = a;, kun 1 < i < n. Koska
ker(a) € Pk (X), saadaan

ker(a) D ker(v) = 0k (X),

josta seuraa homomorfialauseen perusteella, ettd on olemassa homomor-

fismi 8 : Fx(X) — A siten, ettd o = 5 o v. Talloin
a(p) = fov(p) = Bor(q) =alg)
ja téastd seuraa lemman [7.2] perusteella, etta
KEp~rq
O

Seuraus 7.4. Oletetaan, ettd K on tyypin F algebrojen luokka ja oletetaan,
etti p,q € T(X). Talloin milld tahansa muuttujien joukolla'Y , joka toteuttaa
ehdon |Y| > |X]|, pdtee

K p=qjoss Fg(Y) Ep=~q.
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Todistus. (=) Tdmé& suunta on selvi, koska lauseen (6.5 perusteella F(Y) €
ISP(K).
(<) Valitaan Xy O X siten, ettd | X,| = |Y]. Télloin

Fx(Xo) 2 Fx(Y)

ja koska B
K Ep=qjoss Fk(Xo) Ep~q,
niin lauseen perusteella
KEp~qjoss Fr(Y) Ep~q.
m

Seuraus 7.5. Oletetaan, ettd K on tyypin F algebrojen luokka ja X muut-
tujajoukko. Tdlloin milld tahansa darettomdalla muuttujajoukolla Y pdtee

Todistus. Valitaan mielivaltainen p ~ ¢ € Idg(X), missd p = p(z1,...,2,),
q=q(x1,...,2,) jap,g € THx,...,2,}). Koska [{z1,...,2,}| < |Y], niin
seurauksen [7.4| perusteella saadaan

KEp~gqgjoss Fk(Y) Ep~q.
[l

Maaritelma 7.2. Olkoon X tyypin F identiteettijoukko. Maaritellaan M(32)
olemaan luokka, joka muodostuu algebroista, jotka toteuttavat >:n. Algeb-
rojen luokka K on identiteettien mddrittelemd (equational class), mikali on
olemassa identiteettijoukko ¥, joka toteuttaa ehdon K = M(X). Télloin sa-
notaan, ettd K on X:n maéarittelema tai aksiomatisoima.

Lause 7.6. (Birkhoff). K on identiteettien mddrittelemd, jos ja vain jos K
on varisto.

Todistus. (=) Olkoon ¥ joukko identiteetteji. Oletetaan, ettd K = M(X).
Lemman [7.1] perusteella

V(K) E %,
josta seuraa, etta
V(K) € M(%)
toisaalta
M(X) =K,
joten
V(K)=K



eli K on varisto.
(<) Oletetaan, ettd K on varisto.
Olkoon
K’ = M(Idg (X))

Edellisen suunnan perusteella K’ on varisto, K’ O K ja Idk/(X) = Idg(X).
Lauseen [7.3] perusteella B -
Fx (X) = Fx(X),

joka seuraa siité, etta

Nyt milld tahansa ddrettomalld muuttujajoukolla Y toteutuu seurauksen [7.5]
mukaisesti

Nyt seurauksen [6.3] mukaan jokaiselle A € K’ sopivalla Y toteutuu

A € H(Fg(Y))

ja siis
A e HFk(Y)),

josta seuraa lauseen [6.5| nojalla, etta
A € HSP(K).

Taten A € K, joten K' C K, K' = K ja K = M(Idx(X)). O
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