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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa perehdytaédn generoivien funktioiden menetelméan, missé
tarkoituksena on yleensé etsié eksakti kaava annetulle lukujonolle (a,)22,.
Generoivien funktioiden avulla voidaan myo6s todistaa kaavojen yhtapita-
vyyksia tai 1oytad esimerkiksi uusi rekursiivinen tai approksimoitu kaava.
Kahdesta ldhestymistavasta, muodollisesta ja analyyttisestéd, taméan tutkiel-
man lahtokohtana on generoivien funktioiden muodollinen teoria, ja esitel-
lyt generoivat funktiot ovatkin muodollisia potenssisarjoja lukuun ottamatta
Dirichlet’'n sarjan generoivaa funktiota. Tutkielman tavoitteena on esitella
lukijalle generoivien funktioiden menetelméan perusteet tasta lahtokohdasta,
ja antaa véalineitd menetelméan kayttoon teorian ja esimerkkien kautta.

Aluksi tutkielmassa esitellidan lyhyesti muodollisen potenssisarjan méé-
ritelmé ja siihen liittyvaa teoriaa. Lisdksi kdydéan lépi tutkielmassa kéy-
tettyja yleisesti tunnettuja kaavoja. Luvussa 3 esitellddn generoivien funk-
tioiden metodin péaperiaatteet ja yleisimmét tavallisen generoivan funktion
muodot, eli tavallinen potenssisarjamuotoinen generoiva funktio ja ekspo-
nentiaalinen generoiva funktio. Edellisten kayttoa demonstroidaan esimerk-
kien kautta. Luvussa 4 keskitytadn edellisessé luvussa esiteltyjen generoivien
funktioiden laskuoppiin ja luvussa 5 esitellddn viela yksi edellisista eroava ge-
neroivan funktion muoto, eli Dirichlet’n sarjan generoiva funktio, seké tdméan
laskuoppia.

Paaldhteena tutkielmassa on kédytetty Herbert S. Wilfin kirjaa genera-
tingfunctionology:.

Aiasanat: muodollinen potenssisarja, generoiva funktio, algebrallinen,
Taylorin sarja, Dirichlet’n sarja, suurin yhteinen tekija, aritmeettinen funk-
tio, multiplikatiivinen funktio, Mobiuksen funktio.
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1 Johdanto

Lukujonon (a,)5, generoivaksi funktioksi kutsutaan potenssisarjaa

Yot ana"™. Generoiva funktio on apuviline, jonka avulla pyritddn yleensé
selvittdméaan lukujonon (a,)S%, alkioille eksakti kaava. Esimerkiksi lukujo-
no 2,4,6,8,... voidaan esittdd muodossa a, = 2n, kaikille n € Z,, mika
on siis eksakti kaava kyseiselle lukujonolle. Tapauksissa, joissa tasmallista ja
yksinkertaista ratkaisua jonon alkioille ei ole olemassa, voidaan generoivien
funktioiden avulla 16ytaé jonolle uusi rekursiivinen tai approksimoitu kaava.
Generoivien funktioiden avulla on my6s mahdollista todistaa helposti kaavo-
jen yhtépitavyyksia tai esimerkiksi jonon (a,)2%, kiyttédytymistd indeksin n
eri arvoilla.

Generoivien funktioiden menetelméassi on olemassa kaksi lahestymista-
paa, muodollinen ja analyyttinen lahestymistapa. Téssé tutkielmassa keski-
tytdan generoivien funktioiden muodolliseen teoriaan, ja analyyttinen teo-
ria sivuutetaan, mutta naitd kahta ldhestymistapaa voidaan kayttda osin
my6s rinnakkain. Muodollisessa ldhestymistavassa muuttujan x, tai parem-
minkin sen potenssien, rooli generoivassa funktiossa f(z) on ainoastaan muo-
dollinen, eika sen saamilla arvoilla tai sarjan suppenemisella ole merkitysta.
Analyyttisessd lahestymistavassa puolestaan muuttujan z oletetaan kuulu-
van kompleksilukujen joukkoon, ja sarjan f(z) suppeneminen on keskeisessé
roolissa.

Tutkielman luvussa 2 kerrataan lyhyesti tunnettuja summakaavoja, joi-
hin tutkielmassa viitataan usein, sekéd perehdytaan lyhyesti muodollisten po-
tenssisarjojen teoriaan. Luvussa 3 kuvataan generoivien funktioiden meto-
di ja tavallisimpien generoivien fuktioiden muodot, seka kéyttoesimerkkeja.
Neljas luku keskittyy generoivien funktioiden laskuoppiin eli laskusédantoihin,
niiden kéyttoon ja oikean generoivan funktion valintaan. Lopuksi viidennes-
sé luvussa esitellaén Dirichlet’n sarjan generoiva funktio lyhyesti, silla tamé
ei ole, toisista lapikaydyistd generoivista poiketen, laisinkaan potenssisar-
ja. Taméan generoivan funktion kayttomahdollisuudet ovat laajat erityisesti
kombinatoriikan ja lukuteorian saralla.

Paaldhteena tassa tutkielmassa on kaytetty Herbert S. Wilfin kirjaa gene-
ratingfunctionology [6], ja tité teosta tutkielmassa seurataankin padpiirteit-
tain. Paalahteen tukena on kaytetty edellisen kirjan toista painosta [7], Sergei
K. Landon teosta Lectures on Generating Functions [3] ja Martin Aignerin
kirjaa A Course in Enumeration [2]. Jos aiheeseen haluaa tutustua syvem-
min, voi edellisten lisdksi lisdlukemistoksi suositella Aignerin teosta Combi-
natorial Theory [1] ja Stanleyn teoksia Enumerative Combinatorics Vol. 1 [4]
ja Vol. 2 [5]. Lukijalta vaaditaan tiettyd perehtyneisyyttd matematiikan pe-
rusteisiin, ja erityisesti algebran ja kombinatoriikan tuntemus on suotavaa.
Tarkkuutta vaaditaan osin myo6s todistusten luvussa, silla vaikka vélivaiheet
on merkitty tutkielmassa hyvin yksityiskohtaisesti, ei niita aina ole selitetty,
vaan tehtyjen operaatioiden on oletettu olevan lukijalle itsestdan selvié.



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Muodollinen potenssisarja

Tassa tutkielmassa kéytettya generoivan funktion muotoa kutsutaan muo-
dolliseksi potenssisarjaksi. Muodollinen potenssisarja on tapa esittad jono
(a,)32, toisella tavalla, ja muodollisessa potenssisarjassa A(z) = >0, a,z"
termi ™ on vain "paikanméérittdja” jonon (n + 1). jasenelle a,. Muodolli-
sia potenssisarjoja kasitelldan puhtaasti algebrallisina objekteina, eika télloin
tarvitse olla kiinnostunut siitd, milla muuttujan x arvoilla kyseinen sarja sup-
penee. Yleisesti riittaakin, etté tiedetdan sarjan suppenevan jollain muuttu-
jan z arvolla, ja operaatiot tai laskutoimitukset voidaan suorittaa silté poh-
jalta. Generoivia funktioita voidaan siis kéasitella muodollisten potenssisar-
jojen renkaassa, ja tdtd ominaisuutta kiytetadnkin usein téssa tutkielmassa
generoivia funktioita kasiteltdessa. Tamén vuoksi téssd alaluvussa kaydadn
lapi joitain muodollisten sarjojen ominaisuuksia ja laskutoimituksia.

Maaritelma 2.1. Lukujonon (a,)2, muodollinen potenssisarja A(x) on
lauseke

(2.1) > apa”.
n=0

Kyseessd on toinen tapa esittaa jono (a,)2 . Siind termi 2™ ilmaisee lukujo-
non (n + 1). jasenen a, paikan jonossa. Lisdksi lukujonoa (a,,)>, kutsutaan
potenssisarjan A(x) kerroinjonoksi ja termié ag vakiotermiksi.

Kaytannollisyyden vuoksi voidaan kerroinjono maaritelld myos negatiivi-
sille indekseille, ja téalloin tietenkin ay = 0 aina, kun £ < 0. Liséksi merkitadn
ap = A(0). [2, s. 53]

Muodollisille potenssisarjoille A(x) ja B(x) ja niiden kerroinjonoille
(an)2 ja (b,)32, pitee seuraava lause, joka on suora seuraus edellisesté
madaritelméasta:

Lause 2.1. A(z) = B(z), jos ja vain jos (a,)5q = (by)3 -

Muodollisten potenssisarjojen yhteen- ja vahennyslaskut sekd tulo méaa-
ritelladn seuraavasti:

(2.2) Y " £ by = (an £b,)2",
n=0 n=0 n=0
(2.3) Z an " Z by = Z cpx™, missi ¢, = Z Qb
n=0 n=0 n=0 k=0

Viimeisinta kutsutaan myos Cauchyn tuloksi. [6, s. 27-28]
Muodollisella potenssisarjalla A(z) sanotaan olevan kadnteissarja Cauc-
hyn tulon suhteen, jos on olemassa muodollinen potenssisarja B(z) siten, etta

A(z)B(z) = B(z)A(z) = 1.



Lause 2.2. Muodollisella potenssisarjalla A(x) = 302 a,a™ on kddnteissar-
ja Cauchyn tulon suhteen, jos ja vain jos ag # 0. Talloin tamd kddnteissarja
on yksikasitteinen.

Todistus. Olkoon muodollisella potenssisarjalla A(z) kéénteissarja 1/A(x) =
>0 o bpa™. Télloin A(z) - (1/A(z)) = 1, ja siis kaavan (2.3) mukaan on ol-
tava A(z) - (1/A(x)) = co = 1 = aghy eli ag # 0, silld tuloksena saadun
sarjan muissa termeissé on tulokaavan perusteella tekijand myos termi x tai
sen jokin potenssi. Lisdksi siis kaavan (2.3) perusteella kaikille n > 1 pé-
tee ¢, = 0 = X2 axb,—k. Irrottamalla edellisestd summasta ensimméinen
termi, vihentdmallad puolittain loput summasta, ja viela jakamalla yhtéalo
puolittain termilla ag, saadaan

(2.4) b, = (—1/a0) > arbp_k, kun n > 1.
k=1

Tama maarittad kadnteissarjan 1/A(z) loput termit by, by, ... yksikésit-
teisesti. Olkoon sitten ag # 0. Télloin voidaan maéritelld termi by yhtéalosta
co = 1 = apbp ja termit by, by, ... yhtélosté (2.4). Niin saatu sarja >.0°  b,a™
on muodollisen potenssisarjan A(z) kdanteissarja Cauchyn tulon suhteen.
6, s. 28] m

Muodollisten potenssisarjojen A(z) = >0 a,2™ ja B(z) = Y00 ba™
kompositio A(B(x)) mééritelladn seuraavasti:

(2.5) A(B()) = i an(B(z))".

Selvésti kompositio on hyvin mééritelty, jos A(x) on polynomi, mutta jos
A(x) on ddreton potenssisarja ja by # 0, on komposition vakiokerroin déreton
summa ag + a1bg + asby® + - - - . Toisaalta, jos on by = 0, saadaan termin x"
kerroin, missad n > 0, kompositiossa lausekkeesta

Z ak(b1$ + b2$2 tet )k,

k=0

silla kun k& > n, lausekkeessa termin x potenssit ovat aina suurempia kuin n.
(2, s. 55
Edellisestd saadaan suorana seurauksena seuraava lause:

Lause 2.3. Muodollisten potenssisarjojen A(x) ja B(x) kompositio A(B(x))
on hyvin mddritelty, jos A(x) on polynomi tai B(0) = 0. [2, s. 55]

Muodollisella potenssisarjalla A(z) = Y00, a,x™ sanotaan olevan kddn-
teissarja komposition suhteen, jos on olemassa muodollinen potenssisarja

B(z) = >0, bya™ siten, ettd A(B(z)) = B(A(z)) = z. [6, s. 28]



Lause 2.4. Olkoot A(x) ja B(x) muodollisia potenssisarjoja siten, ettd
A(B(z)) = B(A(z)) = x. Tdlloin A(z) = ayx + asa® + -+ ja B(z) =
bix + box® + -+, missi ar, by # 0.

Todistus. (Vrt. [6, s. 29]) Olkoot A(z) ja B(x) muodollisia potenssisarjoja
siten, ettd A(B(x)) = B(A(z)) = x. Nyt siis A(z) ja B(x) ovat muodollisina

potenssisarjoina muotoa a,z” + --- ja bgx® 4+ ---, missa r,s > 0. Talloin on
voimassa A(B(z)) = x = a,bla" + a,b7, 2"t + ... Jos nyt olisi r = 0
tai s = 0, niin saataisiin A(B(z)) = a,b, + ---, ja siis tuloksena saadun

sarjan ensimmainen termi olisi vakiotermi ja loput termit sisaltaisivat aina
x:n jonkin potenssin, eli talloin olisi A(B(x)) # . Siis on oltava r, s # 0. Jos
taas olisi r > 2 tai s > 2, niin saataisiin A(B(z)) = a,b'2"™ + a,b’_ 2" +

-+, missa ensimmaisessa termissd muuttujan x potenssi on vahintdan 2, ja
siis jalleen olisi A(B(z)) # z. Siison oltavar, s = 1 eli A(x) = a1z +ax*+- -
ja B(x) = byx + byx® + - -+, missé ay, by # 0. O

Muodollisen potenssisarjan A(z) = >°0°  a,2™ derivaatta on sarja A'(z) =
5% na,z""!. Derivoinnissa pitevit yleiset laskukaavat, kuten yhteen- ja
vahennyslasku seké tulo ja osaméaara. [6, s. 29]

2.2 Tarvittavia kaavoja

Seuraavia tunnettuja laskukaavoja kaytetadn paljon tdméan tutkielman las-
kutoimituksissa, ja niihin viitataan usein tekstissid. Koska kyseessé olevat
kaavat ovat yleisesti tunnettuja, kaavojen todistuksia ei kdyda lapi tassé
tutkielmassa. Kaavat ovat

" n(n+1)
2.6 - 7
(26) >y
> a
(2.7) > aq" = 1_ o gl <1,
n=0 q
oo :L.n .
(28) = ﬁ =€,

(2.9) Zn: (Z) "y = (e )",

a o ala—1)-(a—k+1) .
(2.10) <k>:k!: Hh—1) 1 , missi « € Rjak €N,

(2.11) (i) - (?) 2251?217&11)



3 Tavallinen ja eksponentiaalinen generoiva
funktio

3.1 Generoivien funktioiden metodi ja tavallinen yh-
den muuttujan generoiva funktio

Tassa alaluvussa kdydéan lapi tavallinen generoivan funktion muoto lukujo-
nolle, jonka alkiot ovat yksimuuttujaisia. Lisdksi esitellaan generoivien funk-
tioiden metodin kdyton padperiaatteet ja joitain kdyttoesimerkkeja.

Maaritelma 3.1. Lukujonon (a,)2%, generoivaksi funktioksi A(z) kutsu-
taan muodollista potenssisarjaa

(3.1) > apa”.
n=0

Generoivan funktion A(z) termin z" kerroin a, on siis lukujonon (a,)S,
(n —1). alkio.

Usein kasittelyssé oleva lukujono on ilmoitettu rekursioyhtalona, ja tal-
16in generoivien funktioiden menetelméssa ensin muunnetaan rekursioyhté-
16 valitun generoivan funktion muotoon ja sen termein ilmaistuna, minké
jalkeen ratkaistaan yhtalo generoivalle funktiolle. Néin pyritadn loytamaan
kerroin generoivan funktion termille z", eli lukujonon alkio a,. Menetelmén
kaytto tapahtuu seuraavasti:

1. Varmistetaan, ettd vapaan muuttujan (tdssa n) arvot ovat tarkkaan
maéaaritellyt.

2. Nimetadn kédytetty generoiva funktio, ja esitetdan se annetun lukujonon
termein (esim. olkoon A(z) = >0°, a,z™).

3. Kerrotaan rekursioyhtédlo puolittain termilla z” ja summataan puolit-
tain yli indeksin n méarittelyalueen.

4. Esitetdan saadun yhtdlon molemmat puolet generoivan funktion (téssé
A(z)) muodossa.

5. Ratkaistaan yhtdlo tuntemattomalle generoivalle funktiolle (A(x)).

6. Kun halutaan rekursion méaaradmélle lukujonolle eksakti kaava, on té-
mé mahdollista saavuttaa laajentamalla generoiva funktio (A(x)) po-
tenssisarjaksi esim. kayttamaéalla osamurtokehitelméa ja kasittelemall&
sitten jokainen saatu termi erikseen. [6, s.8]



3.1.1 Helpottavia lauseita

Eksakti kaava haetun lukujonon alkiolle a,, generoivien funktioiden menetel-
méssd on termin z” kerroin generoivan funktion A(x) = >0°  a,2™ sarjaha-
jotelmassa. Téssé jakeessa esitellddn muutamia lauseita, jotka nopeuttavat
tyoskentelya generoivien funktioiden parissa. Wilf on kirjassaan esittanyt na-
maé laskusdannot toteamalla ne itsestadnselvyyksind, mutta selkeyden vuoksi
tassa tutkielmassa sdannot on esitetty lauseina, ja lauseet todistettu kirjoit-
tajan toimesta.

Lause 3.1. Olkoon F(x) potenssisarja. Tdlloin termin x™ kerroin lausek-
keessa x*F(x) on yhtd kuin termin x™~* kerroin lausekkeessa F(x).

[6, s. 8]

Todistus. Olkoon b, termin x" kerroin lausekkeessa x*F'(x), misséd F'(x) on
potenssisarja. Siis patee z%F(x) = Yo%, b,z™. Jaetaan edellinen yhtalé puo-
littain termilld 27, jolloin saadaan F(z) = -5 327 b,a™ ja siis F(z) =

>0 o bpx™ . Téaten b, on termin 2™~ * kerroin potenssisarjassa F'(z). O

Lause 3.2. Olkoon F(z) potenssisarja. Talloin termin Sx™ kerroin potens-
sisarjassa F(x) on yhtd kuin 1/8 kertaa termin x™ kerroin potenssisarjassa

F(x). [6, s. 8]

Todistus. Olkoon b, termin fz" kerroin potenssisarjassa F'(x). Siis pétee
F(z) = Y02 bpfa™ eli F(x) = Yo%, fbya™. Nyt siis termin 2" kerroin po-
tenssisarjassa F'(z) on (b, eli b, on 1/ kertaa termin z™ kerroin potenssi-
sarjassa F(x). O

3.1.2 Kahden termin rekursioyhtilo
Esimerkki 3.1. Olkoon (a,)>, lukujono, joka toteuttaa ehdon
(3.2) Upi1 = 2a, +mn, missd n >0 ja ag = 1.

Etsitdan eksakti kaava jonon alkioille a, kayttden generoivien funktioiden
menetelmad. Selvisti vapaan muuttujan n arvot ovat tarkkaan maééritellyt,
joten valitaan generoivaksi funktioksi

Alz) =D apz™.
n=0

Kerrotaan yhtélo (3.2) puolittain termilld ™, ja summataan puolittain yli
muuttujan n méarittelyalueen, eli n > 0. Saadaan

(3.3) Z p1x" = Z 2a, 1" + Z nz".
n=0 n=0 n=0



Koska tiedetddn, ettd ap = 1, ja selvésti on voimassa z° = 1, yhtilon (3.3)
vasenta puolta muokkaamalla saadaan

xn—i—l

(3.4) Z px" = Z Gnt1?
n=0

n=0 x

1>

_ n+1

- E Qp1T
n=0

:l(Zan:E”—l—l—l)
zn:l
1 & 0
=—(D_ apa™ + apz’ — 1)
wn:l
—l(ia " —1)
—xnzo "
1 Alz) —1
= (Alz)—-1) = ———.
L) -1 = A

Geometrisen sarjan summan (2.7) ja derivaatan mééritelmén perusteella saa-
daan yhtélon (3.3) oikea puoli muokattua muotoon

(3.5) > 2a,2" 4+ Y nx" =20 a,a™) +x ) na"!
n=0 n=0 n=0 n=0
- n d n
= 2(n2:0anx )tz o
=2(> a,a") + wdd > a”
n=0

=20> apa") +x—
n=0

= 2(230 anz™) + x(llm
T

Tasséd kohtaa on huomattavaa, ettd vaikka edellisen yhtédlon tuloksen osana
on geometrisen sarjan summan derivaatta, ei kyseisen sarjan suppenemista
muuttujan x eri arvoilla tarvitse huolehtia. Téma johtuu siita, etté generoi-
vat funktiot muodollisina potenssisarjoina voidaan késitella niiden renkaassa,
kuten on mainittu alaluvussa 2.1. Siis x voidaan "valita” sopimaan kyseiseen
yhtaloon, silla sen rooli on ainoastaan algebrallinen, eikd muuttujan z arvo
néin ollen vaikuta lopputuloksen validiuteen.
Nyt yhdistamélla tulokset (3.4) ja (3.5), saadaan
Alz) —1 x

= 2A(z) +

(3.6)
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Kertomalla yhtélo (3.6) puolittain termilld =, vihentdmalla puolittain termi
2A(x)x ja lisdaamalld puolittain luku 1, saadaan

(3.7) A(z) — 2A(x)x =

(1 —)?

Kun yhtélén (3.7) vasemmalta puolelta otetaan tekijéiksi A(x) ja jaetaan
yhtalo puolittain termilld 1 — 2x, saadaan ratkaistuksi generoiva funktio
x? 1
+ )
(1—-2))(1—-2z) 1-2z

Ax) =

ja siis etsitty generoiva funktio A(x) on siistimmaésséd muodossa

1 —2x — 222
(1= 2)°(1—22)

(3.8) Az) =

Nyt haettu jonon (a,)5%, alkio a; on termin z* kerroin yhtdlén (3.8) potens-
sisarjahajotelmassa. Ratkaistaan eksplisiittinen kaava osamurtokehitelmén

tavalla:

1-2z+222 = A B c
(39) (-—2P(1-22) (1-2¢ (-2 (1-22)

Yhtélostd (3.9) on nyt selvitettavd muuttujien A, B ja C' arvot. Ensin ker-
rotaan yhtélo (3.9) puolittain termilla (1 — z)?. Saadaan

(1—2z)?)(1—-2x+22*) (1—-2)?A (1-2)*B (1-2)*C

(1 —x)2(1 —2x) (1—x)? (1—2x) (1—2z)
. 1-2 222 (1 )2C
— 2z + 2% —x
——— =A+(1—-2)B+ ——F—.
(1—2z) FU-0B+ T,
Kun téasta ratkaistaan A, saadaan
1—-2 222 1—x)?
g lzr2n g UZC
(1—2x) (1 —2x)
Valitaan sitten x = 1. Saadaan
1—2+2 1—1)2
Azé_(l_l)B_ﬂ
1—-2 1-2

eli A = —1. Seuraavaksi kerrotaan yhtalé (3.9) puolittain termilla (1 — 2z).
Saadaan

(1—-2x)(1—2r+22%) (1-22)A (1-22)B (1-22)C

I—22(1—20)  (I-22 (=2 (-2

11



eli
1—2z+22> (1-22)A (1—22)B
C-of (-2 - ¢

Nyt kun valitaan x = 1/2, saadaan

1-1+1/2 (1—1)A+(1—1)B
(1/2)2 (1/2) 1/2
eli C' = 2. Nyt tarvitsee endé ratkaista B. Koska tiedetddn, ettd A = —1

ja C' = 2, voidaan arvot sijoittaa yhtdloon (3.9). Lisdksi koska yhtalo pétee
kaikilla muuttujan = arvoilla, voidaan valita x = 0. Saadaan

+C,

1-04+0 -1 B 2
(1—0)2(1—0)_(1—0)2+(1—0)+(1—0)’

elil=—1+ B+ 2, jasiis B = 0. Sijoittamalla ratkaistut A = —1, B =0 ja
C' = 2 yhtéloon (3.9), saadaan

1— 21+ 222 -1 2
(3.10) e s e Rl e Rl e
Nyt koska tuloksen (3.5) perusteella tiedetédén, ettd 3572 gna" = =5z, saa-

daan

—1 —1 x -1

— = — = — Z na”
(1 —x)? r (1—x)? r =
=(-1) Z nz" = —(n+1)z",
n=0 n=1

ja siis termin 2™ kerroin on —(n + 1), kun n > 1. Kaavan (2.7) perusteella
puolestaan saadaan

2 _OO n_oo n+1_.n
1_23:_?;]2(2:5) _7;)2 z",

eli termin 2™ kerroin on 2"*!, kun n > 0. Kun niamé kaksi tulosta yhdistetéén,
saadaan
an=2"""—n—1, kunn > 1.

Koska ehdon (3.2) perusteella tiedetddn, ettd ay = 1, niin edellinen pétee
my6s, kun n = 0, eli saadaan

(3.11) a, =2""" —n —1, kun n > 0.

[6, s. 5-7]
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3.1.3 Kolmen termin rekursioyhtalo

Esimerkki 3.2. Ratkaistaan Fibonaccin lukujono kayttaen generoivien
funktioiden menetelméaé. Olkoon siis

(3.12) Foi1=F,+F,_1, missan>1, ja Fy =0,F = 1.

Valitaan generoivaksi funktioksi
F(z) =Y Fua",
n=0

ja etsitddn lauseke funktiolle F'(x). Kerrotaan yhtélo (3.12) puolittain ter-
milld x™ ja summataan yli n > 1. Saadaan

(3.13) S Fppa" =) Fa"+ ) F,qa".
n=1 n=1 n=1
Muokkaamalla yhtalon (3.13) vasenta puolta, saadaan
o) [e'e) F% n+1 1 o)
(3.14) S Fgan =3 2SS g
n=1 n=1 z 17n:2
1 o
x n=2

_ i(imn ) = L (F(x) )

Yhtélon (3.13) oikeaa puolta muokkaamalla saadaan
(3.15) S B+ Y Fa" =Y Fa"+ Y aF, 2!
n=1 n=1 n=1 n=1

:Zan”—l—x- Zan”
n=0 n=0

=F(z) + 2F(x).

Yhdistdmalla tulokset (3.14) ja (3.15), saadaan
1

(3.16) ;(F(m) —z) = F(x) + aF(x).
Kun yhtalé (3.16) kerrotaan puolittain termilld z, vdhennetdén puolittain
termeilla 2 F(z) ja 2% F (), seké lisitadn yhtaloon puolittain termi x, saadaan

—2°F(x) — 2F(x) + F(z) = .

Kun edellisestd otetaan vasemmalta puolen tekijaksi F'(x), ja jaetaan yhtélo

puolittain termilld 1 — z — 22, saadaan
x

(3.17) F(z) =

1—ax—a2
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Jotta etsityille Fibonaccin luvuille saadaan eksplisiittinen kaava, hajotetaan
2/(1 — 2 — 2%) osamurtokehitelmén avulla. Ensin haetaan nimittdjin nolla-
kohdat toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla, eli saadaan

:c:li_i ”;+4:(1¢\/5)/—2.

Merkitadn r, = 1+—2‘/5 jar. = 1_2\/5, jossa siis —r_ ja —r, ovat lausekkeen
r/(1 — x — 2?) nimittdjin nollakohdat. Nyt huomataan, ettid v -r_ = —1.
Saadaan

1—2—1” = —(2—(=r1))(@—(—r_)) = —(ryta)(r_+2) = (—rs —2)(r_+2).

Otetaan néin saadun tuloksen ensimméisista sulkeista tekijaksi 1/r_ ja toi-
sista 1/r,. Saadaan

(cry = a)r+a) = (- () faer ) i(m rdzery)

1
= 1—ar_)(—1
- -r+( wr_)(—1+ary)

=—1(1—ar_)(—=1+ary)
=(1—ar_)(1 —ary).

Nyt siis
x x

(3.18) 1 —r—22 (1—ar )1 —ary)

Koska ry —r_ = %2“”/5 = /5, saadaan yhtlo (3.18) muotoon

l—z—22 (1 —axr )(1—ar.)

1 x(ry —r_)
Cory -7l ((1—xr+)(1—m’_)>
B 1 (xr+—x7‘_—1—|—1>
Sy —ro \(1—ary ) (1 —ar_)
_ 1 ((1—.7:7“_)— (1—:1:7’+)>

ry—r- \ (1—ary)(l—ar-)
B 1 1—ar_ _ 1—ary
R ((1—azr+)(1—xr_) (1—:1:7"+)(1—3:r_)>
o 1 1
Cory—7_ (1—xr+ a 1—:cr>

1

1 1
VB \l—ary 1—ar_ )’
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Geometrisen summan kaavan (2.7) perusteella saadaan

1 1 1 1 [, . & .
— — = E - g r! ad
V5 (1 —ary  1-— mr_) NG (jo + = )

© 1 o
j=0

Téasta nahdaédn helposti, etta haettu eksakti kaava Fibonaccin luvuille F,,, eli
termin x" kerroin generoivassa funktiossa F'(x), on

1 n
— (" =7
\/5( +
Lisdaksi nahdédén, ettd koska ry ~ 1,618 ja r_ ~ —0,618, eli |ry| > 1 ja
|r_| < 1, saadaan ettd kun n — oo, niin |r_|* — 0. Suurella indeksin n
arvolla hyva likiarvo luvulle F), on siis

1 (1++/5)"
V5 2 '
Itse asiassa, kun n > 2, niin |r_|" < 0,5, joten kun vastaus pyoristetaan
lahimpéén kokonaislukuun, antaa (3.20) tdsmaélleen oikean ratkaisun Fibo-
naccin luvuille F,,. [7, s. 8-10]

On myo6s hyvd huomata, etta edella kiaytetty geometrisen sarjan summan
kaava (2.7) pétee vain, kun |q| < 1, eli tdssd tapauksessa, kun |r x| < 1
ja [r_z| < 1. Koska muuttujan = rooli on muodollinen ja operaatiot teh-
déan muodollisten potenssisarjojen renkaassa, niin aivan kuten edellisesséa

esimerkissé, riittda tieto, ettd on olemassa ”sopiva” muuttujan z arvo, ja
laskutoimitukset voidaan suorittaa loppuun tdmén tiedon pohjalta.

(3.19) F, = "), missd n > 0.

(3.20) Fy ~

3.1.4 Kolmen termin rekursio reuna-arvoilla

Kolmen termin rekursio, jossa alkuarvoina on annettu rekursion reuna-arvot,
eroaa edellisesta esimerkista siina, etta rekursion avulla ei voida suoraan las-
kea haetun lukujonon jésenien arvoja. Reuna-arvot silti maérittelevit jonon
yksiselitteisesti. Generoivien funktioiden menetelma tarjoaa tahén ratkaisun.

Esimerkki 3.3. Olkoon
(3.21)  ayps1 +byn +cypn1 =dp, missi 1 <n < N —1jay,=yn =0.

Lisiksi kokonaisluku N, vakiot a, b ja ¢, sekd jono (d,)N=7', ovat ennalta
annettuja.

Maéritelldin generoiva funktio Y (z) = £ 9,2" ja ennalta tunnettu
D(z) = N d,z". Kerrotaan yhtilo (3.21) puolittain termilld 2™ ja sum-
mataan yli muuttujan n madrittelyalueen, eli 1 <n < N — 1. Saadaan

N-1 N-1 N-1 N-1
(3.22) a Z Yni1Z" +b Z Y + ¢ Z Yp_12L" = Z d,x".
n=1 n=1 n=1 n=1
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Yhtalon (3.22) oikea puoli voidaan suoraan esittédéd generoivan funktion D(z)
muodossa, joten muokataan yhtélon vasenta puolta. Koska péatee yo = yn =
0, saadaan

N-1 N-1 N-1
a Z Yn1x" + b Z Ypr" + C Z Yn_12"

n+1 N-1

1L
—azyH +b2ynas +e> x Yy
n=0 n=1
N-1
Z Y1 DY () + e Y yuaa™ !
n=1 n=1
a N N—2
Z Ynx" + bY (x —i—chynx"
n=2 n=0
a (N
= (Z YnZ" + 1T — y1x> + bY ()
o
cr Yo"+ yy_ga Tt — ?JN—1$N_1>
—0
a (N N
= < Ypx" — yﬂ:) +bY (z) + cx (Z Yt — lexN1>
n=0 n=0
a N-1
= (Y(z) —ypiz) + bY (z) + cx (Y(x) — YN_1T ) :
Nyt siis
a

(Y (2) = yux) + Y (1) + ez (Y () = gy ') = D(w),

eli saadaan
(3.23) %Y(x) —ay, +0Y (z) + cxY (x) — cyy_12~ = D(z).

Kun lisitdén yhtialoon (3.23) puolittain lauseke (ay; +cyn_127), ja kerrotaan
yhtalo puolittain termilla x, saadaan

(3.24) (a4 bz + cx®)Y (z) = 2(D(z) + ay; + cyy_12Y).

Nyt tuntemattoman generoivan funktion Y (x) ratkaisemiseksi on viela selvi-
tettava tuntemattomat vakiot y; ja yy—_1. Yhtdlon (3.24) vasemman puolen
polynomilla on toisen asteen polynomina kaksi nollakohtaa, olkoot ndama r,
ja r_. Jos ri # r_, voidaan kumpikin arvo sijoittaa vuorollaan yhtal6on
(3.24), jolloin yhtélén vasen puoli on yhta kuin 0, ja oikealle puolelle saa-
daan puolittain jakamisen jélkeen sulkeiden sisdpuolinen osa. Saadaan siis
yhtalopari

ayr + (er)yn—1 = =D(ry)
(3.25) {ay1 + (erMyn_1 = —=D(r_) .

16



Kun yhtéloistéa ratkastaan ensin —ay;, saadaan tulokset yhdistamalla

(erf)yn—1+D(ry) = (er)yx— + D(r-)

eli
(3 26) y _ D(T_) B D(T’+)
' Nt c(r¥ —rl)

Kun taas yhtaloparista ratkaistaan —cyy_1, saadaan

ays + D(ry) _ ays + D(r_)

ri¥ r
eli
D(r_)rY — D(ry)r?
3.27 = +
(3:27) h a(ry —ri)

Sijoittamalla tulokset (3.26) ja (3.27) yhtéloon (3.24), saadaan ratkaistua
generoiva funktio Y (z). [6, s.10-12]

Erityistapauksessa, missa yhtalon (3.24) polynomin a+ bz + cz? nollakoh-
daksi saadaan kaksoisjuuri r = r, = r_, ei lukujonon (y,)5, jasenille l6ydy
yksikésitteistd kaavaa, silla talloin generoivan funktion Y (z) yhtdlon toteut-
tavat kaikki suoralla ay; + (cr™)yn_1 = —D(r) sijaitsevat pisteet (y1, yn—1).
Siis ei 10ydy yksikésitteistd generoivaa funktiota Y (x), eikd néin ollen saada
ratkaistua yksikasitteista eksplisiittista kaavaa lukujonon alkioille.

3.2 Tavallinen kahden muuttujan generoiva funktio

Tavallista kahden muuttujan generoivaa funktiota kéiytetdan silloin, kun ka-
sitellaédn lukujonoa, jonka alkiot ovat kaksimuuttujaisia. Télloin lukujono on
Muotoa (@mn)om o ja funktiomuodossa ilmaistuna f(m,n), missd m,n > 0,
ja m jan kuuluvat tietenkin kokonaislukuihin. Téssa alaluvussa kdydaan lapi
tavallisen kahden muuttujan generoivan funktion muoto, kéytto ja esimerk-
keja. Lisaksi tassd tutkielmassa kéytetadn kaksimuuttujaisten lukujonojen
funktiomuotoista esitysmallia.

Maéritelma 3.2. Lukujonon (2,,,)5 ,—o generoiviksi funktioiksi F(x,y),
G.(y) ja H,,(r) kutsutaan muodollisia potenssisarjoja

(3.28) Z f(m,n)x"y™,
(3.29) > f(m,n)y™, missi n € Z ja
(3.30) > f(m,n)z", missi m € Z.

n
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Huomattavaa on, ettd maaritelméssé (3.2) G, (y) ja Hy,(x) ovat generoi-
vien funktioiden perheita. Lisdksi, jos summattavan muuttujan summaus-
aluetta ei ole erikseen madéritelty, oletetaan ettd summaus tapahtuu yli ko-
konaislukujen. [6, s.13-14]

3.2.1 Binomikerroin

Binomikerroin (:1) on n-alkioisen joukon m-alkioisten osajoukkojen luku-
maara. Merkitddn tassa yhteydessd joukkoa {1,2,...,n} symbolilla [n]. Nyt
siis (TZ) on joukon [n] m-kombinaatioiden lukumééra. Binomikertoimelle on
olemassa kaava, joka nyt esimerkin vuoksi johdetaan generoivien funktioiden
menetelman avulla.

Esimerkki 3.4. Olkoon f(n,m) binomikertoimen (Z) funktio. Funktio
f(n,m) on jarkevéd ainoastaan silloin, kun n,m > 0. Selvasti f(0,0) = 1
on voimassa, silld tyhjalla joukolla on vain yksi 0 alkiota sisaltava osajouk-
ko, eli itsensd. Lisdksi jos m > n, niin f(n,m) = 0, silld joukosta ei voi
ottaa itseddn suurempaa osajoukkoa. Jotta funktio olisi maéaritelty kaikille
kokonaisluvuille, maaritellaén f(n,m) =0, kun n < 0 tai m < 0.

Seuraavaksi etsitdén rekursio, joka on voimassa funktiolle f(n,m). Vali-
taan mielivaltaiset positiiviset kokonaisluvut n ja m siten, etta n > m. Muo-
dostetaan kaikki joukon [n| m-kombinaatiot. N&itd on f(n,m) kappaletta.
Jaetaan muodostetut m-kombinaatiot kahteen ryhmaén. Toiseen ryhmaén
laitetaan ne m-kombinaatiot, jotka sisaltavét joukon [n] suurimman luvun n,
ja toiseen ne n-kombinaatiot, jotka eivat sisélla lukua n.

Ensimmaisessa ryhmaéssa ovat nyt kaikki ne m-kombinaatiot, jotka sisal-
tavat luvun n. Nyt jos ryhmén joukoista poistetaan alkio n, tulee ryhmén
alkioista joukon [n — 1] (m — 1)-kombinaatioita. Lisaksi tassa ovat kaikki jou-
kon [n — 1] (m — 1)-kombinaatiot, silld jos olisi olemassa vield jokin tdhén
ryhmédn kuulumaton joukon [n — 1] (m — 1)-kombinaatio, niin lisidmalld
kombinaatioon luku n, saadaan joukon [n] m-kombinaatio, miké on ristiriita
sen kanssa, ettd alunperin ryhméssé olivat kaikki joukon [n] m-kombinaatiot.
Siis ensimmaéisen ryhmén m-kombinaatioiden lukumééra on f(n—1,m —1).

Toisessa ryhmaéssé puolestaan ovat kaikki ne joukon [n] m-kombinaatiot,
jotka eivit sisélla lukua n. Namé ovat siis joukon [n — 1] m-kombinaatioita.
Jalleen téssd ryhméssa on oltava kaikki joukon [n — 1] m-kombinaatiot, silla
jos olisi olemassa tdhén ryhmééan kuulumaton joukon [n — 1] m-kombinaatio,
olisi se selvasti myos yksi joukon [n] m-kombinaatioista, joka ei sisilla lukua
n, mikd on ristiriita sen kanssa, ettd ryhméan kuuluvat kaikki téllaiset m-
kombinaatiot. Toisen ryhman m-kombinaatioiden lukumaéré on siis
f(n—1,m).

Nyt koska kaikki joukon [n] m-kombinaatiot ovat jommassakummassa
ryhmassa, saadaan

(3.31) fnom)=f(n—1,m)+ f(n—1,m—1), missd 1 < m < n.
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Katsotaan, pateeko rekursio myos muille n:n ja m:n arvoille. Jos m = n, niin
yhtalon (3.31) vasen puoli on yhté kuin 1 ja oikea puoli on yhtéd kuin 0+1 = 1.
Eli yhtalo patee, kun m = n. Kun taas m > n, yhtalon molemmat puolet ovat
yhta kuin 0, joten yhtélo pétee, kun m,n > 1. Jos m < 0 tai n < 0, yhtalon
molemmat puolet ovat yhtéa kuin 0, eli yhtélo (3.31) péatee myos negatiivisille
kokonaisluvuille. Tapauksessa, jossa m = 0 ja n > 0, yhtdlon molemmat
puolet ovat yhtd kuin 1. Jos taas m = 0 ja n < 0, molemmat puolet ovat
yhta kuin 0. Péinvastaisessa tilanteessa, eli kun n = 0 ja m # 0, yhtalon
molemmat puolet ovat yhta kuin 0. Ainoastaan, kun n = 0 ja m = 0, yhtalo
ei pade, silla talloin vasen puoli on yhté kuin 1 ja oikea puoli yhta kuin 0.
Yhteenvetona yhtélo (3.31) saadaan néin ollen muotoon

(3.32) fn,m)=f(n—1,m)+ f(n—1,m—1),
missa (n,m) # (0,0) ja f(0,0) = 1.

Nyt on endé 16ydettiavé yhtélon ratkaisu generoivien funktioiden avulla. Tés-
sé tapauksessa voidaan kéayttaa mitd tahansa madritelmén (3.2) generoivis-
ta funktioista, joten esimerkin vuoksi ratkaistaan yhtalo kdyttamalld néita
kaikkia vuorotellen.

Ratkaistaan rekursioyhtdlo (3.32) kayttden generoivaa funktiota (3.28)
eli F(z,y) = X, f(n,m)z"y™. Kerrotaan ensin yhtdlé (3.32) puolittain
termilla 2"y™ ja summataan yli lukuparin (n,m) # (0,0). Saadaan

Z f(n> m)xnym -
S fn—=1,m)z"y™ + > f(n—1,m—1)z"y™, (n,m)# (0,0)

eli

(3.33) > flnm)zy"+1-1=
Y fn—=1m)z"y™ +0+> f(n—1,m—1)2"y™ +0, (n,m) # (0,0).

Koska f(0,0) - 2% =1, f(=1,0) - 2%° = 0 ja f(—1,—1) - 2%° =0,
yhtélé (3.33) saadaan muotoon

(3.34)  F(z,y)—1=)Y_f(n—1,m)z"y" +> fln—1,m—1)z"y™

n,m n,m
Otetaan yhtélon (3.34) oikean puolen ensimmaisestd summasta z summan
ulkopuolelle ja nimetddin n uudelleen n = r + 1. Samoin otetaan toisesta
summasta ry summan ulkopuolelle ja nimetdan n = r+1 jam = s+ 1. Koska

summat ovat yli kokonaislukujen, ei tarvitse huolehtia yla- tai alarajojen
muutoksista uudelleennimeamisissia. Saadaan

Fz,y)—1==x Z flrym)x"y™ + zy Z f(r,s)x"y?

r+1,m r+1,5+1
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eli

Fla,y) =1=a)_ from)a"y™ +axy Y f(r,s)z"y’
ja siis

Yhtalosta (3.35) on helppoa ratkaista F(z,y), ja saadaan siis

1

(3.36) F(z,y) = [p—

Nyt f(x,y) on termin z"y™ kerroin generoivan funktion F'(x,y) sarjahajo-
telmassa.

Ratkaistaan seuraavaksi rekursio (3.32) kayttden generoivien funktioiden
muotoa (3.29), eli funktioperhettd G,(y) = >, f(n,m)y™, missd n € Z.
Valitaan siis kokonaisluku n # 0, lisitaan yhtaloon (3.32) puolittain termi
y™, ja summataan yhtalo puolittain yli muuttujan m maérittelyalueen, eli
kokonaislukujen. Saadaan

Y flnym)y™ =Y fn—1,m)y"+> f(n—1,m—1)y™, missi n # 0.

Kun edellisessé otetaan oikean puolen jalkimmaisesta summasta y summan
ulkopuolelle, saadaan

(3.37) Gn(y) = Gno1(y) + yGr_1(y), missé n # 0.

Yhtalosta (3.37) nahdédén, ettd jokainen G, (y) on (1 + y) kertaa edeltéva
Gr-1(y). Nyt Go(y) = 1, silld f(0,0)y° = 1, ja f(0,m) = 0 on voimassa aina,
kun m # 0. Lisdksi selvasti G,(y) = 0, kun n < 0. Saadaan néin ollen

(3.38) Gnly) = (1+y)", kunn > 0.

Nyt siis f(n,m) on termin y™ kerroin lausekkeen (1+ y)™ sarjahajotelmassa.

Viimeisend ratkaistaan vield rekursioyhtélo (3.32) kayttden generoivien
funktioiden muotoa (3.30), eli funktioperhetta H,,(z) = >, f(n, m)z™, mis-
sa m € Z. Jalleen valitaan kokonaisluku m # 0, lisédtédén yhtaloon (3.32) puo-
littain termi z”, ja summataan puolittain yli muuttujan n maarittelyalueen,
eli kokonaislukujen. Saadaan

Y flnym)a” => fln—1,m)z" + > f(n—1,m—1)z", missd m # 0.

Kun edellisessa otetaan molemmista oikean puolen summista x summan ul-
kopuolelle ja huomataan, etté koska n summataan yli kokonaislukujen, sum-
man indeksointia voidaan muuttaa vapaasti, saadaan

H,(x) =xHp,(x) + Hp—1(x), misséd m # 0.
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Kun tésta vahennetdén puolittain termi xH,,(z) ja jaetaan sitten puolittain
termilla (1 — x), saadaan
(3.39) H,(z) = %Hm_l(x), missd m > 1.

—x
Edellisessé ehto m > 1 saadaan ehdosta m # 0 ja siita, ettd H,,(z) = 0, kun
m < 0, silld f(n,m) = 0 aina, kun m < 0. Ratkaistaan vield Hy(x). Kaavan
(2.7) perusteella, ja koska f(n,0) =1, kun n > 0, ja koska f(n,0) = 0, kun
n < 0, saadaan

(3.40) Hy=Yf(n,0)a" =Y a" =

S0 l—2z

Nyt yhdistdmélla tulokset (3.39) ja (3.40), saadaan

xm
(341) Hm(ﬂf) = m s kun m Z O,

m

ja siis f(n,m) on termin z" kerroin lausekkeen syt sarjahajotelmassa,
+1

eli lauseen 3.1 perusteella termin 2"~ kerroin lausekkeessa (ﬁ)m

6, s. 15]

Edellisen esimerkin 3.4 tapauksessa saatiin kolme erilaista generoivaa
funktiota vastaukseksi. Tasmaéllinen ratkaisu kerroinjonon alkioille saadaan
kayttaméalla Taylorin sarjaa

(3.42) ay, = 71' (c;i:) f(0), misséd n > 0,

mitd kutsutaan myos Maclaurinin sarjoksi. Kaava (3.42) antaa ratkaisun jo-

nolle (a,)>2,, kun halutaan esittdd tunnettu funktio f(z) muodossa f(z) =

>ood oy anx™. Kaavan kéytto vaatii tietysti sen, ettd f(x) on jatkuvasti derivoi-

tuva, ja sen, ettei toistuva derivointi kéy lilan hankalaksi suorittaa.
Esimerkin 3.4 kohdalla Taylorin sarja toimii taydellisesti, silla tapauksessa

(3.41) saadaan

(d)”@ 1 )Z(m+1mn+m~(m+n)

% 1-— :L‘)m""l (1 — x)m-i-n-i-l

(m+n)! .
= (1 — x)ernH, missa n > 0,

ja siis saadaan

I (m+n)!  (m+n)!
Un = o] = gy Tissd m,n > 0.
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Tama tarkoittaa, ettd a, on termin z" kerroin lausekkeen W sarjaha-

jotelmassa, eli

1 2 (m+n)!

T

n

(3.43) x", missd m > 0.

m!n!
Siis haettu termin "~ kerroin, eli f(n,m), on

B 1 (m+n—m) n! o -
B (n—m)! S plimAn—mtl ml(n —m)!’ missa 1, m = U.

an—m
Saadaan siis

!
(3.44) "= " missin,m>0.
m ml(n —m)!
Vastaavasti 10ydetaan kaava tapauksessa (3.38), missé generoivasta funktios-
ta Gp(y) = (1 4+ y)" saadaan

1(d>’"(1+y)n nn=1):onmm o+ (L)

dx

m!
nn—1)--(n—m+1)(n—m!(1+y" ™
m!(n —m)!

! 1 n—m
= M, missa n, m > 0.
m!(n —m)!

Talloin siis termin y™ kerroin generoivan funktion G, (y) sarjahajotelmassa

on PR |
Qpy = n!(1 +0) = i , missd n,m > 0.
ml(n—m)!  ml(n—m)!

Tapauksessa (3.36) generoiva funktio F(z,y) saadaan ensin geometrisen sar-
jan summan kaavan (2.7) perusteella muokattua muotoon

L S @ay) = ioxm +y)

Pl =132y
r=0

Etsitty vastaus f(n,m) on siis termin z"y™ kerroin lausekkeessa
202 (1 +y)" eli termin y™ kerroin lausekkeen (1 4 y)™ sarjakehitelméss,
mista palataan suoraan edellisen tapauksen ratkaisuun. [6, s. 16-17]

3.2.2 Stirlingin toiset luvut

Joukon S ositus tai ekvivalenssirelaatio on kokoelma joukon S epatyhjia, pa-
reittain erillisid osajoukkoja, joiden yhdiste on joukko S. Osituksen sisélté-
mié joukkoja kutsutaan osituksen luokiksi. Esimerkiksi yksi joukon [5] ositus
on {123}{4}{5}. Téssa osituksessa on kolme luokkaa, joista yhdessé ovat lu-
vut 1, 2 ja 3, toisessa vain luku 4 ja viimeisessé luku 5. Luokkien tai niiden
sisaltamien alkioiden jérjestyksella ei ole vélia, vain se, mitké alkiot kuuluvat
mihinkin luokkaan, merkitsee. [6, s. 17]
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Esimerkki 3.5. Joukon [5] kaikki ositukset kahteen luokkaan ovat:

[12}{345}; {13}{245}; [14}{235}; {123} {45}; {124}{35}; {134} {25}:
[1}{2345}; {125} {34}; {135}{24}; {145} {23}; {1234}{5}; {1235} {4}:
{1245}{3}; {1345}{2}; {15} {234}.

Joukon [5] osituksia kahteen luokkaan on siis tasmélleen 15 kappaletta.

Joukon [n] ositusten lukumaaraa k:hon luokkaan kutsutaan Stirlingin toi-
siksi luvuiksi ja merkitdan {7}, Edellisessd esimerkissa {3} = 15.

Esimerkki 3.6. Etsitaan eksplisiittinen kaava Stirlingin toisille luvuille {Z}
kayttden generoivien funktioiden metodia. Muodostetaan ensin rekursiokaa-
va luvuille {Z}

Valitaan mielivaltaiset positiiviset kokonaisluvut n ja k. Kaikkia joukon
[n] osituksia k:hon luokkaan on {Z} kappaletta. Jaetaan namaé ositukset kah-
teen osaan; ensimmaéiseen ryhmaan laitetaan kaikki ne ositukset, misséa luku
n on yksinddn omassa luokassaan, ja toiseen ryhmaéaén kaikki loput ositukset,
eli ositukset, missé luokassa on vahintaén yksi luku luvun n lisdksi.

Nyt ensimmaéisessé ryhmassa luku n on aina luokassa yksindan jokaisessa
ryhmaén osituksessa. Jos ryhméan kaikista osituksista poistetaan tama luokka,
selvasti ryhméaan jaavat kaikki joukon [n — 1] ositukset (k — 1):een luokkaan,
o
ovat kaikki joukon [n — 1] ositukset (k — 1):een luokkaan, silla jos olisi viela
tallainen joukon [n—1] ositus, joka ei kuulu kyseiseen ryhméén, niin jos tdhan
ositukseen lisattéisiin luokka, jossa luku n on yksindén, tulisi siitd joukon [n]
ositus k:hon luokkaan, missa n on omana luokkanaan. Téma on ristiriita
sen kanssa, ettd alunperin téssid ryhmaéssa olivat kaikki téllaiset joukon [n]
ositukset.

Toisessa ryhmaéssa puolestaan luku n on luokassaan aina vahintaén yhden
muun luvun kanssa. Néain ollen, jos luku n poistetaan osituksissa omasta luo-
kastaan, ei osituksissa luokkien maédra muutu, vaan kéasitellaan yha osituksia
k:hon luokkaan, mutta ositettava joukko on nyt [n — 1]. Télla kertaa kui-
tenkin luku n on voinut olla missa tahansa kunkin osituksen k:sta luokasta,
joten kun luku n poistetaan osituksista, jaa ryhmaén identtisia osituksia aina
k kappaletta kutakin. Tassd ryhmaéssa on siis osituksia k‘{";l} kappaletta.

eli tassa ryhméssa osituksia on { } kappaletta. Lisdksi tédssa todellakin

Nyt alkuperainen ryhma {Z} kappaletta osituksia on jaettu kahteen ryh-

maéaén, joissa osituksia on {Zj} ja k{";l} kappaletta. Saadaan siis rekursio-

il (=foi )

Jotta yhtalo olisi hyvin maéaritelty, méaaritelladn {Z} kaikille kokonaisluvuille.

Maaéritellaén siis {Z} =0, kun £ > n tai, kun n < 0 tai k& < 0. Lisaksi
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maaritelldan {g} =0, kun n # 0, ja {8} = 1. Néin edellinen rekursioyhtalo
pétee aina, kun (n, k) # (0,0). Saadaan

(3.45) {Z} _ {Z:i} + k{” . 1}, kun (n, k) # (0,0): {8} _1

Seuraavaksi on 1oydettévi generoivat funktiot. Mahdolliset kandidaatit
ovat

Au(y) =) {Z}y’“

k

(3.46) Bi(z) =" {Z}x" ja

n

C(z,y) = Z {n}x"yk
n,k k

Jos nyt valittaisiin generoivaksi funktioksi A, (y), olisi yhtélon (3.45) puo-
littain kertomisen ja summaamisen jalkeen kasittelyssa yksi lausekkeen osa
muotoa > k‘{Z}yk rekursioyhtalon oikean puolen kertoimen k& vuoksi. Gene-
roiva funktio A, (y) voisi kuitenkin olla mahdollinen, sillé lauseke muistuttaa
tamén derivaattaa. Toisaalta, jos valittaisiin generoivaksi funktioksi By(z),
kerroin k ei olisi mukana summassa muuttujana ja olisi nain ollen otettavissa
summan ulkopuolelle.

Valitaan siis generoivaksi funktioksi By(z). Selvésti nyt By(z) = 1, silla
{g} # (0 ainoastaan, kun n = 0. Valitaan siis mielivaltainen k& > 0, kerrotaan

rekursioyhtélo (3.45) puolittain termilld z™ ja summataan yli muuttujan n
maéarittelyalueen, eli kokonaislukujen. Saadaan

-1 —1
Z{Z}x":Z{Z_l}x"+Zk{nk }:c”, missi k > 1, By(x) =1,
eli

n\ ., n—1 n_1 n—1 n—1 .
> i (" =z) E_ 1 (" k) Eo (" , missd k > 1, By(x) = 1.

Koska summaus tapahtuu yli kokonaislukujen, ei tarvitse huolehtia yla- ja
alarajoista ja saadaan siis

Bi(z) = xBy_1(x) + kxBg(z), missa k > 1, By(z) =1,

eli

Bi(z) = By_1(x), missd k > 1, Bo(x) = 1.

1—kx
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T

T kertaa edellinen
—RX

Nyt koska By(z) = 1, on jokainen By(z) yhta suuri kuin
By._1(z). Saadaan

I‘k

(3.47) By(z) = (1—z)(1—2x)--- (1 — kz)’

missa k > 0.

Ehto k > 0 on voimassa, silla selvasti yhtalo péatee, kun & = 0.

Nyt on vield 16ydettava yhtélolle (3.47) ratkaisu potenssisarjan muodossa,
ja tama 16oytyy osamurtokehitelméad kayttden. Kyseessa oleva osamurtokehi-
telmé on muotoa

1 Oéj

(1—2)(1—2z)---(1— ka) :Z(l—jx)'

Jj=1

(3.48)

Jotta osoittajat a; saadaan ratkaistua, valitaan mielivaltainen r siten, etta
1 <r < k. Kerrotaan yhtélo6 (3.48) ensin puolittain lausekkeella 1 —rz ja va-
litaan sitten x = 1/r. Koska yhtélon oikelta puolelta summattavat supistuvat
pois lukuunottamatta tapausta, missa j = r, saadaan

(3.49)

T Ay =2/ (1 - (r— 1)k_701(1— (r+1)/r)--(1—&/r)
TR (I—1/r)(1—2/r) - (1— (:];1)/@(1 —(r+1)/r) (1= k/r)
T (r—r/r)r—2r/r)-(r k—_?;('r’ —Tl)/'r’)(r —r(r+1)/r) - (r —kr/r)
- <r—1><r—]€_21>'--<r—<r7;1>><r—<r+1>>-~<r—k>
T (- 1>!<—Tl>~k~ k)
T (- 1r>]i<jl>~--<k—r>
L missi 1 < 7 < k.

(r— DIk —r)

Haettu {Z} on siis yhtaloiden (3.47) ja (3.48) perusteella termin ™ kerroin

lausekkeen

SCk

(1 —z)(1 —2x)---(1 - kx)

, missd k > 1,

sarjahajotelmassa. Nyt siis {Z} on kaavan (3.1) perusteella sarjahajotelman
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termin 2" * kerroin lausekkeessa

1
(1—2)(1 —2x)--- (1 —kx)

ﬂ
Il
—

I
Mw
—
L2

|
=<
— =

I
™=
g

<
Il
—
—_
|
<
8

I
Mz&
L
NE
-~
IS
=

i
Il
—
3
Il
=)

I
Mz&
L
NE
-
3
K
3

i
Il
—
3
Il
o

oo k
= Z Z o, r"x", missd k > 1.

n=0r=1

Téstd ndhdddn helposti termin "% kerroin eli

(3.50) {Z} - z::larr”_k
=2 (VT 12!@ o
=LV 1)!(_k TR

miké on tasmaélleen haettu lauseke Stirlingin toisille luvuille. [6, s. 17-20]

Jos edellisessa esimerkissa olisi valittu generoivaksi funktioksi funktio-
perhe A, (y), olisi laskutoimitusten loppuunvienti ollut huomattavasti han-
kalampaa. Kuitenkin tdma ldhestymistapa tuottaa tietoa ratkaisufunktiosta
eri tavalla. Valitaan siis mielivaltainen n > 0, kerrotaan rekursioyhtalo (3.45)
puolittain termilld y* ja summataan puolittain yli luvun k méérittelyalueen.
Saadaan

=gl )

(3.51) —yzk:{z_i}ykl_'_yzk:k{n;l}ykl

d
=yA,_ —)A,_
yAn—1(y) + (ydy) 1(y)
= (y(1+ D,))An—1(y), missa n > 0 ja Ay(y) = 1.
Koska selvasti Ag(y) = 1, saadaan jokainen A, (y) kertomalla edellinen
A, _1(y) operaattorilla y(1 — D,). Néin saadaan ratkaisuksi jonon alkioita
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v,y +vy3y+3y>+ 93, ..., miki ei auta eksplisiittisen kaavan loytdmisessi.
Talla ldhestymistavalla saadaan siis selville vain, etta

(3.52) A,(y) = (y +yD,)"1, missa n > 0.

Vaikka téll& generoivan funktioperheen valinnalla ei edellisessé esimerkis-

sé siis olisi paasty haettuun eksplisiittiseen kaavaan, voidaan tamén version

Z}>:—1 kayttidytymisestd, kun

n on vakio. Generoivan funktion avulla voidaan esim. todistaa témén jonon

unimodaalisuus helposti (ks. esim. [6, s. 129]). Téhan ei kuitenkaan syvenny-

ta tarkemmin tassa tutkielmassa, vaan tyydytaan toteamaan, etté eri lahes-

tymistavoilla voidaan saada hyvin erilaista tietoa ongelmasta, ja generoivan
funktion valinta riippuu halutusta ratkaisusta. [6, s. 20-21]

avulla saada eri tavalla tietoa mm. jonon ({

3.3 Eksponentiaalinen generoiva funktio

Tassa kappaleessa kaydaédn lyhyesti lapi eksponentiaalisen generoivan funk-
tion muoto ja sen kasittelyyn kéaytetty x%log—operaatio. Talla on lukui-
sia kidyttokohteita lukujonoja kasiteltdesséd, kun tavallisen generoivan funk-
tion avulla ei paastd haluttuun lopputulokseen. Eksponentiaalisen generoi-
van funktion kayttoa havainnollistetaan myos téassa kappaleessa esimerkkien
kautta.

Maaritelma 3.3. Lukujonon (a,)2%, eksponentiaaliseksi generoivaksi funk-
tioksi A(x) kutsutaan muodollista potenssisarjaa

(e 9]

(3.53) 3 I

|
n=0 n.

Eksponentiaalisen generoivan funktion tapauksessa siis haettu lukujonon

alkio @, on termin 77 kerroin eksponentiaalisen generoivan funktion A(x)
sarjahajotelmassa. [6, s. 20]

3.3.1 Bellin toiset luvut

Stirlingin toiset luvut {Z’} kertovat, kuinka monella tavalla n elementtia voi-
daan jakaa k:hon osaan. Bellin [uvut puolestaan kertovat, kuinka monella
tapaa n elementtia voidaan ylipaansa osittaa. Bellin lukuja merkitdan no-
taatiolla b(n), ja sovitaan erityisesti, etta b(0) = 1.

Esimerkki 3.7. Etsitaan kaava Bellin luvuille. Koska Bellin luku b(n) kertoo
n elementtia sisdltavan joukon kaikkien mahdollisten ositusten lukuméaran
ja Stirlingin toinen luku {Z} lukumaéran n elementtié sisaltdvan joukon osi-
tuksille k:hon osaan, selvasti Bellin luvut saadaan summaamalla Stirlingin
toiset luvut yli muuttujan £k, missd 1 < k& < n. Kaava Stirlingin toisille lu-
vuille {Z} on jo ratkaistu edellisen luvun esimerkissa 3.6, joten suoran kaavan
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muodostaminen ei ole hankalaa. Lisdksi on huomattavaa, ettd kaava (3.50)
pétee kaikille positiivisille kokonaisluvuille n ja k, erityisesti siis kaava pitaé
paikkaansa, kun n < k, joten téassa tapauksessa summan tuloseksi saadaan
automaattisesti 0.

Muodostettaessa kaavaa Bellin luvuille, voidaan siis summata kaavan
(3.50) viimeinen osa yli muuttujan k, missd 1 < k < M, ja M on mielival-
tainen positiivinen kokonaisluku siten, ettd M > n. Saadaan

S
—
3
N—
I
M=
ol
I
—~
|
—
S~—
T
1
—
=
|
==
=
>~
|
<
S~—

B ]\:/[ : Tn_l (_1>lc—r
_,;,;(r—m C(k—r)!
B M M Pt (_1)k—r
_;g(r—l)' (k=)

M pn—1 M <_1)k77"
:;(r—n'; k—1)!

n—1 7Mfr (_1)k—r
(T - 1)' k—r=r—r W

Kun tédstd nimetddn uudelleen viimeisen lausekkeen jalkimméaisesséd summas-

sa s = k — r, saadaan
% =1 ]\42—:7" (_1)5
r=1 (T - 1)' s=0 '

s!

I
M=

i
Il
—

Il

Nyt koska M on mielivaltainen luku, jolle n < M, eli M voi kasvaa mielival-
taisen suureksi, voidaan muuttujia n ja r ajatella, kuin ne olisivat vakioita,
ja antaa muuttujan M ldhestya daretontd. Talloin saadaan kaavan (2.8) pe-
rusteella

00 Tnfl
Z P missa n > 1.

r:l

1

3.54 -

(3.54) -

Vaikka nyt on loydetty suora kaava Bellin luvuille, ei kaavaa (3.54) voi

kayttaa sellaisenaan sen sisaltdman darettoman summan vuoksi. Otetaan siis

kayttoon generoivien funktioiden metodi, ja valitaan generoivaksi funktioksi
eksponentiaalinen generoiva funktio (3.53). Merkitéén tété notaatiolla

(3.55) B(z)=Y —~

|
n—o -

Seuraavaksi kerrotaan yhtdl (3.54) puolittain termilli 7 ja summataan
yli muuttujan n méarittelyalueen, eli positiivisten kokonalslukUJen Saadaan

oob(n)n 1OO$ 00 —1
DI DD



Nyt koska b(0) =1 ja %(; = 1, saadaan viela kaavan (2.8) perusteella

1 [e’s) :L.,n [e%¢} T.n—l
B —1=- —
() e;n!;(r—l)!
1 [e’s) :L.,n [e%¢} T"Tn_l
_E;H;r(r—l)'
1 [e’elNe'e] (T’J/’n
.5 = -
(3.56) 6;; nlr!
131 (& (o)
= - — -1
e;ﬂ (7;) n! )
131,
“eznl Y
L[ [(e) 1
A ()
1, .o
—;(6 —€)
e
Siis
(3.57) B(z) = e,

eli ratkaisu Bellin luvulle b(n) on termin Z; kerroin generoivan funktion (3.57)
sarjahajotelmassa. [6, s. 21-23]

Edellisesta esimerkistéd saadaan seurauksena seuraava lause, mika on osoi-
tus generoivien funktioiden metodin kiaytannollisyydesta. Téassa tapauksessa
itse Bellin luvut ovat hyvin monimutkaisia muodostaa, mutta niiden gene-
roiva funktio on yksinkertainen ja helppo muistaa.

Lause 3.3. Bellin lukujen eksponentiaalinen generoiva funktio on e ~1, eli

Bellin luku b(n) on termin %7: kerroin lausekkeen e ~! potenssisarjahajotel-
massa. [6, s. 23]

3.3.2 x% log —operaatio

Tahan mennessa tassa tutkielmassa on pyritty johtamaan rekursioyhtalosta
generoivan funktion kaava, ja siten 10ytaméan kaava annetulle lukujonolle.
On kuitenkin mahdollista johtaa generoivan funktion yhtalosta rekursioyh-
talo lukujonon alkioille kayttamalla m% log —operaatiota. Operaation kéaytto
tapahtuu seuraavasti:

1. Otetaan yhtdlosta puolittain (luonnollinen) logaritmi.
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2. Derivoidaan yhtélo puolittain, ja kerrotaan yhtalo sen jalkeen puolit-
tain termilla z.

3. Siistitdan yhtélosta pois osamadrait.

4. Etsitadn yhtalon molemmilta puolilta termin 2" kertoimet kaikille in-
deksin n arvoille, ja yhdistetdan saadut kertoimet yhtéloksi. [6, s. 23]

Operaation toimivuus perustuu selkeédsti Neperin luvun e olemassaoloon
yhtalossa, mika luonnollisesti tekee tasta operaatiosta toimivan nimenomaan
kaytettaessa eksponentiaalista generoivaa funktiota.

Esimerkki 3.8. Etsitdan rekursioyhtélo Bellin luvuille kayttamalla
x% log —operaatiota lauseen 3.3 Bellin lukujen generoivaan funktioon

(3.58) fj Mw” =

|
n=0 n

Operaation ensimmainen vaihe on siis ottaa luonnollinen logaritmi puolittain
yhtalosta (3.58). Saadaan

n=0
Seuraavaksi derivoidaan saatu yhtdlo puolittain, jolloin saadaan

oo nb(n) :L.n—l

n=0 n! T

S0 bl O
n=0 n!

Kun tdmaé viela kerrotaan puolittain termilla x, saadaan

co nb(n) n

n=0 a1 ¥
oo b(n)
n=0 p!

:L-’I'L

Seuraavaksi siistitaan osaméaaré kertomalla yhtalo vield puolittain lausekkeel-
la 3222, %x", ja talloin tulokseksi saadaan

(3.59) iozo nbn(!n)x" = (xe") io:o bgg)x”.

Viimeinen vaihe on 16ytaé termin 2™ kertoimet ja yhdistad saadut kertoimet
yhtaloksi. Téssa tapauksessa yhtélon (3.59) vasemmalta puolen kerroin on
helppo loytaéd, mutta oikealla puolella on muodostettava kahden potenssisar-
jan tulo ja sen jalkeen etsittéiva kerroin. Seuraavassa kappaleessa kiydadn 1a-
pi yleinen ja helppo tapa muodostaa tamé tulo, joten laskutoimitukset kay-
dédan lapi myohemmin esimerkissd 4.7. Todetaan tassa kohden ainoastaan,
ettd ratkaisuksi saadaan

(3.60) bn) =3 (" . 1)b(k), missi 1 > 1 ja b(0) = 1.

[6, 5. 23-24]

30



4 Generoivien funktioiden laskuoppia

Tassa luvussa kaydadn lapi erilaisten generoivien funktioiden laskutoimenpi-
teitd, ja koska tésséd tutkielmassa késitellyt generoivat funktiot ovat muodol-
lisia potenssisarjoja, myos kaikki laskutoimenpiteet suoritetaan muodollisten
sarjojen renkaassa. Lisdksi, koska generoivat funktiot ovat potenssisarjoja,
aina kun generoivalle funktiolle tehddéan operaatio, tarkoittaa se vastaavan
operaation suorittamista kaikille sen kertoimille. Jos kasiteltdva potenssisar-
ja suppenee ja kasitelladankin funktiota, jokaista télle funktiolle tehtavaa las-
kutoimitusta vastaa aina jokin operaatio funktion potenssisarjahajotelman
kertoimille. Néilla vastaavuuksilla on suuri merkitys, kun mietitddn sopivan
generoivan funktion valintaa. [6, s. 30]

4.1 Tavallisten generoivien funktioiden laskuoppia

Tavallisella generoivalla funktiolla tarkoitetaan téssa alaluvussa tutkielmas-
sa kédytettyd tavallista potenssisarjamuotoista yhden muuttujan generoivaa
funktiota. Wilf on kirjassaan [6] sivuuttanut tésséd alaluvussa esitettévien
lauseiden todistukset, ja selkeyden vuoksi todistukset onkin lisdtty tédhédn
tutkielmaan kirjoittajan toimesta.

Miiritelma 4.1. Merkinnalld f & (a,)%%, tarkoitetaan, ettd f on jo-
non (a,), tavallinen muodollisen potenssisarjan generoiva funktio (engl.
ordinary power series generating function), eli f(z) = Y72 a,z". [6, s. 30]

Oletetaan, etti f <5 (a,)%,. Talloin jonon (a4 1), tavallinen generoiva
funktio on

o) o) a xn+1
Z Ap 17" = Z 2l
n=0 n=0 x
1 o0
== > a,z"
Z n=1
1 oo
= —. (Z anx™ + agzr® — aom())
Z n=1
1 oo
= — (Z apx’ — a0>
x n=0
_ fle) —ag
. )

Siis jos f & (a,), niin ((f — a)/z) & (an41)>y. [6, s. 30]

Eli yhden yksikon muutos jonon alaindeksissd muuttaa generoivaa funk-
tiota erotusosamaérin f_xﬂ verran. Yleisesti, jos alaindeksida muutetaan h
yksikkod, missd h > 1, saadaan tétd vastaava generoiva funktio seuraavan
lauseen mukaisesti:
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Lause 4.1. Jos f & (a,)%%, ja h € Z., niin

— ao S ahflﬂjh_l

() 2L

h
[6, s. 31]

Todistus. Olkoon f &% (a,), ja h € Z,. Nyt siis
f(z) =30y apx™. Télloin lukujonon (a,1,)5%, generoiva funktio on

o) 00 h
0 pyn "™t
5 g = 37 2™
n=0 n=0 z
1 o0
— . n
= h Z (nT
x n=h
1 o
= — | Y anr" +apx’ + -+ a2 —ag2’ - — apg2"!
€ n=nh
1 (e.)
= —. Z anz"” — aga’ - — ap_1a" 7t
h
Z n=0
f(x) —ag— - —ap_12"?
— - )
Siis
00 osf_ao_"'_a'h—lxhil C.
(Qnin)y & , missé h € Z,.

zh
U

Edellisen lauseen avulla ndhdédan esimerkiksi Fibonaccin lukujen rekur-
sioyhtalosta

Foo=F, 1+ F,, missan > 0ja Fy =0, F; =1,

valittomaésti, etta yhtalo on muunnettavissa generoivien funktioiden yhtéloksi

f(xi; r_ f(;) + f(z), missd f & (Fo)no-

Taman kappaleen tarkoitus onkin helpottaa siirtymistd jonojen relaatioista
potenssisarjojen relaatioihin. [7, s. 34]

Lause 4.2. Jos f & (a,)%%,, niin

eDf & (na,)>,.

[6, s. 31]
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Todistus. Olkoon f &% (a,)%,, eli f(z) = X%, a,z". Nyt jonon (na,)>,
tavallinen generoiva funktio on muodollisen potenssisarjan méaéaritelman pe-
rusteella

> naya™ =x- Y na,a" ' =xDf(x).
n=0 n=1
Siis 2D f & (na,)>,. O
Esimerkki 4.1. Olkoon
(n+ a1 = 3a, + 1, missdé n >0 ja ag = 1,

ja olkoon f & (an)s - Nyt lauseiden 4.1 ja 4.2 sekd geometrisen sarjan
summan (2.7) perusteella saadaan rekursio (n + 1)a,4+1 = 3a, + 1 eli
Napi1 + apy1 = 3a, + 1 muutettua generoivien funktioiden yhtéaloksi

xD (f(a:) - 1) + f(@) =1 =3f(z) + ix”

i T

Siis

+
T 2

. (f’(a:) —1(f(z) — 1)) L f@ -1 1

ja néin ollen saadaan

f'(x) =3f(z) +

1—a
6, s. 31]

Lause 4.3. Jos f & (a,)%%, ja k € Z.., niin
(@D)"f & (n*an)o.
[6, s. 31]

Todistus. Olkoon f & (a,)%, ja k € Z,. Talloin siis f(z) = X°°, a,2".
Viitetadn, ettd (zD)*f & (nfa,)22, eli ettd (xD)Ff(z) = X°°,nFa,z™.
Todistetaan véiite induktiolla luvun k suhteen.

Lauseen 4.2 perusteella vaite on selvasti tosi, kun £ = 1. Oletetaan sitten,
etta viite patee, kun k = m, missd m € Z,, ja vaitetadn, ettd viite on tosi
myos, kun £ = m + 1. Todistetaan induktiovéite. Nyt siis induktio-oletuksen
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ja muodollisen potenssisarjan derivaatan madritelman perusteella saadaan

(D)™ f(2) = («D)(zD)" f(x)

eli induktiovaite péatee. Nain ollen induktioperiaatteen perusteella vaite on
tosi, ja (xD)*f & (nFa,)>,. O

Lause 4.4. Jos f & (a,)%, ja P on polynomi, niin
P(zD)f ¥ (P(n)an)sy.
[6, s. 32]
Todistus. Olkoon f & (a,)%, ja P polynomi. Tallsin siis f(z) = %0, anz™
ja P(x) = po + p1x + -+ + ppa™, missd m on positiivinen kokonaisluku ja

kertoimet p; € R. Talloin jonon (P(n)a,)e, generoiva funktio on lauseen
4.3 perusteella

i P(n)anz" = io(po + A4+ pn™)anz”
= i)poanx” + f:oplnan:v” +-+ i)pmnmanx”
= Do ioanx" + ij:onanac” +- -+ D iﬂnmanx”
= o ianx” + p1(zD) i}anx” + -+ pn(zD)™ Z an

= (po +p1(xD) + -+ + pp(xD)™ Z anT
= P(zD)f(x).
Siis P(zD)f 28 (P(n)a,)>,. ]

Esimerkki 4.2. Etsitdan suljettu kaava sarjan summalle Y >° %{LH’)

Kaava on selvisti jonon ((n? + 4n + 5)/n!)"_ generoivan funktion f(z) arvo,
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kun x = 1. Valitaan siis a,, = 1/n!, ja niin ollen tdmén generoiva funktio on
kaavan (2.8) perusteella

—nl
Tiéstd saadaan lauseen 4.4 perusteella jonon ((n?+4n+5)/n!)2, generoivaksi
funktioksi

((zD)* 4+ 4(xD) + 5)e” = (xD)we” + 4xe” + 5e*
= ze” + 2?e” + 4ae” + He”
= (2% + 5z + 5)e”.

Siis haettu ratkaisu on lausekkeen (% + 5x + 5)e® arvo, kun x = 1, eli 11e.
6, s. 32

Edellisessa esimerkissa arvioitiin generoivaa funktiota arvolla x = 1. Tal-
laista operaatiota ei kuitenkaan ole olemassa muodollisten sarjojen renkaas-
sa, minké sisalla operaatiot suoritetaan, silla tassa tapauksessa termin x roo-
li on ainoastaan paikanmaérittajana. Potenssisarjaa, joka suppenee tietylla
muuttujan x arvolla, voidaan arvioida kyseiselld muttujan z arvolla, mutta
tdméa on ennemminkin analyyttinen kuin muodollinen ldhestymistapa. Kui-
tenkin, jos ratkaisuun ennen arviointia on pdadytty muodollisten sarjojen
renkaan laskutoimituksin ja téssa vaiheessa huomataan saadun sarjan sup-
penevan analyyttiseksi funktioksi jonkin kompleksitason kiekon sisélla, ovat
kaikki muodollisten sarjojen renkaassa suoritetut laskutoimenpiteet analyyt-
tisesti valideja myos kaikilla kompleksiluvuilla x tdméan kiekon sisalla. Siis
lahestymistapaa sarjan suhteen voidaan vaihtaa muodollisesta analyyttiseksi
vaikuttamatta ratkaisun validiuteen. [6, s. 32]

Esimerkki 4.3. Etsitddn suljettu kaava N:n ensimmaisen kokonaisluvun
nelididen summalle. Nyt

N N+t
(4.1) d " ="——— missi N >0,
oy r—1
silld kaavan (2.7) perustella
N e 00
Z "t = Z "t — Z x"
n=0 n=0 n=N+1
1 o
_ T e
-z n=0
— 1 o i IN+1$n
l—x n=0
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1 xN+1

l—2 1—2x
1_$N+1
1—2z
N+1_1
:xil, missa N > 0.

x E—
Nyt jos sovelletaan operaattoria (zD)? yhtdloon (4.1) ja asetetaan z = 1,
saadaan yhtédlon vasemmalle puolelle haluttu neliGiden summa ja siis toiselle
puolelle ratkaisu. Eli oikealle puolelle saadaan

N N N
(zD)*> 2" = (zD) Y na" = > n’z",
n=0 n=0 n=0

. o . .. .. N 2
ja kun x = 1, suopistuu viimeisin muotoon »_,_; n°.

Oikealle puolestaan saadaan

(eD)? (N‘l) |

r—1

miké derivointien, lukuisien vélivaiheiden ja sijoituksen x = 1 jalkeen saadaan

muotoon N

S N(N + 12N +1)
6
n=1

Valivaiheet ovat pitkallisia, eika niita kayda téssa lapi, vaan olennaista
on huomata, kuinka hankalasta summasta saadaan generoivien funktioiden
avulla helposti suljettu kaava. [6, s. 32-33]

Lause 4.5. Jos f & (a,)%%, ja g & (b)), niin

n=0’
fg (ﬁf (Z arbn—r> .
r=0 n=0

[6, 5. 33]

Todistus. Olkoon f &5 (a,)2%, ja g &5 (b,)%,. Nyt siis f(z) = 2%, anz™ ja
g(x) =32 bya™. Télloin saadaan kaavan (2.3) perusteella

f(x)g(z) = Z anx" - Z b,x"
n=0 n=0
= Z Z arbn—'rxnu
n=0r=0

eli selviisti fg & (2o arbn_r )00, O
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Lause 4.6. Jos f & (a,)%%, ja k € Z., niin

o0
ops

ni+tng+--+ng=n n=0
[6, 5. 33
Todistus. Olkoon f &% (a,)>, ja k € Z,. Nyt siis f(x) = 2%, a,2”. Viite-
tédn, ettd

fk (Zf ( Z Upy gy - ank)

ni+ng+-+np=n =0

eli etta

flx)k = i > O

n=0ni+nz+--+ng=n
Todistetaan vaite induktiolla luvun k& suhteen.
Nyt selvasti véite on tosi, kun & = 1. Oletetaan sitten, ettd véiite pétee,
kun k£ = m, missa m € Z,, ja vaitetadn, ettd viite on tosi, kun k = m + 1.
Nyt induktio-oletuksen ja lauseen 4.5 perusteella saadaan

fla)y™ =f(x)- flx)™
—f(x)- 3 3 s iy - -~ Uy "

n=0ni+n2+--+nm=n
00

o9
=2 "y > anny a2
n=0

n=0n1+nz2+-+nm=n

_3 (f: (ar 3 G, --anm)) o

n=0 \r=0 nitnz+--+nm=n—r

:Z{( Z an1"'anma0)
n=0 ni1+-nm+0=n+0
+ ( Z an1"'anma1) +

ni+-nm+l=n—1+1

n
-+ Z Apy ** " G, O | X
ni+--nmt+n=n—n+n
(0.9]
— n
- Z Z OnyQny " Oy T

n=0ni1+n2++nmi1=n
eli induktiovéite péatee. Néin ollen vaite on induktioperiaatteen nojalla tosi,

ja siis

[e.9]
fk 2&5 ( Z aTLla’TLQ PSP ank)

ni+nz+--+ng=n n=0
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Esimerkki 4.4. Olkoon f(n, k) jarjestettyjen summien lukumééré, missé ei-
negatiivinen kokonaisluku n on summan tulos ja ei-negatiivinen kokonaisluku
k summan yhteenlaskettavien lukumééri. Esimerkiksi f(4,2) = 5, silld 4 =
44+0=3+1=2+2=1+3=0+4. Etsitdan kaava funktiolle f(n,k).

Nyt - & (1)22, kaavan (2.7) perusteella. Helposti nihdédin myds, etté
f(n,k) =3, tnsttnp—n 1. Tdten saadaan lauseen 4.6 perusteella

1 k ops fo%)
(+5) B U, kmkez,

Nyt kaavan (3.43) perusteella saadaan

(12)  fn k)= k=1Ent <n+k—1

= 1)l ), kun k € Z,,n € N.

n

Koska selvisti f(n,0) = 0, ja koska on sovittu alaluvussa 3.2.1, etté (Z) =0,

kun n < k, pétee kaava (4.2) myos, kun k = 0. Siis kaava (4.2) on etsitty
kaava funktiolle f(n, k). [6, s. 33]

Lause 4.7. Jos f & (a,)%,, niin

n=0’

o ()
(1—95)@(2‘”)

j=0 n=0

[6, s. 34]

Todistus. Olkoon f & (a,)%%, eli f(x) = ¥°°,a,z". Nyt kaavan (2.7) pe-
rusteella

f(x) _ o n S n
o) 5" 2
= ii%xn-

n=0 3j=0

.. ops
Siis ﬁ < (X0 @) O

Esimerkki 4.5. Kolikkolihteelld tarkoitetaan jarjestysta, jossa n kolikkoa
sijoitetaan paallekkaisiin riveihin niin, ettd alimmassa rivissa kolikot muo-
dostavat katkeamattoman rivin, ja jokaisessa sen padlla olevassa rivissa ku-
kin kolikko koskettaa tédsmalleen kahta alapuolisen rivin kolikkoa. Jos en-
simmaisessa rivissa, eli alimmassa, on k kolikkoa, kutsutaan kolikkolahdetta
(n, k)-ldhteeksi.

Kasitelladn téssa esimerkissa ldhteitéd, joissa jokainen rivi koostuu yhte-
néisista kolikkojonoista, ja selvitetdan kuinka monta sellaista kolikkolahdetté
on olemassa, missd alimmassa rivissi on tdsmélleen k£ kolikkoa.
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Olkoon f(k) sellaisten kolikkoldhteiden lukumaara, jossa alimmalla rivilla
on tasmalleen k kolikkoa, kun k£ > 0. Kun téllaisesta kolikkoldhteesta ote-
taan pois alin rivi, jaa jaljelle kolikkoldhde, jossa on k kappaletta vihemman
kolikoita kuin alkuperaisessé. Toisaalta, jos halutaan muodostaa kaikki mah-
dolliset (n, k)-kolikkoldhteet, missa n > k, aloitetaan ensin muodostamalla
alin rivi sijoittamalla perakkéin k kolikkoa. Tamén jalkeen valitaan luku j
siten, ettd 0 > j > k—1. Ensimmaisen k kolikkoa siséltdvan rivin paalle muo-
dostetaan uusi kolikkolahde, jossa ensimmaisessa rivissa on j kolikkoa. Jos
J = 0, on vain yksi tapa muodostaa uusi kolikkoldhde, eli tyhja lahde. Muul-
loin on k — j tapaa sijoittaa uusi lahde alimman rivin péélle. Nyt f(0) = 1,
ja saadaan siis rekursio

k
(4.3) fk)y=> (k—7)f(j)+1, missi k€ Z,.
j=1
Nyt huomataan, etta ylla olevassa kaavassa on summan sisépuolella on tulo
(k—7)f(j), miké on selvéisti samaa muotoa kuin lauseen 4.5 kahden tavallisen
generoivan funktion tulo. Téssé generoivat funktiot ovat lukujonojen (k)%
ja (f(k))%2; generoivat funktiot. Nyt kun yhtalo (4.3) kerrotaan puolittain
termilld 2% ja summataan puolittain yli luvun k, missi k € Z,, saadaan

(4.4) i f(k)a* = i > k= )fU)+ i i,

Saadaan siis lauseen 4.5 perusteella
(4.5) ST fk)ar =" kb > fk)at + 2y 2k
k=1 k= k=1 k=0

1 =

Maaritellaan sitten lukujonon (f(k))32, generoiva funktio siten, ettd F(z) =
> f(x)z"™. Nyt kaavan (2.7) perusteella, ja koska yhtélon (3.5) perusteella
lukujonon (k)72 generoiva funktio on T (eli sama kuin lukujonon (k)g2,),
saadaan yhtélo (4.5) muotoon

T T

(4.6) Flo)=1= gl -1+

11—z

Siis

oz (-2 z(l-x)

T l-2 (1—-22—2 (1-2)2-2

ja néin ollen lukujonon (f (%)), generoivaksi funktioksi saadaan

F(x)—-1

r(l—-z2)+(1—-2)*—x 1 -2z

F(x) = = .
(z) (1—z)?2—x 1 — 3z + 22

[7, s. 38-39]
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4.2 Eksponentiaalisten generoivien funktioiden
laskuoppia

Tassé alaluvussa kaydaan lapi vastaavat lauseet, kuin edeltdvéissa alaluvus-
sa, mutta generoivana funktiona kaytetadn muodollisen potenssisarjan eks-
ponentiaalista generoivaa funktiota. Aivan kuten edeltévéin alaluvun tapauk-
sessa, myos tassd Wilf [6] on sivuuttanut lauseiden todistukset omassa teks-
tissdan. Lisaksi osa edellisen alaluvun tavallisia generoivia funktioita koske-
vista lauseista on sivuutettu eksponentiaalisen generoivan funktion tapauk-
sessa. Namé sivuutetut lauseet ja todistukset on lisdtty tdhédn alalukuun, ja
néin pyritty taydentamaan alkuperdisen tekstin asiasisiltoa kirjan henkeé
kunnioittaen.

Maaritelma 4.2. Merkinnélla f &f (an)5e, tarkoitetaan, ettd f on jonon
(a,)5°, eksponentiaalinen generoiva funktlo (engl. exponential generating
function) eli etta f(z) = >0 %a™. [6, s. 36]

Lause 4.8. Jos f i (@)% ja h on ei-negatiivinen kokonaisluku, niin

(anin)2g & DY,
[6, s. 37]

Todistus. Olkoon f i (@)%, ja h mielivaltainen ei-negatiivinen kokonais-

luku. Nyt siis f(z) = Y02, 22", Viitetadn, etta talloin (ann)5eg Y D" f eli
ettd D" f(x) = Yooy i ”, ja todistetaan véite induktiolla luvun A suhteen.

Selvésti véite patee, kun h = 0. Oletetaan sitten, ettd viite péatee, kun
h = m, missa m € N, ja vaitetdan, etta vaite patee myos, kun h = m+1. Nyt
muodollisen potenssisarjan derivaatan maaritelman ja induktio-oletuksen pe-
rusteella saadaan

D" f(z) = (Dmf( )
=D Z an+m "
_ nan+m - 1
nzl
o Z Qp+4m n,

n—l

_ Z an+m+1 "

Siis induktiovéite patee, ja néin ollen induktioperiaatteen nojalla viite on
tosi. Siis (an1n)22, Y D"f. O
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Esimerkki 4.6. Etsitddn suora kaava Fibonaccin luvuille F;,, missa
(4.7) Foio=F,1+ F,, missin>0,F(0)=0,F(1) =1,

kayttaen eksponentiaalista generoivaa funktiota. Lauseen 4.8 perusteella yh-
talo (4.7) saadaan helposti muunnettua eksponentiaalisten generoivien funk-
tioiden differentiaaliyhtaloksi

(4.8) ff=fr+f

Siis

(4.9) )

Karakteristisen yhtélon juuret ovat talléin r_ = % jary = 1+\é1T47 ja

néin siis saadaan Fibonaccin lukujen eksponentiaaliseksi generoivaksi funk-
tioksi

(4.10) f(z) = 1™ 4+ coe™".

Nyt koska on méaritelty, ettd4 muodolliselle potenssisarjalle A(x) on voimassa
A(0) = ag, selvasti f(0) = Fy = 0ja f/(0) = Fy = 1, mista saadaan alkuehdot
yhtélolle (4.10). Liséksi

(4.11) f(x) =ricie™® +r_coe” ",

Sijoitetaan alkuehdot f(0) = 0ja f'(0) = 1 yhtél6ihin (4.10) ja (4.11), jolloin
saadaan
c1€’ + e = 0,

eli ¢ = —c9, ja
T‘+01€0 +r_cee’ = —ryco+r_co =1,

eli co = T_iu = \_/—% Siis ¢; = % Néin ollen Fibonaccin lukujen eksponen-

tiaalinen generoiva funktio on

T+ r—-x r4+T r—-x

& =F-F=""v

Nyt kaavan (2.8) perusteella saadaan edellinen yhtalé muotoon

oy = g (3 e - 32 )

| |
n=0 n. n=0 n:

&)

S o
n=0

(4.12)

Vool

mistd nahdéan helposti termin %7: kerroin, eli %

suora kaava Fibonaccin luvuille F),. [7, s. 40-41]

, miké on siis haettu
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Lause 4.9. Jos f i (@), niin
zDf Y (nan)e .

Todistus. Olkoon f Y ()2, eli f(x) = >0, %™ Nyt jonon (na,)r,

eksponentiaalinen generoiva funktio on muodollisen potenssisarjan derivaa-

tan maaritelman perusteella

Nan , o Man g
nZ:OF:L' =z nz::l oy =zDf(x)
Siis D f Y (na,),. O

Lause 4.10. Jos f Y (an)2, ja k € Z, niin

(eD) f H (¥
Todistus. Olkoon f Y (an)pZo ja k € Zy. Télloin siis f(z) = o2, D™,
Viitetdan, ettd (xD)Ff Y (nfa,)>, eli ettd (xD)Ff(x) = ¥, ”;#x”

Todistetaan viite induktiolla luvun & suhteen.

Lauseen 4.9 perusteella viite on selvésti tosi, kun k& = 1. Oletetaan sitten,
etta viite patee, kun k = m, missd m € Z,, ja vaitetadn, ettd viite on tosi
my6s, kun £ = m + 1. Todistetaan induktiovéite. Nyt siis induktio-oletuksen
ja muodollisen potenssisarjan derivaatan madritelman perusteella saadaan

(D)™ f(z) = (zD)(@D)" f ()

I
hE

Siis induktiovdite patee, ja néin ollen induktioperiaatteen perusteella vaite
on tosi. Siis (zD)*f Y (n*a,)2,. O

Lause 4.11. Jos f Y (@) ja P on polynomi, niin
P(eD)f # (P(n)au);%o.

[6, s. 38]
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Todistus. Olkoon f Y (@)%, ja P polynomi. Talloin siis f(x) = Y02, ‘:ﬁx
ja P(x) = po + p1x + -+ - + ppx™, missé m on positiivinen kokonaisluku ja
kertoimet p; € R. Talléin jonon (P(n)a,)s>, eksponentiaalinen generoiva
funktio on lauseen 4.10 perusteella

CLn n - m Qn n
Z =Y o+t +pun™) S
n=0 n=0 n:
i an + i an NI Z man _n
= —x n—=x mn"
nzopo ol n:Opl ol p |
—pgzjx +plzn—|az"+ + P > 0" ra
n=0 n=0 n=0
oo oo a o " .
:POZﬁxn‘i‘pl(tTD)Z - +pm(xD)™ Y v
n=0 n=0 n n=0 n
[o.¢] an n
= (po+ pr(@D) + -+ p (D)) 3
n=0 """
= P(xD)f(z).
Siis P(zD)f Y (P(n)an),. O
Lause 4.12. Josfg (an)Se Ojagg b)), niin

¥ (5 ()

[6, 5. 39]
Todistus. Olkoon f éf (an)e o ja g ﬁf Ino- Nyt siis f(z) = 302, %™ ja
g(z) = X2 2™, Télloin saadaan kaavan (2.3) ja binomikertoimen kaavan

(3.44) perusteella

00 an 00 bn .
ol = 3 S > e
= arbnfr n
- n;o;) rl(n —r)!

== ' n!
= (1) @by,
Siis selvasti fg 24 ( A (ﬁ) arbn_r):io. O



Esimerkki 4.7. Etsitdén rekursiivinen kaava esimerkin 3.8 yhtélolle (3.59),
eli

(4.13) i nb;'n)x” = (ze") i bg!l):c”,

kayttden eksponentiaalisten generoivien funktioiden laskuoppia. Yhtalostéa
(4.13) saadaan kaavan (2.8) perusteella

o nb(n) L, s Et s b(n)
nZ:O n! o _xn;()n!nzzo n!

Téasta puolestaan saadaan lauseen 4.12 perusteella

go =23y <Z>b(l{:)x".

n=0 k=0
Kun tamé yhtalo jaetaan puolittain termilld z, saadaan

nb(n)
n!

ja téasta lauseen 4.8 perusteella

"

Edellisestd nahdédan helposti termin 7+ kertoimet ja ndin saadaan seuraava
rekursioyhtélo Bellin luvuille b(n):

(4.14) bn+1) = kzij (Z)b(k), missi n > 0 ja b(0) = 1.

Esimerkki 4.8. Olkoon ¢, se lukumaééra, kuinka monella tapaa n kappalet-
ta sulkupareja, misséd yksi sulkupari sisdltdd yhden vasemmanpuoleisen sul-
keen ja yhden oikeanpuoleisen sulkeen, voidaan jérjestda jonoon siten, etté
sulkuparit muodostavat sddnndllisen sulkurakenteen. Sadnnollisessa sulkura-
kenteessa vasemman- ja oikeanpuoleisten sulkeiden lukumaéaéréd on sama, ja
vasemmanpuoleisten sulkeiden lukumaéaara milld tahansa pétkalla jonoa on
aina suurempi tai yhtasuuri kuin oikeanpuoleisten sulkeiden, kun jonoa aloi-
tetaan lukemaan alusta vasemmalta oikealle. Lisdksi jokaisessa sulkuparissa
vasemmanpuoleista sulkua vastaa seuraava oikealla sijaitseva oikeanpuolei-
nen sulku siten, ettd sulkujen valiin jaa sadnnollinen sulkurakenne. Lukuja
¢, kutsutaan Catalanin luvuiksi ja sovitaan, ettd co = 1. [3, s. 25-20]
Etsitdan suora kaava Catalanin luvuille. Olkoon k pienin luku siten, etta
2k sulkua jonon alusta, vasemmalta pain ldpikaytyna, muodostavat saannol-
lisen sulkurakenteen. Esimerkiksi jonossa (())() on k& = 2, ja jonossa ()(())
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on k = 1. Jos sdaannollisessé sulkurakenteessa on k = n, kutsutaan jonoa
primitiiviseksi. Esimerkiksi jono (()(())) on primitiivinen. Olkoon pj, kaik-
kien £ sulkuparia siséltédvien primitiivisten sulkurakenteiden lukumaaré. Nyt
primitiivisen sulkurakenteen maéaaritelman perusteella kaikissa primitiivisis-
sé 2k-pituisissa sulkurakenteissa ensimmainen ja viimeinen sulku vastaavat
toisiaan, ja naiden sulkujen vilissd on (2k — 2)-pituinen sddnnollinen sul-
kurakenne. Selvésti siis pr on yhtd kuin (2k — 2)-mittaisten sdannollisten
sulkurakenteiden lukuméaara eli ¢_1. [6, s. 40]

Nyt kaikkien sdannollisten sulkurakenteiden ensimmaiset 2k sulkua voi-
daan valita py eli ¢;_; tavalla, ja koska loput n — k sulkuparia muodostavat
sadnnollisen sulkurakenteen, voidaan ne valita selvasti ¢, tavalla. Siis kaik-
kien n sulkuparia sisaltédvien saénnollisten sulkurakenteiden lukuméara on

(4.15) Cp = Z Ch—1Cn_k, missd n > 0,co =1jac; =0, kun 7 < 0.
k=0

Yhtélon (4.15) oikea puoli selvésti muistuttaa kahden tavallisen generoivan
funktion tulon kertoimia, joten téssd ei selvastikddn kannata valita eks-
ponentiaalista generoivaa funktiota, vaan valitaan generoivaksi funktioksi
C(z) = Y02 cpa™. Kerrotaan yhtdlo (4.15) puolittain termilld 2" ja sum-
mataan puolittain yli indeksin n maéarittelyalueen. Télloin, koska ¢y = 1,
saadaan yhtélon vasemmalle puolelle C'(x) — 1. Oikealle puolelle puolestaan
lauseen 4.5 perusteella, ja koska ¢; = 0, kun ¢ < 0, saadaan

oo n
YD ckacnga” Z Z Ch1Cnpt" !
n=1 k=0 n=0 k=0

=x Z Z Ch1Cnpx" !

n=1 k=1

—CUZ Z Ck+1)—1C(n+1)—(k+1)T
n=0 k=0

=x Z Z ClCrni "

(n+1)—1

n=0 k=0
oo o0
=x Z " Z "
n=0 n=0
=2C(x)%

Nyt siis saadaan generoivien funktioiden yhtalo
(4.16) C(z) —1=2C(z)?
ja siis

(4.17) C(z) =



Jos téssé valittaisiin ratkaisuksi C'(z) = =% niin kun = — 0, niin

C(x) — oo. Mutta tiedetdédn, ettda C(0) = ¢y = 1. Jos taas valittaisiin

C(z) = #, niin L’Hospitalin saéinnon perusteella, koska ; \/% — 1,
kun z — 0, niin my6és C(z) — 1, kun x — 0. Selvésti siis C(x) = #.
[6, 5. 40-41]

Nyt Newtonin laajennetun binomikaavan (2.9) ja kaavan (2.11) perusteel-

la, kun merkitaan y = —4x, saadaan lauseke /1 — 4 muokattua seuraavasti:
1 < /1
(I+y)z=> <2>y”
n=0 n
B 00 m (_1)n+1 "
= \n)22(2n - 1)y
> 2n/! (—1)n*t
—1 : n
+nz::1n!(2n—n)! 4”(2n—1)y
> 2n! /—1\" -1
— 1 - _ P £
+;n!n!(4> (2n—1)y
= 2n(2n —1)! /—1\"
S T W P2 Y
;::1 n!n! 4 ) (2n — 1)y
_9.% M(—lyyn
—nl(n—1)!\ 4 n

> (2n —2)! —1\" y"
Z (n—1)!(n—1)! ( 4 ) n
=1-2- —) =
Z (n — 1) ( 4 ) n
Kun edelliseen sijoitetaan takaisin y = —4x, saadaan

(418) 1-2. Z<n_1><—41> (—40 . Z<2n—2>

n—1

Kun yhtélon (4.18) tulos sijoitetaan generoivan funktion C'(z) yhtaloon, saa-
daan

1—V1—4dx 1—=1+2-307, (2:—_12)%
2x n 2x

mistd selvasti nahdéan, ettd termin x™ kerroin, eli haettu suora kaava Cata-
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lanin luvuille ¢, on

(4.19) e = i : (2:> missé n > 0.
(Vrt. [3, s. 27])

Edelld kaavan (4.17) merkin valinnassa sovellettiin analyysia, kuten ai-
emmin esimerkissa 4.2 on tehty. Aiemmin on my6s mainittu, etta tarvittaes-
sa analyysia voidaan kayttad apuvélineend laskutoimituksissa ilman, etta se
vaikuttaa ratkaisun validiuteen, vaikka toimitaankin muodollisten sarjojen
renkaassa.

Esimerkki 4.9. Kirjainten wudelleenjdarjestykselld tarkoitetaan n:n kirjai-
men permutaatiota, missd yksikdan kirjain ei uudelleenjarjestyksessa pysy
paikoillaan. Siis yksikdén kirjain ei peilaudu tismalleen samaan paikkaan,
missé oli alunperin. Olkoon n kirjainta sisiltdvien uudelleenjéarjestysten lu-
kuméara D,,. Etsitddn suora kaava n:n kirjaimen uudelleenjarjestyksille D,,,
ja valitaan jonon (D)%, generoivaksi funktioksi eksponentiaalinen generoi-
va funktio D(z) = 3202 D, %;.

Selvasti niiden uudelleenjarjestysten, joissa tasan k kirjainta, missi k < n,
pysyy paikoillaan, lukumaéara on D,,_j. Nyt binomikertoimen maéaaritelméan
perusteella k£ paikallaan pysyvéa kirjainta n kappaleesta kirjaimia, voidaan
valita (Z):Ha tavalla. Tiedetdan liséksi, etta kaikkien n kirjainta sisaltavien
permutaatioiden lukuméérd on n!, ja toisaalta kaikissa mahdollisissa n kir-
jainta sisaltédvissa permutaatioissa on jokin joukko, vaikka tyhja joukko, pai-
kallaan pysyvia kirjaimia. Saadaan siis yhtalo

(4.20) nl=>y" <Z> D,,_k, misséa n > 0.
k=0

Nyt, kun yhtélo (4.20) kerrotaan puolittain termilld z™/n! ja summataan
puolittain yli luvun n maarittelyalueen, saadaan

n=0 :

n—0 k=0

Tastd saadaan lauseen 4.12 perusteella

(4.22) ix” => =

!
n=o TV

|
n=0 n.

Kaavojen (2.7) ja (2.8) perusteella, yhtélé (4.22) saadaan muotoon

1
1—=x

=e"D(x),
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eli saadaan yhtalo generoivalle funktiolle D(z), ja siis

(4.23) D(z) =

Nyt yhtalon (4.23) oikealle puolelle saadaan kaavojen (2.8) ja (2.7) perus-
teella

TLOO

Z:c

nnoo
T

PPt

P
f:

3

k

Kun néin saadusta generoivan funktion yhtalosta

poimitaan termin x"™ kerroin, saadaan yhtélo

mistd saadaan helposti ratkaistua haettu kaava uudelleenjarjestelyjen luku-
madrélle D,,, eli

(4.24) D, =nl zn: (

6, s. 42]

Lause 4.13. Jos f 24 (an)2, ja k € Z, niin

n!
fkeég ( Z nk!anlaﬂa.”a"k)

e}

ni+n2+--+ng=n nl!nQ! oo .
[6, 5. 42]
Todistus. Olkoon f b (an)5 ja k € Zy. Nyt siis f(z) = 300, ann Viite-
taan, etta

| o0
n!
e > ey,
ni+--+ng=n nl- tte nk, o



eli etta

> !
> Y et

.o on!
n=0ni1+-+np=n ny- T

Todistetaan viite induktiolla luvun £ suhteen.

Nyt selvéisti véite on tosi, kun k = 1. Oletetaan sitten, ettd viite pétee,
kun k£ = m, missa m € Z,, ja vaitetadn, ettd viite on tosi, kun k = m + 1.
Nyt induktio-oletuksen ja lauseen 4.12 perusteella saadaan

fl@)™ =f(z)- flz)™
© n! x
T) - E E 7 OnyQny anmm

Ins! ... |
n=0 11+ +nm=n 1Mo Ny -

a"”Z 2

n=0ni1+---4+nm=n

o0 n n

n (n—r)! x
S xS a)) 5
n=0 \7r—0 r N1+ =n—7 nNpNagt - Ny n:

n! x
— Ay, Ay —
nylng!- om0 ™ nl

n! n—r)! x"
=> > | |4 ) <| : (Gna = Gn | ) 0T
o\ \ =) el gy !
=2 (X 2 ol -ty G e = g G [0
n=0 \r=0 \ni++nm+r=n—r+r ni-na. N1 :
DS i ¥
= py Qo * —
Inal... | | MTm2 Mm+1 |’
n=0 \ni+na+-+nmi1=n nino: N Mom4-1- n.

eli induktiovaite patee. Siis vaite on induktioperiaatteen nojalla tosi ja

o

¥ n!
fk ?_g ( Z —TLk'anlan2 “ e ank)

Inol ...
ni+n2+--+ng=n ny:MNa: n=0

5 Dirichlet’n sarjan generoiva funktio

Tahan mennessa tassa tutkielmassa kasitellyt generoivat funktiot ovat olleet
potenssisarjoja. Téssd luvussa esitelladn vield lyhyesti yhdentyyppinen ge-
neroiva funktio, Dirichlet’n sarjan generoiva funktio, jonka kiytto korostuu
lukuteoriaa ja kombinatoriikkaa kasittelevissd ongelmissa. Kuten aiemmis-
sa luvuissa, myos téssa on kuitenkin lahtokohtana generoivien funktioiden
muodollinen teoria.
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5.1 Maaritelmia

Tassa alaluvussa kdydaan lyhyesti lapi Dirichlet’n sarjan ja Dirichlet’n sarjan
generoivan funktion méaritelmat, seka joitain muita téssé luvussa kéytetta-
via méaritelmié ja merkintoja. Tamén alaluvun tarkoituksena onkin ainoas-
taan antaa riittava tausta seuraavan alaluvun sisallon kasittelyyn, eika siksi
syvennyta tarkemmin madaritelmien siséltoon. Lisdksi on huomattavaa, etté
tassa tutkielmassa joukolla P tarkoitetaan kaikkien alkulukujen joukkoa.

Maaritelma 5.1. Muodollista sarjaa

(5.1) D(s)=>_ %, missé a, € C,
nS

n=1
kutsutaan tavalliseksi Dirichlet’n sarjaksi.

Maaritelma 5.2. Muodollista Dirichlet’n sarjaa

(5.2) () =2 —

n=1 n’
kutsutaan Riemannin zeta-funktioksi. [6, s. 54]

Maaritelma 5.3. Jonon (a,)>, Dirichlet’n sarjan generoivaksi funktioksi
kutsutaan tavallista Dirichlet’n sarjaa

o0

(5.3) A(s) = 2—:1 %

6, s. 52]

Maaritelma 5.4. Merkinnalla a|b, missé a, b € Z, tarkoitetaan, ettd a jakaa
luvun b, eli ettd b = ac, missa ¢ € Z.

Maaritelma 5.5. Merkinnalld syt(n,m), missid n,m € Z, tarkoitetaan lu-
kujen n ja m suurinta yhteistd tekijdd, eli suurinta positiivista kokonaislukua
k, jolle seka k|n, ettd k|m.

Maaritelma 5.6. Aritmeettisella funktiolla tarkoitetaan funktiota positii-
visten kokonaislukujen joukolta Z, kompleksilukujen joukkoon C. Aritmeet-
tinen funktio f on multiplikatiivinen, jos se toteuttaa ehdon

f(mn) = f(m)f(n), missi n,m € Z,
kun n ja m ovat keskendédn jaottomat, eli syt(n,m) = 1. [6, s. 54]

Maaritelma 5.7. Dirichlet’n sarjan generoivalla funktiolla A(s) on kddn-
teisfunktio Dirichlet’n konvoluution suhteen, jos on olemassa Dirichlet’n sar-
ja B(s) siten, ettd

A(s)B(s) = 1.

3, s. 105]
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5.2 Dirichlet’n sarjan generoivan funktion laskuoppia

Tassé alaluvussa kiydaédn lapi lyhyesti Dirichlet’n sarjan generoivan funktion
kayttoa ja laskuoppia. Tahan on edellisen luvun laskusaantojéa késittelevista
lauseista otettu vain pari tarkeinté, silla generoivan funktion erilaisen luon-
teen vuoksi muut "laskusdannot” eivat Dirichlet’n sarjan tapauksessa ole niin
kayttokelpoisia. Toisaalta, Dirichlet’n sarjan tapauksessa loytyy tdysin toi-
senlaisia laskusaantoja, joiden kayttomahdollisuudet ovat ylivertaisia tietyn
tyyppisia ongelmia késiteltaessa, erityisesti kun kasitelladn multiplikatiivisia
aritmeettisia funktioita. Kuten edellisessa luvussa, myos téssé, on laskusédan-
toja koskeviin lauseisiin tdydennetty todistukset, jos ne ldhdeteoksessa on
sivuutettu.

Mééritelmé 5.8. Merkinnilla f(s) 25 (a,)22, tarkoitetaan, ettd f(s) on
jonon (a,)%; Dirichlet’'n sarjan generoiva funktio eli ettd f(s ) o0, &

n=1 ps*
6, s. 52]
Lause 5.1. Jos f(s) &5 (a,)22, ja g(s) &5 (b,)2,, niin
f(s)g(s) & (Z adbn/d) :
d\n n=1
[6, 5. 53]
Todistus. Olkoon f(s) 5 (an)22, ja g(s) 25 (b,)22,, eli f(s) = 22, o ja

[e.o]

g(S): n= 1n?'Nyt

n
=(a1 + a2 + -+ apn ) (b + 027" + -+ +aun”’)
=(a1b1) + (a1bz)2 o (@b )00 T
(a1b1) + (arbg + agh1)27% + (arbs + asby)3™°
+ (a1by + agby + agby)47° + (a1bs + asby)5~° + - - -

=3 (S an) o

kl=n
. io: Zd|n adbn/d
n=1 n®

Siis

f(s)g(s) & (Z adbn/d) :
dln .

o1



Lause 5.2. Jos f(s) & (a,)>2, ja k € Z., niin

fs)F ( S anan, - -~ank> .

ning--MNEp=n

[6, 5. 53]
Todistus. Olkoon f(s) %% (an)>2, ja k € Z, eli nyt f(s) = 2, . Viite-
tédn, ettd tallsin

f@)”’*( 3 amam---ankf
n=1

ning--NE=n

eli etta -
k an'I‘LQ'"TLk:TL Ay Qpy = * iy,
S = E .
f( ) n=1 n*

Todistetaan véite induktiolla luvun & suhteen. Nyt selvisti viite patee, kun
k =1, silla talloin

oo o
1 _ anzn aTLl — a/i
f(S) - ; ns 7; nS ’

Oletetaan sitten, ettd vaite patee, kun k = m, ja vaitetaédn, ettd vaite patee
my6s, kun £ = m + 1. Todistetaan induktiovaite. Nyt induktio-oletuksen ja
lauseen 5.1 perusteella

f()™ T =f(s)- f(s)™

00 )
o Qp, anng---nm:n ApyQpy - Ap,,
Z s Z s
n=1 n n=1 n

:i{Zad ( Z amam---anm)}ns

ning-Nm=n/d

0o
=) {aq Y. nylny Ay,
n=1 ning--nm=n/di
—s
_’_..._l_adl Z anlan2...anm n
ning--Nm=n/d

Z QnyGny * ** Apyp, Gy
1 ning-Nmdi=n

—s
+...+ Z anlan2...anmadl n
ning-Nmd=n
[e'e)
— —s
- QpyQpy - anm+1 n -,

n=1 \Ni1nz2--Nm41=n

i

3
Il
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eli induktiovaite patee. Siis induktioperiaatteen nojalla vaite on tosi, ja

f@)”"( 3 anl%...ank>w.

ning-NE=n
0

Dirichlet’n sarjan generoiva funktio jonolle (1)°, on mééritelmén 5.2 mu-

kainen Riemannin zeta-funktio ((s) = >0%, # Nyt lauseen 5.1 perusteella
o~ 2dn L~ d(n)
CZ( ) — Z n|s = Z oy ,
n=1 n=1

missé d(n) on luvun n kaikkien jakajien lukumédra. Samoin lauseen 5.2 pe-
rusteella, ¢*(s) tuottaa generoivan funktion jonolle, jonka jisenet ovat luvun

ta. [6, s. 54]

Jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan esittda yksikésitteisesti al-
kulukutekijoidensa potenssien tulona, kun lukujen jérjestysta ei oteta huo-
mioon. Siis kaikille n € Z, on voimassa

(5.4) n=pi'py*---p,", missa p; € Pjaa; € Zy, kun1 <i <.

Tasta seuraa, etta maaritelméan 5.6 mukaisen multiplikatiivisen aritmeettisen
funktion f(n) arvo on méaariteltavissa luvun n alkulukutekijoiden potenssien
antamien funktion f arvojen tulona. Siis

f(n)=f(p)f(p3?) - f(pt), missa p; € Pjaa; € Zy, kun 1 <i <.
6, s. 54]

Esimerkki 5.1. Olkoon f(n) sellainen aritmeettinen multiplikatiivinen
funktio, ettd kaikille p € P ja m € Z, on voimassa f(p™) = p*"(= (p™)?).
Talloin kaavan (5.4) perusteella, ja koska f(n) on multiplikatiivinen, on ol-
tava f(n) = n? kaikille n € Z, . Todellakin, jos n € Z, jan = pj'p3> - - por,
missa p; € Pjaa; € Z,, kun 1 <14 < r, niin

) =1 (T0ot") = TL108)
- {1

= n2.

[6, s. 54-55]
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Toinen, vihemman ilmeinen esimerkki multiplikatiivisesta funktiosta, on
d(n), eli luvun n jakajien lukuméara. Esimerkiksi

6=d(12) = d(3-4) = d(3)d(4) =23 = 6.

Téasmallisemmin, olkoot m € Z, ja n € Z, keskenaan jaottomia. Talloin
tulon mn jokainen jakaja d on luvun m jakajan d’ ja luvun n jakajan d”’
yksikésitteinen tulo. Nyt voidaan valita d’ = syt(d, m) ja d”’ = syt(d,n). Siis
tulon mn jakajien lukuméara on luvun m jakajien lukuméara kertaa luvun
n jakajien lukumaara. [6, s. 55

Lause 5.3. Olkoon f(n) multiplikatiivinen aritmeettinen funktio. Tdlloin

ff;j) =[[{1+fp+ @ >+ ")+ }.

pEP

(5.5)

n=1
[6, s. 55]

Todistus. (Vrt. [6, s. 55-56]) Olkoon f(n) multiplikatiivinen aritmeettinen
funktio. Nyt

[[{1+fp+ f@ ) 2+ @)™ + -}

(5.6) =(1+ f(2)27° 4+ f(22)27% + f(2%)27% +
(14 £(3)37% 4+ f(3%)37% + f(3%)37 +
(1+ f(5)57% + f(5%)5 % + f(53)5 34
( (7) )7 ()7

L+ f(D75 4 f(TO)7T7% + f(7°

x X X X

~— — —

Jotta ylla oleva aareton tulo saadaan kerrottua “auki”, otetaan jokai-
sen tulon sulkuparin sisdltd vuoron peraén erilleen tdsmélleen yksi sum-
man termi, ja kerrotaan nain saadut termit keskendan. Néin saatu aare-
ton maéra kertoimia summataan yhteen, ja tuloksena on talloin darettoméan
tulon sijasta dareton summa. Téssd summassa jokainen termi on muotoa
(f(PI)f(@52) .. )(p*ps? ... )%, missd p; € P, p; < pir1 ja a; €N, kun ¢ > 1.
Liséksi, koska funktio f(n) on multiplikatiivinen ja eri alkulukujen potenssit
ovat keskendén jaottomia, saadaan summan termit muotoon

fer)fws) .. fi'ps .. .)
(2 Z NS L (7 S o
kun 7 > 1.

Nyt tiedetaén, etté jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan esittaa
alkulukutekijoidensa tulona muodossa p{'p3* - - - p¢", missé p; € P ja a; € Z,
kun 1 < ¢ < r. Tamé on yhtapitdvad sen kanssa, ettd n = [[52; pi", misséd
pi € P, p; < pir1 ja a; € N, Téassa vain alkulukutekijoiden, joita ei luvun n
alkulukutekijoihin jaossa esiinny, potenssi (eli a;) on yhta kuin 0.

missa p; € P, p; < pit1jaa; €N,

o4



Nyt siis kaikille positiivisille kokonaisluvuille n on olemassa yksikasittei-

nen termi tulon (5.6) summamuodossa. TAmé& termi on muotoa fr(;:), kun

n =TI, pit, missd p; € P, p; < piy1 ja a; € N. Siis

S I T+ s+ 10+ e )

S
n=1 n peP
]

Kaavasta (5.5) ndhdaan helposti, etta multiplikatiivinen funktio on taysin
maéariteltdavissa sen alkulukupotensseille antamien arvojen kautta. Kaavassa
vasemmalla puolella f(n) saa arvot kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla, kun
taas oikealla puolella arvot lasketaan ainoastaan alkulukujen potensseille.

Esimerkki 5.2. Olkoon f(n) sellainen aritmeettinen multiplikatiivinen
funktio, ettd f(n) = 1 kaikilla n € Z, . Selvésti funktion f(n) Dirichlet'n sar-
jan generoiva funktio on ((s). Nyt lauseen 5.3 ja geometrisen sarjan summan
(2.7) perusteella

C<S>:H{l_'_pfs_i_prs_i_pf?;s_i_.”}

peP
1
5.7 =
( ) pE]P’{l _ps}
B 1
- HpG]P’(]' - p—s)
6, s. 57|

Maaritelma 5.9. Multiplikatiivista aritmeettista funktiota p(n), missi

(=1 missi t(n) on luvun n alkulukutekijoiden lukuméadra,
pu(n) = jos jokaisen alkulukutekijan potenssi on korkeinaan 1,

0 muulloin,

kutsutaan Mdbiuksen funktioksi. (Vrt. [3, s. 105])

Mobiuksen funktio voidaan méaritelld multiplikatiivisena funktiona niin,
etta

1, jos a =0,
(5.8) p(p?) =4¢-1, josa=1,
0 muulloin,

missd p € P ja a € N. [6, s. 57
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Lause 5.4. Mébiuksen funktion u(n) Dirichlet’n sarjan generoiva funktio on
Riemannin zeta-funktion ((s) kddanteisfunktio Dirichlet’n konvoluution suh-
teen, eli

1 oo
(5.9) RO n;

[6, s. 57]

Todistus. Olkoon p(n) mééritelman 5.9 mukainen Mobiuksen funktio. Nyt
lauseen 5.3 perusteella Dirichlet’n sarjan generoiva funktio multiplikatiivisel-
le funktiolle p(n) voidaan kirjoittaa muotoon

i p(n)

= [[{1 + up~} = [[{1 -~}

peP peP

Nyt, koska kaavan (5.7) perusteella ((s) = W, selvéasti
p€EP

1

w2

Lause 5.5. Olkoot jonot (a,)5 ja (by)2, lukujonoja siten, ettd

(5.10) anp = by, missin > 1.
dln

Talloin
(5.11) => u ( ) ag, missa n > 1.

din
[6, s. 57-58]
Todistus. (Vrt. [6, s. 57-58]) Olkoot jonot (a,)se, ja (b,)o, lukujonoja si-
ten, ettd yhtalo (5.10) on voimassa. Olkoot A(s) ja B(s) jonojen (a,)>,
ja (by)p; Dirichlet’n sarjan generoivia funktioita, eli A(s) = >02, % ja
B(s) = Zozl .

Kerrotaan yhtélo (5.10) puolittain termilld n™° ja summataan puolittain
yli luvun n > 1. Saadaan

(512 Sy

s
n=1 n n=1

Zd|n bd

nS

Nyt lauseen 5.1 perusteella

B(s)(s) = 3 b

n=1 n
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eli kaava (5.12) voidaan kirjoittaa muotoon

(5.13) A(s) = B(s)((s).
Kerrotaan yhtalé (5.13) puolittain Moébiuksen funktion generoivalla funktiol-
la ﬁ =3, %, jolloin saadaan
(5.14) B(s)=Y M;;L)A(s).
n=1

Jalleen lauseen 5.1 perusteella, edellinen saadaan muotoon

b D din M (%) aq

s - s
n=1 n

)

(5.15) 3

3‘3

mistd ndhdaan helposti termin # kertoimet eli

(5.16) by => p (Z) aq, missa n > 1.

dln

Lausetta 5.5 kutsutaan Mdbiuksen kddnteiskaavaksi.

Esimerkki 5.3. Bittijonoksi kutsutaan lukujonoa, joka koostuu n kappa-
leesta perédkkain liitettyja lukuja 1 ja 0. Bittijono on primitiivinen, jos jonoa
el voida esittdéd liittamalla n/d kappaletta d-alkioista identtista bittijonoa,
missd d # n ja d|n, perdkkiin. Esimerkiksi jono 7100100100” ei ole primi-
tiivinen, mutta jono ”"1101” on. Etsitdan kaava primitiivisten n-alkioisten
bittijonojen lukuméérélle f(n).

Nyt selvésti kaikkien n-alkioisten bittijonojen lukuméara on 2". Lisédksi
jokainen n-alkioinen lukujono voidaan esittdd yksikésitteisesti n/d kappa-
leella perdkkain liitettyjé identtisia d-alkioisia primitiivisia bittijonoja, missé
dln ja d < n. Siis primitiivisten bittijonojen tapauksessa d = n. Saadaan
taten

(5.17) 2" =3 f(a),

dln

missd f(d) on primitiivisten d-alkioisten bittijonojen lukumééra. Nyt yhté-
16sta (5.17) saadaan lauseen 5.5 perusteella ratkaistua kaava luvuille f(n).
Siis

(5.18) fy = ()2

dln
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