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graalit
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Matematiikka
Helmikuu 2013

Tiivistelma

Tutkielman tarkoituksena on perehdyttdd lukija Newtonin, Riemannin ja
Henstock-Kurzweilin integraaleihin. Erityisesti tarkastellaan Newtonin inte-
graalin ominaisuuksia sekd yhtéaldisyyttd Riemannin ja Henstock-Kurzweilin
integraaleihin. Luvussa 2 esitelliin Newtonin integraalin méadritelma seki
Newton-integroituvien funktioiden ominaisuuksia. Liséiksi esitelliin Newto-
nin integraalin erilaisia variaatioita, joita ovat klassinen, naiivi, elementaari-
nen, muunneltu sekd kontrolloitu versio. Luvussa 3 perehdytdin Riemannin
summaan ja integraaliin seka esitelldadn approksimaatiomenetelma, jolla Rie-
mannin summa ja Newtonin integraali ovat likimain samat. Luvussa 4 esi-
tellddin Henstock-Kurzweilin integraali, joka on kytkettévissd luvussa 3 esi-
teltyyn Riemannin integraalin méaéritelméaén. Lopuksi osoitetaan, ettd New-
tonin integraalin kontrolloitu versio ja Henstock-Kurzweilin integraali ovat
ekvivalentteja.
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1 Johdanto

Tutkielmassa perehdytiddn Newtonin, Riemannin ja Henstock-Kurzweilin in-
tegraaleihin aloittamalla luvussa 2.1 klassisen Newtonin integraalin maari-
telméasta. Luvussa 2.2 tarkastellaan erilaisia Newton-integroituvia funktioita
seké antiderivaattojen F funktioita. Kun tarkastellaan rajoitettuja integroi-
tuvia funktioita, niin antiderivaatta F' on Lipschitzin funktio ja Lipschitzin
funktiot muodostavat funktioluokan. Luvussa 2.3 keskitytddn jatkuviin New-
ton-integroituviin funktioihin esittelemélld ylafunktiomenetelma. Ylafunk-
tiot muodostavat funktioluokan, jonka avulla voidaan arvioida funktion anti-
derivaattaa. Luvussa 2.4 esitelldan Newtonin integraalin erilaisia variaatioita.
Talloin funktion f sallitaan kiyttaytyvin poikkeavasti joissakin pisteissé eiké
se taten ole integroituva tavallisessa mielessé. Téllaisia Newtonin integraalin
variaatioita klassisen version lisdksi ovat naiivi, elementaarinen, muunneltu
sekd kontrolloitu.

Luvussa 3 perehdytdan Riemannin integraaliin esitteleméllda méaaritelma
luvussa 3.1 Riemannin summalle. Lisdksi tarkastellaan Newtonin integraalin
ja Riemannin summan yhteyttd. Sopivalla approksimaatiolla niiden arvot
ovat likimain samat. Luvussa 3.2 esitelldéin méiritelmd Riemannin integraa-
lille.

Luvussa 4 perehdytddn Henstock-Kurzweilin integraaliin. Luvussa 4.1 esi-
tellidin Henstock-Kurzweilin integraalin méaaritelmé, joka pohjautuu luvus-
sa 3.2 esiteltyyn Riemannin integraalin méaaritelmaén. Lopuksi luvussa 4.2
tarkastellaan Newtonin ja Henstock-Kurzweilin integraalin yhteyttd todis-
tamalla, ettd Newtonin integraalin kontrolloitu versio on ekvivalentti Hens-
tock-Kurzweilin integraalin kanssa.

Tutkielmassa lukijalta edellytetadn hyvad integraalilaskennan hallitsemis-
ta esimerkiksi yliopiston analyysin kurssien pohjalta. Tutkielman péildhtee-
nid kiytetdan verkkojulkaisua Thomson, B., Theory of the integral. Lisdk-
si lahteind kiytetddn Tom Apostolin teosta Mathematical Analysis, Kurtz
Douglasin ja Swartz Charlesin teosta Theories of Integration sekd Brian
Thomsonin, Judith Brucknerin ja Andrew Brucknerin teosta Real Analysis.



2 Newtonin integraali

Isaac Newton (1642-1727) oli englantilainen matemaatikko, fyysikko ja téih-
titieteilijd. Yliopistossa hén opiskeli matematiikkaa, fysiikkaa, kreikkaa ja
latinaa. Jo ensimmaéisend neljiné yliopistovuotena hin kehitti hyvin pitkal-
le differentiaali- ja integraalilaskentaa. Sen ansioista hin pystyi méaritté-
méin saddnnollisen kidyrdn tangentin ja kaarevuuden kdyrédn mielivaltaisessa
pisteessd. Hiantéd voidaan pitdéd yhtend integraalilaskennan kehittidjéina. New-
ton osoitti 1600-luvun lopulla, ettd pinta-alojen ongelmat ovat ratkaistavissa
antiderivaatan avulla. N&din hédn kehitti pohjan integraalilaskennalle, jonka
kehittamistad useat henkilot ovat jatkaneet. Matematiikan lisdksi han on ke-
hittédnyt térkedd pohjaa myos fysiikan eri osa-alueilla. (Ks. [3, s. 67-71].)

2.1 Klassinen Newtonin integraali

Esitellddn aluksi Newtonin integraalin klassinen médritelmé (ks. [4, s. 2]).

Miéritelmd 2.1. Olkoon funktio f: [a,b] — R maédritelty suljetulla vilil-
14 [a, b]. Télloin funktio f on Newton-integroituva vililla [a, b], jos on olemassa
funktio F': [a,b] — R siten, ettd F'(x) = f(z) jokaisella x € [a,b]." T&llin

voidaan kirjoittaa
b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Yleensé funktiota F' sanotaan funktion f antiderivaataksi. Funktiolla f
on olemassa useita mahdollisia antiderivaattoja F', joten méaritelmé 1 edel-
lyttdd, ettd médrdtty integraali F'(b) — F'(a) ei ole riippuvainen valitusta
funktiosta F. Tamé& voidaan osoittaa yksinkertaisimmin kayttamélla valiar-
volausetta. Maaritelmé 2.1 on deskriptiivinen, koska sen avulla ei voida ra-
kentaa tai etsid integraalia. Ainoastaan jos funktiolla f tiedetdén olevan an-
tiderivaatta, niin integraalin arvo voidaan maérittas.

2.2 Newton-integroituvat funktiot

Tarkastellaan aluksi funktion f antiderivaattojen funktioita F'. Oletetaan,
ettd funktio f on mééritelty vililla [a, b]. Télloin voidaan kirjoittaa

/f (a<z<b)

! Tasméllisesti ottaen F’(a) = f(a) on vasemmanpuoleinen ja F’(b) = f(b) oikeanpuo-
leinen derivaatta.



jos ja vain jos funktio F' on derivoituva vililli [a,b] ja F'(x) = f(x) kaikilla
x € [a,b]. Télloin F on funktion f antiderivaatta valilla [a, b].

Kun rajataan edellistd tarkastelua olettamalla funktion f olevan rajoitet-
tu vlilla [a, b], niin pdéstdin seuraavaan tarkeddn funktioluokkaan, Lipschitzin
funktioihin (ks. [4, s. 3]).

Miaritelmd 2.2. Funktiota F': [a,b] — R sanotaan Lipschitzin funktioksi,
jos on olemassa ei-negatiivinen luku M siten, ettd

[F(y) = F(2)] < Mly — x|
kaikilla z,y € [a, b].

Esitelldsin seuraavaksi lause koskien Lipschitzin funktioita. Jos lauseen
ehdot toteutuvat, niin antiderivaatta £’ on Lipschitzin funktio.

Lause 2.1. Jos funktio f: [a,b] — R on rajoitettu ja integroituva, niin sen
antiderivaatta on Lipschitzin funktio.

Todistus. (Vrt. [4, s. 3, Lause 1.3].) Olkoon funktio F' funktion f antideri-
vaatta. Olkoon liséksi funktio f rajoitettu jollakin ei-negatiivisella luvulla M
siten, etta

[f(z)| <M

kaikilla « € [a, b]. Oletetaan, ettd y € [a, b]. Viliarvolauseesta seuraa, ettd on
olemassa jokin piste ¢ siten, etti & € [z, y|. Télloin

Fy) - F(x)

et B GIESTENNCERY

kaikilla =,y € [a, b]. Koska F' on funktion f antiderivaatta, niin saadaan

[ = [f(©)],
josta oletuksen perusteella edelleen
F(y)—F
P =P po) <
y—x
kun £ € [a, b]. O

Ennen itseisesti integroituvien funktioiden lauseen esittdmistd mééaritel-
ld4n jaon kisite.



Mairitelma 2.3. (Ks. [1, s. 128, Midritelma 6.3].) Jos véli [a, b] on suljettu
ja joukon
P=A{xg,z1,...,2,}

pisteiden joukko noudattaa ehtoa
a=2)g<rT1 < < Tp_1<xy=0>0,

niin joukon P sanotaan olevan vilin [a,b] jeko. VAlid [r;_1, ;] sanotaan
jaon P osavdiliksi, joka voidaan kirjoittaa muotoon A x; = x; — x;_ siten,

etta
n
Z Az; =b—a.
i=1

Merkintéd Pla, b] tarkoittaa vilin [a, b] kaikkien mahdollisten jakojen kokoel-
maa.

Madritelladn myos my6hemmin tarvittava hienompi-jaon késite (ks. |4,
s. 11]). Olkoon ¢ positiviinen luku. T&ll6in jaon, jota merkitdan

{([ai, bz],gz) 1= 1, 2, 3, Ce ,n},
sanotaan olevan hienompi kuin 9, jos jokaisella
bi —a; < 0.

Yleisemmin, jos 0 on jokin positiivinen funktio, niin kiytetdén vastaavasti
edellistd lauseketta vaatien, ettd jokaisella

bi —a; < (5(51)

Funktio f: [a,b] — R on itseisesti integroituva, jos molemmat funktiot f
ja | f| ovat integroituvia. Vastaavasti funktio on ehdollisesti integroituva, jos
funktio f on integroituva, mutta funktio |f| ei ole integroituva. Esitellain
seuraavaksi itseisesti integroituvan funktion lause (ks. [4, s. 4]).

Lause 2.2. Jos funktio f: [a,b] — R on itseisesti integroituva, niin sen
antiderivaatalla F' on seuraava ominaisuus: kaikilla vélin [a,b] jaoilla

A=< T <Xy < - <x,=>

On VOIMassa

Z‘F(%) — F(zi—1)] < / |f(t)] dt < 0.



Todistus. Sivuutetaan, ks. [4, s. 4, Lause 1.4]. O]

Huomautus 2.1. Lauseen 2.2 ominaisuus ei ole yksinomaan voimassa klas-
siselle Newtonin integraalille vaan vastaavalla todistuksella ominaisuus on
johdettavissa myos muille myohemmin esitettiville integraaleille.

Milld tahansa funktiolla F', joka noudattaa lausetta 2.2, on rajoitettu va-
riaatio valilla [a, b]. Madritelladin seuraavaksi rajoitetun variaation késite.

Médritelmé 2.4. (Ks. [1, s. 128, Madritelmi 6.4] ja [5, s. 65-66].) Ol-
koon funktio F' mééritelty valilla [a,b]. Jos joukko P = {zg,z1,...,2,}
on vilin [a,b] jako, niin voidaan kirjoittaa AF;, = F(z;) — F(z;-1), kun
1=1,2,...,n. Olkoon

Var(F,P) =Y |AF|.
=1

Talloin funktion F' variaatiota valilld |a, b] merkitdén
Var(F, [a,b]) = sup{Var(F, P): P on vilin [a, b] jako}.

Jos Var(F), [a,b]) on &érellinen, niin funktiolla F' on rajoitettu variaatio valil-
14 [a, b].

Seuraava esimerkki tarkastelee rajoitetun variaation ominaisuutta.

Esimerkki 2.1. Osoitetaan, ettd funktiolla F': [a, b] — R, joka on Lipschitzin
funktio, on rajoitettu variaatio vlilla [a, b].

Todistus. (Vrt. [4, s. 319, Harjoitus 1].) Koska funktio F': [a,b] — R on
Lipschitzin funktio, niin méaaritelmén 2.2 perusteella on olemassa ei-negatii-
vinen luku M siten, etté

[F(y) — F(z)] < My — |

kaikilla x,y € [a,b]. Olkoon joukko P = {zg,x1,...,2,} vilin [a,b] jako.
Téalloin méaritelméan 2.4 nojalla

Var(F, [a,b]) = sup{Var(F, P): P on vilin [a, b] jako}

= S |F(ax) - Flana)| = [F(b) - F(a)| < M]b - al.

Koska M|b — a| on &érellinen, niin mééritelmén 2.4 nojalla funktiolla F' on
rajoitettu variaatio vélilld [a, ). O



Huomautus 2.2. Newton-integroituvat funktiot on kytketty tdhidn men-
nessé itseisesti integroituviin funktiohin, mutta on olemassa myos funktioita,
jotka ovat ehdollisesti Newton-integroituvia.

Kéydédin seuraavaksi lapi esimerkki (ks. [4, s. 5]) ehdollisesti Newton-
integroituvasta funktiosta.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan funktiota F'(x) = x?sin(z~2) vélill [0, 1]. Voi-
daan tehd4 johtopéatos, kun F'(0) = 0, niin funktio F' on jatkuva. Itse asias-
sa funktio F' on jatkuva ja derivoituva jokaisessa vilin [0, 1] pisteessd. Ero-
tusosamadrian raja-arvona saadaan, ettd F’(0) = 0. Derivoidaan funktio ja
saadaan

1 2 1
F'(z) =2z sinP — 08—, (kun z # 0).

Maéritelmén 2.1 nojalla F” on integroituva valilld [0, 1]. Tarkastellaan seu-
raavaksi funktion |F’| integroituvuutta. Jos funktio |F”| on integroituva, niin
lauseen 2.2 nojalla funktiolla F' on rajoitettu variaatio vililla [0, 1]. Valitaan

pisteet
I V2
= — a Tr = ——,
o Vkm ! ‘ V[2k + 17
kun k=1,2,....
Téalloin funktion F' arvoiksi saadaan
2
F =0 ja F =t —
kun £ =1,2,....
Nyt milld tahansa positiivisella kokonaisluvulla N saadaan epiyhtalo
N N 9
F —F > _
Z| (yk) (zk” = [2/{}—1— 1]7‘(‘
k=1 k=1

Oikeanpuoleisen summan arvo kasvaa rajatta, kun N kasvaa. Tall6in
Var(F, [0,1]) = o0

eikd funktiolla F' ole rajoitettua variaatiota. Siis |F’| ei ole integroituva.

2.3 Jatkuvuus ja Newton-integroituvuus

Newton-integroituvista funktioista on olemassa lukuisia esimerkkejé niin jat-
kuvia kuin epédjatkuvia funktioita. Rajataan tarkastelua keskittymalla jatku-
viin funktioihin. Esitelldén seuraavaksi ylifunktion kisite (ks. |4, s. 6]).
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Olkoon f rajoitettu ja méaritelty suljetulla vélilla [a, b]. Olkoon vilin [a, b]
jako
a=2g <11 <+ <Tp_1<xy=0>o

Oletetaan, ettd funktio F' on jatkuva vililla [a,b] ja lineaarinen jokaisella
valilla [x;_q, z;] siten, ettd

(2.1)

kaikilla pisteilla &, joille z;_; < & < x; (i = 1,2,...,n). Téll6in sanotaan, ettd
funktio F on funktion f yldfunktio valilla |a, b].

Ylafunktiomenetelmélld voidaan arvioida funktion f antiderivaattaa. Ku-
takin arvioitavaa funktiota varten tarvitaan omat ylafunktiot, jotka muodos-
tavat funktioluokan. Seuraava esimerkki tarkastelee tarkemmin ylafunktion
késitetta.

Esimerkki 2.3. (Vrt. [4, s. 319, Harjoitus 2|.) Olkoon funktio f(z) = 22
méaritelty vililla [0, 1]. Maaritelldan funktiolle f ylafunktio kiyttamalla pis-
teitd 0, 1,3, 2,1

Todistus. Funktio f(r) = z? on miéritelty vililli [0,1]. Talldin funktion

maksimiarvoiksi vileilld [0, 1], [1, 1], [3, 2] ja [2, 1] saadaan

1 1 1 1 3 9
== f(5) =7 f(5)==iaf1)=1
1(2) =16 7() =7 (1) — 1 10
Kéytetddn seuraavaksi ylafunktiomenetelméé (2.1) arvioimaan jokaisen vilin

antiderivaattaa F. Vilin [0, 1] antiderivaataksi F'(z1) saadaan

F(x;) — F(ri) > f(&)(wi — xi1),

josta edelleen
F(x1) = F(zo) = f(i)(l’l — o),
jolloin .
F(xy) > T
Vilin [1, 1] antiderivaataksi F'(z5) saadaan
1

Flas) — F(a1) > f(§> (22 — 1),

josta edelleen



jolloin
1 1 1
F(22) > — + —(z2 — -).
(z2) > 6 + 4($2 4)

Vastaavalla tavalla vilin [3, 3] antiderivaataksi F(x3) saadaan

5 9 1
Flas) > = + (g5 — =
(r2) = G + 1572~ %)
ja valin [2,1] antiderivaataksi F(z,) saadaan
14 3
Flag) > — _2
() 2 4+ (= 2)

Kun yhdistetddn saadut osavilit, niin saadaan paloittain jatkuva funktio,
jonka kayrd jokaisessa segmentissd ylittda funktion f arvon. Muodostunut
funktio

1 1
?7 l}zun (1) S X S 4_%7
= un 7 <z < =
Fz) > % t- 273
—%, kun g S xXr S 1
395 kun § <z <1,
on funktion f erds ylifunktio. O

Jatkuville funktioille voidaan aina maarittad antiderivaatta F. Seuraava
lause kéasittelee tatd ominaisuutta tarkemmin.

Lause 2.3. Olkoon funktio f: [a,b] — R rajoitettu. Tdlldin on olemassa
sellainen Lipschitzin funktio F: [a,b] — R, ettd F'(z) = f(z) jokaisessa
pisteessi a < x < b, jossa funktio f on jatkuva.

Todistus. (Ks. [4, s. 7-9, Lause 1.5].) Tarkastellaan aluksi tapausta oletta-
malla, ettd funktio f: [0,1] — R on ei-negatiivinen ja rajoitettu. Kdytetaan
ylafunktiomenetelméd, ja siksi oletetaan, ettd funktio Fy on jatkuva vélil-
14 [0, 1]. Olkoon Fy(0) = 0 ja funktiolla on suora, jonka kulmakerroin on
supremum seuraavasti

cor = sup{f(t): 0 <t <1}

Jaetaan vili [0,1] vileihin [0,3] ja [3,1]. Olkoon funktio F; jatkuva vilil-
14 [0, 1] ja Fy(0) = 0 seké funktiolla Fy on vililld [0, ] suora, jonka kulma-

12
kerroin on supremum seuraavasti

cip =sup{f(t): 0 <t <



ja funktiolla on valilld [1, 1] suora, jonka supremum on

1
c12 = sup{f(t): 3 <t<1}.
Vili [0, 1] voidaan jakaa useampiin osavéleihin (ks. [4, s. 8]). Saaduista antide-
rivaatoista voidaan muodostaa funktiojono {F,, }. Tallgin jokainen funktio F,
on jatkuva ja kasvava. Ylafunktioiden méirittelysta seuraa, etta

Fn(m) 2 Fn+1(£)

kaikilla 0 < =z < 1 jan = 0,1,2,.... Télloin {F,(z)} on vihenevi jono
ei-negatiivisia lukuja ja
F(z) = lim F,(x)

n—00

on olemassa kaikilla 0 < x < 1.

Osoitetaan, etti ehto F'(z) = f(x) on voimassa kaikilla pisteilla x € [0, 1],
jolloin funktion f on oltava jatkuva. Kiinnitetddn jokin piste x € [0,1] ja
olkoon € > (. Talloin argumentti viittaa tapaukseen, jossa 0 < x < 1. Jos
xr = 0 tai x = 1, niin toispuoleinen argumentointi tulee késitelld vaikka
yksityiskohdat eivét erityisesti poikkea toisistaan. Valitaan jokin § > 0 siten,
ettd funktion f oskillaatio on

wy([z — 26, x + 24])

valilld [x — 26, x4 26] C [0, 1] ja se ei ylitd lukua e. Olkoon h vakio siten, ettd
0 < h < ¢. Valitaan jokin kokonaisluku N riittdvan suureksi siten, etta

|Fn(x) — F(z)| <ehja |Fn(x +h) — F(z + h)| < eh.
Nyt ylafunktion méairittelystd seuraa, ettd saadaan epéayhtilo
|Fn(z 4+ h) — Fy(z) — f(2)h| < hws([x — 2h, x + 2h)),

joka toteutuu riittdvin suurella kokonaisluvulla N. Yhdistetdan epayhtalot
ja saadaan

|F(z+h) = F(z) = f(2)h] < [Fn(z+ h) = Fy(z) = f(2)h]

+|Fn(z) = F(z)| + |Fy(z + h) — F(x + h)| < 3¢h.

Tésté seuraa, ettd funktion F' oikeanpuoleinen derivaatta pisteessi x on tar-
kalleen f(z). Vastaavanlainen argumentti osoittaa vasemmanpuoleisen deri-
vaatan olemassaolon. T&lloin funktiolla f on antiderivaatta F' valilld [a, b].



Osoitetaan seuraavaksi, ettd funktio F', joka on mééiritelty vililla [0, 1],
on Lipschitzin funktio. Olkoon luku M ei-negatiivinen ja funktion f ylaraja.
Ylafunktion méaédritelmésta seuraa, etté

0< Fu(y) — Fu(x) < M(y — )

kaikilla z < y ja z,y € [0, 1]. Tésté voidaan suoraan paitelld, ettd funktio F'
on Lipschitzin funktio valilla [0, 1]. Tadh&n mennessi on osoitettu viite paik-
kansa pitéaviksi valilld [0, 1]. Nyt luovutaan ei-negatiivisuudesta ja osoitetaan,
ettd viite on yleisesti voimassa vililla [a, b].

Olkoon funktio f: [a,b] — R ja funktio

9(t) = fla+t(b—a))

kaikilla 0 < ¢ < 1. Olkoon G funktion g antiderivaatta vélilld [0, 1]. Osoite-
taan, ettd funktiolla f on olemassa antiderivaatta. Muodostetaan funktio

() = (- )6 (=2 )

jonka derivaataksi saadaan

H'(z) = G/(z:Z).

Sijoitetaan z = (a + t(b — a)) ja saadaan
H' 4 t(b — CL) !
= —_— =
(%) ( b—a ) ¢t

Koska oletuksen perusteella G’ = ¢, niin

H'(z) = G'(t) = g(t) = fla+t(b—a)) = f(z).

Siis funktiolla f on olemassa antiderivaatta H.
Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on rajoitettu funktio ja

K =inf{f(z): a <z < b}.

Olkoon g¢(t) = f(t) — K kaikilla a < t < b. Talléin ¢g on rajoitettu ja ei-
negatiivinen vililla [a, b]. Oletetaan, ettd G on funktion g antiderivaatta vé-
lilld [a, b]. Osoitetaan, ettd funktiolla f on antiderivaatta valilla [a, b]. Muo-
dostetaan funktio

H(t) = G(t) + Kt.
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Koska oletuksen perusteella G'(t) = g(t), niin
H'(t)=G'(t)+ K = g(t) + K = f(t).

Siis funktiolla f on antiderivaatta H. Koska funktio on rajoitettu, niin anti-
derivaatta H on Lipschitzin funktio siten, ettd H'(t) = f(t) kaikilla pisteil-
18 a <t <D, joissa funktio f on jatkuva. O]

Lause 2.4. Oletetaan, ettd funktio f: [a,b] — R on jatkuva. Tdlldin funk-
tio f on Newton-integroituva kaikilla véilin [a,b] suljetuilla osavdileilld.

Todistus. Jos funktio f on jatkuva, niin sen Newton-integroituvuus seuraa
lauseesta 2.3. ]

2.4 Newtonin integraalin variaatiot

Téassé luvussa esitelliin Newtonin integraalin erilaisia variaatioita. Luvussa
2.1 esitetty méaritelmd Newtonin integraalille on hyvin vaativa, koska eh-
don F'(x) = f(x) on oltava voimassa kaikissa vilin [a, b] pisteissd. Usein on
kuitenkin hyodyllista sallia funktiolle f poikkeuksia, kuten pienié pistejouk-
koja, joissa funktio ei ole médritelty tai pisteitd, joissa F'(x) = f(x) ei ole
voimassa.

Ennen variaatioiden esittamista méaaritellaan numeroituvan joukon kasite
(ks. [1, s. 39]).

Joukko S on ddrettémdsti numeroituva, jos se on yhta mahtava kaikkien
positiivisten kokonaislukujen kanssa. Télloin voidaan merkité

S~ {1,2,3,...}.

Maiédritelma 2.5. (Ks. [1, s. 39, Méaritelmé 2.15].) Joukko S on numeroi-
tuva, jos se on darellinen tai ddrettomésti numeroituva joukko. Jos joukko ei
ole numeroituva, niin sitd sanotaan ylinumeroituvaksi.

Kun tehd&dan funktiolle F' joitakin véljennyksié, niin saadaan seuraavan-
laisia variaatioita Newtonin integraalille (ks. [4, s. 33]). Liséksi jokaisessa seu-
raavassa tapauksessa funktion f ollessa integroituva kyseisella tavalla voidaan
kirjoittaa

b
/ F(#)dt = F(b) — Fla).

Klassinen. Funktio f on médritelty valilla [a,b] ja F'(z) = f(z) jokai-

sessa vilin [a, b] pisteessa.

Naiivi. Funktio f on maédaritelty vdhintddn vélilld (a,b), F' on jatkuva
valilla [a, b] ja F'(x) = f(z) jokaisessa vilin (a,b) pisteessa.
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Elementaarinen. Funktio f on mééritelty vahintddn valilld (a,b) paitsi
mahdollisesti dérellisen monessa pisteessi. Funktio F' on jatkuva vililld (a, b)
ja F'(z) = f(x) jokaisessa vilin (a,b) pisteessd lukuun ottamatta dérellisessd
médrdssa vélin (a,b) pisteité.

Muunneltu. Funktio f on mééritelty vahintdén valilla (a, b) paitsi mah-
dollisesti numeroituvassa joukossa N. Funktio F' on jatkuva valilla [a,b] ja
F'(x) = f(x) jokaisessa vilin (a,b) pisteessd paitsi mahdollisen joukon N
pisteissa.

Klassisella tavalla Newton-integroituva funktio on oltava maééritelty jo-
kaisessa pisteessé vililla [a, b]. Kdyd&dn ldpi esimerkki téllaisesta funktiosta.

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan funktiota

fla) =a?,

joka on méiritelty milld tahansa vililld [a,b]. T&all6in funktio on Newton-
integroituva klassisesti, koska funktiolle f on olemassa antiderivaatta F'(z) =
s2% siten, ettd F'(x) = f(x) milld tahansa vélilla [a, D).

Esimerkin 2.4 funktio on my6s Newton-integroituva naiivisti vélilla (a, b).
Klassisen ja naiivin version ero on pieni, silli versiot eroavat toisistaan nii-
den médrittelyvileilla siten, ettd ehto F’'(z) = f(x) on voimassa klassises-
sa versiossa vilin [a,b] pisteissi ja naiivissa versiossa vilin (a,b) pisteissi.
Kumpikaan versioista ei salli méarittelyvéalilld poikkeuksia vaan funktioiden
tulee olla médritelty jokaisessa vilin pisteessid. Naiivissa versiossa funktio on
méaritelty avoimella valilld, joka mahdollistaa sen, ettd jotkut funktiot ovat
naiivisti Newton-integroituvia, mutta eivit klassisesti Newton-integroituvia.
Kaydain seuraavaksi esimerkki lapi téallaisesta funktiosta.

Esimerkki 2.5. Olkoon funktio

Tarkastellaan erikseen vilia [0,1]. Télloin funktio on Newton-integroituva
naiivisti, koska funktio F'(z) = 2y/z on jatkuva vililla [0,1] ja ehto F'(z) =
f(z) on voimassa jokaisessa vilin (0, 1) pisteessd. Funktio ei kuitenkaan ole
Newton-integroituva klassisesti, koska funktio f ei ole médritelty pisteessa 0
eikd téten ehto F'(x) = f(x) ole voimassa jokaisessa vilin [0, 1] pisteessa.

Elementaarisen ja naiivin version ero on merkittadvampi, koska elemen-
taarisessa versiossa ehdon F'(z) = f(x) ei tarvitse olla voimassa jokaisessa
valin (a,b) pisteessid. Kaydadn 1dpi téllaisesta funktiosta esimerkki.
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Esimerkki 2.6. Olkoon funktio

fl2) = —

N

Tarkastellaan erikseen vélid [—1,1]. Funktio ei ole télléin Newton-integroi-
tuva naiivisti (eikd klassisesti), koska funktio f ei ole mééritelty pisteessi 0
eikd télloin ehto F'(z) = f(x) ole voimassa jokaisessa vilin (—1,1) pisteessé.
Funktio on Newton-integroituva elementaarisesti, koska versio sallii darellisen
méaridn pisteita, joissa se ei ole méadritelty. Télloin funktio

2y/x,  kun x>0,
F(z) = { —2¢/x, kun x<0,

on jatkuva vililla (—1,1) ja ehto F'(z) = f(x) on voimassa jokaisessa vi-
lin (—1,1) pisteessd lukuun ottamatta pistetta 0.

Elementaarisen ja muunnellun version eroa tarkastellaan tarkemmin seu-
raavan esimerkin avulla.

Esimerkki 2.7. Osoitetaan, ettd popcorn funktio

, jos x on rationaalinen ja x = § supistetussa muodossa,

P(z) =

, jos x on rationaalinen ja x = 2, kun ¢ = 0,
q

O Q=

, Jos x on irrationaalinen,

on vililla [0, 1] Newton-integroituva muunnellusti, mutta ei elementaarisesti.

Todistus. (Vrt. [4, s. 328, Harjoitus 31].) Olkoon funktio F': [0,1] — R mi-
ki tahansa vakiofunktio. T&ll6in sen derivaatta on F'(x) = 0. Koska funk-
tio P(x) = 0 kaikilla irrationaaliluvuilla z, niin sen antiderivaatta on funk-
tio F, joka toteuttaa ehdon

F'(z) =0= P(x)

kaikilla irrationaaliluvuilla z € [0, 1].
Jos valitaan miki tahansa rationaaliluku z € [0, 1], niin ehto

Fi(z) =0 # 3 — P(), (knng#0)

ei ole voimassa ja funktiolla P(z) ei ole antiderivaattaa F', joka toteuttai-
si vaaditun ehdon. Téll6in kaikki rationaaliluvut muodostavat numeroituvan
joukon (@), joka sisédltdd ddrettomin médran rationaalilukuja. Popcorn funk-
tio on Newton-integroituva muunnellusti, koska funktiolla P(z) on antide-
rivaatta F, joka on jatkuva vililld [0, 1] ja ehto F'(x) = P(x) on voimassa
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jokaisessa vélin (0,1) pisteessd paitsi numeroituvassa joukossa ). Popcorn
funktio ei ole Newton-integroituva elementaarisesti, koska ehto F'(x) = P(x)
vaatii ddrettoméin méirin pisteita valilla (0, 1), jotta se olisi voimassa.

[]

Esitelldéin vield yksi variaatio Newtonin integraalista, joka on kontrolloi-
tu Newtonin integraali. Tarkastellaan ennen version maarittdmistd naiivia
versiota, jota soveltamalla saadaan Newtonin integraalin kontrolloitu versio.
Olkoon funktio f: (a,b) — R naiivisti Newton-integroituva. Talléin on ole-
massa jatkuva funktio F': [a, b] — R siten, ettd

Fy) = F(x)

ti 0=
eli
i £ W) = F(@) = fl2)(y —2) _
y—a y—T ’

kaikilla = € (a, b). T&ll6in integraalin arvo on

b
/ f(x) de = F(b) — F(a).

Esitellddn seuraavaksi Newtonin integraalin kontrolloitu versio (ks. |4, s. 36]).

Méédritelma 2.6. Funktion f: (a,b) — R sanotaan olevan kontrolloidus-
ti Newton-integroituva, mikili on olemassa jatkuva funktio F': [a,b] — R ja
aidosti kasvava funktio ¢: (a,b) — R, jota sanotaan kontrolliksi, kun jokai-
sella x € (a,b) on voimassa raja-arvo

i £ W) = Fz) = f(2)(y — )
y—a (y) — ¢(x)

Talloin integraalin arvoa voidaan merkita

=0.

/ f(z) de = F(b) — F(a).

Kontrolloidun Newtonin integraalin versiota voidaan pitdd yhtené vaih-
toehtona Newtonin integraalille. Version hyvidné puolena on se, ettéd sen ole-
massaolo ei vaadi funktion olevan derivoituva. Kontrolloidun Newtonin in-
tegraalin madritelmidd hyodynnetddn luvussa 4.2, koska se on ekvivalentti
luvussa 4.1 esitettdvin Henstock-Kurzweilin integraalin kanssa.

Maaritelladn seuraavaksi tasaisesti suppenevan jonon kisite, jota tarvi-
taan tarkasteltaessa Newton-integroituvien funktioiden yleisii ominaisuuk-
sia.
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Maiésritelmd 2.7. (Ks. [1, s. 221 Maéritelm& 9.1].) Funktioiden jonon {f,}
sanotaan suppenevan tasaisesti kohti funktiota f, jos jokaista € > 0 kohti on
olemassa jokin N (riippuen ainoastaan ¢) siten, ettd n > N edellyttden

|fn(x) - f(ZE)| <é€
kaikilla z € S. Talloin merkitdin
fn — f tasaisesti joukossa S.

Esitellddin seuraavaksi Newton-integroituvien funktioiden kolme ominai-
suutta (ks. |4, s. 39]).

Monotonisuus. Jos f,g: [a,b] — R ovat integroituvia ja f(z) < g(x) kai-

killa = € [a, b], niin
b b
[ swa< [awa

Lineaarisuus. Jos fi, fo,..., fn: [a,b] — R ovat integroituvia ja

n

h(z) = Z cifi(x)

i=1

on naiden funktioiden lineaarinen kombinaatio, niin A on vastaavassa mielessia

integroituva ja
b n b
/ h(z) dz = Zci / fi(x) dx | .
a i=1 a

Jatkuvuus. Jos fi, fo,... ovat integroituvien funktioiden tasaisesti suppe-
neva jono valilla [a, b] ja f(z) = lim,_, fn(x), niin funktio f on vastaavassa
mielessd integroituva ja

b b
/ f(z) de = lim fn(2) dx.

n—oo

Todistus. Sivuutetaan, ks. [4, s. 329-332, Harjoitukset 38-40]. ]

3 Riemannin integraali

Bernhard Riemann (1826-1866) oli saksalainen matemaatikko ja fyysikko.
Hénen merkitystddn erityisesti osoittavat Riemannin geometria, Riemannin
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pinnat, Riemannin summa sekd Riemannin integraali. Han erotti integroinnin
derivoinnista ja ldhestyi sitd summan avulla. Useat muut matemaatikot ovat
jatkaneet hidnen tutkimuksiaan, joista on syntynyt useita erilaisia integraali-
teorioita. Lisdksi hén kisitteli fysiikkaa, lukuteoriaa, geometriaa ja funktio-
teoriaa laajoina kokonaisuuksina antamatta pienten yksityiskohtien rajoittaa
ajatuksiensa liikkuvuutta. Hanen vahvuuksinaan voitiin pitdd kykya nahda
asioita uusilta ndkokulmilta sekd kdyttidd erilaisia menetelmid tutkimuksis-
saan. (Ks. [3, s. 116-117])

3.1 Riemannin summa

Luvussa 2.1 mééaritelty Newtonin integraali edellyttdd antiderivaatan F' ole-

massaolon. Téssé luvussa esitelliin menetelmé, jolla integraalin arvo kyt-

ketddn funktion f varsinaiseen arvoon. Tdhéin péadstddn, kun tarkastellaan

Newtonin integraalin ja Riemannin summan yhteytta (ks. [4. s. 9-15|).
Maaéritellddn seuraavaksi Riemannin summan késite.

Madritelméi 3.1. (Ks. [2, s. 11, M&éritelmé 2.1].) Olkoon vili [a,b] € R ja
funktio f: [a,b] — R. Olkoon vilin [a, b] jako P = {x¢, x1,...,z,} siten, ettd
ro=a, x, =bjaxr,1 <z kun i =1,2,...,n. Olkoon liséksi t; € [x;_1, 7]
kaikilla 7 = 1,2,...,n. Tall6in summaa

Zf(tz')(fi — Ti-1)

valilla [a, b] sanotaan funktion f Riemannin summaksi.

Viliarvolauseen avulla Newtonin integraali voidaan esittda Riemannin
summana. Jos funktio F: R — R on derivoituva jokaisessa vilin [a, b] pis-
teessé, niin talldin F” = f on Newton-integroituva ja viliarvolausetta voidaan
soveltaa lausumalla integraali muodossa

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a) = £(€)(b— a)

jollain & € (a,b). Télloin integraalin arvo on ilmaistu yksinkertaisimpana
Riemannin summana ja pisteet ovat xo = a ja x1 = b.
Jos valitaan kolme erillistd pistetta

a = xg,T1, T2 = b,

niin saadaan
b
/ f(x)dr = F(b) — F(a) = [F(b) — F($1)} + [F(a:l) - F(a)}
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jollain pisteilld & € (a,21) ja & € (x1,b).

Integraalin arvo voidaan laskea Riemannin summan avulla myos dérelli-
sella maaralla pisteitd, jolloin madritelmaa 3.1 voidaan laajentaa maaritte-
leméll4 jaon késite uudella tavalla. Télloin valitaan vélin [a, b] mikd tahansa
kokoelma pisteitd siten, etta

a=2xo,T1,...,Lp =0

on jarjestettynd johonkin jérjestykseen (ei véilttdmatta kasvavaan). Valitaan
jokin tietty piste & € (x;_1,x;), kun i = 1,2,... n siten, ettd

/ f(z)dr = Z [F(2;) — Fxi1)] = Zf(é}')(xi —Ti 1)

Nyt on osoitettu Newtonin integraalin ja Riemannin summan yhteys, jota
vield tarkastellaan seuraavan esimerkkin avulla.

Esimerkki 3.1. (Ks. [1, s. 320, Harjoitus 4|.) Osoitetaan, ettid integraa-
lin ffa: dx tarkka arvo voidaan laskea Riemannin summan avulla, kun

n

b
T+ Xi— 1
/ rdr = Z Tl(xz — i) = 5 Z(x? — 7).

=1 i=1

Todistus. Olkoon
T+ X1

2 &
Télloin Riemannin summa antaa vilin [a, b] mielivaltaisella jaolla
a4 =20, L1y, Tn-1,Tpn = b

summan arvoksi

Z Tl(l‘i—%—ﬁ =3 Z(I?—x?,l) = §[b2—xi,1+xiﬂ—xi,2+- -—a?]
i=1 i=1
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Sama arvo saadaan kiyttiméilld funktion f(z) antiderivaattaa F(z) = 22

2
Talloin integraalin arvoksi saadaan

' IR g
/a:d:c:F(b)_F(a):b “ :Z% 2?151_1‘
¢ =1

2

Talloin on osoitettu, ettd Newtonin integraalin ja Riemannin summan arvot
ovat samat funktiolla f(x) = x. O

Newtonin integraalin laskeminen Riemannin summan avulla on mahdol-
lista, jos pystytédan valitsemaan jokin oikea piste &;, joka tekee arvosta tarkan.
Teoriassa vialiarvolauseen avulla saadaan téillainen piste, mutta kdytannossa
tallinkdan ei ole aina mahdollista 16ytaa konkreettisesti sellaista pistetta,
joka antaa riittdvan tarkan arvon. Tarkastellaan tilannetta olettamalla funk-
tion f: [a,b] — R olevan derivoituva ja joukon

P={a=zy<z;<--- <z, =0}

olevan vélin [a, b] jako. Tallin jokaiselta osavalilta [z;_1, x;] etsitaéin sellainen
piste &;, ettad termi

f(fi)(% - xifl)

antaa tarkan arvon termille

Jos pisteiden valinta on mahdollinen jokaisessa osavilissd, niin Riemannin
summa

Z f(&)(wi - 951'71)

antaa halutun arvon vilille [a, b], sill4

n

Y (F(wi) = F(z;-1)) = F(b) — F(a).

i=1

Tarkan arvon sijaan on hyddyllisempéa kiayttad seuraavanlaista approksimaa-
tiota (ks. [4, s. 14-15]) tuloksen arvioimisessa

[ S ICErn)

Tamén ldhtokohtana on sallia mielivaltainen méaéra pisteitd &;, joilla appro-
simaatio antaa riittdvin hyvén likiarvon. Kuitenkin aina on mahdollista 16y-
taa sellainen piste &;, joka tekee tuloksesta liian virheellisen. Virhetta voidaan
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kontrolloida valitsemalla vélin [x;, x;_1] pisteet riittavén ldhelle toisiaan. Yksi
menetelma valita pisteet on kiiyttad tasaista approksimaatiota. Menetelmés-
sé valitaan jonkin yksittdisen pienen luvun § pienuus ja pisteet x; ja x;_ 1
siten, etta

|$i — .Z'ifl‘ <9

kaikilla 7 = 1,2, ..., n. Lisdksi jokainen termi voi lisdtd virhettd, joten valit-
tua jonoa
a4 =29, T1,...,Lp =0

pitda rajoittaa siten, ettd kokonaisvirhe ei muodostu liian suureksi. Helpoin
tapa tdmaéan toteuttamiseksi on olettaa pisteiden olevan kasvavassa jarjestyk-
sessa

a=Tp <11 < - <x,=>0.

Toinen tapa on rajata pistejonon variaation kokoa rajaamalla summan

n
Z‘xz - Ii—1|
i=1

kokoa. Naistd tavoista ensimmaéistd kiytetddn Cauchyn lauseessa ja toista
tapaa myds Robbinsin lauseessa. Augustin Lousin Cauchy (1789-1857) oli
ranskalainen matemaatikko, joka antoi ensimmaéisend hyvin tdsmaéllisid to-
distuksia analyysin tuloksille. Han julkaisi vuonna 1821 teoksen, joka esitti
differentiaali- ja integraalilaskennan peruskésitteiné olevien raja-arvon ja jat-
kuvuuden méaidritelmat samassa muodossa kuin ne nykyaankin esitetddn. Han
pystyi todistamaan, ettd differentiaali- ja integraalilaskenta lepdavit tasmal-
liselld pohjalla. Tama oli kidnteentekevad, sillda Newtonin ajoista alkaen elet-
tiin sellaisessa kiisityksessd, ettd ne antavat vain likiméardisia tuloksia. (Ks.
|3, s. 92]) Cauchy tutki erityisesti jatkuvia funktioita ja oli ensimmaéinen, jo-
ka tarkasteli jatkuvien funktioiden integroituvuutta. Esitelliin seuraavaksi
Cauchyn lause (ks. [4, s. 16]).

Lause 3.1. Olkoon funktio f: [a,b] — R jatkuva. Tdlloin funktio f on New-
ton-integroituva valilld [a,b] ja integraalilla on tasainen approksimaatio Rie-
mannin summan avulla, eli jokaista € > 0 kohti on olemassa jokin § > 0
siten, etta

Z /IZ flx)de — f(&) (@i —xia)| <€
ja b n
‘ / f(x) dx — Z f&) (i —xi1)| <e




aina, kun
a=2g<x1 <+ <xp_1<xy=>,

on sellainen vilin [a,b] jako, ettd
T — T <90,
ja
§i € [mi1, w4
Todistus. Sivuutetaan, ks. [4, s. 321, Harjoitus 11]. O]

Esitelladn seuraavaksi Robbinsin lause, joka on toinen mahdollinen versio
Cauchyn lauseelle. Robbinsin lausetta voidaan pitdd teknisesti parempana
versiona Riemannin summan ilmaisemisessa jatkuville integroituville funk-
tioille. Merkittdvin ero lauseiden vililla on se, ettd Cauchyn lauseessa jaon
pisteet a = xg,x1,...,x, = b ovat kasvavassa jarjestyksessd. Kun taas Rob-
binsin lauseessa Riemannin summan pisteet ovat mielivaltaisessa jirjestyk-
sessa eikd funktion tarvitse talldin valttamatta olla jatkuva, ja tdméan vuoksi
Robbinsin lause sallii Newtonin integraalin luonnehdinnan jatkuville funk-
tioille tdysin Riemannin summan avulla. Esitellddn seuraavaksi Robbinsin
lause (ks. [4, s. 17]).

Lause 3.2. Reaaliarvoinen funktio f on jatkuva vdlilla [a,b], jos ja vain jos
on olemassa luku I siten, ettd jokaista € > 0 ja C' > 0 kohti on olemassa
jokin & > 0 siten, ettd

I— Zf(fz’)(fﬂz‘ —ri)| <e

milld tahansa pisteiden xg,x1, ..., T, ja &1,&, ..., & valinnalla, jotka nou-
dattaa ehtoa .

Z’% — x| < C,

i=1

missd a = xg, b = x,, 0 < |x; —x;_1| < 0 ja jokainen & kuuluu pddtepisteiden

i1 ja x; valiin, kuni = 1,2,...,n. Tdlloin funktio f on Newton-integroituva
valilld [a, b] ja
b
I:/ f(z)dx.
Todistus. Sivuutetaan, ks. [4, s. 17-21, Todistus 1.9]. ]

Lause 3.2 antaa Newtonin integraalin jatkuville funktioille kaksi ekvi-
valenttia muotoa, joko kidyttadmailld antiderivaattaa tai Riemannin summaa
integraalin tarkastelussa.
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3.2 Riemannin integraali

Esitellddn seuraavaksi Riemannin integraalin mééritelmé (ks. [4, s. 44]).

Maéaritelma 3.2. Olkoon funktio f mééritelty jokaisessa vilin [a, b] pistees-
si. Talloin funktio f on Riemann-integroituva valilla [a,b], jos seuraava kri-
teeri on voimassa: on olemassa luku [ siten, ettd jokaista ¢ > 0 kohti on
olemassa jokin 0 > 0 siten, etti

I— Zf(&)(xi —zi1)| <¢€

aina, kun
a=2g<T1 << Tp_1<xy,=0>0,

on sellainen vilin [a, b] jako, ettd
Ti — T < 5,

ja
& € i1, xi).

Miaritelméassa 3.2 luku [ voidaan my0s ilmoittaa muodossa

I=(R) /abf(:c) dz.

Riemannin integraali on yhteensopiva useiden Newtonin integraalin variaa-
tioiden kanssa, mutta integraalin yhteys ei ole yksiselitteinen. Luvussa 2 to-
dettiin, ettd kaikki jatkuvat funktiot ovat Newton-integroituvia ja sama pétee
my0s Riemannin integraalille. Riemannin integraali méaéritelldén rajoitetuille
funktioille f: [a,b] — R; jos ehto ei ole voimassa joudutaan tarkastelemaan
epdoleellisia integraaleja. Kaikki jatkuvat funktiot ovat Riemann-integroitu-
via sekd Newton-integroituvia. Kaikki Riemann-integroituvat funktiot eivét
ole Newton-integroituvia. Esimerkiksi seuraavan harjoitustehtivin funktio ei
ole Riemann-integroituva.

Harjoitus 3.1. Dirichlet’n funktio f: [0,1] — R, joka mééritellain seuraa-
vasti

fz) =

1, jos x on rationaalinen,
0, jos x on irrationaalinen,

ei ole Riemann-integroituva.
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4 Henstock-Kurzweilin integraali

Téassé luvussa tarkastellaan Henstock-Kurzweilin integraalia, joka ei ole yh-
td tunnettu integraali kuin Newtonin ja Riemannin integraalit. Henstock-
Kurzweilin integraali on historiallisesti tunnettu lukuisista nimistdén riip-
puen médritelmén luonteesta ja kehittdjasti. Integraalia on kutsuttu mm.
Denjoyn rajoitetuksi integraaliksi, Perronin integraaliksi, Denjoy-Perronin
integraaliksi, ja Kurzweilin integraaliksi (ks. [4, s. 121]). Henstock-Kurzwei-
lin integraalin monipuolisuudesta seuraa, ettd se kattaa edellisessa luvussa
esille tulleen Newtonin integraalin eri variaatiot. Taté seikkaa tarkastellaan
tarkemmin vield myohemmin.

4.1 Henstock-Kurzweilin integraali

Tassd luvussa esitellddn Henstock-Kurzweilin integraali, joka yleistdd Rie-
mannin integraalin médritelmid. Riemannin integraalin heikkoutena on se,
ettei valttadmatta ole olemassa yhté positiivista vakiota ¢, joka toteuttaa méa-
ritelmén 3.2 kaikilla vélin [a,b] pisteilld. Riemannin integraalissa ei oteta
huomioon funktion integroituvuuden paikallista kdyttdytymista eikd tdmén
vuoksi funktio f ole vilttdmattd Riemann-integroituva. Kun tarkastellaan
positiivisen vakion & korvaamista positiivisella funktiolla 4(&), niin jokais-
ta & € [a,b] kohti on olemassa jokin §(£) > 0 siten, ettd méadritelma 3.2
toteutuu. Talloin saadaan Henstock-Kurzweilin integraali, jossa Riemannin
integraalin mééritelmén vakio 0 korvataan positiivisella funktiolla 6(£) > 0.
Esitellddn seuraavaksi Henstock-Kurzweilin integraalin méadritelméa (ks. [4,
s. 51]).

Miaritelmi 4.1. Olkoon funktio f médritelty jokaisessa suljetun vélin [a, b]
pisteessi. Funktio f on Henstock- Kurzweil-integroituva valilla [a, b], jos seu-
raava pisteittdinen méaaritelty integroituvuuden kriteeri on voimassa: on ole-
massa luku [ siten, etté jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen positiivinen
funktio § : [a,b] — R, ettd

I— Zf(fi)(fl?i —xi) <€

aina, kun
a=20<T1 < Ty < ... <Xp_1<x,=0"0,

on sellainen vélin [a, b] jako, ettd

Ty — Ti1 < 5(&‘)7
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ja
51' € [mi_l,xi].

Maaritelmésta 4.1 seuraa, ettd Henstock-Kurzweilin integraali siséltaa se-
ki Newtonin integraalin ettd Riemannin integraalin. Maaritelmassa 4.1 funk-
tio f on maédritelty jokaisessa vilin [a, b] pisteessd. Yleensi ei vaadita funk-
tiolle néin ankaria ehtoja, kuten luvussa 2 funktion ehtoja lievennettiin tar-
kasteltaessa erilaisia variaatioita Newtonin integraalille. Maaritelméassa 4.1
voidaan myos sopia funktion olevan mééritelty melkein kaikkialla (ks. [4,
s. 90-91]) vélin (a,b) pisteissd ilman, ettd se muuttaisi integraalin kisitetta.
Télloin sovitaan, ettd funktio g on médritelty siten, ettd g(z) = f(x), kun
funktio on mééritelty ja muulloin g(z) = 0.

Esitellddn seuraavaksi lause Cauchyn kriteeristd (ks. [4, s. 52]). Merkin-
ta A([) tarkoittaa véilin I pituutta, ja jos vili I on yksittdinen piste tai tyhjé,
niin A(/) on nolla.

Lause 4.1. Vilttamdton ja riittdvd edellytys funktiolle f: |a,b] — R, jotta
se on Henstock-Kurzweil-integroituva vdlilli [a,b], on se ettd jokaista € > 0
kohti on olemassa jokin positiivinen funktio §: [a,b] — R, siten, ettd

Yoo D )~ f)aINnT) <e

(Iw)er (I’ w')en’
kaikilla vilin |a,b] jaoilla 7,7, jotka ovat hienompia kuin §.
Todistus. Sivuutetaan, ks. [4, s. 52, Lause 1.24]. [

Esitellddn seuraavaksi hyodyllinen Henstock-Saksin lause (ks. [4, s. 53]),
joka koskee funktion f ja sen antiderivaatan F' yhteyttd. Lausetta voidaan
pitda yleistyksend Newtonin integraalin klassiselle versiolle funktion f ja sen
antiderivaatan yhteydesti, jossa ehto F’'(x) = f(x) on voimassa kaikilla vé-
lin [a, b] pisteilla.

Lause 4.2. Olkoon funktio f Henstock-Kurzweil-integroituva ja mddritel-
ty jokaisessa suljetun vdlin [a,b] pisteessd. Talldin f on Henstock-Kurzweil-
integroituva jokaisella suljetulla osavdlilla [a,b]. Lisiksi jokaista € > 0 kohti
on olemassa sellainen positiivinen funktio ¢ : [a,b] — Ry, ettd

Y IF() = Fu) - f(w)(v—u)| <&,
([u,v],w)em

milloin tahansa T on vdlin [a,b] hienompi jako kuin 6. Tdlldin voidaan kir-
joittaa

F(z) = / oL
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on funktion [ antiderivaatta.

Todistus. Sivuutetaan, ks. [4, s. 53, Lause 1.25]. O

4.2 Kontrolloitu Newtonin integraali ja
Henstock-Kurzweilin integraali

Téssé luvussa tarkastellaan Henstock-Kurzweilin integraalin ja luvussa 2 esi-
tetyn Newtonin integraalin yhteytta tarkemmin. Henstock-Kurzweilin inte-
graali sisdltda luvussa 2.3 esitetyt Newtonin integraalin variaatiot, kuten lu-
vussa 4.1 todettiin, ettd funktion voidaan sopia olevan méaritelty melkein
kaikialla vélin pisteilld ilman, ettd se vaikuttaa integraalin méaritelméan.
Lisdksi Henstock-Kurzweilin integraali on ekvivalentti Newtonin integraalin
kontrolloidun version kanssa. Tarkastellaan Henstock-Kurzweilin integraalin
ja kontrolloidun Newtonin integraalin yhteyttd seuraavan lauseen avulla.

Lause 4.3. Funktio f on kontrolloidusti Newton-integroituva, jos ja vain jos
se on Henstock- Kurzweil-integroituva.

Todistus. |4, s. 57-58, Lause 1.26] Todistetaan ensin, ettd jos funktio f on
kontrolloidusti Newton-integroituva, niin funktio on Henstock-Kurzweil-in-
tegroituva. Olkoon funktio Newton-integroituva kontrolloidusti. Talloin mé&a-
ritelmén 2.6 nojalla on voimassa seuraavat oletukset: funktio f: (a,b) — R,
jatkuva funktio F': [a,b] — R ja kontrolli funktio ¢: (a,b) — R. Kiinnitetain
vali [¢,d] C (a,b). Olkoon € > 0. Merkitddn

€
N= .
¢(d) — (c)
Jokaista x € (a, b) kohti on olemassa jokin d(z) > 0 siten, etta

F(y) — F(x) = f(z)(y — 2)
o(y) — o(z)

jos 0 < |y — 2| < d(x). Télloin lauseen funktio f on Henstock-Kurzweil-
integroituva valilla [c, d] ja voidaan kirjoittaa

/ f(x)dx = F(d) - F(c).

Oletetaan, ettd jako m = {([u, v],w)} on &dérellinen. Jos m = {([u, v],w)} on
vélin [¢, d] hienompi jako kuin ¢, niin saadaan

F)=F(e)= Y flw-u|<

(fuv]w)em ([wv]w)en

<,

F(v) = F(u) = f(w)(v—u)
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< Y alb() = d(w)] = nlé(d) — é(e)] = <.

([u,v],w)em

Télloin f on Henstock-Kurzweil-integroituva vililla [c, d] ja funktio F' on sen
antiderivaatta. Funktio F' on jatkuva valilli [a, b], niin laajennus vélille [a, b]
seuraa Cauchyn ominaisuudesta (ks. [4, s. 60]).

Todistetaan seuraavaksi, etté jos funktio f on Henstock-Kurzweil-integroi-
tuva, niin funktio on kontrolloidusti Newton-integroituva. Oletetaan, ettd
f i la,b] — R on Henstock-Kurzweil-integroituva vélilli [a, b] ja olkoon sen
antiderivaatta funktio F'. T&lloin funktio £’ on jatkuva. Muodostetaan sopiva
kontrolloitu funktio méiritelmén 2.6 mukaisesti. Valitaan lauseen 4.2 nojalla
sellainen viheneva jono positiivisia funktioita o, : [a,b] — R, ettd

D IF@) = Fu) = f(w)(v—u)| <27,
([u,v],w)em

missi 7 on vélin [a, b] hienompi jako kuin &,,.

Olkoon jokaista kokonaislukua n = 1,2, 3, ... kohti olemassa sellainen funk-
tio G,(x), joka on mééritelty jokaisessa pisteessi a < x < b. Vaaditaan
lisdksi, etta funktio G, (x) on summien supremum

Y. F() = F(u) = f(w)(v—u)
([u,v],w)em

kaikkilla véilin [a,x] jaoilla 7, jotka ovat hienompia kuin ¢,. Télloin funk-
tio G: [a,b] — R on kasvava, G,(a) = 0 ja G,(b) < 27". Nyt milld tahansa
positiivisella kokonailuvulla n ja kaikilla k£ = 1,2,3...,n, jos 0 <y —z <
dp (), niin jako ([x,y], ) on hienompi kuin ;. Siten

Gry) — Gr(z) 2 |F(y) — F(z) — f(z)(y — =)|.

Vastaavasti jos 0 < x —y < d,,(x), niin jako ([y, 2], z) on hienompi kuin Jj, ja
siten

Gi(r) = Grly) = |[F(x) = F(y) = f(2)(x —y)l.

Nyt voidaan méarittaa kontrolloitu funktio seuraavasti
da) =z + Y Gi(x).
k=1

Télloin summa on &dérellinen ja funktio on aidosti kasvava vélilla (a, b).
Jos 0 <y —x < d,(x), niin

¢(y) — ¢(x) = n|F(y) — F(z) — f(x)(y — )]
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jajos 0 <z —y < d,(z), niin

¢(x) — ¢(y) = n|F(x) = Fly) = f(z)(x = y)l

Téten jokaista x € (a, b) kohti on olemassa raja-arvo

F(y) = F(x) — f(x)(y — )

lim = 0.

y—e o(y) — o(x)
Talloin lause on osoitettu péteviksi, koska on loydetty vaadittu kontrolli
funktio. O
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