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Tiivistelma

Tassa pro gradu -tutkielmassa kasitelldan viivaintegraalia ja siihen liittyvia
ominaisuuksia. Alussa esitellian aiheen ymmértdmisen kannalta térkeitd ka-
sitteitd ja lauseita. Tavoitteena on edeté siten, etta lopulta kaikki Greenin
lauseen ymmartamisté varten tarvittavat kasitteet ja tulokset tulisivat kasi-
teltya ja tutkielman lopussa todistetaan osittain kyseinen lause. Tutkielmassa
kasiteltavia aiheita hyodynnetédan erityisesti teknillisilla aloilla. Tyon tavoi-
te onkin ollut tehdé esityksesta oppimateriaalimainen kokonaisuus ja téata

tukevat tyossé esiintyvat lukuisat esimerkit.
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1 Johdanto

Tamaéan pro gradu -tutkielman luvussa [2| tarkastelemme tarvittavia kasitteité
ja lauseita, jotta kykenemme ymmartamaan ja maarittelemaan viivaintegraa-
lin kéasitteen.

Lahdemme liikkeelle sellaisista peruskasitteista kuten kéyra ja selvitam-
me, miksi tarvitsemme kayrien parametriesityksia kasitellessimme viivain-
tegraaleja. Lisdksi esittelemme lauseita ja méaritelmié, jotka ovat ensiarvoi-
sen tarkeitd myohemmin tutkielmassa esiintyvan Greenin lauseen todistuksen
kannalta. Kéymme myos lapi sellaisia kasitteitd kuten suljettu kéayra, yksin-
kertainen kayra seka kayran jaljen. Hahmottelemme myos, mité tarkoitetaan
alueella D, joka on avaruuden R™ osajoukko.

Luvussa [3| maarittelemme, mitéd tarkoittaa kdyran sileys ja paloittain si-
leys, sekéd annamme viivaintegraalin maaritelméan. Lisaksi esitimme muuta-
mia viivaintegraalin perusominaisuuksia.

Greenin lauseen todistuksen kannalta esitimme luvussa Ml erdén ensiar-
voisen tarkean tuloksen. Tamén jélkeen selvitdmme luvussa [5 mité tarkoi-
tetaan silla, etta viivaintegraalit ovat reitista riippumattomia ja esitamme
mita ehtoja viivaintegraalin on toteutettava, etté se olisi reitistd riippuma-
ton. Esittelemme lyhyesti myos késitteen roottori, jolla on merkittava rooli
insinooritieteissa.

Luvussa [0] esitimme, mitd tarkoitetaan silld, ettd alue D on yksinker-
taisesti rajattu, seké lauseen koskien vektorikentdan F' konservatiivisuutta ja
reitista riippumattomuutta.

Luvussa [7| etenemme tarkastelemaan fysiikassakin kaytossé olevaa po-
tentiaalifunktion késitettd ja opettelemme tapoja, joilla téllainen potenti-
aalifunktio voidaan 16ytad, ja kuinka se auttaa laskemaan viivaintegraalien
arvoja.

Tutkielman luvussa[§todistamme matemaatikko George Greenin mukaan
nimetyn lauseen, joka antaa yhteyden viivaintegraalin ja kaksinkertaisen in-
tegraalin vélille.

Tutkielman on tarkoitus olla oppimateriaalimainen esitys viivaintegraa-
leista ja niihin liittyvista aiheista. Jokaisen kappaleen lopussa on esitetty

esimerkkeja kappaleessa kasitellysté asiasta, ja naiden perusteella lukijan tu-



lisi olla mahdollista ratkaista itsenaisesti aiheeseen liittyvia tehtédvid. Nain
tutkielma voisi toimia oppimateriaalina aiheeseen liittyvéalla kurssilla tai ai-
nakin tukena analyysin opiskelussa. Lahdeteoksena on kaytetty padasiassa

William F. Trenchin kirjaa Advanced calculus.

2 Valmistelevia tarkasteluja

Luvussa [2| esitimme lyhyesti muutamia paaaiheemme késittelyssé tarvitse-
miamme apuneuvoja. Maarittelemme kéasitteet parametrinen kayra, suljettu
kayra seka yksinkertainen kayra. Kasittelemme lisaksi naiden soveltamista
eri vektoriavaruuksiin.

Analyysin perusteissa kiyra avaruudessa R? on mééritelty joukoksi pis-
teita, jotka toteuttavat parametreja x ja y yhdistavan yhtalon. Esimerkiksi

kayré, joka on maaritelty yhtalolla
4yt =1
kuvaa origokeskeista yksikkoympyrad, kun taas kayra, joka on maaritelty
Yy = 22, -1 <z <1,

kuvaa osaa paraabelista. Taméa maéaaritelma ei ole riittavd tutkittaessa vii-
vaintegraaleja, silla kayrad ei talloin tule késittda pelkkanéd pistejoukkona
vaan pistejoukkona, joka kierretdan tietyssa jarjestyksessda. Taméan vuoksi
tarkastelemme parametrisia kdyrid. Parametrinen kayra C' avaruudessa R"

on suunnattu joukko pisteitd muotoa

210
t
(2.1) X =) = @'() . a<t<b,
[9n(D)]
missa funkiot ¢1, @9, ..., ¢, ovat jatkuvia valilld [a,b]. Funktio ¢;, missa
i € {1,...,n} siis kuvaa pisteen ¢t € [a,b] joksikin avaruuden R" pisteek-

si. Sanomme joukon olevan suunnattu, koska funktio ® maéraé jarjestyksen,

jossa kdyran C pisteet kiydéén lapi, kun ¢ saa arvoja valilla [a, b]. Funktio



® : [a,b] = R™ on kayran C' parametriesitys. Jos funktio

P1(7)

(2.2) X = W(r) = %:(T) . e<r<d,

Un(T)

on jatkuva valilla [c, d] ja on olemassa aidosti kasvava funktio o, joka kuvaa

vilin [c, d] vélille [a, b] siten etta
(2.3) ¥(r)=@(0(7)), c<7<d,

niin talloin ehdot ja esittdvit samaa parametrista kiayraa C'. Tal-
16in siis parametriesitykset ®(t) ja W(7) kuvaavat saman pistejoukon samaan
jarjestykseen, kun ¢ saa arvoja valilta [a, b] ja 7 vililtd [c,d]. Tassa tapauk-
sessa sanotaan, ettd ® ja W ovat yhtenevat parametriset esitykset kayralle
C ja ettd parametriesitys W saadaan parametriesityksestd ® muunnoksella
t=o(7). [3,s. 610-611]

Sanotaan, ettd piste Xy on kayralld C, joka on maédritelty ehdon ([2.1))
mukaan, jos on olemassa piste ty € [a,b] siten ettd Xo = P(ty). Kaikkien
tallaisten pisteiden joukkoa kutsutaan kdyran C' jdljeksi ja sille kdytetadn
merkintéé ¢r(C). [3] s. 612]

Esimerkki 2.1. Parametriset funktiot

o2
d(t)=1|¢€ |, 0<t<In(2),
eft
ja
2
Y(r)=|r1|, 1<7<2,
1
esittavat molemmat kéyraa
=Y 1<e<4, 1<y<2
x

1

lahtien pisteestd (1,1,1) ja pdattyen pisteeseen (4,2, ). Parametrinen funk-

tio W saadaan parametrisesta funktiosta ® muunnoksella
t=o(r)=In(7),

6



missd kasvava funktio o kuvaa vilin [1, 2] vélille [0,In(2)] siten, etta

Vastaavasti kdanteiselld muunnoksella saadaan parametrisesta funktiosta ®

parametrinen funktio ¥ eli
=0 '(t) =€

Esimerkki 2.2. Parametriset funktiot

¢ -
ja
1+7
W(r) = -1<7<1
(1+7)2
esittdvat molemmat paraabelin kaarta
Yy = xQ, 0<z<?2

kierrettyna pisteesté (0, 0) pisteeseen (2,4). Parametrinen funktio ¥ on saatu

parametrisesta funktiosta ® parametrimuunnoksella

ja vastaavasti parametrinen funktio ® on saatu parametrisesta funktiosta ¥

kéaanteisella parametrimuunnoksella
r=0t(t)=1"—1.
Téasta lahtien puhumme parametrisista kayrista pelkkind kéayrina. [3], s. 611]

Miééritelmé 2.1. Olkoon C kéyré, joka toteuttaa yhtélon (2.1). Talloin
®(a) ja () ovat kdyrdn C alku- ja loppupisteet. Jos ®(a) = ®(b), sanotaan,
ettd kayrd C on suljettu. Jos ®(t1) # ®(t2), kun a < t; < ¢, < b tai
a < t; < ty < b, niin talldin sanotaan, ettd kayrd C' on yksinkertainen.

Yksinkertainen suljettu kiyra on seka suljettu ettéd yksinkertainen. [3] s. 613]



Koska jokaisella kayralla on ddareton méaara parametriesityksid, on tarke-
aa huomata, ettd vaikka maéritelma 2.1 on lausuttu tietylla parametrisen
funktion @ esitykselld, niin jokainen sen osa on tosiasiassa riippumaton kay-
rialle C' valittavasta parametrisoinnista. Esimerkiksi jos ¥ : [¢,d] — R" on
toinen esitys kayralle C' ja se on yhtapitava parametriesityksen ® kanssa,
niin talloin

¥(c) = ®(a) ja W¥(d)=D(b)
eli kdyrédn C' padtepisteet ovat riippumattomia sille valitusta parametrisoin-
nista. [3, s. 613]

Esimerkki 2.3. Parametrinen funktio

B(t) = [

], _1<t<1
t2

ei ole suljettu, silla mééritelmén [2.1) mukaan tulisi olla

mutta

Siis kayra ei ole suljettu. Jos tamé kéyra on yksinkertainen, niin maaritelméan
2.1 mukaan

B(t1) # P(ta), 1<t <ty<1l tai —1<t;<ty<l.

Oletetaan, etté
—1<pi<p2 <Ll

Sijoitetaan pisteet p; ja ps parametriseen funktioon

jolloin saamme



ja
B(py) = H .
D2
Koska p; < po, niin vektoreissa ylimmat alkiot ovat aina erisuuret ja tasta
seuraa, etta
P2

2

b1

‘1’(]01) = {p;] A

joten kayra on yksinkertainen.

Esimerkki 2.4. Parametrinen funktio

cos(T)
W(r)=| sin(r) |, 0<7<3rm
1 + cos(T)

ei ole suljettu eiké yksinkertainen. Jos se olisi suljettu, tulisi péatea

T (0) = ¥(37),
mutta
1 —1
\IJ(O) =10l#]|0]|= \II(SW).
2 0

Jos se olisi yksinkertainen, tulisi péatea
U(r) # ¥(72), 0<T1 <71 <3r tai 0< 7 <79 < 3.

Kuitenkin

joten kayra ei ole yksinkertainen.

Seuraavassa lauseessa esitelladn lyhyesti tulos, joka antaa keinon integroi-
da kahden muuttujan funktiota tietyn joukon .S yli. Tulos on tutkielman kan-
nalta oleellinen, silla siihen tullaan viittaamaan myohemmin todistettaessa

Greenin lausetta.



Lause 2.1. Olkoon S alue avaruudessa R?. Jos f on integroituva joukon S
yli, missd

S=A{(zy)luly) <z <v(y),c<y<d

ja integraali

v(y)
/ flz,y)dx
u(y)

on olemassa vililla ¢ <y < d, niin talloin

d v(y)
(2.4) /f(w,y) d(z,y) Z/dy f(z,y)dz
S ¢ u(y)
3, s. 515]
Todistus. Katso [3, s. 514-515]. O

Myo6s seuraava integraalilaskennan tulos on oleellinen Greenin lauseen

todistuksessa.

Lause 2.2. Oletetaan, etti F' on jatkuva vdlilld [a, b] ja derivoituva avoimella

valilla (a,b). Lisaksi oletetaan, ettd f on integroituva valilla [a,b] ja ettd
F'(z) = f(x), a<x<b.
Tdlloin
(2.5) / Fla)de = F(b) — F(a).
[3, s. 148]

Todistus. Katso [3], s. 149]. O

Seuraavaksi yritimme selventdd myohemmin tutkielmassa esiintyvaa alu-
een késitetta. Maaritellaksemme alueen, tarvitsemme ensin seuraavia méaari-
telmia. Méarittelemme ensin muutamia joukko-opin kasitteita, jotka on hyva

tuntea asian ymmartamisen kannalta. [3] s. 310]
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Maaritelma 2.2. Jos zp on reaaliluku ja € > 0, niin avoin véli (zg—e, xg+€)
on luvun xqy e-ymparisto. Jos luvun xq jokin e-ympdristo sisaltyy joukkoon
S, talloin S on pisteen xq ympdristo ja piste xo on joukon S sisdpiste. Jos
jokainen joukon S piste on sisapiste, niin joukon S sanotaan olevan awvoin

joukko. Avoimen joukon komplementti on puolestaan suljettu joukko. [3 s. 23]

Avoimen joukon ja e-ympériston maaritelmat voidaan laajentaa myos ava-

ruuteen R™.

Maaritelma 2.3. Jos € > 0, niin pisteen X e-ymparisto avaruudessa R",
missd X € R", on joukko N.(X)) joka toteuttaa ehdon,

‘X — X0| < €.
[3, s. 304]

Avoimelle ja suljetulle joukolle voidaan antaa vastaavanlaiset maaritelmat
avaruudessa R" ja talloin puhutaan avoimesta pallosta ja suljetusta pallosta
(ks. [3 s. 305)).

Maaritelma 2.4. Olkoon joukko S avaruuden R osajoukko. Télloin piste xq
on joukon S reunapiste, jos jokainen pisteen xy ympéaristo sisiltdd ainakin
yhden pisteen joukosta S ja yhden pisteen joukon S ulkopuolelta. Kaikkien
reunapisteiden joukkoa kutsutaan joukon S reunaksi ja merkitdan 9S. Jou-

kon S sulkeumaa merkitdéin S, ja se méaritelliin S = S UIS. [3] s. 25]

Reunapisteen, sisapisteen, ympériston ja sulkeuman maaritelmat ovat sa-
mat avaruudessa R", joten emme maéarittele niita uudestaan. Maaritelmista

olisi vain korvattava joukko R joukolla R™. [3] s. 304]

Maaritelma 2.5. Avaruuden R™ osajoukon S sanotaan olevan yhtenéinen,
jos on mahdotonta esittda joukkoa S yhdisteend kahdesta erillisestd epé-
tyhjasta joukosta siten, ettd kumpaankaan ei sisélly toisen joukon kasautu-
mispistettd. Toisin sanoen tdma patee vain, jos joukkoa S ei voida ilmaista
yhdisteena S = A U B, missé

(2.6) A#+@3, B#9@, ANB=2, ja ANB=0

Jos S voidaan ilmaista télla tavalla, sen sanotaan olevan epayhteniinen.[3]
s. 310]

11



Lause 2.3. Avoin joukko S € R™ on yhtendinen, jos ja vain jos sen kaksi

pistettda on yhdistettavissa katkeamattomalla vitvalla.
Todistus. Katso [3], s. 311] O

Maaritelma 2.6. Alue D C R” on yhdiste avoimesta yhtenéisestd joukosta

johon sisaltyy koko reuna, vain osa siitd tai ei reunaa ollenkaan.[3, s. 312]

3 Sileat kayrat ja viivaintegraali
Parametrisen funktion ® : [a,b] — R" derivaatta on

EAG)

(3.1) ®'(t) = $(?)

6,(1)

jokaisella sellaisella ¢ € [a, b], ettd ehdon [3.1] vektori on olemassa. Téssé ¢;(a)
ja ¢;(b) on tulkittu oikean- ja vasemmanpuoleisiksi derivaatoiksi.
Jos kayran C; pédatepiste on kayran C; 1 alkupiste, missdé i =1,...,k—1,

niin voidaan kirjoittaa

C=Ci+Cyt - +Cy
méaaradamaan kayrd C, joka muodostuu kun kuljetaan kayria Cy, Cs, ..., Cy
pitkin téssé jarjestyksessa. [3, s. 615-616]

Maaritelma 3.1. Kéyran C' sanotaan olevan siled, jos se voidaan esittaé

muodossa
X=®(), a<t<b,

missi, & on jatkuva ja nollavektorista 0 eroava vililli [a,b]. Kdyrd C' on

paloittain siled, jos

C=Ci+Cyt -+ Cy,

missa C1,Cy,. .. ,Cy ovat sileité. [3], s. 616]

12



Maaritelma 3.2. Oletetaan, ettda C' on siled kdyrd avaruudessa R™ ja F' =
f1, fay ..., fn on jatkuva jéljessa tr(C'). Télloin vektorin F' vitvaintegraali pit-

kin kiayrda C' méaritelladn

(3.2) /F~dX:/bF(<I>(t))~<IJ’(t)dt:/b

fj<<1><t>¢;<t>] i

missa D : [a,b] — R™ on kiyran C siled esitys. (Téssd merkinnalld "-" tarkoi-

tetaan sisdtuloa.) [3, s. 630]

Ohimennen huomataan, ettd tama maéritelma pitdisi paikkansa vaikka
sana 'siled" korvattaisiin "jatkuvasti derivoituvalla'. Valttadksemme kompe-
16ita merkintoja tassa ja tulevissa kappaleissa, emme kirjoita funktion méa-
rittavaa muuttujaa nakyviin integraalilausekkeissa, ellei sité selvyyden vuoksi
vaadita. Kdytamme siis mieluummin muotoa [, F'-dX vasemmalla puolella
lauseketta .

Jotta méaaritelméassé olisi jérked, on naytettivi, ettd [~ F -dX on
riippumaton tietystd kayralle C' valittavasta siledsta esityksestd. Olkoon @ :

[a,b] = R™ ja ¥ : [¢,d] — R™ kiyran C esityksié siten, etté
(3.3) ¥(r) = ®(o(7)), c<7<d,

missd o on jatkuvasti differentioituva ja kuvaa vélin [c, d] véliksi [a, b]. Sovel-

tamalla muuttujanvaihtoa ¢ = o(7) viimeiseen integraalilausekkeeseen koh-

dassa (3.2 saadaan

!/

sa  [Foax-| [z fj(<1>(0(7))>¢}(0(7))] o (7)dr.
C c =1
Koska ¢,(o(7)) = ¢;(7), niin ketjusddnnén mukaan

¢j( (7))o (1) = ¢;(7),

joten kohta (3.4) voidaan kirjoittaa muotoon

/ F-dX = /b [2: fj(‘If(T))WT)] dr,

joka on juuri lausekkeen [ F'-dX maééaritelmd lausuttuna funktion ¥ avulla.
Téaman vuoksi [, F - dX ei riipu tietysta kayralle C' valittavasta parametri-

sesta esityksesté. [3] s. 631]
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Maaritelma 3.3. Jos C' = C) + Cs + - - - + (% on paloittain siled ja vekto-

rikenttd F' on jatkuva jaljessa tr(C'), niin

/F-dX:zk:/F-dX.

ilei

[3, s. 631]

Seuraavassa lauseessa merkintda —C' tarkoittaa yksinkertaisesti sité, etta

maéaariteltya kayraa kuljetaan péainvastaista reittia pitkin.

Lause 3.1. Madritelmdin[3.3 oletusten ollessa voimassa pitee

/F-dX:—/F-dX.
—-C C

[3, s. 631]

Todistus. Todistus palautuu tunnettuun integraalilaskennan maéritelmaén,
jossa méaarédtyn integraalin integroimisrajat vaihtamalla tulee integraalimer-

kin eteen miinus. Talloin

/CF- dX :b/F(@(t))~<I>’(t) dt

—— [ F(®@) - ®(t)dt = - [ F-dX.

a

Seuraava lause seuraa suoraan viivaintegraalin méaritelmésté.
Lause 3.2. Jos vektorikentdt F' ja G ovat jatkuvia kdyrdlla C', ja a ja b ovat
vakioita, niin tdalloin

C[(aFerG)-dX:aC/F-deLbC[G.dX.

3, s. 636]

Esimerkki 3.1. Lasketaan viivaintegraali [ F'-dX, kun on maaritelty, etta

P+’ =4,12=12]ja



Téalloin alkuehdoista seuraa, ettéa

F(z,y,z) =

~ 8

ja olkoon C' on jana pisteesta (0,2,0) pisteeseen (2,0,2). Parametrisoidaan

kayra C asettamalla

2t
X=®(t)=|-2t+2|, 0<t<L
2t
Talloin
2
®'(t) = | -2
2
ja
—2t+2
F(®(t)) = 2t
4

Nyt voidaan méaritelméan [3.2) mukaisesti kirjoittaa vektorille F' viivaintegraa-

li pitkin kayraa C' eli

/F dX = /1F(<I>(t)) L@ (1) dt

(=2t +2)i + 2t7 + 4k] - [2¢ + (—2)7 + 2k] dt

(=2t +2)-2] 4+ [2t- (=2)]+ (2-4)dt

I
St O~ O~

1
—4t+4—4t+8dt:/—8t+12dt:8.
0

Esimerkki 3.2. Lasketaan viivaintegraali [ F' - dX, missa

Ty
F(l‘,y,Z): yz|,

Tz

15



ja C on jana pisteestd (0,0,0) pisteeseen (1,2, —1). Voimme parametrisoida

kayran C' siten, etté

X=®(t)=|2t|, 0<t<Ll

Talloin derivaatalle saadaan

ja sijoittamalla vektorikenttdan F' saadaan

t(2t) 2t*
F(®(t)) = |2t(—t)| = | -2t?|,
t(—t) —t?

ja voimme laskea integraalin arvon sijoittamalla seuraavasti
1
/F dX = /F((I)(t)) L ®/(¢) dt
c 0

= [12)(0) + (=202 + (=) (-] de

1

1
=— [Pdt=—=.
/ 3

0

3, s. 631-632]

4 Reaaliarvoisten funktioiden viivaintegraa-
lit
Toisinaan on tarpeen kasitella reaaliarvoisten funktioiden viivaintegraaleja.

Jos f on jatkuva kéyrélla C, jota madarittda funktio ® : [a, b] — R™, voimme

maaritella

/Mmziﬂ@®WNMt
C a

16



Funktiota f = f(x1,29,...,z,) voidaan siis integroida monen eri muuttujan
suhteen, jonka vuoksi on kaytetty merkintda dx;, missa ¢ = 1,2,...,n, sel-
ventdmadn minka muuttujan suhteen integrointi suoritetaan. Funktio f voi-
daan olettaa vektorikentdn F' indeksid ¢ vastaavaksi komponentiksi, jolloin

jaljelle jaaneet n — 1 komponenttia katoavat ja maaritellaan

!f@y:!PVdX.

Niin méiriteltyna ja lauseen [3.2) mukaan jos F' = (fi, fa, ..., f,) niin
‘/FdX:E:/ﬁm@
c =lc
Voimme siis hajottaa viivaintegraalin [, F'-dX komponentteihin, jotka voi-
vat usein olla hel]pommin integroitavissa kuin alkuperéinen lauseke. [3] s. 636]

Esimerkki 4.1. Kirjoittamalla vektorikentté

P
Q

F=

muotoon

P

F: + :F1+F2

ja soveltamalla lausetta |3.2] saadaan
/F-&K:/f}dXA:/B-¢X:/f%x+mw+/bdv+Q@
c c c c c
eli olemme néyttineet, etta
/PM+Q@:/PM+/Q@.
c c c

Tama saattaa tuntua triviaalilta, mutta ei ole sita. Téassa esityksessa on etu-
na se, ettd oikeanpuoleiset integraalit voidaan maarittda kayttaen kéyrén C'
eri parametrisaatiota, mikéli se on tarpeen. Téméa on ensiarvoisen tarkead

todistettaessa Greenin lausetta, joka esitetdén myohemmin. [3, s. 636-637]
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5 Reitista riippumattomat viivaintegraalit

Jos F' on jatkuva maarittelyjoukossa D € R” ja

/F-dX:/F-dX
C1 CQ

aina kun C ja Cs ovat paloittain sileita kéyri& ja niiden péatepisteet ovat
samat joukossa D, sanomme, ettd vektorin F' viivaintegraalit ovat reitistd

riippumattomia joukossa D. Talloin kirjoitetaan

X3

/ F.dX

Xo
merkitseméaan vektorin F' viivaintegraalia pitkin mitd tahansa paloittain si-
ledd kédyraa joukossa D pisteestd X pisteeseen X. [3 s. 638]

Esimerkki 5.1. Lausekkeen

r—y
r+vy

F(z,y) =

viivaintegraalit eivit ole riippumattomia reitistd avaruudessa R?. Esimerkiksi
oletetaan, etta kdyrd C; on yksikkéympyran kaari ja kdyrda Cs jana pisteesté

(1,0) pisteeseen (0,1). Parametrisoimalla kdyrdan C; muotoon

cost
X = , O§t§7r/2,
sint

saadaan
/2
/(w —y)dzr + (v + y)dy = / [(cost —sint)(—sint) + (cost + sint)(cost)] dt
o} 0
/2
= / [cost(—sint) + sin®t + cos® t + sint cost] dt

0
/2

= / (sin?¢ 4 cos®t) dt |sin®t 4 cos®t = 1

0
w/2

= /dt:ﬂ'/Q.
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Parametrisoimalla kdyrdan C; muotoon

XE:F;1, 0<t<1,
saadaan
C/@; —y)dz + (2 + y)dy = 0/1[(1 —t—t)(=1) + (L — t+1)(1)] dt
= /1225 =1
3, s. 639-640] 0

Esimerkki 5.2. Lausekkeen
F(z,y,2) =yzt + xzj + axyk

viivaintegraalit ovat riippumattomia reitistd avaruudessa R3. Tamé selvida
kun huomaamme, etta

0 0 0
Yz = 8?(9592)7 Lz = @(xyz)a LY = @(xyz)

Voimme maééritella, ettd C on siled kayra, jolla on paétepisteet (xo, 4o, 20) ja

(1,91, 21), ja jota kuvaa
X =zt)i+yt)g + z(t)k, a<t<hb.

Talloin voidaan kirjoittaa

b

[ do+ () dy + (oy)d= = [ly®)=(0)2 (1) + 2020 (1) + 2(0)y(0)2
C

=J$mmwwmﬁ

= 2(0)y(b)z(b) — x(a)y(a)z(a)

= T1Y121 — ToYo<o-

Téaman vuoksi [ F'- dX riippuu vain kayran C paatepisteisté, jos C' on siled
kayrd. Kuten seuraavassa todistuksessa nahdaén, tamé patee myos jos kayra

C' on paloittain sileé. 3], s. 640]
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Lause 5.1. Oletetaan, ettac F = (f1, fa,..., fn) on jatkuva avoimella alueel-
la D. Talloin vektorin F' vitvaintegraalit ovat ritppumattomia polusta aluees-
sa D, jos ja vain jos on olemassa funktio f, joka on mddritelty alueessa D

siten, etta

(5.1) F=Vf

eli siis jos ja vain jos F on konservatiivinen alueessa D.
[3, s. 640]

Todistus. Oletetaan ehdon (j5.1) péatevin alueella D. Oletetaan myos, etti
kiayrd C' on siled alueella D ja ettd sitd kuvaa siled parametrinen funktio
muotoa

X = X(1), a<t<b,

jolla on alku- ja loppupisteet a ja 8. Talloin

b
(5.2) F.dX F(X () - X'(t)dt
Jrec=]

Jos C'=C1+ Cy + -+ 4 Cy, missa C; on siled kéyré, jolla on paatepisteind
a;1jaa; (i=1,2,...,k), niin télléin soveltamalla tata tulosta kdyrdén C;
saamme

/F- dX = f(a) — f(eu1).
C;

Naéin ollen
k

/F cdX =S [f(ew) — flay )]

= flaw) = flaw) = f(B) — f(a),
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koska a = ag ja B = ay. Tama todistaa, ettd ehdosta seuraa reitista
riippumattomuus alueessa D.

Kéanteisesti oletetaan, ettéd vektorin F' viivaintegraalit ovat riippumattomia
polusta alueessa D, ja olkoon X mielivaltainen piste alueessa D. Maaritel-
laan

X
f(X)= [ F-ady,
/

missd X on alueessa D ja integrointireitiksi valitaan mielivaltainen paloittain
siled kayra alueessa D. (Merkitsemme tésséd integroimismuuttujaa kirjaimella
Y vilttddksemme sekaannuksen méaérdtyn integraalin ylarajan X kanssa.)
Naytamme etté

0f(X)

(5.3) o

= [1(X).
Todistus, etta f,,(X) = fi(X), kun ¢ = 2,...,n, on vastaavanlainen. Jos
(5.4) X = (z1,29,...,2,) ja X' = (1 + Azy, 29, ..., Ty),

voimme 16ytédd funktion f(X') integroimalla mité tahansa paloittain siledd
kayraa pitkin alueessa D pisteesta X pisteeseen X . Taman jalkeen voimme
integroida pitkin janaa L pisteestd X pisteeseen X olettaen, ettd vili Az
on niin pieni, ettd L C D. Talloin voidaan kirjoittaa

X x
f(X'):/F-dY+/F-dY
Xo X

(5.5) — f(X) + /F-dY.

Jana L voidaan esittdd muodossa

_$1 + tAxl_

X
Y =Y(t) = o], o<t<,

Ty
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joten yhtélosté (5.5)) seuraa, etta

’

1
FIX) = f(X) = A:cl/fl(xl VtAwy, Ta, ..., 7).
0

Sen vuoksi
F(X) = f(X) _
I hix) -
1
(5.6) /[fl(xl AT, T, an) — [0, @y 7)) dE,
0

jos Ax; # 0. Koska f on jatkuva pisteessd X, on olemassa d > 0 siten, etta
|f1([lf1 + tAZL’l,ZL'Q, s 7xn) - fl(xlvaa s 7$n)| <e

jos 0 <t <1ja|Ax;| < 6. Tdméan vuoksi ehdoista (5.4]) ja (5.6)) seuraa, etta

F(X) - f(X)
AIl

— fi(X)| <e jos 0<|Az| <.

Téasta seuraa yhtalo (5.3)) ja néin todistus saadaan valmiiksi. [3], s. 640-643]
]

[Ilman menetelméa vektorin F' konservatiivisuuden méarittamiseksi lausees-
ta [5.1] ei ole paljoakaan kiaytannon hyotyé laskettaessa tietynlaisia viivainte-
graaleja. Seuraava lause antaa helposti sovellettavat ja véilttamattomat ehdot

vektorikentan F' konservatiivisuudelle.

Lause 5.2. Jos F = (f1, fa, ..., fa) on jatkuvasti derivoituva konservatiivi-

nen vektorikenttd avoimella alueella D C R™, niin

(5.7) 01 X) _ 9/;(X) jos i,j=1,....n ja X €D.
Oz, Ox;

[3, s. 643]

Todistus. Jos F' = V f alueessa D, niin talloin

0= 230 ) 200

i (X) jos X € D.
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Tésta seuraa ,etta

OHX) _PHX) . 0X) _ PHX)
81‘]‘ N 8%8371 ] 6@ B 8%8%

(5.8) jos X €D,

ja koska F' on jatkuvasti derivoituva, toiset osittaisderivaatat yhtalossa (/5.8|)
ovat yhtasuuret (Tamé& seuraa osittaisderivaattaan liittyvistd laskusdéannois-
ta. Katso esimerkiksi [3] s.339]). Talloin yhtalosta (5.8) seuraa ehto (5.7). [3l

s. 643] O
Josn =2 ja
P
F = ,
Q
ehto (5.7)) voidaan kirjoittaa muodossa
orP  0Q
5.9 — =
(59) oy ox
Josn =3 ja
(5.10) F = Pi+ Q3 + Rk,

ehto (5.7]) voidaan kirjoittaa muodossa
o°P 0Q 0Q OR OR 0P

dy  dx’ 2z dy  dx 0z

Jos F' lausekkeessa (5.10) on derivoituva, mééritelladn sen roottori seuraa-

vasti
OR 0Q) . oP OR) . 0Q 0P

5.11 VXF=|——-— —_— - — —— |k
(5:11) 8 <8y 8z>z+<az 81:)‘1+(8x (9y>
Tama maaritelma on helppo muistaa kun se kirjoitetaan determinanttina

i 3 k

_|lo o o
V x F = 9 By 95|
P @Q R

Lauseesta |5.2| seuraa etté, jos F' on jatkuvasti derivoituva ja konservatiivinen
joukossa D, niin tdlloin V x F = 0 joukossa D. [3], s. 643-644]
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Esimerkki 5.3. Oletetaan, etta n = 3 ja F' = Pi+Qj+ Rk. Talloin saamme

yhtélon [5.7 muotoon
or _0Q 0Q OR OR 0P

dy  Or’ dz dy dr Iz’
jonka voimme edelleen kirjottaa muodossa

0Q 0P _, OR_9Q _ 0P OR_

R P W Sl I S

Nyt sijoittamalla tAméan roottorin maaritelmaéin saamme

V x F = 0i +0j + 0k = 0.

Esimerkki 5.4. Jos
F(X) =2%i + (v + 2)j + zyzk,

niin télloin
i j k
VxF=|2 2 2= (ez—1)i—yzj+(1-2°)k

Py r+z wyz
Esimerkki 5.5. Naimme esimerkissa [5.2] etta vektorin

F(X)=yzt+xzj + xyk

viivaintegraalit ovat riippumattomia polusta avaruudessa R*. Lauseen

mukaan F on tilldin konservatiivinen avaruudessa R3, ja niinpé lauseesta

seuraa, etta V x F' = 0. Tama on helppo méaarittaa, silla

t 3 k
VxF=|2 2 2| (a—a)i+(y—y)j+(—2)k=0.
yz xz xy
I3, s. 644]

6 Yhdesti yhtenaiset alueet

Todetaksemme, etta [ F' - dX on reitistd riippumaton alueella D, kun vek-
torikenttd F' on jatkuvasti derivoituva ja toteuttaa ehdon (5.7) alueella D,
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tarvitsemme yliméaaraisen oletuksen alueesta D eli etta sen tulee olla yhdesti
yhtendinen. Intuitiivisesti tamé tarkoittaa, etté jos Cy ja C ovat mita tahan-
sa paloittain maariteltyja kayria alueella D, joilla on yhteiset paatepisteet,
niin talloin jélki ¢r(Cy) voidaan muuntaa jiljeksi tr(C}) ilman, ettd se kat-
kaistaan ja ilman, ettd poistutaan alueelta D. Alue tasossa R? on yhdesti
yhtendinen, jos siind ei ole reikid. Téman vuoksi kuvasssa 1 oleva alue ei
ole yhdesti yhtenéinen, silla jalkeéd tr(Cp) ei voida muuntaa jaljeksi tr(Cy),
ilman sen katkaisemista tai poistumista alueelta Dy. Sen sijaan kuvassa 2

oleva alue D on yhdesti yhtenéinen.

Kuva 1 Kuva 2

Olkoot Cj ja C kayria alueella D. Yleistaen alue D on yhdesti yhtenéinen,
kun on olemassa funktio H, joka on jatkuva pisteessa S, kun S = [0, 1] x[0, 1],

siten ettd H(t,s) € D jos (t,s) € S ja funktiot
(6.1) ®(t)=H(t,0) ja W()=H(1), 0<t<1,

ovat kayrien C] ja Cy parametrisia esityksid. Yhdesti yhtendinen joukko on
esimerkiksi konveksi joukko D eli siis joukko, jossa patee ettd, kun X, ja
X, ovat alueella D, niin talloin on myos niitd yhdistdva jana. Tamé voidaan

nahdéa valitsemalla
H(t,s) = (1—s)®(t) + s¥(t),

missa ® : [0,1] — R™ ja ¥ : [0,1] — R” esittévat kdyria Cj ja C;. Kuva
3 selventad tilannetta. (On myos osoitettavissa, ettd yleistys pétee, vaikka
oletetaan etta kiyrien Cy ja C) parametrisoinnit on mééritelty valilla [0, 1].
Aiheen ymmartamisen kannalta talla ei ole merkitysté, joten se jatetadn ka-

sittelematta.) [3), s. 645-647]
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Kuva 3

Lause 6.1. Jos jatkuvasti derivoituva vektorikenttd F toteuttaa ehdon ({5.7))
yhdesti yhtendisessa mdadarittelyjoukossa D € R"™, niin talloin vektorikentta
F on konservatiivinen alueessa D. Siis vektorikentdn F viivaintegraalit ovat

riippumattomia polusta alueessa D.
[3, s. 647]

Todistus. Todistus on vain osittainen. Tarkastelemme tapausta, jossa Cj ja
C ovat sileita kéyrié, joilla on yhteinen alkupiste « ja paétepiste 8 ja niita
kuvaavat siledt parametriset funktiot ® : [0,1] — R™ ja ¥ : [0,1] — R™.
Lisdksi oletamme ettd funktion H = (hq, h, ..., h,) komponenteilla, jotka
toteuttavat ehdon ((6.1]), on jatkuvat toiset osittaisderivaatat joukossa [0, 1] x
[0, 1]. Talloin jokaiselle pisteellda s € [0, 1], funktio H madraa parametrin t
funktiona jatkuvasti derivoituvan kdyrédn C € D, jolla on paétepisteet a ja
3, joten voimme muodostaa viivaintegraalin

P Oh;(t, s)
62) I(s) :C[F-dXzo/ Lz:lfj(H(t,s))at] dt, 0<s<1.

Naytamme, ettd ehto (5.7) johtaa siihen, ettd [’(s) = 0 vilillda 0 < s < 1.

Tastéd puolestaan seuraa, etté

/F-dX:/F-dX,
C() Cl
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miké on haluttu lopputulos. Derivoimalla lauseke (6.2)) saadaan (ks. [3, s. 576])

1
5’f )) 8hz(t,5) 8hj(t,s)
(6.3) = J dt
0/ ) s ot
1
" (92hj (t, S)
+0/ ;fj t, 7&9& dt.
Ehto
0?h; B 0?h;
ds0t — Otds

on voimassa, koska oletimme komponenentin h; toisen osittaisderivaatan ole-
van jatkuva (ks. [3 s. 339]). Néin voimme kirjoittaa toisen integraalilausek-

keen yhtdlossa ((6.3)) eri muotoon ja osittaisintegroida saadaksemme

(6.4 / [Z fj(H(t,s>>%] i

-/ [ﬁlfxﬂa,s))%gﬁf’)]
[ & af(E(t, 5)) Oha(t, 5) Ohy(t, 5)
_0/ [”ZZII 0x; ot 0s ]dt'

Koska

H0,s)=a ja H(l,s)=p8, 0<s<1
niin tasta seuraa, etta
8hj(1,s) hj(O,S)
= =0 0<s<1
Os Os ’ =9=0

joten ensimmaéinen summa oikealta lausekkeessa (6.4) haviaa. Vaihdamme

indeksit 7 ja j toisessa summassa ja kirjoitamme lausekkeen (6.4) muotoon

e o*hy(t,s)]
0/ ;fﬂ‘ﬂ“’s”atas] dt =

[ I Of(H(t,5)) Ohy(t, s) Oha(t, s)
_0/ ]2231 ox; ot ds ]dt‘

Sijoittamalla tdma lausekkeeseen (6.3) ja kerddamalld lausekkeen termit yh-

deksi summaksi paastadn muotoon

T Of;(H(t,s)) Ofi(H(t,s))\ Ohi(t,s) Ohy(t, s)
I(S)_O/[Z< or.  ox ) 9s ot ]dt’

ij=1
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miké havidd ehdon (5.7)) perusteella ja néin ollen todistaa osittain lauseen
[3, s. 647-648] O

7 Potentiaalifunktion etsiminen

Jos F' = V[ alueessa D, niin merkintd F' - dX voidaan samaistaa merkin-
taan df ,(milla tarkoitetaan siis funktion f differentiaalia, joka on maaritelty

esimerkiksi [3], s. 342]) koska tédssd tapauksessa saadaan

F.-dX = fidxy + fodxg+ -+ frdz,
:f$1d$1+fz2dx2++fxndxn
=df

Siten sanotaan, ettd [ F - dX on eksakti differentiaali (ks. [3, s. 343]), ja

kirjoitetaan
/ F.dX — / df.
C C

Voi olla mahdollista 16ytaéd f pelkistadn tutkimalla. Ei ole esimerkiksi kovin

vaikeaa huomata, etté

(x+y)de+ (r —y)dy = xdr —ydy + (xdy + ydx)

= d(%) — d(%) + d(ay)
=d (I; - y; + a:y) :

(x4+y)de+ (r—y)dy= [ d w—Q—yj%—xy .
/ Jofz )

Vaikka vektorikentté F' ei olisi konservatiivinen, voi olla mahdollista yk-
sinkertaistaa viivaintegraalin [, F'-dX arvioimista kirjoittamalla vektorikent-
td F' summana konservatiivisista ja ei-konservatiivisista kentista. Esimerkik-

si, jos C' on mielivaltainen suljettu kiyrd avaruudessa R3, niin

/(x+siny)da:+(y+e“””)dy:/sinydx+exdy+/xdx+ydy,
c c c
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jossa jalkimmainen integraali havida ehdon [5.2 nojalla, koska

x? +y2>

xdx+ydy:d<

Lauseen [5.1] todistuksessa on esitetty keino 1oytaa potentiaalifunktio konser-
vatiiviselle vektorikentalle, kun sen loytdminen tutkimalla olisi liian tyolasta.

Valitaan sopiva piste Xg alueesta D ja arvioidaan

(7.1) F(X) = /F .dYy

pisteen X funktiona pitkin jotakin sopivaa kéyrda alueessa D pisteestd X,
pisteeseen X. Jos alue D on konveksi, integraali voidaan tehda pitkin viiva-

segmenttia pisteestd X pisteeseen X, parametrisesti ilmaistuna

Y =tX+(1-0)X, 0<t<I,

joten ehto ([7.1)) saadaan muotoon
1
(7.2) F(X) = /F[tX (11X (X — Xo) dt.
0

[3, 5. 648-649)]

Esimerkki 7.1. Jos

P(z,y) ?yt 4+
F(fE,y) - = 4.3 )
Q(z,y) Y’ +y
niin talloin
ap(xuy) _ aQ(L?J) _ 4x3y3,

Ay ox

joten F on konservatiivinen tasossa R? lauseen nojalla. Kun X, = (0,0),
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saadaan

fx,y) = [[P(te, ty)x + Q(tx, ty)y] dt

[(t"2y* + to)x + (T2 + ty)y] dt

S O~ _

1 1
= 2x4y4/t7dt+ (m2+y2)/tdt
0 0

2t 2 2
Ly
4 2 2
Voimme nyt kayttad funktiota f arvioidaksemme viivaintegraaleja vektori-
kentéalle F'. Voimme esimerkiksi todeta, etta

(2,0)

3,4 4.3 5
[ @yt ayde + (@' +y)dy = £(2,0) - fOL D) =2 -2 =,
(1,1)

13, s. 649-650]

8 Greenin lause avaruudessa R?

Jordanin kéyrilauseen mukaan jos C' on yksinkertainen suljettu kdyra ava-
ruudessa R?, niin talldin jiljen ¢r(C) komplementti sisaltiad kaksi avointa
aluetta: yhden rajoitetun ja yhden rajoittamattoman. (Vaikka tdmé on in-
tuitiivisesti selvad, se on todella vaikea todistaa, joten oletamme sen suoraan
pitéavan paikkansa.) Edellinen on kdyrén C' sisdpuolella ja jalkimmé&inen kéy-
ran C' ulkopuolella, kuten kuvassa 4 on kuvattu. Yhdistetta jéljesta tr(C) ja
kayrdn C' sisdpuolesta kutsutaan kayrian C' rajoittamaksi alueeksi. Kayrin
C sanotaan olevan positiivisesti suunnattu, jos tasossa kayrad pitkin kulkeva
tarkkailija nidkee kdyrdn C sisdpuolen aina vasemmalla puolellaan. Vastaa-
vasti kiayra C' on negatiivisesti suunnattu, jos —C' on positiivisesti suunnat-
tu. Kuvassa 5 kayrd C on positiivisesti suunnattu ja kdyra Cy negatiivisesti

suunnattu.
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Kayran C ulkopuoli

C1

Kayran C sisdpuoli e)

Ca
Kuva 4 Kuvab

Seuraavaksi esitetdédn ja todistetaan rajallinen tapaus Greenin lauseesta.
Késittelemme vain tapauksen jossa lauseessa mainittava alue D on hyvin

yksinkertaisen muotoinen.

Lause 8.1. Oletetaan, etti tasossa R? on alue D, jota rajaa yksinkertainen
suljettu kayra C. Olkoon P ja Q jatkuvia ja derivoituvia avoimessa joukossa,

johon alue D kuuluu. Tdlldin
0Q 0P
1 P - [(5 -5
1) [Parsqay= [(52-50) e
c D
jos C on positiivisesti suunnattu.

[3, s. 652]

Todistus. Todistus on osittainen. Jotta lauseessa mainitut vaitteet patisivét,

tarkastellaan ensin tapausta, jossa D voidaan kirjoittaa muodoissa

(8.2) D ={(z,y)lu(z) <y < wv(zr),a <z < b}
ja
(8.3) D ={(z,y)|U(y) <z <V(y),c<y<d}

Kuvat 6 ja 7 hahmottavat tilannetta. Esimerkin[4.Inojalla voidaan kirjoittaa,
etta

/PM+Q@:/PM+/Q@
C C C
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ja arvioida oikealla puolella olevia integraaleja kdyran C' eri parametrisoin-
neilla. Kuvan 6 mukaisesti voidaan nyt kirjoittaa C' = C7 — C5, missd C] ja

(5 on annettu muodossa

y=u(zr) ja y=uv(x), a<z<hbh.

Ottamalla parametriksi muuttujan x saadaan

/Pdm:/de—/de
C

(8.4) = /P z,u(z)) de — /P(x,v(m))da:

missé viimeinen lauseke seuraa lauseesta[2.2)sovellettuna parametriin P muut-

tujan y funktiona jokaisella arvolla = € [a, b]. Lauseesta saadaan

a/dx/ dy—/

u(x)

ja tdman vuoksi lausekkeesta (8.4) seuraa, etta

(8.5) C/dez—ggp

Kuvan 7 mukaisesti voidaan nyt kirjoittaa
C'=0C3—Cy,
missd C3 ja Cy on annettu muodossa
z=V(y) ja z=Uy), c<y<d

Vastaavalla tavalla voidaan nyt maérittaé, etta

C/Qdy:l[dex

Tastd ja yhtédlostd (8.5) seuraa ehto (8.1) alueilla, jotka toteuttavat eh-

dot ja .
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x=WV(y)

Kuva 6

Kuva 7

Joitakin alueita ei kuitenkaan voida kirjoittaa ehtojen ja muodois-
sa. Alueet ovat kuitenkin jaettavissa dérelliseen méaaraan pienempia alueita,
jotka voidaan kirjoittaa kyseisessd muodossa. Yleisen tapauksen todistami-
seksikin 16ytyy alan kirjallisuudesta neuvoja (ks.[I, s. 288-289]). Kuitenkaan
emme vie todistusta tdméan pitemmélle. [3], s. 653-655] O
Esimerkki 8.1. Jos

or _ 09

oy Oz’

niin lauseen [8.1] oletusten ollessa voimassa kohdasta [8.1] seuraa, etta

/ Pdz+ Qdy =0.

c
Taméa on yhtapitavad lauseen kanssa. Integraali on talloin siis polusta
riippumaton. [3, s. 656]

Esimerkki 8.2. Integraali

/21:23/ dx—l— 37 Sy dy

on riippumaton polusta, koska

or 0Q 9 9
— — — =dx“y — dx*y = 0.
9y o Ty 7y =0
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Esimerkki 8.3. Osoitetaan, ettéd integraali

/(x2 — 2y3) dzx + (z + 5y) dy
C

ei ole polusta riippumaton. Nyt P = 2% — 232 ja Q = z + 5y, joten saamme

oP Q)
— = —6y° ja — =1.
oy 4 ) ox
Siis 8P (% , joten viivaintegraali ei ole polusta riippumaton. [2, s. 125]

Esimerkki 8.4. Olkoon

/:v — ) dx + (¢ + y°) dy,
C

missa kayra C' on yksikkoympyréa
4yt =1

kierrettyna vastapaivadn. Lasketaan ensin osittaisderivaatat

0Q(z,y) OP(z,y)

= 2z + 3y
ox Jy Ty

ja sijoitetaan tama kohtaan [8.1], jolloin saadaan
1= [@o+3y%)d(e,y)
D

missd D = {(z,y)|z? + y* < 1}. Tulevaa integrointia helpottaaksemme siir-

rytadan kayttdméadn napakoordinaatteja (katso [3) s. 416-418]), jolloin siis

T =1rcosb,

y =rsind,
Saamme lausekkeen muotoon

I= /(2r cos @ + 3r?sin® 0)rd(r, ),
5

missa
S={(r,00<r<1,0<6<2n}.
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Nyt integroimalla saadaan

2w
2 dr /(2 cos @ + 3rsin®0) df
0

~
Il
—

0
/ 7 11
/7"2 dr / (2sin6 + 37‘(59 1 sin(20)))
0 0
/ 1 1
= /7"2 dr - ((2sin 2w + 37“(5 21 — Zsm(élw)))
0
: 1 1.
— (2sin0 + 37’(5 -0 — 1 sin(2-0)))

1
:/7’2d7’~3r7r
0

r3dr

O\H O\H
S

3, s. 656]
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