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Tiivistelma

Tutkielmassa kasitelldan parametrien estimointia. Estimointitapoja on usei-
ta, ja tassa tutkielmassa keskitytadn pienimman neliGsumman menetelmaan.
Tyon 1lahtokohtana oli halu tutkia Ilmatieteen laitoksen Pandora-nimisen ins-
trumentin herkkyytta vakioiduille oletusarvoille lisddmaélla sen parametrien
estimointiin bayesilaisen estimoinnin elementteja.

Tutkielman aluksi esitellaédn tyon lapi kdymisen kannalta tarkeita kasit-
teita ja lauseita. Keskeisen asian esittely aloitetaan inversion eli kdanteison-
gelman yleisesté teoriasta ja siihen liittyvien tarkeimpien késitteiden méarit-
telysta. Yksi niista on residuaali, joka on mittauksen ja sovitetun mallin an-
taman ennusteen erotus. Seuraavaksi esitellaén Bayesin kaava tilastotieteen
nakokulmasta, minké jalkeen kaava esitellaan inversio-ongelmissa kéytetyin
termein ilmaistuna. Témaéan jalkeen perehdytéan tarkemmin pienimmén ne-
licssumman menetelméan lineaarisen ja epélineaarisen mallin nédkokulmas-
ta. Lineaarisen mallin ollessa kyseessé esitelladn SVD-menetelma eli singu-
laariarvohajotelma-menetelma, ja epélineaarisen mallin tapauksessa esitel-
ldan puolestaan Levenberg-Marquardt -menetelma, jotka molemmat osoitta-
vat omalla kohdallaan sen, kuinka residuaalien nelibsumma minimoidaan.
Tyon lopuksi kasitellaan Pandora-instrumentin analyysiohjelmaan lisétty-
jen bayesilaisten elementtien vaikutusta otsonin ja nitridioksidin méérien ar-
voihin.
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1 Johdanto

Tama tutkielma kasittelee parametrien estimointia. Tyon idean taustalla oli
ensinnakin halu luoda katsaus siihen, miten jonkin instrumentin tekemat
mittaukset voidaan muuttaa halutun suureen, kuten esimerkiksi otsonin,
maéaariksi saatuja mittaustuloksia muokkaamalla. Ilmatieteen laitoksella on
Pandora-niminen NASA:n kehittadmé spektrometri, ja toinen tyon motii-
vi olikin tutkia Pandora-instrumentin parametrien estimoinnin herkkyytté
vakioiduille odotusarvoille lisadmalla sithen bayesilaisen estimoinnin element-
teja.

Taman tutkielman luvussa kdydaan lapi esitietoja, joita tarvitaan
tutkielman lukemisessa. Ensin esitellaén téassa tyossa kaytettavia merkintojé,
jonka jalkeen kaydadn lapi tarvittavia matemaattisia ja todennékoisyyksiin
liittyvid maaritelmia seka lauseita.

Luvussa esitellaan lyhyesti inversion yleisté teoriaa kayden lapi pe-
ruskésitteet.

Tutkielman luku [4] on tyon keskeisista luvuista ensimméinen. Pykalés-
sé, esitelladn Bayesin kaava tilastotieteen nakokulmasta, jonka jélkeen
pykalassa kaava esitellaan inversio-ongelmissa kaytetyin termein ilmais-
tuna. Kyseisessa pykalassa esitellaan keskeiset késitteet priori ja uskotta-
vuusfunktio seké naiden avulla saatava posteriori. Pykéalén téarkein tulos on
lause [4.7] jossa osoitetaan, etté jos priorin ja uskottavuusfunktion jakaumat
ovat normaalisia, niin talloin myos posteriorijakauma on normaalinen.

Luku [5| on tyon toinen keskeinen luku. Siind kaydaan lapi pienimmaéan
neliosumman menetelméa. Ensin esitelladn sen matemaattinen teoria lineaa-
risen ja epéalineaarisen mallin sovituksessa. Lineaarisen mallin ollessa kyseessé
keskitytdan SVD-menetelmaén ja epalineaarisen mallin kohdalla puolestaan
Levenberg-Marquardt -menetelméan. Tamén jélkeen pykélassa [5.2]esitelldén
neliGsummien kaksi kdyttotapaa eli painottomat ja painotetut neliGsummat.

Tutkielman lopuksi luvussa [0] esitelldén tarkemmin seka Pandora-instru-
menttia ettd sen parametrien estimointia. Pykalassa keskitytaan instru-
mentin datan kasittelyyn ja tulosten esittelyyn.

Lukijalta odotetaan perustietoja matematiikasta ja tilastotieteesta. Ma-
tematiikan perustietoihin kuuluu muun muassa lineaarialgebran perusteisiin
kuuluvia asioita kuten esimerkiksi matriisin laskusaannot. Vaikka tilastotie-
teeseen liittyvid tdman tyon kannalta keskeisia termejéa ja lauseita on esitet-
ty tutkielman pykalassa niin siita huolimatta tilastotieteen perusteiden
osaaminen helpottaa tyon sisallon ymmaéartamista.

Tamaéan tutkielman paélahdeteokset ovat Yonathan Bardin kirja Nonlinear
Parameter Estimation ja Jari Kaipion seka FErkki Somersalon kirja Statistical
and Computational Inverse Problems.



2 [Esitietoja

Luvussa [2|esitellaédn itse padaiheen kasittelyssa tarvittavia matemaattisia ja
tilastollisia maéritelmia seké lauseita. Aloitetaan esitietojen lapi kdyminen
tassa tyossa kaytettavistda merkinnoisté.

2.1 Merkinnoista

Téassé tyossa on kaytossa seuraavat merkinnét.

e A cR"™"™ m x n-ulotteinen matriisi
e a € R" n-ulotteinen vektori, matriisien yhteydessa sarakevektori

e X satunnaismuuttuja

A = [a11,a12,... ,amn]T on vektori, jossa matriisin A rivit on yhdistetty
yhdeksi vektoriksi.

||| = V22 + ... 4+ 22 eli normina kiytetdan Ly-normia

|A|| = v/\, misséd A on matriisin AT A suurin ominaisarvo

e A2=AA

e ) on Diracin deltafunktio eli

ja
/(5(3:)dx:1

e 0 on osittaisderivaatan merkki

e 2 x y tarkoittaa, ettd arvo z on suoraan verrannollinen arvon y kanssa
eli z = ky, missa k on vakio

e DU tarkoittaa Dobsonin yksikké#, missa 1 DU on 2,6868 - 10'® mole-
kyylid neliosentilla

Tutkielmassa keskitytdan reaalilukujen avaruuteen, silla teoriaa sovel-
letaan oikeisiin mittauksiin.



2.2 Matemaattisia peruskisitteita ja tarvittavia lau-
seita

Tassé pykélassa esitelladn padaiheen kasittelyssa tarvittavia matemaattisia
kasitteita ja lauseita. Aloitetaan positiivisesti definiitin ja positiivisesti semi-
definiitin matriisin maéritelmalla.

Masritelma 2.1. (vrt. [1, s. 290]) Olkoon = € R" vektori ja A € R"*"
symmetrinen matriisi. Matriisi A on positiivisesti definiitti, jos

x"Ax >0
kaikilla @ # 0 ja positiivisesti semidefiniitti, jos
" Az >0
kaikilla a.
Maaritelladn seuraavaksi matriisin jalki.

Maéritelma 2.2. (vrt. [7, s. 25]) Neliomatriisin A € R™ ™ jdlki trA on
matriisin A diagonaalialkioiden summa

trA=a11+~-+ann=Zau,

i=1
misséd a;; € A kaikillai=1,...,njaj=1,...,n

Lause 2.1. Kaikilla A € R™ " pdtee

n

ATA :zm: az,.

i=1 k=1

Todistus (vrt. [7) s. 25,156]). Valitaan mielivaltainen A € R"™*". Merkitk66n
[A],, matriisin A vaakarivin 7 ja pystyrivin k alkiota. Saadaan

m

[ATA} Kk Z [AT]M [Al},; = Z ik ik = Z ag.
i=1 i=1

i=1
Talloin

n n

m m
2
E a; ik — E Qjp, -

k=1 i=1 i=1 k=1

r(ATA) = i ATA
k=1

Koska viite pétee mielivaltaiselle matriisille A € R™*™ niin viite pétee
kaikille matriiseille A € R™*™. O



Lause 2.2. Kaikilla A € R™ " pdtee
ATA =1r(ATA).

Todistus. Valitaan mielivaltainen A € R™*" jolloin AT = [a11,a12 - .., Q).
Nyt

an

12
ATA = [CLll, aig ... ,amn]

Qmn
2 2 2
:a11+a12+"'+amn
m n
_ 2
- E , E Qi
i=1 k=1

jolloin lauseen nojalla ATA = tr (AT A). Koska viite patee mielivaltaiselle
A € R™ " niin se pétee kaikille A € R™*™. O]

Seuraavaa lausetta tarvitaan pykalassa [5.2.2]
Lause 2.3. Oletetaan, ettd a € R™, b € R" ja A € R™*". Tdlloin
i=1 j=1

Todistus (vrt. [1, s. 288]). Matriisien ja vektoritulojen liitdnnéisyydesta seu-
raa, etta
a’Ab=a' (Ab).

Tulo Ab on m-ulotteinen sarakevektori, jonka 7. elementti on
[Ab)], = Aijb;,
j=1

kun i = 1,...,m. Vektori a ja tulo Ab ovat molemmat m-ulotteisia, jolloin
tulo a’(Ab) voidaan laskea kahden vektorin skalaaritulona. Saadaan

a’ (Ab) = zmj a; (i Aijbj) = Xm: zn: a; Aijb;.
i=1 j=1 i=1 j=1
Siis vaite patee. O
Esitellaan seuraavaksi Cauchy-Schwarzin -epéayhtalo.
Lause 2.4 (Cauchy-Schwarsin epéyhtild). Kaikilla u,v € R"™ pitee

o] < [lull[|v]|.



Todistus. Ks. [5l s. 389] O

Esitelldan taman pykaldn lopuksi muutamia tarvittavia vektoreiden ja
matriisien derivoimissdantoja.

Lause 2.5. Olkoon a € R™ vektori ja A € R™™ matriisi. Tdlloin

d(a"Aa)

%a = Aa+ A'a.

Jos matriisi A on symmetrinen, niin talloin

0 (a,TAa,)

= 2Aa.
da a

Todistus. Ks. [1l, s. 294]. O
Lause 2.6. Olkoot A, B,C € R™™" matriiseja. Tdlloin

otr (BATC)
0A

Todistus. Ks. [1} s. 294]. O

=CB.

Lause 2.7. Olkoon A € R™"™ matriisi. Tdlloin

ddet (A)
9A

Todistus. Ks. [1l, s. 296]. O

— (A7) det (A).

2.3 Todennakoisyyksiin liittyvia peruskasitteita ja tar-
vittavia lauseita
Tassé pykalédssa esitelldan padaiheen késittelyssa tarvittavia todennékoisyyk-

siin liittyvia késitteitd ja lauseita. Aloitetaan otosavaruuden ja satunnais-
muuttujan méaaritelmilla.

Maaritelmé 2.3. (vrt. [4, s. 4]) Satunnaiskokeen kaikkien mahdollisten eri-
laisten tulosten joukkoa €2 kutsutaan otosavaruudeksi.

Maéritelmé 2.4. (vrt. [8, s. 25]) Olkoon 2 satunnaiskokeen S otosavaruus.
Kuvausta
X:Q—=R

kutsutaan satunnaismuuttujaksi. Satunnaismuuttuja on siis funktio, joka liit-
taa reaaliluvun X (s) jokaiseen alkioon s € €.
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Satunnaismuuttujan ollessa vektori, kuvaus on muotoa
X=(0X...,X,): Q—>R"
misséd X; on satunnaismuuttuja kaikilla j =1,...,n [3 s. 321].

Maaritelmé 2.5. (vrt. [4] s. 49]) Satunnaismuuttujan X saamia arvoja,
X = ux, kutsutaan realisaatioiksi.

Maaritelladn seuraavaksi satunnaismuuttujan todennéakoisyysfunktio.

Maéritelma 2.6. (vrt. [8, s. 26]) Diskreetin satunnaismuuttujan X toden-
ndkoisyysfunktio f: R — R on

fx) =P (X =uz),

missd P (X = z) kertoo sen todenndkéisyyden, milla satunnaismuuttuja X
saa realisaatiokseen arvon z.

Kertyméafunktiota tarvitaan muun muassa jatkuvan satunnaismuuttujan
madrittelemiseen, joten esitellaan se seuraavaksi.

Maaritelma 2.7. (vrt. 4, s. 50-51]) Olkoon 2 otosavaruus ja X: Q — R.
Talloin satunnaismuuttujan X kertymdfunktio on

Fx(z)=P (X <1z),
missd x € R.

Maaritelma 2.8. (vrt. [4) s. 78]) Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen
kertyméfunktio Fx (z) on jatkuva kaikilla x € R.

Maaritelma 2.9. (vrt. [8) s. 131]) Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riip-
pumattomia, jos ja vain jos

Fxy (z,y) = Fx () Fy (y)
kaikilla (z,y) € R?.

Madritellaédn seuraavaksi satunnaismuuttujan tiheysfunktio ja todennéa-
koisyysjakauma.

Maaritelmé 2.10. (vrt. [4, s. 79]) Jos jatkuvan satunnaismuuttujan X ker-
tyméfunktio on derivoituva, niin derivaattafunktiota fx (z) = F% (x) kutsu-
taan tiheysfunktioksi. Talloin Fx (x) voidaan esittad muodossa

Fx (z) = ]fX(u)du

kaikilla arvoilla —oco < < 0.



Huomautus 2.1. (vrt. [4, s. 81]) Olkoon B C R. Yleisesti tapahtuman
X € B todennékoisyys lasketaan

(2.1) P(X e B) = /fx (x)dx,

missi fx (z) on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Todennakoisyys on siis
se pinta-ala, joka jaa x-akselin ja tiheysfunktion véliin joukon B kohdalle.

Masritelmé 2.11. (vrt. [3, s. 321]) Tapahtumille B C R méériteltavaa mit-
taa pux (B) = P (X € B) kutsutaan satunnaismuuttujan X todenndkdisyys-
jakaumaksi.

Satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi esiintyvét tassa tyossé, joten
madritelladn ne seuraavaksi.

Maaritelmé 2.12. (vrt. [8, s. 30]) Olkoon diskreetin satunnaismuuttujan X
arvojoukko {xi,...,z,} ja pr = P(X = ), missd k = 1,...,n. Satunnais-
muuttujan X odotusarvo on

k=1

Maaritelma 2.13. (vrt. [4) s. 83]) Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja jol-
la on olemassa tiheysfunktio fx (z). Téall6in satunnaismuuttujan X odotusar-

VO Oon
00

B(X) = /:UfX (z) dz.

—00

Masritelma 2.14. (vrt. [4, s. 86]) Olkoon X satunnaismuuttuja. Sen vari-
ansst on

Var (X) =E{[X - E(X)]*}.

Huomautus 2.2. (vrt. [4, s. 86]) Médritelméan mukainen satunnais-
muuttujan varianssi patee seka diskreetille etta jatkuvalle satunnaismuuttu-
jalle.

Lause 2.8. Olkoon X satunnaismuuttuja. Tdlldin
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?,
missi E(X?) =>"7_, pkxi

Todistus. Ks. [8, s. 30] O



Lause 2.9. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujalla X on olemassa dadrellinen
odotusarvo sekd ddrellinen varianssi. Olkoot a,b € R ddrellisid vakioita. Tdl-
loin
E(a+bX)=a+bE(X)
Var(a +bX) = b*Var(X).
Todistus. Ks. [4, s. 152] O
Huomautus 2.3. Olkoot a,b € R™. Télloin lauseen nojalla

E(aX+b)=E ([a1X+b1,...,anX+bn]T>

(2.2) = [E(mX +b),....E(@.X+0b,)]"
= [mE (X) +by,...,a,E(X) +b,]"
=aE(X)+b.

Huomautus 2.4. Olkoon a; matriisin A j. sarakevektori ja b; matriisin B
j. sarakevektori, missé A, B € R™™. Yhtalon nojalla saadaan

E(AX +B)=E([a1,...,a,] X +[b1,...,b,])
=E([a1X + by,...,a, X + b))
=[E(a: X +b1),...,E(a,X +b,,)]
= [a1E(X)+by,...,a,E(X)+ b,
=[ai,...,a,]E(X)+[b1,...,by)
— AE(X) + B.

(2.3)

Maaritelladn seuraavaksi kovarianssi ja kovarianssimatriisi.

Maaritelma 2.15. (vrt. [8 s. 138-139]) Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia.
Satunnaismuuttujien véilinen kovarianssi on

Cov(X,Y)=E[(X-E(X))(Y -E())].
Lause 2.10. Jos satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X,Y)=0.
Todistus. Ks. [4l s. 134] O

Huomautus 2.5. Maéritelméan nojalla satunnaismuuttujan X vari-
anssi on sama kuin sen kovarianssi itsensi kanssa.

Maaritelma 2.16. (vrt. |3 s. 321]) Olkoon X : Q@ — R™ vektorimuotoinen
satunnaismuuttuja. Talloin sen matriisia

Var (X) = E [(X ~E(X))(X -E(X))"

kutsutaan kovarianssimatriisiksi.



Huomautus 2.6. Olkoon C' € R™ matriisi ja X : 2 — R" vektorimuo-
toinen satunnaismuuttuja. Talloin yhtalon ja maaritelman nojalla

Var (CX) = E{[CX —E(CX)][CX - E(CX)]"}
_E {[CX ~CE(X)][CX — CE (X)]T}

(2.4) —E {c X —E(X)][X - E(X)]" CT}
~ CE {[X “E(X)][X -E (X)]T} cT
= CVar (X)C".
Tarkastellaan seuraavaksi satunnaismuuttujaa X ja olkoon (z1,...,x,)
satunnaisotos siita. Satunnaisotoksen voidaan ajatella olevan satunnaisvek-
torin (X7,...,X,) realisaatio, missé satunnaismuuttujat Xi,..., X, ovat

riippumattomia ja jakautuvat kuten X.

Maaritelma 2.17. (vrt.[1, s. 3]) Menetelmétapa, jossa médritetadn para-
metrin arvoja tilastolliset seikat huomioiden, kutsutaan estimoinniksz.

Masritelma 2.18. (vrt. [4, s. 229]) Parametrin 6 arvio eli estimaatti on

é:g(xl,...,xn),
missd g on parametrin 6 laskemiseen hyvéiksi havaittu funktio.
Masritelma 2.19. (vrt. [4, s. 229]) Parametrin 6 estimaattori 6* on
0" =g(X1,...,X,),
missd g on parametrin 6 laskemiseen hyvéksi havaittu funktio.

Parametrisessa estimoinnissa estimaatti ja estimaattori ovat vektoreita,
joten esitetaan ne vektorimuodossaan.
Olkoon siis

éi =4 (%1, . Jm)

ja

0: = 0 (Xi17 cee aXln) 5
missi g; on parametrin 0; laskemiseen hyvéksi havaittu funktio, (X1, ..., Xi,)
satunnaisvektori ja (x;1, ..., ;) satunnaisvektorin realisaatio. Télloin esti-

maattivektori on N
0= [él,...,ém]

ja estimaattorivektori
* * * 1T
0" =107,...,0"]" .



Maaritelma 2.20. (vrt. [4, s. 230]) Estimaattori 6} on harhaton, jos

Vastaavasti harhattoman estimaattorin antama estimaatti HAZ on harhaton
estimaatti.

Maaritelma voidaan yleistda estimaattorivektoreille. Estimaattori-
vektori 8* on harhaton, jos

Bo) =B ([6;,...0;]")

(2.5) = [E (GI) ooy B (G:n)]T
= [01,...,00]"
= 0.

Jos estimaattori on harhaton, niin se on sité yleensa kaikilla havaintojen
lukumaarilla n. Harhaton estimaattori ei myoskaén sisélla systemaattista
virhettd. [4, s. 230]

Tassa tyossa estimaattorivektoria kutsutaan estimaattoriksi ja estimaat-
tivektoria estimaatiksi.

3 Inversio-ongelmat

Tassé kappaleessa kasitellaéan inversiota yleisella tasolla ja maaritelladn inver-
sio-ongelmissa kaytettavia kasitteita.

Usein ollaan tietoisia niista fysiikan laeista, jotka vaikuttavat havainnon
kohteeseen. Télloin voidaan johtaa yhtéloita, jotka kuvaavat havaittujen suu-
reiden keskinédisia suhteita. [1l, s. 2] Esitetdan télle maaritelmé seuraavaksi.

Maaritelma 3.1. (vrt. [1, s. 2,11]) Yhtélo4, joka on johdettu teoreettisista
tarkasteluista, kutsutaan malliksi, ja se kuvaa etsittdavien suureiden ja tehty-
jen mittauksien valista suhdetta.

Niissa tilanteissa, joissa suorat mittaukset ovat mahdottomia, kdytetdan
epasuoria mittauksia. Tama aiheuttaa tulosten tulkintaan monimutkaisia on-
gelmia, joita yleisesti kutsutaan inversio-ongelmiksi.[10} s. 1] Yleiselld tasolla
kuvattuna inversio-ongelma pyritdan ratkaisemaan sovittamalla mitattuun
dataan jotakin mallia, jonka parametrit estimoidaan [0} s. 2].

Maaritelladn seuraavaksi kolme inversio-ongelmien keskeisté vektoria.

Maaritelma 3.2. (vrt. [10, s. 13]) Vektoria y € R™, jonka alkiot ovat mit-
tauksia, kutsutaan mittausvektoriksi.

Maaritelma 3.3. (vrt. [10, s. 13]) Vektoria & € R", jonka alkiot ovat tun-
temattomia ja jotka kuvaavat tuntematonta tilaa, kutsutaan tilavektoriksi.
Tuntemattomat alkiot estimoidaan mittausvektorin avulla.
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Huomautus 3.1. (vrt. [10} s. 13]) Tilavektorin alkiot ovat diskreettejé arvo-
ja. Kuitenkin jotkut alkiot saattavat olla todellisuudessa jatkuvia funktioita
diskreettien arvojen sijaan. Néissa tilanteissa voidaan aina etsida approksi-
maatio jatkuvasta funktiosta diskreettiin arvoon halutulla tarkkuudella.

Esimerkki 3.1. Pandora-instrumentissa tilavektori  kuvaa ilmakehéan tilaa.

Masritelma 3.4. (vrt. [L0, s. 14]) Vektoria e € R™, jonka alkiot ovat mit-
tausvirheita, kutsutaan mittauksen kohinaksi.

Perinteisissa inversio-ongelmissa ldhtokohta on se, ettd mitataan suure
y € R™ ja tata mitattua suuretta hyodyntaen etsitdan informaatiota suu-
reesta * € R". Jotta ndméa kaksi suuretta saataisiin yhdistettyé, tarvitaan
malli niiden keskindisen riippuvuuden méérittamiseksi.[3), s. 50]

Maaritelma 3.5. (vrt. [10, s. 14]) Mittausvektorin y, tilavektorin x ja mit-
tauksen kohinan e vélinen suhde voidaan kirjoittaa muodossa

y=1rf(=)+e,
missa funktiota f () kutsutaan suoraksi malliksi.

Suoran mallin maérittadmiseksi taytyy tietaéd, miten kaytetty mittauslaite
toimii ja ymmartéid, miten mitattu suure liittyy siihen suureeseen, joka todel-
la halutaan saada [10] s. 14].

Huomautus 3.2. (vrt. [10, s. 43-44]) Mittauksen y ja tilavektorin @ valinen
suhde voidaan kirjoittaa myts muodossa

y=rfbz) +e,
missé b on vektori, jonka alkiot ovat tunnettuja malliparametreja.

Huomautus 3.3. (vrt. [1, s. 9]) Merkinta y, = f, (b, x) tarkoittaa, etta
muuttuja y, on vektoreiden b ja @ funktio f,.

Instrumentilla tehty mittaus ei vastaa etsityn suureen todellisia arvoja
vaan se estimoi niitd. Suureen estimoidun ja suureen todellisten arvojen ero-
tusta kutsutaan virheeksi [1, s. 23]. Virhe voidaan kirjoittaa muodossa

(31) €ap = Yap — fa (bua CU) )

missé e,,, on mittauskerran p mittaukseen a liittyva mittausvirhe ja f, (b,, x)
vastaa muuttujan todellista arvoa [1, s. 54]. Tama johtaa seuraavaan maéri-
telméan.

Maaritelma 3.6. (vrt. [1), s. 54]) Jos parametrien todellisia arvoja @ ei tun-
neta, niin yhtalon kaltaiset erotukset voidaan laskea jollekin muulle vek-
torin @ arvolle. N&ita erotuksia kutsutaan residuaaleiksi, ja ne ovat muotoa

Cap = Yap — Ja (b,u"’i:) .
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Huomautus 3.4. (vrt. [I| s. 54]) Jos & = &, niin talloin €., = e, eli virheet
vastaavat residuaaleja.

Maaritellaédn lopuksi residuaalimatriisi E.

Madaritelma 3.7. (vrt. [1, s. 23,54]) Olkoon Y = [y1, ..., y,] € R™*" missi
y,, on mittausvektori, ja olkoon W € R™*"™ matriisi, jonka alkiot ovat

Wap = fa (bw ﬁj)
kaikilla p=1,...,n jaa=1,...,m. Naiden matriisien erotusta
E=Y-W

kutsutaan residuaalimatriisiksi, jonka alkiot ovat maaritelman mukaisia
residuaaleja egy,.

4 Parametrien estimointi: bayesilainen lahes-
tymistapa

Tassd luvussa kasitellddan ensin Bayesin kaavan tilastollinen teoria, jonka
jalkeen kaydaan lapi Bayesin kaavan kayttoa inversio-ongelmissa.

Perinteinen parametrien estimointi tuottaa yksittéisia estimaatteja tun-
temattomista, kun vastaavasti bayesildinen menetelma tuottaa jakauman.
Tasta jakaumasta voidaan méarittéa erilaisia estimaatteja, joilla on omat to-
dennékoisyytensa. Bayesildinen menetelméa yrittad muuttaa huonosti asete-
tun inversio-ongelman maéaritteleméalld sen uudestaan hyvin asetettuna laa-
jennuksena todennékoisyysjakaumien laajassa avaruudessa. [3, s. 49-50]

Merkitdan seuraavassa satunnaismuuttujalla Y : Q — R™ mittausta, sa-
tunnaismuuttujalla X : Q — R™ tuntematonta, josta ollaan kiinnostuneita, ja
satunnaismuuttujalla U : Q — R™ kohinaa. Mittauksen realisaatiota Y =y
kutsutaan dataksi [3], s. 50].

Maéaritelma 4.1. (vrt. [3, s. 50]) M&éaritelman mukainen suora malli
satunnaismuuttujien Y, X ja U avulla ilmaistuna on

Y=f(X)+U.

4.1 Bayesin kaavan tilastollinen teoria
Maaritelladn ehdollinen todennakoisyys.

Masritelma 4.2. (vrt. [4, s. 36-37]) Olkoon ) otosavaruus ja oletetaan,
ettd A, B C . Télloin tapahtuman A ehdollista todenndkdisyytti ehdolla B
merkitddan P (A | B) ja se maaritellaan

P(A\B):%
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Todistetaan seuraavaksi Bayesin kaava.

Lause 4.1 (Bayesin kaava). Olkoon Q2 otosavaruus ja oletetaan, ettd tapahtu-
mat A, B C § ovat sellaisia, etti P (A) # 0 ja P (B) # 0. Olkoon P (A | B)
tapahtuman A ehdollinen todenndkdoisyys ehdolla B ja vastaavasti P (B | A)
tapahtuman B ehdollinen todenndkdisyys ehdolla A. Tdlloin

P(A)P(B | A)
P (B)

P(A|B) =

Todistus (vrt. [1, s. 36]). Ehdollisen todennakéisyyden madaritelmén perus-
teella

(4.1) P(A|B) = %
ja
(4.2) P(B|A) = %

Kertomalla yhtalo todennékoisyydella P (B) ja yhtalo toden-
nékoisyydella P (A) saadaan

P(ANB)=P(B)P(A|B)

: P(BNA)=P(A)P(B|A).
Yhdisteen kommutatiivisiudesta seuraa
P(B)P(A|B)=P(ANB)=P(A)P(B|A)
eli
(4.3) P(B)P(A|B)=P(A)P(B|A).

Jakamalla yhtalo puolittain todennékdoisyydella P (B) saadaan

P(A)P(B]A)

PAIB) = —Fp

Siis véite pétee. O]
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4.2 Bayesin kaava inversio-ongelmissa

Bayesin kaavan tilastollisten perusteiden ollessa selvilla voidaan esitellyt ké-
sitteet médritelld uudestaan inversio-ongelmiin sopivin termein. Aloitetaan
priorin maaritelmalla.

Maaritelmé 4.3. (vrt. [3] s. 51]) Oletetaan, ettéd ennen satunnaismuuttujan
Y mittauksen suorittamista on olemassa jotain tietoa satunnaismuuttujasta
X. Tama tieto on talletettu tiheysfunktioon & — m,, (x), jota kutsutaan
priorijakauman tiheysfunktioksi tai lyhyemmin prioriksi.

Priori kertoo siis sen, mita tuntemattomasta X tiedetddn ennen mittaus-
taY [3l s. 51].

Mittauksen Y ja tuntemattoman X yhteisjakauman tiheysfunktiota mer-
kitaan w(x,y) [3, s. 51]. Tata tiheysfunktiota tarvitaan seuraavassa maari-
telmassa.

Maaritelma 4.4. (vrt. [3 s. 51]) Jos tuntemattomalla satunnaismuuttujal-
la olisi realisaatio X = @, niin mittauksen Y ehdollinen tiheysfunktio eli
uskottavuusfunktio talla tiedolla olisi

m(z,y)

m(y|x) = o (@)

I

jos . (x) # 0.

Mittauksen Y tiheysfunktiota ehdolla X = x kutsutaan uskottavuus-
funktioksi, koska se esittaa eri mittausten tuloksien todennéakoisyyden, kun
X = x on annettu [3, s. 51]. Ehdollinen todennakéisyys 7 (y | ) kuvaa siis
tietoa havainnosta y, mita saataisiin, jos tila olisi « [10} s. 23].

Uskottavuusfunktion rakentaminen on yleensé yksinkertaisin osa bayesi-
laisten inversio-ongelmien ratkaisua. Se siséltaa perinteisissa inversioissa kay-
tetyn suora mallin ja tiedon kohinasta sekd muista mallinnus- ja mittausepéa-
varmuuksista. [3, s. 55]

Tilanteissa, joissa satunnaismuuttujat X ja U ovat keskenddn riippu-
mattomia, on uskottavuusfunktion rakentaminen melko suoraviivaista. Tamé
nahdaan seuraavasta lauseesta.

Lause 4.2. Olkoon suora malli kuten mdadaritelmdssa [4.1. Oletetaan, ettd
satunnaismuuttujat X ja U ovat keskendadn ritppumattomia ja ettd satun-
naismuuttujan U todenndkdsyysjakauma tiedetddn. Tdlloin uskottavuusfunk-
tio on muotoa

n (y | w) = Tnoise (y - f (:I:)) :
Todistus (vrt. [3 s. 56]). Oletuksen perusteella satunnaismuuttujan U to-

dennékoisyysjakauma tiedetddn, joka voidaan huomautuksen ja maéa-
ritelméan nojalla kirjoittaa

i (B) = /an'se (u) du,

B
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missa B C R™. Oletus satunnaismuuttujien X ja U keskinaisesta riippumat-
tomuudesta takaa sen, ettd satunnaismuuttujan U tiheysfunktio pysyy muut-
tumattomana, kun kiinnitetdan X = a. Kohinan U tiheysfunktion muut-
tumattomana pysymisesta voidaan paételléd se, ettd Y — f (X)) ehdolla X = @
on jakautunut kuten U eli

/ r(y | ) dy = / Tnoise () du,

{yly—1 (=)} B
missd B C R™. Talloin siis
(4.4) T (Y | ) = Thoise (1) .

Voidaan kirjoittaa y = f () + u, josta saadaan u = y — f (). Sijoittamalla
tama yhtaloon saadaan

T(Y | ) = Tnoise (Y — [ (T)) -
Siis véite pétee. n

Niissa tilanteissa, joissa satunnaismuuttujat X ja U eivat ole keskendan
riippumattomia, pitda tietda satunnaismuuttujan U ehdollinen todennakoi-
syys, jolloin uskottavuusfunktio 7 (y | ) saadaan muodostettua [3|, s. 56].
Taméa nédhdaan seuraavasta lauseesta.

Lause 4.3. Olkoon suora malli kuten mddritelmdssi [4.1. Oletetaan, ettd
satunnaismuuttujat X ja U eivdt ole keskenddn riippumattomia ja ettda sa-
tunnaismuuttujan U ehdollinen todenndkdsyysjakauma on muotoa

py (B x) = /an-se (u | x) du,
B
missi B C R™. Talldin uskottavuusfunktio m(y | &) on muotoa
7T(y | JJ) :Wnoise(y_f(m) | .’,C)

Todistus (vrt. [3 s. 56]). Oletuksen perusteella kohinan U ehdollinen toden-
nékoisyysjakauma tiedetadn. Talloin voidaan kirjoittaa

7r(y]cc):/W(y\w,u)ﬂnoise(u]w)du.

Rm

Kun on kiinnitetty X = « ja U = wu, niin talloin Y on kokonaan maéaritelty
eiY =y = f(x)+u. Nyt

T(y|lz,u)=6(y— f(x)—u),
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missa 6 on Diracin deltafunktio. Taten

w(y|w>=/w<y|m,u>wnme<u|w>du

Rm

~ [5y £@) = ) T (| 2)

= Tnoise (u | .’E)

= Tnoise (Y — [ () | ).
Siis vaite pétee. O]

Maaritelma 4.5. (vrt. [3| s. 51]) Oletetaan, ettd mitattu data Y = y on
annettu. Satunnaismuuttujan X posteriorijakauman tiheysfunktio on ehdol-
linen todennékoisyysjakauma, jonka tiheysfunktio on

m(x,y)

W(w’y)zm,

missa 7 (y) # 0.

Huomautus 4.1. Jatkossa sanotaan lyhyesti, ettd 7 ( | y) on posteriori-
jakauma, kun tarkoitetaan, etta 7 ( | y) on posteriorijakauman tiheysfunk-
tio.

Huomautus 4.2. (vrt. [3| s. 51]) Posteriorijakaumaa 7 ( | y) voidaan mer-
kitd myo6s mpest ().

Posteriorijakauma kertoo siis sen, mité tiedetdan tuntemattomasta X
realisoituneen havainnon Y = y jélkeen [3, s. 51].

Nyt kaikki tarvittavat kasitteet on maéaritelty, joten voidaan siirtya inver-
sio-ongelmien Bayesin kaavaan. Ratkaistaessa inversio-ongelmia bayesiléisit-
tain etsitdan tuntemattoman X ehdollinen todennékoisyysjakauma w(x | y),
kun data Y = y on annettu [3| s. 51]. Tamé& ndhdéaan seuraavasta lauseesta.

Lause 4.4 (Inversio-ongelmien Bayesin kaava). Olkoon 2 otosavaruus. Ole-
tetaan, ettd tuntemattomalla X : Q — R™ on tunnettu priori m, (x) ja ettd
data koostuu mittauksen Y : Q — RF sellaisista havaituista arvoista y, ettd
7w (y) # 0. Talloin tuntemattoman X posterioritodenndkéisyysjakauma an-
netulla datalla Y =1y on

T () 7 (y | )
T (y) '

Todistus (vrt. [3, s. 51]). Maéritelmén nojalla satunnaismuuttujan Y
ehdollinen todennékosyys on muotoa

(45) Tpost (.’.B) =m (.’.U | y) =

m(z,y)

(16) wlylw) =Tk

9
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missi 7, () # 0. Kertomalla yhtilo [£.6] todennékdisyydelld 7, (x) saadaan

(4.7) m(x,y) =7 (y | ) mpr (2) -

Mééritelman [4.5) nojalla satunnaismuuttujan X posteriorijakauma on muo-

toa

() = (@)
(x| y) W)

jota voidaan huomautuksen nojalla merkité myos mps: (). Sijoittamalla
tahan yhtaloon yhtalo [4.7] saadaan

Tpr () 7 (Y | )
T (y)

Tpost (iB) =m (fE ’ y) =

Siis véite pétee. n

Huomautus 4.3. (vrt. [10, s. 24]) Posteriorijakauma mééréytyy jo osoitta-
jan perusteella, koska tiheys 7 (y) on kéyténnossa vain normalisoiva vakio.
Taman perusteella nimittaja jatetdan usein pois ja posteriorijakauma voi-
daan ilmaista muodossa

Tpost (T) X Ty () 7 (y | T) -

Periaatteessa on mahdollista, ettd 7 (y) = 0, joka tarkoittaa sita, ettéd
on mitattu dataa, jonka todennakoisyys on 0. Kéaytdnnossa tdma on vain
harvoin ongelmana, mutta se vihjaa sithen suuntaan, ettd taustalla olevat
mallit eivit ole yhdenmukaisia todellisuuden kanssa.[3), s. 52]

Jotta saataisiin posteriori méaaritettya, pitaa siis tietad priorin ja uskot-
tavuusfunktion jakaumat. On useita eri tapoja maérittda ne, mutta tésséa
tyossa keskitytaan normaalisiin jakaumiin. Téhan on kaksi syyta. Ensinnédkin
niita on helppo kasitella, ja toisekseen ne ovat usein hyvia approksimaatioi-
ta perimmiltdén ei-normaalisille jakaumille, kun havainto perustuu suureen
médrdadn keskendéan riippumattomiin satunnaisiin tapahtumiin. [3, s. 72]

Maaritelladn seuraavaksi n-ulotteinen normaalisti jakautunut satunnais-
muuttuja.

Maaritelma 4.6. (vrt. [3, s. 72-73]) Olkoon xy € R” jaI' € R™™ symmetri-
nen, positiivisesti definiitti matriisi. Normaalisella n-ulotteisella satunnais-
muuttujalla X, jolla on keskiarvo x( ja kovarianssimatriisi I', on tiheysfunk-
tio

I R N (e i )
™(@) = (ZWdet(F)) ‘ '

Talloin kaytetadn merkintaa

XNN<JJ07I‘)
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Seuraavaa maaritelmaa tarvitaan ehdollisten kovarianssien laskemiseen.

Maéritelma 4.7. (vrt. [3, s. 74]) Olkoon

Pll 1—‘12 X
T= e R™"
{le F22]

symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi, missi I'y; = I'[,, T'y; € RF*F,
Ty € R—k)x(n—k) ja k < n. Téalloin matriisien I'y; ja T'ag Schurin komple-
mentit ovat

T =Ty — Ty /Ty, Tao =Ty — Tl Ty

Huomautus 4.4. (vrt. [3, s. 74]) Matriisi I" on positiivisesti definiitti, joten
my6s matriisit I'1; ja T'ag ovat positiivisesti definiitteji. Téstd seuraa, etté
Schurin komplementit ovat maériteltyja.

Todistetaan seuraavaksi Schurin komplemettien kadntyvyys ja se, etté
matriisi I'"! voidaan ilmaista Schurin komplementtien kianteismatriisien
avulla.

Lause 4.5. Olkoon T kuten madaritelmassi [{.7. Talloin Schurin komple-
mentit ovat kdaantyvid ja

1 [ Ty —fggirlzra;} |
—I Tl Ty
Todistus (vrt. [3 s. 74-75]). Tutkitaan matriisin I' determinanttia

Fll 1112

0.
Ty Ta|7

\r|:]

Vihennet#dn alemmasta rivista ylempi rivi, joka on kerrottu termilld Ty 7,
jolloin saadaan

‘I‘| _ Fll F12
'y — F21Ff11F11 Iy — I‘21I‘1711I‘12
_ ' I'is
Iy =Tl Typ — 1—‘211—‘1711F12
|t T
o I'
— T [T .

Koska |T'| # 0, niin tall6in on oltava |T'y1| Ti1| # 0, eli on oltava |T'y;

# 0.
Koska kaantyvan matriisin determinantti eroaa nolla~sta, niin matriisi f‘n on
kaantyva. Vastaavasti saadaan osoitettua matriisin I'ss kaéntyvyys.
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Tarkastellaan sitten lineaarista yhtaloryhméa
' T |z  |n o I'iz) + Tz =y
F21 F22 T2 Yo ]__‘21331 + ]__‘222132 = Y.

Kerrotaan yhtiloryhmén alempi yht#lo vasemmalta matriisilla T'y; ja rat-
kaistaan siitd sen jalkeen termi xq eli

I'ojzy + T'yszo = Yo
— T3 Tam) + Ty Ty x =Ty,
I
o @y =T5 (Y2 — Toxy).

Sijoitetaan saatu termi as yhtaloryhmén ylempéan yhtaloon ja ratkais-
taan termi ax; eli

Fypxy + ey =y

Ly + Dol (Y2 — Tonr) =
Tyay + Tl ys — Tloy Tomy =y
(Ty1 = Tyol Toy) @1 = 41 — Tiolyp 0
Loz = y1 — D255 v

z, =I5y — T Tl Y.

r1r 111

Vastaavasti saadaan ratkaistua
el M1 —1
o =Ty — T Ty
Merkitaan

o [T D] ' [Lu Lx
F21 1_‘22 L21 L22 ’

jolloin saadaan

x|  |Lu La| |y o Ly, + Loy, = x
T Ly Ly |y2 Loyyy + Loy, = xs.

Talloin siis
Lyyi + Lipys = 21 =Ty — T Tol'ys
Loy + Lypys = @ =Ty — T T
josta saadaan
Ly =T  Lip=-T,Tply
Ly =T Ly =-T /Tyl



Nyt
pt_ (Lo Liep | Ly T Tl
Ly Ly N N P A Iy

eli matriisi I'"! on haluttua muotoa. Koska molemmat viitteet péatevit, niin
lause on todistettu. O

Matriisi I' on symmetrinen, joten myos matriisi I'~! on symmetrinen.
Talloin transpoosin laskusaéntojen nojalla

N - T
_F1_11F21I‘1_11 = <_F2_21F12F2_21>
T - A\T
(48) = (T3)) (Tw)' (—le)
= —F2_21F21f‘2_21,

missi viimeisen rivin yhtdsuuruus seuraa matriisien I'y, ja I'yy symmetrisyy-

desta. 3l s. 75]

Huomautus 4.5. Merkitdén jatkossa e* = exp(z) luettavuuden helpot-
tamiseksi.

Nyt voidaan todistaa seuraava lause.

Lause 4.6. Olkoot X: Q — R" ja Y : Q — RF sellaisia normaalisia satun-
naismuuttujia, joiden yhteisjakauman tiheysfunktio m: R™ x R™ — R, on

7T(w y)oc exp _1 T — Iy ! I'n I'p - T — Iy
’ 2y—vyo| [T T Yy—Yo| )’
Talloin satunnaismuuttujan X todenndkdisyysjakauma ehdolla Y =y,
m(x|y): R" = R,, on

r (@ |y) o exp (—% (x—7) T3 (= —f)) |

missa © = xg + F12F521 (¥ — vo).
Todistus (vrt. [3 s. 75-76]). Siirretédén koordinaatiston origo kohtaan (o, yo),

jolloin voidaan olettaa, ettd xy = 0 ja yo = 0. Inversio-ongelmien Bayesin
kaavan (lause ja huomautuksen nojalla

m(z|y) xm(z,y),
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joten satunnaismuuttujien X ja'Y yhteistodennékoisyys voidaan ajatella ole-
van vektorin @ funktio. Lauseen yhtalon ja transpoosin laskusaan-
tojen nojalla saadaan

T S—1 = _
(3] T ]
2 |y | Al YD A r; y

8
_|
=

L

. _ . _ - T
; — yTFan?anl _CI’TI‘221I‘12I‘221 + yTrll [y]

1

mTf221$ -vy I‘11 ryje—x I‘22 Iolpy+y Ful )
2T —Y F F21F22 r—x F ;Tl5y +yTF111y>

mTf221w - F ;T y —x I‘22 Lulny+y I111 Y

I
@
e

o

)
)
)

I
@
e

o

I
©)
>4
o}
/\/\/I\/\
N N = N = N N -
/N /H\ /N
_|
=2
N

' T e — 22 T3, Tls y + ny‘l_lly>)
eli
1 ~ ~ _ ~
T (x, y) X €exp (‘5 (mTI‘lew - QmTI‘221I‘121‘221y + yTF11ly>) .

Ryhmitelldan saatu eksponenttitermi uudelleen, jolloin yhteisjakauma voi-
daan esittaa muodossa

1 1 AT _
7 (2, y) x exp (—5 ((a: — F12F221y) | s (a: — I‘12I‘221y) + c)) ,
missa ~ ~
c=1y' (I‘ﬂl - F521F21F521F12F521> Y
on riippumaton vektorista x ja voidaan talloin jattda pois yhteisjakaumasta.
Merkitaan
(49) T = F12F521y,
jolloin

7 (2, y) o exp (—% (@270 (- E))) |

Posteriorijakauman mééritelmén (mééritelma ja huomautuksen
perusteella 7 (x | y) o< 7 (2, y), joten
1 —\T -1 —
m(z|y) x5 (x—m) Ty (x-7)),
missa
T =Tl5y =x0+ 1Ty (Y — o)
Siis vaite pétee. ]
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Huomautus 4.6. Inversio-ongelmissa

Tpr () o< exp (—% (@ — )" Ty (x — 930)) :

Vastaavasti saadaan kohinalle U todennéakoisyysjakauma

1

Thoise (U) X exp <_§ (’U, - uO)T Fnoise (U - Uo)) .

Seuraava lause nayttad, miten Bayesin kaavaa voidaan hyodyntaa line-
aarisissa inversio-ongelmissa, kun priori ja kohina ovat normaalisia ja keske-
naan riippumattomia.

Lause 4.7. Oletetaan, ettdi X: Q — R™ ja U: Q — R™ ovat sellaisia
keskenddan riippumattomia normaalisia satunnaismuuttujia, ettd

X ~N (130, I‘pr) y U~N (u07 Fnoise)

ja etta matriisit I'yy, € R™" ja T')pise € REXE ovat positiivisesti definiitteja.
Oletetaan edelleen, ettd on olemassa lineaarinen malli

Y = AX + U,

missd A on jokin tunnettu matriisi. Tdlloin satunnaismuuttujan X posteri-
oritiheys annetulla realisaatiolla Y =y on

r (@ | y) o eap (—% (x— ) Tk, (o - z)) ,

MISsa .
T = o + FPTAT (AFPTAT + an;se)i (y — ACUO — ’l,l,())

ja
Tpost = Ty — Ty AT (AT, AT + T,0i0.) AT,

Todistus (vrt. [3, s. 77]). Satunnaismuuttujat X ja U ovat normaalisia, jo-
ten myos satunnaismuuttuja Y on normaalinen. Talloin

w5 wesnrw

Huomautuksen nojalla
B[(X ~@0) (X —20)T| =T,

ja
E [(U — ) (U — UO)T} = Thoise;
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joten
E{(Y —yo) (Y — yO)T}
—E :(AX +U — Azg —u) (AX +U — Az - UO)T]
—E :(A (X —x0) + (U —u)) (A(X —xo) + (U — uo))T}

=E (A (X —x) + (U — uy)) <(X - wO)T AT+ U - uO)Tﬂ

—E :A(X —20) (X —20)T AT+ A (X — z0) (U — u)T
F(U ) (X — )" AT+ (U — ) (U — o)

— AE (X — @) (X —20)T| AT+ AB[(X - 2) (U — uo)]

0

+ B [(U = o) (X — 20) AT +E [(U — o) (U — )|

/

0
= AFpTAT + Fnoise

ja

Talloin saadaan
Coov X - E X — b iy X — Lo T . va- FprAT

Y o Y - Yo Y - Yo - A]-_‘p’/‘ AFpTAT + Fnoise '
Nyt

Fll = Fp?“ Fl2 = I‘prAT
Fgl = Arpr F22 = AFprAT + Fnoz'se;

joten madritelméan nojalla
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Ty =T — Ty Ty
— Fpr - I‘panT (AFpTAT + I‘nm‘se)_l AI‘pT"

Merkitiin Tyy = Tposr. Yhtéilon nojalla lauseen [4.6] yhtilosti

saadaan

T =xo+ 'l (¥ — yo)
=Xy + FprAT (AFpTAT + I‘noise)i1 (y - yO)

— 2o+ T AT (AT, AT + Topiee) (y — Az — up).

Lauseen nojalla

wla ) <o (5 (-1 (o - 0)

— exp (_% (@-2)' T, (@ - @) ,

missa X
Lpost = T'pr — Fp?"AT (AFPTAT + I‘noise)i AT,
ja
(411) xTr = Ty + I‘prAT (AI‘pTAT + I‘noise)il (y - Awo - ’U,o) .
Siis véite pétee. O]

Lauseesta niahdaan, etta jos suora malli on lineaarinen ja priorin seka
uskottavuusfunktion jakaumat ovat molemmat normaalisia, niin myds poste-
riorijjakauma on normaalinen. Jos halutaan 10ytaa posteriorijakauman mak-
simiarvo eli arvo, jonka todennakdisyys on suurin, niin pitaa loytéaa sellainen
vektori x, joka maksimoi posteriorijakauman eli joka minimoi termin
(4.12) S(x) = (& —%)' I}

post (fB - i) )

missd & on yhtalon mukainen.

Jos malli on epélineaarinen, niin posteriorijakauma ei valttamatta ole
enéd normaalinen, vaikka priorin ja uskottavuusfunktion jakaumat olisivat-
kin. Ongelma pyritddnkin palauttamaan lineaarikseksi, joka saattaa olla lo-
kaalisti riittavd. [10, s. 84] Talloin etsitédén vektorille @ estimaattia, joka
minimoi lokaalisti termin S(x). Tamé tehddin yleensé kayttéen iteratiivisia
menetelmia.

On useita tapoja minimoida taméa termi, mutta tassa tyosséa keskitytaan
pienimmaéan nelibsumman menetelmaan.
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5 Parametrien estimointi: pienimmaéan nelio-
summan menetelma

Téssa luvussa késitelldan pienimman neliGsumman menetelmén teoriaa. En-
sin kaydadn lapi sen matemaattinen perusta, jonka jialkeen perehdytain
menetelméan kahteen kayttotapaan, painottomiin ja painotettuihin nelitsum-
miin.

Kaytannossa mittaukset ovat yleisesti epatarkkoja, jolloin mallin todel-
listen arvojen maarittdminen ehdottomalla varmuudella ei ole mahdollista.
Myos se, etta virheet eivit ole samaa suuruusluokkaa eri mittauksissa, ai-
heuttaa ongelmia, silla yhteen mittaussarjaan parhaiten sopiva parametrin
x arvo eroaa johonkin toiseen mittaussarjaan sopivasta arvosta. Estimoin-
nilla saadaan tuotettua sellaisia parametrien arvoja, jotka sopivat dataan
hyvin, jotka osuvat kohtalaisen ldhelle todellisia arvoja ja jotka eivat muutu
liikaa yhdesta kokeilujen joukosta toiseen. [I, s. 3]

Madéritellaédn seuraavaksi tavoitefunktio, joka on parametrisessa estimoin-
nissa keskeinen késite.

Maaritelma 5.1. (vrt. [1), s. 47]) Parametrisessé estimoinnissa méaéritellaan
menetelmékohtaisesti tavoitefunktio ® (x), joka mittaa datan poikkeamista
mallista.

Esimerkki 5.1. (vrt.[1 s. 47]) Pienimméan nelisumman menetelméssé ta-
voitefunktio on residuaalien nelidsumma.

Neliosummamenetelméa on vanhin ja laajimmin kaytetty estimointimene-
telmé. Osa sen suosiosta johtuu siité, ettd sitd voi soveltaa suoraan deter-
ministiseen malliin ilman, ettd tehdadn mitdan oletuksia havaintojen toden-
néikoisyysjakaumasta. Kuitenkin estimaatit, jotka on saatu edella mainitulla
tavalla, voivat olla epatyydyttavia. On tilanteita, joissa ei kuitenkaan voida
tehdd mitaén parempaakaan. [1l, s. 55]

Tietyissé tilanteissa nelibsummaestimaatit ovat teoreettisesti optimaali-
sia. Niissé tapauksissa, joissa havainnoilla on tietyt todennékoisyysjakaumat,
on néilld estimaateilla ihanteellisia tilastollisia ominaisuuksia. [1, s. 55]

5.1 Matemaattinen perusta

Tassa pykalassa kaydadn lapi pienimman neliosumman menetelman mate-
maattinen teoria lineaarisen ja epélineaarisen mallin tapauksesa.

5.1.1 Lineaarinen menetelma

On useita tapoja méaarittda pienimman neliosumman ratkaisu lineaarisissa
sovituksissa. Yksi niistd on singulaariarvohajotelma (Singular Value Decom-
position), jonka englanninkielisestd nimesta tulee sen lyhenne SVD. Koska
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Pandora-instrumentin lineaarisen mallin sovituksessa kaytetaan SVD-mene-
telméa, késitellddn sité tédssa osiossa.
SVD perustuu seuraavaan lauseeseen 9} s. 52].

Lause 5.1. Olkoon A € R™™ mielivaltainen matriisi. Tdlloin se voidaan
esittaa matriisien U, A ja 'V hajotelmana

A=UAVT,

missd U € R™ ™ ja V€ R™™ ovat ortogonaalisia matriiseja ja A € R™*"
diagonaalimatriisi, jonka jokainen diagonaalialkio \; on ei-negatiivinen ja

Todistus (vrt. [3, s. 311-313]). Jos m < n, niin diagonaalimatriisi A on muo-

toa
A = [diag (M1, ..., \m), 0],

missd 0 on m X (n —m)-matriisi. Jos taas m > n, niin diagonaalimatriisi on
muotoa

A = [diag (M, ..., M), 0],
missd 0 on (m — n) X n-matriisi. Merkitdan téssa
A= ()\17 s 7)\mzn{m,n}) .

Olkoon [|A| = A1, ja oletetaan, ettd A\ # 0. Olkoon & € R" sellainen
yksikkovektori, etta
[Az| = |l All.

Tallainen vektori  on olemassa, silld se voidaan valita olevan matriisin AT A
yksikkovektoriksi normalisoitu ominaisvektori ominaisarvolla A2, jolloin

[Az| = [[Mz]| = A [le] = A = [ A

Olkoon y = </\i1) Ax € R™. Vektori y on myo6s yksikkovektori, silla

1
=|l—]A
vl = | (5 ) 4

Valitaan sellaiset vektorit vs,...,v, € R" ja uo,...,u,, € R™, etta joukko
{x,vq,...,v,} on avaruuden R" ortonormaali kanta ja joukko {y, us, ..., w;}
on avaruuden R™ ortonormaali kanta. Merkitaan

1 1 1
= —||Az|| = — ||A]| = — 1 =L
Izl = -4l = T

Vi=[x,vy,...,0,] e RV" Uj =[y,usg,...,uy,| € R™™.

Koska joukko {@, vy, ..., v,} on avaruuden R™ ortonormaali kanta, niin vek-
torit x,vs, ..., v, ovat yksikkovektoreita ja toisiaan vastaan kohtisuorassa,
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joten matriisi V; on ortogonaalinen. Vastaavasti matriisi U; on ortogonaali-
nen. Nyt

o7
uj
A1 = UlTA‘/l = . [/\1'y,A’Ug, .. .,A’Un]
T
YTy Yy Av, - ylAu,| (M Y Av -yl A,
us\y ugAvy -+ ujAv, 0 ujAvy -+ ugAv,
ul My ul Avy - u) Av, 0 u Avy -+ u] Av,
. —)\1 'UJT
“lo B

missi w € R ja B € R~ Dx(=1) Koska
A Ml [ wT] [A] L [MFwTw] M+ HwH2
“lw| |0 B||w]| Bw N Bw ’

)

Tasta seuraa, etta

niin

\ = /(2 + [w]?)’ + [ Buw].

5.1) ]| = Vor oy =+ o
Nyt
o il
silla
- ) 4
<x([a])
— 4?2 2
Koska

Il

\ S SVITIES

27



niin yhtéloiden ja nojalla

il

josta saadaan

2
A2 2 A2+ |Jw|)?
R +|;|w’=\2) =%l
H 1

A+ lw

\ AN+ ] 2 2 [l

Toisaalta, ortogonaalinen muunnos sailyttda matriisin normin, joten

1AL = ALl = \/AF + .

Koska ||A|| = Ay, niin on oltava w = 0. Jatketaan induktiivisesti. Olkoon
Ay = ||B]|. Oletuksen nojalla

M= (A=A = s

Jos Ay = 0 eli B = 0, niin voidaan lopettaa, silld oletuksen perusteella

Ao > N\, kun i = 3,... min{m,n}, joten \; =0, kun i = 3,... , min{m,n}.
Oletetaan, ettd Ay > 0. Edetdan kuten aikaisemmin, eli etsitdan sellaiset

ortogonaaliset matriisit Uy € R(m=Dx(m=1) j4 v, € R=Dx(n=1) o4

Ao 0}

U/ BV, = {0 C

missia C € Rm=2x(n=2) Mzarittelemalla

1 0 1 0
vy o) v=lo w)

saadaan ortogonaaliset matriisit, joilla on ominaisuus

A 00
UJUAVIV, = |0 X\ O
0 0 C

Jatkamalla induktiivisesti esittdmalla jokainen osittainen diagonalisointi or-
togonaalisilla muutoksilla saadaan

Ul ~UTAVE - Vit = (M, -+ Amin{mny) = A

in{m,n} "’
Merkitaan

Uu'=u'

min{mn}

UlT, V:‘/l"'vmin{m,n}a
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missa U € R™™ ja V' € R™". Talloin voidaan kirjoittaa
(5.3) UTAV = A.

Koska jokainen UjT, j=1,...,min{m, n}, on ortogonaalinen, niin my6s mat-
riisi U on ortogonaalinen. Vastaavasti matriisi V' on ortogonaalinen. Talloin
siis UUT = I ja VVT = I. Kertomalla yhtild vasemmalta matriisilla
U ja oikealta matriisilla VT saadaan

UTAV = A
— UUTAVVT =UAVT
—~ A=UAVT.

Yhtalosta nahdaan, ettd matriisi A saadaan esitettyd ortogonaalisten
matriisien U € R™™ ja V € R™" sekd diagonaalimatriisin A € R™*"
hajotelmana. Siis véite pétee. ]

Kéydaan seuraavaksi ensin 1lapi SVD-menetelmén kaytto neliomatriiseil-
la, jonka jalkeen kaydéan lyhyesti lapi ne tilanteet, joissa riveja on enemmaén
kuin sarakkeita ja pédinvastoin. Aloitetaan todistamalla matriisin A kdanteis-
matriisin singulaariarvohajotelman esitysmuoto.

Lause 5.2. Olkoon A € R™™ kddntyvd. Sen kddnteismatriisi voidaan esittdd

muodossa
A=V [d@'ag (i>} UT,
Aj

missa matriisit U,V ja A ovat kuten lauseessa ja A;j # 0 kaikilla
7 = 1,....n.

Todistus (vrt. [9, s. 54]). Matriisi A on nelidmatriisi, jolloin myds matriisit
U,V ja A ovat neliomatriiseja. Matriisit U ja V' ovat ortogonaalisia, joten
niiden k&anteismatriisit ovat

u'=u", v'=v"T
Matriisi A on diagonaalimatriisi, jolloin sen kaénteismatriisi on sellainen dia-

gonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A diagonaalialkioiden
kaanteisalkioita. Merkitaan tassa

1
A7l = diag <>\—]) .
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Koska matriisi A voidaan lausua lauseen nojalla matriisien U,V ja A
hajotelmana, niin sen kaanteismatriisi on muotoa
A7 = [UAVT]
_ (VT)*l AUt

= (V1) diag (%) U’

J

vfo D))o

Siis vaite patee. O
Maaritelladn seuraavaksi matriisin hairigalttius.

Maaritelma 5.2. (vrt. [9. s. 54]) Olkoon A € R™" sellainen matriisi, etta
A = UAVT, missi matriisit U,V ja A ovat kuten lauseessa . Olkoon
Ap =min{A;, ..., A} ja ds = max {1, ..., A\, }. Matriisin A hairidalttius on
talloin

Jos A\, = 0, niin sanotaan, etta héiridalttius on aareton.

Jos matriisin hairidalttius on liian suuri, niin matriisi on talléin vajealaa-
tuinen. Jos se on aareton, niin talloin matriisi ei ole kdantyva. Todistetaan
tamé seuraavaksi.

Lause 5.3. Olkoon A € R™"™. Jos matriisin A hdiridalttius on ddreton, niin
matriisi et ole kadantyvd.

Todistus. Olkoon

A=UAVT,
missd matriisit U,V ja A ovat kuten lauseessa Oletetaan, ettd héiricalt-
tius on adreton eli kK (A) = oo, jolloin

min {Ay,..., A\, } =0.

Siis ainakin A, = 0. Koska diagonaalimatriisin A determinantti on

n

det (A) =[N,

j=1
niin det (A) = 0. Oletuksen nojalla A = UAVT joten tilloin
det (A) = det (UAVT)
= det (U) det (A)det (V')
= 0.

Matriisin A determinantti on siis 0, joten se ei ole kdantyvé. Siis véite péatee.

[]
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Maaritelladn seuraavaksi matriisin nolla-avaruus ja sarakeavaruus.

Maaritelma 5.3. (vrt. [9, s. 54]) Olkoon A € R™™. Matriisin A nolla-
avaruus on

Ker (A) ={x ¢ R" | Az = 0}.

Maaritelma 5.4. (vrt. [9, s. 54]) Olkoon A € R™" missd aj on matriisin
k. sarakevektori. Matriisin A sarakeavaruus C (A) on kaikkien matriisin A
sarakevektorien muodostamien lineaarikombinaatioiden joukko eli

bjai + ...+ b,a, € C(A)
kaikilla skalaareilla by,...,b, € R.

SVD rakentaa ortonormaaleja kantoja matriisin nolla-avaruudelle ja sa-
rakeavaruudelle. Erityisesti ne matriisin U sarakkeet, joilla samannumeroiset
elementit \; poikkeavat nollasta, ovat ortonormaali joukko kantavektoreita,
jotka virittavat sarakeavaruuden. Vastaavasti matriisin V' ne sarakkeet, joil-
la samannumeroiset elementit \; ovat nollia, muodostavat nolla-avaruuden
ortonormaalin kannan. [9, s. 54-55]

Lineaarisessa sovituksessa halutaan ratkaista yhtalo

(5.5) Ax = b,

missd A € R™" on ei-kdantyva neliomatriisi eli ainakin yksi A; = 0, kun
j=1,...,n,jax, b e R" ovat vektoreita. SVD-menetelméan idea on, etta
etsitdén sellainen vektori @, jolla residuaalien e,, = || Az — b|| neliésum-
ma minimoituu. Kysymykseksi nousee se, onko vektori b matriisin A kuva-
avaruudessa vai ei [9, s. 55]. Tarkastellaan molemmat mahdolliset tilanteet
erikseen.

Jos vektori b on matriisin A sarakeavaruudessa, niin télloin yhtalolla
[5.5] on ratkaisu x. Itseasiassa silld on useita ratkaisuja. Jos halutaan valita
yksi tietty jésen téastd vektoreiden ratkaisujoukosta, niin valitaan sellainen
vektori, jonka pituus ||| on lyhyin. Tamé vektori l6ydetdén kayttaméalla

1

SVD-menetelmééa ja korvaamalla jokainen alkio y-, missa A; € A, arvolla 0,
J

jos A; = 0. [9] s. 55] Esitetadn taméa seuraavassa lauseessa.

Lause 5.4. Olkoon A € R™ " ei-kddntyvd neliomatriisi. Halutaan valita
sellainen vektori x € R™ yhtdloryhmdn

Ax=b

ratkaisujen joukosta, jonka pituus on lyhyin. Tamd vektori saadaan laske-
malla

(5.6) x=VATUb,
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missi AT = diag (\f,...,\}) ja
A =0
A #0

0, ;
)‘jz{i ‘
PYRRNG

Todistus (vrt. |9, s. 55]). Olkoon @’ € Ker (A). Lasketaan ||« + «'||, jolloin
saadaan

RN

kaikilla 7 =1,...,n.

|z +a'|| = |[VATU b + ||
=|lVvATUTb+VVTZ|
= [V (ATUTb+ V)|
= V[ |[(A"UTb+ V)|
= |[ATUTb+ VD

Nyt vektorin ATUTb komponentti j eroaa nollasta vain jos A\; # 0. Vek-
tori &’ on matriisin A nolla-avaruudessa, joten sen voidaan lausua matrii-
sin V' niiden sarakkeiden lineaarikombinaationa, joilla diagonaalimatriisin A
samannumeroinen alkio A; on 0. Matriisin V' sarakkeet ovat keskenééan toisi-
aan vastaan kohtisuorassa, joten vektorin V'’ j. komponentti eroaa nollasta
vain jos A; = 0. Téten pituuden ||& + «’|| minimi saavutetaan, kun &’ = 0.
Siis vaite patee. O

Jos vektori b ei ole matriisin A sarakeavaruudessa, niin talléin yhtélolla
ei ole ratkaisua. Tasta huolimatta lauseen mukaista yhtaloa VOi-
daan kayttaéd ratkaisun x rakentamiseen. Néin saatu vektori @ ei tarkalleen
ottaen ratkaise yhtédlod [5.5] mutta kaikkien mahdollisten ratkaisuvektori-
en joukosta se tuottaa lahimmat arvot pienimpien neliGsummien mielessa.
Todistetaan tdma seuraavaksi.

Lause 5.5. Vektori x, joka on mddaritelty yhtdlossd minimot jadnnoksen
e=||Axz —b|.
Todistus (vrt. [9) s. 56]). Olkoon &’ € R™ mielivaltainen vektori. Tall6in
Alx+a)—b=Ax + Az’ — b.
Merkitaan b := Ax’. Selvasti vektori b’ on matriisin A kuva-avaruudessa.
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Nyt saadaan
Az — b+ V| = |[(UAVT) (VATUb) — b+ b/

= HUA VIVATU b-b+UU'Y
I

= [(UAIATUT - 1) b+ UUY||

= [(UAATUT —-T)UU b+ UU V||
=|lU[(AAT—T)U b+ UV

= U |(AA*—T) U b+ U V||

= [[(AAT -T) U6+ U Y|

Nyt AA*—TI on diagonaalimatriisi, jonka alkio j on eroaa nollasta, jos A\; = 0.
Vektori & on matriisin A kuva-avaruudessa, joten se voidaan lausua niiden
matriisin U sarakkeiden lineaarikombinaationa, joilla samannumeroinen dia-
gonaalimatriisin A alkio A; # 0. Matriisin U sarakkeet ovat keskenaan toisi-
aan vastaan kohtisuorassa, jolloin vektorin UTd j. alkio eroaa nollasta, jos
Aj # 0. Téten minimi saavutetaan, kun b’ = 0. Siis véite pétee. m

Edelld on oletettu, ettd matriisi on joko ei-kadntyvé tai kdantyva, joka
patee teoreettisissa tarkasteluissa. Numeerisesti katsoen tilanne ei ole aivan
niin, silla yleinen tilanne on se, etta jotkut alkiot A; ovat hyvin pienia, mut-
ta erisuuria kuin 0. Talloin matriisin hairidalttius on liian suuri. Tallaisis-
sa tapauksissa jotkin muut menetelmédt voivat ratkaista yhtalon [5.5], mut-
ta ratkaisuvektorin arvot ovat suuria ja vektorin kertominen matriisilla A
tuottaa huonon approksimaation vektorista b. Naissa tilanteissa vektorin ax
ratkaiseminen asettamalla pienten arvojen A; tilalle arvon 0 ja kayttamalla
lauseen mukaista menetelméa on usein parempi kuin SVD-menetelmén
kayttaminen ilman tata korvausta. Saattaa tuntua oudolta, etta nollataan ar-
vo ja nain jatetaan yksi lineaarikombinaatio pois niiden yhtéloéiden joukosta,
joita yritetaan ratkaista. Peruste talle on kuitenkin se, ettd kyseinen line-
aarikombinaatio on niin pyoristysvirheen dominoima, ettd se on hyodyton.
SVD-menetelmaa kéyttaessd pitad maarittaa pienelle arvolle kynnys, jolla
Aj = 0, ja pitééd olla mahdollisesti jokin kasitys siitd, minka kokoinen jaan-
nos on hyvéksyttava [9, s. 56].

Kéydédan seuraavaksi lyhyesti 1api tilanteet, joissa matriisi A ei ole nelio-
matriisi. Jos A € R™*", missd m < n eli sarakkeita on enemméan kuin rive-
ja, niin talloin ei ole olemassa yksikasitteista ratkaisua ja usein on (n — m)-
ulotteinen ratkaisujen joukko. SVD-menetelméa kayttaméalla voidaan kuiten-
kin 16ytéé koko ratkaisuavaruus. [9, s. 58] Se tehdédén seuraavaksi esitellylld
tavalla. Lisatadn matriisiin A nollarivejé, kunnes riveja on yhtéd paljon kuin
sarakkeita. Vastaavasti lisitaan vektoriin b yht&d monta nolla-alkiota. Talloin
saadaan ei-kaddntyva joukko, jossa on n yhtalod n:ssié tuntematonta. Tahén
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yhtaloryhmaan sovelletaan SVD-menetelmaé kuten on kuvattu aikaisemmin.
Jokainen lisatty nollarivi tuottaa joko arvon 0 tai merkityksettoméan arvon
Aj. 19, s. 58]

Jos m > n, eli yhtaloitd on enemman kuin tuntemattomia, lauseiden
ja mukaiset menetelmét soveltuvat ilman muutoksia kyseiseen tilantee-
seen [9, s. 59].

5.1.2 Epailineaarinen menetelma

Joissain tilanteissa tuntemattomien parametrien voidaan olettaa saavan mita
arvoja tahansa ja joissain tilanteissa vain arvot, jotka tayttavat tiettyjen
epéayhtéloiden ja yhtéaloiden ehdot, ovat hyviksyttavia. Naissa tilanteissa on-
gelmana on 10ytaa sellaiset arvot @, etta tavoitefunktio ® () saavuttaa mi-
nimin ehdoilla

h(x)>0

g(z) =0,

missé h ja g ovat vektoreita, joiden alkiot ovat annettuja funktioita. [, s. 83]

Koska Pandora-instrumentti laskee epalineaarisessa sovituksessa pienim-
mét neliGsummat iteratiivisesti [2, s. 56], niin keskitytaan téssé osiossa itera-
tiiviseen tapaan laskea ne. Kéasitelladn ensin iteratiivista menetelméa yleisel-
14 tasolla, jonka jélkeen siirrytaén esitteleméan Pandoran kayttaméaa Leven-
berg-Marquardt -menetelméa.

[teratiivisissa menetelmissa ideana on, etta etsitdan sellainen estimaatti
&, jolla residuaalien

€Cap = Yap — fa (b,ua jj)

neliosumma minimoituu.

Iteraation perusidea on se, etta aloitetaan annetulla pisteella a1, jota kut-
sutaan alkuarvaukseksi [1l, s. 84]. Sille voidaan antaa arvo eri tavoin. Luonnol-
lisin menetelmé on kayttaa esimerkiksi estimaatteja, joita on saatu aikaisem-
mista kokeiluista tai kdyttad tunnettuja arvoja vastaavista systeemeisté |1
s. 121].

Esimerkki 5.2. (vrt. [2, s. 56]) Pandora-instrumentissé alkuarvaukset ovat
lineaarisesta sovituksesta saatuja arvoja. Niiden parametrien alkuarvaukset,
joita ei kayteta lineaarisessa sovituksessa, saavat arvon 0.

Alkuarvauksen avulla luodaan pisteiden sarja xs, @3, . . ., jonka toivotaan
suppenevan kohti pistetta &, jossa tavoitefunktio ® () saavuttaa minimin
[1, s. 84].

Maaritelma 5.5. (vrt. [1, s. 84]) Pisteen @;,; laskemista kutsutaan i. ite-
raatioksi ja pistettd x; 1. toistoksi.
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Kaytannossa on kaksi tapaa lopettaa iterointi. Ensimméainen on iteroinnin
keskeyttaminen aérellisen iteraatioméaaran N jélkeen ja arvon @ hyvéiksymi-
nen estimaattin & approksimaatioksi [1, s. 84]. Toinen on iteroinnin keskeyt-
taminen siina vaiheessa, kun iteraatiot eiviat enda muuta parametrin arvoja
merkittavasti [1, s. 114].

Huomautus 5.1. (vrt. [1, s. 114]) Olkoon [ € N vektorin x ulottuvuus.
Maaritellaén pienten lukujen joukko w,, missd a = 1,2,...,[. Iteraation
1+ 1. piste x; 1 hyviaksytaan estimaattin & ratkaisuksi, jos

|xi+1,a - in,a| S Was
missa x; , on i. iteraation x; a. komponentti.

Huomautus 5.2. (vrt. [1l s. 114]) Joukko w, voidaan joko méaritelld edelta
késin tai laskea. Levenberg-Marquardt -menetelméssa se on maaritelty olevan

Wa = 1074 (zi 0 +1077).
Masritelma 5.6. (vrt. [1, s. 84]) Vektoria
O; = Lijy1 — Ly
kutsutaan i. askeleeks:.

Jokaisen askeleen o; toivotaan vievidn lahemméksi minimid. Tét& ehtoa
ei kuitenkaan voida testata suoraan, koska ei tiedetd missa kohti minimi
on. Voidaan ajatella, etta ¢. askel on parantanut tilannetta, jos seuraavan
mééritelman ehto patee. [1l, s. 84]

Maaritelma 5.7. (vrt. [1, s. 84-85]) Askelta o; kutsutaan hyviksyttiviksi,
jos patee, etta

Madaritelmé 5.8. (vrt. [, s. 85]) Iteratiivista menetelméé kutsutaan hyvdk-
syttavdksi, jos kaikki sen tuottamat askeleet ovat hyvaksyttavia.

Algoritmi 5.1 (Perusiterointi). (vrt. [1, s. 85]) Iteraatiomenetelmét nou-
dattavat seuraavaa jarjestystéa:

1. Asetetaan ¢ = 1 ja hankitaan alkuperdinen arvaus ;.
2. Maaritetaan ehdotetun ¢. askeleen suuntaan osoittava vektori v;.
3. Maaritetdan sellainen skalaari p;, etta askel
O = PiV;
on hyvéiksyttava. Toisin sanoen, asetetaan
(5.7) Tiy1 = T + PiV;
ja valitaan sellainen p;, ettd maaritelmén ehto patee.
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4. Testataan toteutuuko lopettamiskriteeri. Jos ei, kasvatetaan indeksia
1 yhdella ja palataan kohtaan 2. Jos lopettamisehto toteutuu, niin
hyvaksytaan piste x;;; estimaattin & arvoksi.

Maaritelma 5.9. (vrt. [1, s. 85]) Vektoria v; kutsutaan askeleen suunnaksi
ja skalaaria p; askeleen kooksi.

Maaritelma 5.10. (vrt. [ s. 85]) Oletetaan, ettd mielivaltaisella minimoin-
tiprosessin ¢. iteraatiolla edetadn arvosta x; johonkin suuntaan v ja méaritel-
ldan sdde funktiolla

x(p) = x; + pv,

misséd p > 0. Talla séteelld tavoitefunktio vaihtelee skalaarin p muutosten
mukaan ja on vain skalaarin p funktio

Viy (p) 1= @ (2 (p)),
joka voidaan kirjoittaa funktion x(p) mééritelméan perusteella muodossa
@ (x(p)) = ® (@ + pv).
Maéritelma 5.11. (vrt.[IL s. 85]) Funktion ® (x) gradienttivektori on

a(e) = (@),

missa vektorin q alkio o on 5’7@. Merkitaén jatkossa

q(xz;) = q;.
Oletetaan aluksi, ettd g; # 0. Tapausta q; = 0 késitellidn myohemmin.

Maaritelma 5.12. (vrt. [1, s. 85-86]) Funktion U;, (p) derivaattaa

T
!’ el ) — T
\Ijz"u - (am (wl)> v qz v

kutsutaan funktion ® suunnatuksi derivaataksi suhteessa vektoriin v pis-
teessa x;.

Jos derivaatta W/, on negatiivinen, niin talloin funktion ® (x) arvo piene-
nee, kun liikkutaan pois pisteesta x; suuntaan v. Jos tassa tapauksessa skalaari
p on riittavan pieni positiviinen arvo, niin askel pv on hyvéksyttava. Deri-
vaatan W, ollessa positiivinen tai nolla ei valttdméatta ole olemassa positii-
vista skalaaria p, jolla askel pv olisi hyviksyttava. [I, s. 86] Taméa johtaa
seuraavaan maaritelmaan.

Maaritelma 5.13. (vrt. [IL s. 86]) Vektoria v kutsutaan hyvdiksyttiviksi
suunnaksi, jos
v, < 0.
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Lause 5.6. Suunta v on hyvdksyttivd, jos ja vain jos on olemassa jokin
sellainen positivisesti definiitti matriisi R, ettd ehto

(5.8) v = —Rg;
patee.

Todistus (vrt. [1, s. 86]). Todistus tehdéén kahdessa osassa. Oletetaan ensin,
ettd suunta v on hyviksyttiva ja osoitetaan positiivisesti definiitin matriisin

R olemassaolo. Talloin méaritelmisté, ja saadaan, etti q]v < 0.
Valitaan sellainen matriisi R, etta

a7 T
R- (I—qirql —%)
q9,49; v Qq;

Olkoon vektori z # 0 mielivaltainen. Télloin Cauchy-Schwarzin epéayhtalon

(lause nojalla

T T T T
2'qiq’z  zTov'z
2"Rz=2"1z— Tl’ -
q; q; v q;
T T T..T
T 2'qiz'q; zTvzTv
=%z z- T T
q,; q; v q;
T T To.T
T z'zq'q =z"zv'w
e T
q, q; v q;
zTzvTo
vig;

Koska z # 0, niin 27z > 0. Oletuksen perusteella g/ v < 0, joten

ZTZ’UT’U

> 0.
vig;

Siis matriisi R on positiivisesti definiitti. Kertomalla matriisi —R vektorilla
q; saadaan
QiqiT g  vv'g;

+ =—q; +q,+v="0.

—Rq; = —1q; +
q; q; vTgq;

Siis ehto patee.

Todistetaan sitten suunnan v hyvaksyttavyys. Olkoon R jokin positiivi-
sesti definiitti matriisi, ja oletetaan, etta yhtalo [5.§ patee. Maaritelméan [5.12
ja positiivisen definiittiyden mééaritelmén perusteella saadaan

V., =qlv=—q Rg; <0,

joka maaritelman perusteella tarkoittaa, ettd suunta v on hyvaksyttava.
Siis vaite pétee. O]
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Huomautus 5.3. Lauseen [5.6nojalla yhtalo voidaan esittda muodossa

Olisi hyva, jos voitaisiin todistaa, ettd valitun iteraatiomenetelméan tuot-
tama pisteiden jono suppenee kohti tavoitefunktion todellista minimia. Vali-
tettavasti suppenevuuden todistukset vaativat, etta tehdaan tiettyja oletuk-
sia tavoitefunktiosta, joiden oikeellisuus on hankalaa varmistaa. Myoskaan
suppenevuustodisten olemassaolo ei takaa, ettd menetelméan tuottama pistei-
den jono suppenee kohti minimia kaytannossa. Menetelma saattaa tuottaa
suppenevan jonon teoriassa, mutta tekee sen suurella méaralld iteraatioita
tai vaatii, etta laskut tehdaan kohtuuttomalla tarkkuudella. [1l, s. 87]

Maaritelméa 5.14. (vrt. [, s. 87]) Tavoitefunktion vakaa piste on sellainen
piste x;, jolla q (x;) = 0 eli q; = 0.

Yhtalosta nahdaén, ettd jokainen x;, missa j > 7, yhtyvat pisteen
x; kanssa. Télloin iteraatiomenetelméan tuottama pisteiden jono suppenee
kohti minimia, jos voidaan osoittaa, etta tavoitefunktiolla ei ole muita vakaita
pisteité. [1, s. 87]

Suppenevuustodistukset vaativat, etta on valittu riittdvan suuret skalaa-
rit p; ja ettd matriisit R; ovat positiivisesti definiitteja [I) s. 87].

Lause 5.7. Olkoon D kaikkien sellaisten pisteiden x joukko, joilla pdtee
O (x) < @ (xy). Oletetaan, etti seuraavat ehdot patevit:

1. Tavoitefunktiolla ® on jatkuva ensimmdinen ja rajoitettu toinen deri-
vaatta joukossa D.

2. Olkoon u; pienin ei-negatitvinen skalaarin p arvo, jolla W, (p) saavut-

taa lokaalin minimin, missd v; = —R;q;. Olkoon « sellainen vakio,
ettai 0 < a < 1, ja olkoon py > 0. Valitaan jokainen skalaari p; siten,
etta joko

ap; < pp <
tas

min (po, ap;) < pi < pi.

3. Olkoot B ja ~ sellaisia vakioita, etta v > [ > 0. Valitaan jokainen
matriisi R; siten, ettd kaikki sen ominaisarvot \; toteuttavat ehdon
B <N\ < kaikilla 5.

Talloin kaikki jonon {x;} rajapisteet ovat vakaita pisteitd.
Todistus. Ks. [1l, s. 320-322]. O

38



[teraatioissa kaytettéavat peruskasitteet ja tarvittavat lauseet on nyt ka-
sitelty, joten voidaan siirtya Levenberg-Marquardt -menetelméén.

Levenberg-Marquardt -menetelmé perustuu siihen havaintoon, ettd jos
matriisi P on miké tahansa positiivisesti definiitti matriisi, niin télléin mat-
riisi A; + AP on positiivisesti definiitti riittavin suurilla arvoilla A matriisin
A; ollessa mielivaltainen [1, s. 94].

Lause 5.8. Olkoon A € R™*"™ mielivaltainen symmetrinen matriisi, ja olkoon
B € R™" sellainen diagonaalimatriisi, ettd

b iz, kun aj; # 0
o 1, kun aj; =0 .
Télloin matriisi B? on positiivisesti definiitti.

Todistus. Matriisi B? on muotoa

R {]ajj!, kun a;; 7 0
17"

1, kun a;; =0

Valitaan sellainen mielivaltainen vektori @ € R", ettd « # 0. Nyt vektorin
2" B? j. alkio on

(wTB2) o {xjmjj‘? kun a;; # 0
J

)
xj, kun aj; =0

missé x; on vektorin @ j. alkio. Summan " B%z j. termi on télloin

(#"B2z) = {x§|ajj|7 kun a;; # 0 '

J 3, kun aj; =0

Nyt selvésti 25 > 0 ja 23]aj;| > 0 kaikilla j = 1,...,n, joten ' B*x > 0.
Koska x # 0, niin talléin " B2z > 0. Vektori  on valittu mielivaltaisesti,
joten kaikilla & # 0 pétee = B2x > 0. Siis matriisi B? on positiivisesti
definiitti. 0

Valitaan nyt . iteraation matriisiksi P, = B?, missi matriisi B; on kuten
lauseessa [1, s. 94]. Lauseen nojalla B? on positiivisesti definiitti, jol-
loin aikaisemmin mainitun havainnon perusteella matriisi A; + AB? on posi-
tiivisesti definiitti. Taméan matriisin kédanteismatriisia kdytetdan Levenberg-
Marquardt -menetelméassé matriisina R eli

(5.10) R, = (A, + /\iB?)il )
missd matriisi A; on jokin mielivaltainen symmetrinen matriisi. [1, s. 94]
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Huomautus 5.4. (vrt. [1, s. 94]) Levenberg-Marquardt -menetelméssé as-
keleen kooksi valitaan p; = 1 kaikilla . Télléin i. askel on lauseen ja

yhtalon nojalla

=1(-Riq;)
= —Rigq,
=— (A + )\iB‘z)il q;.

Huomautus 5.5. (vrt. [1, s. 94]) Kun ); ldhestyy déretonté, niin termi \; B2
dominoi matriisia A;. Talloin

o, — —)\'B;’g,.

Aj—00
Siis riittavan suuri \; tuottaa aina hyviksyttédvan askeleen.

Algoritmi 5.2. (vrt. [1L 94-95]) Arvon \; valitsemiseksi kiytetaan seuraavaa
algoritmia:

1. Kun ¢ = 1, niin aloitetaan asettamalla \g = 0, 01.
2. ITteraation ¢. alussa lasketaan
V= — (AZ- + )\B?)_l q;
ja
V) =z, +v.

3. Jos @ (xV) < @ (x;), niin hyvéiksytddn ;41 = @ ja korvataan A
siten, ettd A = max {0.1\, '}, missd « on pieni positiivinen luku, esi-
merkiksi 1077,

4. Jos )
(qui) < 1
(¢fq;) (vTv) 2
niin korvataan arvo A arvolla 10\ ja palataan askeleeseen 2. Muussa
tapauksessa etsitaén sellainen riittavan pieni arvo p;, etta
O (x; + pv) < @ (),

ja hyvaksytaan x; 1 = x; + p;v.

Edella esitetty algoritmi saattaa edellyttda suunnan v laskemista useilla
luvun A arvoilla yhdessa iteraatiossa. Tama voidaan vélttda, jos algoritmin
4. askel korvataan seuraavalla askeleella. [1l s. 95]
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4’ Etsitéén sellainen riittavan pieni arvo p;, etta @ (x; + p;v) < @ (x;), ja
hyvaksytaédn x; 1, = x; + p;v. Korvataan arvo A\ arvolla 10\.

Kaikki tarvittavat termit, joita tarvitaan Levenberg-Marquardt -menetel-
méssé, on méaritelty ja esitelty, joten voidaan esitelld itse algoritmi. Se on
kuin perusiterointi (algoritmi [5.1]), mutta termit on Levenberg-Marquardt
-menetelman mukaisia.

Algoritmi 5.3 (Levenberg-Marquardt). Levenberg-Marquardt -iterointi ete-
nee seuraavanlaisesti:

1. Asetetaan ¢ = 1 ja hankitaan alkuarvaus ;.

2. Maaritelladn suuntaan 7 osoittava vektori
v, =—R,q; = — (Ai + >\iBi2)_1 q;.
3. Asetetaan skalaari p; = 1, jolloin askel
o, = — (Ai + )\iB?)il q;

on huomautuksen nojalla hyvaksyttava riittavan suurilla arvoilla
i

4. Testataan toteutuuko lopetuskriteeri eli jos
|xi+1,a_mi,o¢| Swom o = 1a"'7la

missd w, = 107*(z;, + 1073), niin lopetuskriteeri toteutuu. Talldin
iterointi lopetetaan ja hyviksytadn piste x;,; estimaatin & arvoksi.
Jos lopetuskriteerié ei kohdata, niin kasvatetaan indeksia ¢ yhdella ja
palataan askeleeseen 2.

5.2 Menetelmin kayttotavat

Tassa pykalassa kaydadn lapi pienimman neliosumman menetelméan kak-
si kdyttotapaa, painottomat ja painotetut nelicsummat. Aloitetaan painot-
tomilla neliosummilla.

5.2.1 Neliosummat

Tarkastellaan seuraavaksi tavoitefunktiota
® (x) :=E'E,

missi ET on madritelmin [3.7 mukaisesta residuaalimatriisista E muodostet-
tu vektori ([I s. 55]).
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Lause 5.9. Funktio ® (x) voidaan esittid muodossa

(5.11) O(x) =) > el

a=1 p=1

Todistus. Lauseiden [2.1]ja [2.2] nojalla saadaan

®(z)=tr (E'E) = Z Ze?w'

a=1 p=1
Siis vaite patee. O

Yksinkertaisimmassa muodossaan neliGsummamenetelmé koostuu niiden
vektorin @ arvojen loytamisestd, jotka minimoivat tavoitefunktion @ (x).
Yhtélossa funktio ® () on esitetty komponenttimuodossaan, josta
nidhdaan, ettd minimointi tehdéén residuaalien nelibsummille. [1l, s. 55]

Huomautus 5.6. (vrt. [1, s. 55]) Tapauksessa, jossa m = 1, tavoitefunktio
® () sievenee muotoon

RS 9 L o

a=1 p=1

Talloin puhutaan yhden yhtdlon neliosummista.

5.2.2 Painotetut neliosummat

Tavoitefunktio, joka sisaltaé yksinkertaisen neliosumman, on usein epatyy-
dyttava kahdesta syysta. Ensinnakin useat muuttujat y,, voivat edustaa sel-
laisia mittauksia, joilla on erilaiset fyysiset dimensiot tai jotka on mitattu eri
skaalalla. Voi olla esimerkiksi sellainen tilanne, jossa suureen y;, arvo kuu-
luu valille [0,1] ja suureen ys, arvo valille [500 — 1000]. Téllaisten arvojen
nelididen yhteenlaskeminen ei tunnu jérkevalta, koska suuremman mittauk-
sen ¥y, avulla lasketut residuaalit todennékdisesti dominoivat mittauksen
y1, avulla laskettuja residuaaleja. Kyseisen kaltaisessa tilanteessa mittauksen
Y1, sisdltdma informaatio saattaa kadota. Toinen syy liittyy epaluotettaviin
havaintoihin. Jotkut havainnot ovat vahemmaén luotettavampia kuin toiset,
jolloin halutaan olla varmoja siité, ettd parametriestimaatteihin vaikuttavat
enemmén tarkemmat havainnot kuin ne epéluotettavammat. Painottoman
nelidsumman sisaltavan tavoitefunktion kohdalla tamaé ei toteudu. [1l s. 56]

Ratkaisu edelld mainittuihin ongelmiin esitelladn seuraavassa maéritel-
MASSA.

Maaritelma 5.15. (vrt. [1, s. 56]) Painotettussa pienimmdn nelidsumman
menetelmdssd minimoidaan tavoitefunktiota

(5.12) T(@) =D D capeip

a=1 p=1
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missé c,,, on residuaalin e,, ei-negatiivinen painokerroin ja taten painomat-
ritsin C € R™™ alkio kaikilla py=1,... mjaa=1,...,n

Minimoimalla yht&lon funktio saadaan aikaisemmin mainitut ongel-
mat ratkaistua. Niille arvoille y,,, jotka on mitattu laajalla skaalalla tai jot-
ka ovat epaluotettavampia, valitaan pieni painokerroin ja vastaavasti luotet-
tavammille tai pienella skaalalla mitatuille arvoilla valitaan iso painokerroin.
[1, s. 56]

Ennen maéritelman yleisemman muodon ja sen erikoistapauksien
esittelya kaydaédn lapi sopivien painokertoimien valinnan teoriaa.

Sopivien painojen valinta on tarkeaa, silli se takaa parhaimmat mahdol-
liset tilastolliset ominaisuudet vastaaville estimaattoreille [1, s. 58]. Painot
valitaan sellaisesta matriisista, joka johtaa muuttujan a sellaiseen estimaat-
tiin, jolla on pienin varianssi [1], s. 57].

Oletetaan, ettd suora malli on lineaarinen, jolloin se voidaan esittda muo-
dossa

fu=f(by,z) =B, (b,) =,

missé B, (b,,) on sovituksessa kéytettavien funktioiden matriisi [I} s. 58]).
Seuraava esimerkki selventda funktion f ja matriisin B yhteytta.

Esimerkki 5.3. (vrt. [1 s. 58]) Oletetaan, ettd sovitetaan yhden yhtélén
mallia f (b, ) = x1 + 29b + x3b*. Tallsin B, (b,) on rivivektori [1,b, b?] ja

1 b b
| " b.%
1 b, b2

Merkitéan FT = [, £7,.... 1] ja BT = [B] (b1), B} (b),..., B (b,)].
Yhdistamalla yhtalot kaikilla mittauksilla 1 saadaan

f1 B, (bl)w f1 B, (bl)
(5.13) || = : e
In B, (b,)x In B, (b,)

= : xr < F=Bx.

Huomautus 5.7. (vrt. [1, s. 58]) Matriisi B on annetulla datalla vakiomat-
riisi.

Maéritetdan seuraavaksi virheille kovarianssimatriisi. Olkoon vektori Y
mittausvektoreiden rivien yhdiste. Oletetaan, ettd muuttujat b, on mitattu
tarkasti ja ettd jokainen havainto y, on sellainen otos satunnaismuuttujasta,
ettd E(y,) = fu eli E(yau) = fau- Olkoon matriisi V' vektorin Y alkioiden
kovarianssimatriisi. Matriisin V' mielivaltainen alkio V{a,)@r,) on maaritelman
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nojalla

Viawem = CoV (Yap Yon)
=E [(yau -E (yau)) (ybﬂ - B (ybn))]
=E [(ya,u - fa,u) (ybn - fbn)]
=F (ga,uebn) .

(5.14)

Siis matriisi V' on wvirheiden kovarianssimatriisi [1l, s. 58].
Huomautus 5.8. Kovarianssimatriisi V' on vakiomatriisi.

Huomautus 5.9. (vrt. [ s. 58]) Koska E(y,) = f,, niin yhtalon [.13]
nojalla saadaan

Y1 E (y1) fi
(5.15) E(Y)=E : = : = | ! | =F=Buz.
Yn E (yn) In

Seuraavaa lausetta tarvitaan estimaattorin * muodon ja harhattomuu-
den todistamiseen.

Lause 5.10. Funktion
O (x) = (Y — Bz)' V(Y — Bx)

derivaatta vektorin & suhteen on muotoa
00 (x)
ox
Todistus. Kayttamalla transpoosin laskusdantoja ja matriisin kertolaskusaan-
t6ja saadaan funktio ©(x) muotoon

= 2BV (Y - Bx).

O (x)= (Y - Bx)' V(Y — Bx)
- (-;JBT + YT) V-1 (Y - Bz)
=—2'B'V'Y+2'B'"V 'Bz+Y'V'Y - YTV !Bz
Nyt funktion © (x) derivaatta vektorin @ suhteen voidaan laskea kayttamalla

derivoimissaantoja ja lausetta [2.5] jolloin saadaan

00 (x)
ox
Transpoosin laskusdantojen ja kovarianssimatriisin symmetrisyyden no-
jalla derivaatta saadaan muotoon

.
-~ _B'V''Y+B'V Bz + (BTV‘1B> z—-Y'V B,

00 (x
# = B'V''Y+B'V'Bz+ BT (V‘l)T Bz-Y'vV''B
Xr
— 2B'V'Y+2B"V Bz
= 2BV (Y - Bx).
Siis vaite pétee. L
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Lause 5.11. Oletetaan, etti B'V B on kddntyvi matriisi. Télloin funk-
tion © (x) minimikohta on

@ = (BTV_1B>71 BTvV-ly.

Todistus (vrt. [1, s. 58]). Funktion © () minimikohta loydetadn, kun ©’ (x) =
0, joten lauseen perusteella

—2B'VL(Y - Bz*) =0.

Ratkaistaan saadusta yhtilosti 2* matriisin BTV ~! B kidntyvyyden avulla
eli

— 2BV (Y - Bz*) =0
— —2B'V'Y+2B"VIBz* =0
— 2BV 'Bz*=2B'VlY
—1
o o= (BTV—lB) BTV-lY.
Siis véite patee. O

Huomautus 5.10. (vrt. [1, s. 59]) Vektori «* on lineaarinen estimaattori,

silld se on muotoa
" =AY,

missi A= (BTV"'B)" BTV,
Nyt voidaan todistaa estimaattorin &* harhattomuus.

Lause 5.12. Olkoon x* kuten lauseessa [5.11. Tdlloin x* on muuttujan x
harhaton estimaattorsi.

Todistus. Huomautusten ja nojalla matriisit B ja V' ovat vakioita.
Téalloin saadaan lauseen ja huomautuksen nojalla

E(z*) =E [(BTV_lB)_l BTV_lY}
- (BTV*lB) T BTVIE(Y)

— (B'"V''B) BV 'Bez

N

-~

I
= X&.

Nyt E(x*) = = eli yhtdlon perusteella * on muuttujan x harhaton
estimaatti. Siis véite pétee. O

Seuraavaa lausetta tarvitaan estimaattorin x* otantajakauman kovari-
anssimatriisin muodon todistamisessa.
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Lause 5.13. Olkoon x* kuten lauseessa [5.11. Tdlloin
1
e (BTV*lB) B'V-YY - Ba).

Todistus. Kayttamélla matriisin kertolaskusaantojé ja yksikkomatriisia saa-
daan

T — = (BTV*lB)_1 BWY -z
= (BTV—lB) T BVY — Ia
= (BTV—lB) T BTVl (BTV—lB) BV !Bz
_ (BTV”B) " BTV (Y - Ba)
Siis vaite piitee. 0

Lause 5.14. Estimaattorin x* otantajakauman kovarianssimatriisi
(5.16) Vy:=F [(a:* —x) (" — a:)T]

voidaan lausua muodossa

1

V.= (B'V'B) .

Todistus. Lauseen ja transpoosin laskusddntéjen nojalla yhtalon [5.16]
matriisi saadaan muotoon

E [(w* —x)(x* — :I;)T]
-1 -1 T
- E{ (BTV_1B> BV~ (Y - Bz) [(BTV_lB) BTV-l(Y - Ba:)] }
-1 -117

- (BTV—lB) B'V-IE [(Y — Bz) (Y - Bm)q (v )'B [(BTV‘lB> ]

Maaritelméan ja yhtélon nojalla yhtéalon kovarianssimat-
riisi V' on muotoa

V =E {[Y —“E(Y)]]Y - E(Y)]T} -E [(Y — Bx)(Y - Bac)T] ,

jolloin saadaan

.
(B'V'B)" B'V'E[(Y-Ba)(Y-B)'| (V) B|(B'V'B)|

/

~
1%

~(8'vB) BV V(v ) BBV 'B) ]
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Kayttamalla transpoosin ja kdanteismatriisin laskusaéntoja seka yksikko-
matriisin maéritelméa saadaan

(B'V'B) BTV 'V (v)'B|(B'V'B)| !
~(B'V'B)'BI(V')'B [B—lv (BT)‘l}T

— (B'"V'B) ' BT (V*l)T@jvT (B™)'
—-(BV'B)'BT(v ) IvT (BT

—_—
I

— (B'V'B)'B"I(B")"
I
1

(B'V'B) I
(B'V'B) .

Siis
V.= (B"V'B)"

eli véite patee. O

Todistetaan seuraavaksi Gaussin-Markovin -lause, joka osoittaa lineaari-
sen ja harhattoman estimaattorin

»* = (BV'B) BTV ly
olevan muuttujan x estimaattoreista se, jolla on pienin varianssi.
Lause 5.15 (Gaussin-Markovin lause). Oletetaan, ettd on voimassa malli
y— Bx =c¢,

missd € on satunnaisvektori, jonka odotusarvo on 0, y on havaintovektori
ja B on sellainen tunnettu matriisi, etti E(y) = Bax. Olkoon V' vektorin e
kdantyvd kovarianssimatriisi. Tdlloin

z*=(B'V'B) 'BV'ly

on vektorin x lineaarisista ja harhattomista estimaattoreista se, jonka kova-
rianssimatriisilla on pienin determinantti.

Todistus (vrt. [1 s. 318-319]). Estimaattorin «* lineaarisuudesta seuraa, et-
ta on olemassa sellainen vektorista y riippumaton matriisi A, etta



Talloin
E(z*) =E(Ay) = AE (y) = AB=x.

Estimaattori * on oletuksen nojalla harhaton eli E(x*) = @. Téalloin
ABx =<

eli on oltava AB = 1I.
Estimaattorin kovarianssimatriisi on yhtalon nojalla muotoa

(5.17) Ve=E|(z"—x)(z"— a:)T} =E [(Ay —x)(Ay—x)'|.
Muokataan lauseketta Ay — x, jolloin saadaan
(5.18) Ay—x=Ay—Ir=Ay— ABx = A(y — Bx).

Sijoittamalla yhtalon tulos yhtaloon [5.17] ja kdyttamalla transpoosin
laskusédantoja saadaan

V, = E|(Ay —2) (4y — )|

E
E{(A(y - Ba)][A(y - Ba)|" |
E

[A (y — Bx) (y — Bx)" AT} .

(5.19)

Oletusten € = y — Bx ja E(ee') = V seki yhtilon nojalla yhtalo
(.19 saadaan muotoon

E [A (y — Bz) (y — Bx)' AT]
=E (Aee" AT)
= AE (esT) AT
= AVA"
Nyt halutaan maarittda sellainen matriisi A, joka minimoi arvon det (V)

eli arvon det(AV A7), kun AB = I. Tehdiin tami kiyttien Lagrangen ker-
toimia. Olkoon A Lagrangen kertoimien matriisi. Konstruoidaan Lagrangiani

(5.20) L(A,A) =det (AVAT) +tr[A(AB —I)]
ja etsitddn sen derivaatan nollakohta. Derivoidaan yhtéalo kayttamaélla
lauseita 2.5 [2.6ja jolloin saadaan

JL

4 = 2det (AVAT) (AVAT) AV + ATBT =0,

(5.21)
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Kerrotaan yhtalo oikealta matriisilla AT, jolloin saadaan

2det (AVAT) (AVAT) " AVAT AT BTAT = 0
) Y S
I

o 2det (AVAT) I+ AT =0.

Saadaan siis AT = —2det (AV AT). Sijoitetaan téma yhtaloon m
jolloin saadaan
2det (AVAT) (AVAT) "AV + ATBT =0
— 2det (AVAT) (AVAT) ' AV —2det (AVAT) BT =0
— 2det (AVAT) (AVAT) " AV = 2det (AVAT) BT
(522) « (AVAT) AV =BT

Kerrotaan yhtélo oikealta ensin matriisilla V=1, jolloin saadaan

(AVAT) ' AV = BT

— (AvAT) 'AyV = BTV!
1
(5.23) ~ (AvA")'A=B"Vv!

Taman jalkeen yhtélo kerrotaan oikealta matriisilla B, jolloin saa-
daan
(AVAT) 'A=B"V!

—1 _
— (AVA") AB=B'V 'B
1
(5.24) ~ (AvA")'=B'VB.

Sijoitetaan yhtalon tulos yhtaloon ja ratkaistaan saadusta
yhtéalosta matriisi A. Talloin saadaan

A= (B'V'B) BV

Osoitetaan, etta estimaattorilla * on pienin varianssi eli ettd saatu mat-
riisi A minimoi tuloksen det(AV AT). Oletetaan, ettd on olemassa muuttu-
jan x lineaarinen ja harhaton estimaattori

ja etta
C=(B'V'B) 'B'V'4D,
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missd D # 0. Nyt yhtdlon [2.3]ja oletuksen E (y) = Bz nojalla

E(n") = E(Cy)
= CE(y)
—|(B'V'B)'B'V"' 4+ D| Ba
— (B'V''B) ' B'V'Bz + DBz

-~

I
= (I+DB)=z.

Koska m* on muuttujan @ harhaton estimaattori, niin on oltava DB = 0.
Lauseen nojalla Var (z*) = B~V (B™1)". Yhtélén avulla saadaan

Var (n*) = Var (Cy) = CVar (y)C" = CVCT,

jolloin transpoosin ja kadnteismatriisin laskusédantojen seka kovarianssimat-
riisin V' symmetrisyyden nojalla

Var(n') = |(B'V"'B)" B'V '+ D|V |[V'B(B'V'B) " + D]
- B'V(B") BV 'VV'BB 'V (BT
~—— —_—

I I I
Ty-1p)\ ! pTy-1 T -1 Ty-1p) 1

+(B'V''B) B VIVD +DvxI/ B(B'V'B)
+DVD'
_ p-1 -1 T\ ! Ty, —1p) ! T
=B V‘:’ V(B") +(B'V'B) (DOB)

Ty —-1p)\ "L T
+DOB (B'V''B) "+ DVD

=B'v(BY) +DVD'
= Var (z*) + DV D".

Nyt DV DT on positiivisesti semidefiniitti matriisi, joten DV DT > 0, missi
merkki > tarkoittaa Loewnerin osittaista jarjestystéa. Télloin saadaan

Var (n*) — Var (") >0 <« Var(z") < Var(n"),

eli matriisi A minimoi siis arvon det (AV AT) eli se minimoi arvon det (V;),
joten
" =Ay=(B'"V'B) 'B'Vly

on muuttujan @ se lineaarinen, harhaton estimaattori, jonka kovarianssimat-
riisilla on pienin determinantti. Siis vaite patee. ]
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Gaussin-Markovin lause osoittaa, etta kaikkien lineaaristen harhattomien
estimaattorien joukosta lauseen [5.11) mukainen estimaattori * on se, jonka
varianssi on pienin [1l, s. 59].

Lause 5.16. Oletetaan, ettd kaikkien tehtyjen mittausten y virheet €, missa
p=1,...,n, ovat riippumattomia ja etti niilld on yhtd suuri varianssi o>.
Talloin kovarianssimatriisi on muotoa

V =o’1I.
Todistus. Lauseen [2.10|nojalla saadaan
Cov (g;,€) =0,
kun i # j. Huomautuksen [2.5 nojalla saadaan puolestaan, etté
Cov (eg;,€;) = Var (g;) ,

joka on oletuksen nojalla 0. Nyt

[Cov (e1,e1) Cov(er,es) --- Coviey,ey)

v Cov (e2,€1) Cov (g2,€82) -+ Cov(ey,e,)
| Cov (en,€1) Cov(en,€2) -+ Cov(en €n)
(62 0 ... 0
0 o2 .- 0
00 - o?

=o°1.
Siis vaite patee. O

Nyt voidaan todistaa seuraava lause.

Lause 5.17. Oletetaan, etti kovarianssimatriisi on muotoa V. = o*I. Til-
loin

(5.25) Tt = (BTB) BTy
ja
(5.26) V. =0 (B"B) .

Todistus (vrt. [, s. 59]). Todistetaan ensin ensimmaéinen véite. Estimaattori
x* on lauseen [B.11] mukaan

(5.27) z* = (BTV*lB)_1 BTV-ly.
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Sijoittamalla V' = oI yhtiloon seka kayttdmalla matriisin ja
skalaarin kertolaskusaantoja ja yksikkomatriisin ominaisuuksia saadaan

x* = (BTV_lB)_lBTV_lY
~ |B" (o*1)"' B BT (DY
=02 (0%) " (BTB)_l BTY
~1 <BTB> BTy
- (BTB)il BY.

Siis ensimmainen véite péatee.
Todistetaan sitten toinen véite. Kovarianssimatriisi on lauseen [5.14] no-

jalla muotoa

V.= (B'V'B)".

Sijoittamalla tdhan yhtdloon V = oI ja kdyttamélla yksikkomatriisin las-
kusdantoja seka reaaliluvun kéanteisalkion laskusaéntoja saadaan

_ _ -1 _
V.= (B'V'B)"' = |B" (o)) 'B| =o*(B'B)".
Siis toinen véite pétee.
Koska molemmat vaitteet patevét, niin lause on todistettu. O

Yhtélon estimaattori &* on painottoman pienimmaéan nelibGsumman
estimaattori ja yhtalon matriisi V,, on sen kovarianssimatriisi [1, s. 59].
Nyt voidaan todistaa lause, joka kertoo mista matriisista painot valitaan.

Lause 5.18. Pienimmdn neliosumman menetelmdssd, kun malli on lineaa-
rinen, painot valitaan matriisista V=1 eli

apybn) = (V) (ap)(om)

missd Viay o) = E [(Yap — far) Won — fon)]-

Todistus. Painot valitaan sellaisesta matriisista, joka johtaa muuttujan a
estimaattoriin, jolla on pienin varianssi. Lauseen [5.11] mukainen estimaattori
x* on Gaussin-Markovin -lauseen nojalla sellainen estimaattori, jonka kovari-
anssimatriisilla on pienin determinantti. Lauseen [5.11| nojalla * on muotoa

—1
o= <BTV—1B) BTv-ly.
Tama estimaattori saadaan minimoimalla lauseen [(.10] funktio
©(x)=(Y—-Bz)" V' (Y - Bx).
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Tastd ndhdddn, ettd matriisi V'~ tuottaa estimaattorin x*, jolla on pienin
varianssi. Siis painot valitaan matriisista V=1 eli

clamion) = (V) @mom):
missd Viewyon) = £ [(Yap — fau) Yoy — fon)]- Siis véite pétee. O

Lause [5.18| osoittaa mallin ollessa lineaarinen, ettd virheiden kovarians-
simatriisin kadnteismatriisi on maéritelmassa [b.15| esitetty painomatriisi eli
v-i=cC.

Yleisimmissé tapauksissa malli on kuitenkin epéalineaarinen, jolloin ei voi-
da maéaarittda parhaimpia kaytettavia painoja. Naisséd tapauksissa voidaan
silti kdyttaa painoja, jotka ovat kovarianssimatriisin kaénteisalkion element-
teja. Jos kovarianssimatriisia ei tiedetd, niin painot voidaan joko arvata tai
maarittaa kayttamalla jotain siihen tarkoitettua menetelméaé. Voidaan myos
yrittaa loytaa kovarianssimatriisin estimaatti toistamalla kokeiluja. [1, s. 57]
Mitaan varsinaista teoreettista tapaa epalineaarisen mallin painojen méarit-
tamiseen ei siis ole.

Painojen valinnan teoria on kayty lapi. Esitellaan seuraavaksi tarkemmin
painojen kayttod pienimmén neliGsumman menetelméssa.

Tarkastellaan seuraavassa tavoitefunktiota

(5.28) V(@) =) > D D ClewlonCanon,

a=1 b=1 p=1 n=1

missé painokerroin ¢(qu ey € V71 kaikilla p,n € [1,n] ja a,b € [1,m]. Taméi
funktio on yleisempi muotoilu méaritelmassa [5.15] esitetylle funktiolle.

Huomautus 5.11. (vrt. [I, s. 56]) Lauseessa esitetty tavoitefunktio
® () on erikoistapaus mééritelméan tavoitefunktiosta, kun c,, = 1
kaikilla 41 € [1,n] ja a € [1,m], ja madritelméssé [5.15] esitetty tavoitefunktio
Y (x) on erikoistapaus yhtalon funktiosta U (x).

Yhtalon funktiosta W () on olemassa kolme muutakin erikoista-
pausta, jotka esitelliin maaritelmissa [5.16], [5.17ja [5.18

Maaritelma 5.16. (vrt. [I, s. 57]) Olkoon ciumy = 0 aina, kun p # 7,
ja olkoon muut painokertoimet riippumattomia mittauskerrasta p. Talloin
funktio ¥ () saadaan muotoon

(5.29) Yy (x) = Z Z Cab Z €apCby-

Talloin sanotaan, ettd yhtéalo on painotettu muuttujalla.
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Lause 5.19. Funktio ¢ () voidaan esittid muodossa

n
_ T
= E eMCeu.
p=1

Todistus. Valitaan mielivaltainen mittauskerta p, jolloin yhtalon funk-
tio voidaan kirjoittaa muodossa

m
E CabCapCbp-

1 b=1

NE

a

Lauseen ja kertolaskun liitannaisyyden nojalla saadaan

E E CabCaply = € C’eu,

a=1 b=1

jolloin kaikilla mittauksilla péatee

Zl ezce# = Z <Z Z abeapeby> = 1/)1(33)

n=1 a=1 b=1
O

Huomautus 5.12. (vrt. [ s. 57]) Jos C on diagonaalimatriisi, niin funktio
Y () yksinkertaistuu muotoon

m n
§ : § : 2
= Caa ea“.

a=1 pn=1

Maaritelma 5.17. (vrt. [1, s. 57]) Mééritelméan funktio T (x) voidaan
esittad muodossa

) =D ey
pn=1
kun m = 1. Talloin sanotaan, etta yhtalo on painotettu kokeilulla.

Madritelma 5.18. (vrt. [1, s. 57]) Yhdistamalld mééritelméan funktio
Y (@) ja maaritelman funktio 15 (x) saadaan

n m m
= E E E C1CabCapCbpus

pn=1 a=1 b=1

joka voidaan lauseen nojalla voidaan esittad muodossa

n

s (x) = Z clue;Ceu.

p=1

Talloin sanotaan, ettd yhtéalo on painotettu kokeilulla ja muuttujalla.
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6 Kaytannon sovellus: Pandora-instrumentti

Tassa luvussa kdydaan lapi ensin Pandora-instrumentin parametrien esti-
mointia, jonka jalkeen siirrytadn tulosten esittelyyn.

6.1 Pandora-instrumentin parametrien estimointi

Pandora-niminen spektrometri mittaa sironnutta Auringon valoa aallonpi-
tuusalueella 265nm-500nm. [11] Mitatuista spektreisté lasketaan inversioal-
goritmilla halutuille suureille arvoja useilla aallonpituusalueilla useita kertoja
péivassa. [13]

Talla hetkelld instrumentin analyysiohjema tekee estimoinnit vain klas-
sisia inversiomenetelmid kayttéen, eli siitd puuttuu kokonaan bayesilaisen
estimoinnin elementit. Ohjelma etsii lineaarisen ja epélineaarisen mallin so-
vituksessa pienimpia residuaalien neliGsummia, joiden avulla muodostetaan
etsitty vektori x. [13] Kuten aikaisemmin on mainittu, Pandora-instrumentti
laskee lineaarisessa sovituksessa residuaalien neliosummat kayttaen SVD-
menetelmad ja epalineaarisessa sovituksessa kayttaen Levenberg-Marquardt
-menetelmaé.

Instrumentissa mittausvektorin y alkio aallonpituudella a on

(6.1) Yo = InFy, — In (F, + POFFS) _ FIX,

a

misséd Fo, on referenssispektrin arvo aallonpituudella a, joka on korjattu Au-
ringon ja Maan valisella etaisyydella mittauksen ajanhetkelld, F, on mit-
tauksen arvo aallonpituudella a, PO¥FS on korjaustekiji ja 7% on tunnettu
paksuus vinolle mittausgeometrialle aallonpituudella a [2) s. 51].

Suoraa mallia kuvaava funktio f on

ngas

. a\l, ) = Tja \Tj, Uj + T q + + )
6.2 t : ; t] OIL:{ING RING PCSLMO PE{ESC
j=1

missé ngas on sovitettavien suureiden mééra, 7 (z;,t;) on suureen j vinon
mittausgeometrian paksuus alkiolle z; seka efektiiviselle lampétilalle ¢; aal-

lonpituudella a ja TRING qRING  PSMO ok PRESC gyat korjaustekijéitd, jotka

a
oletetaan tunnetuiksi [2, s. 51].

Instrumentin yleinen tavoitefunktio ilman kohinaa on muotoa
n
2
(@) =3 (g~ fu(t,2)),
pn=1
missé y, on yhtilon mukainen ja f, (x,t) on yhtalon [6.2] mukainen [13].
Kéytannossa aloitetaan aina lineaarisella sovituksella. Siiné oletetaan, et-
td korjaustekiji POF¥S on nolla, joten mittausvektorin y alkio aallonpituu-
della a on
Yo = InFy, — InF, — 775
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Sovitettava funktio on

ngas ngas
fo(t, @) = Z Ajca -z + Z Ajra- Aty -z; + TRING | qRING | pSMO , pRESC,
j=1 j=1

missd Ao, sekd A;r, ovat kalibrointitiedostossa méaéaritettyjé vakioita ja At;
on lampdotilan ja vertailuldimpotilan ero skaalattuna. Tavoitteena on linea-
risoida ongelma, joten instrumentin analyysiohjelma luo kalibraatioarvot ja
mittausgeometrian tiedot sisaltavin matriisin M, jonka rivi a on

RING 2 nsmo
Ma - [AlCaa"'7AngasCaaA1Laa---aAngasLaaT 717)\a7)‘a7---7/\a )

a
RESC RESC RESC 2 RESC ynresc1T
ARESC ARESC) ~ARESC)2  ARESC)mrescT

a
missi A\, on skaalattu aallonpituus ja ARSC on instrumentin resoluution es-
timoitu muutos. Mittausepavarmuus huomioiden luodaan matriisi M *, jonka
alkiot ovat

* May
Mg, = ,
Oa
missa @ = 1,...,5, up = 1,...,n, my, € M ja o, on mittauksen p mit-

tausvektorin y aallonpituuden a epavarmuus. Vastaavasti mittausvektoria y
hyodyntaen luodaan vektori y*, jonka alkiot ovat

x _ Yap
Yap = O__a‘
Residuaali lasketaan yhtalosta
e=ly"— M x|

lauseen mukaista SVD-menetelmaé kayttéen, jolloin siis saadaan lasket-
tua vektori x. [13]

Epélineaarisessa tapauksessa kéytettavassa Levenberg-Marquardt -mene-
telméssd Pandora-instrumentin mittausten minimoitava tavoitefunktio on

muotoa . i (ya — ?a(tm))Q’

a=1

missa o, on mittauksen y aallonpituuden a epavarmuus. Etsittyjen para-
metrien x arvot saadaan kayttamalla pykalassa esiteltya menetelmaa.
Kaytannossa epélineaarinen sovitus tehdéan lineaarisen sovituksen jalkeen ja
iteraatioden lukumadaré on rajoitettu 200 kierrokseen. Alkuarvaukset saadaan
lineaarisesta sovituksesta ja jos niita ei ole siinéd kédytetty, niin alkuarvauksille
asetetaan arvo 0. [13]
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6.2 Tuloksia

Taman tyon taustalla oleva tehtéava oli tutkia Pandora-instrumentin vakioitu-
jen oletusarvojen vaikutusta estimoinnin tuloksiin. Tutkimuksen kohteena
oli kaksi vakioitua oletusarvoa. Ensimmaéinen oli olettu korkeus, jossa mitat-
tavaa suuretta on eniten ja jota merkitadn téassid hgpp. Toinen oli suureen
oletusmadra, jota merkitddn puolestaan cg,,. Esimerkkisuureina kaytettiin
otsonia O3 ja nitridioksidia NO,. Otsonin hgpp arvo on 20,4 km ja cgyeq 0N
300 DU (Dobsonin yksikkod). Nitridioksidin oletuskorkeutta 7,1819 km ei
ole médritetty suoraan vakioksi, mutta kiaytdnnossé se on sellainen. Oletus-
méaéréd on puolestaan 0,5 DU:ta. [2 s. 43] Ennen tulosten tarkempaa esittelya
tutustutaan lyhyesti suureen arvojen laskemiseen liittyvaén teoriaan.

6.2.1 Suureen arvojen laskemisesta

Tasséa pykélassa esitelldan lyhyesti teoriaa liittyen suureen arvojen laskemi-
seen.

Maéritelma 6.1. (vrt. [12, s. 34],[13]) Suureen mittausgeometriaa vastaava
kokonaismddrd c on suureen maara sellaisella polulla, jonka fotonit kulkevat
Auringosta ilmakehén l1api instrumentin sensoreihin. Tamé vektori lasketaan
kaavalla

(6.3) C = Cgpeal,
missa & € R™ on pienimmén neliGsumman menetelmasta saatu tilavektori.

Maaritelma 6.2. (vrt. [2, s. 43,59]) llmamassakerrointa p kédytetdan suu-
reen mittausgeometriaa vastaavien kokonaismaérien muuttamiseen varsinai-
siksi madriksi ja sen alkio 7 lasketaan kaavalla

6.0 pi=sec faresin [ (2 Yan a1

missa R on mittauspaikan ja Maan keskipisteen vélinen etaisyys eli noin
6370 km ja z* on auringonkulma, joka on korjattu refraktion takia.

Maaritelma 6.3. (vrt. [12] s. 38]) Suureen méérét ilmoitetaan pystysuoraa
mittausgeometriaa vastaavina kokonaismddrindg eli arvoina sellaisella pysty-
suoralla polulla, joka kulkee maan pinnalta ilmakehan ylaosaan asti. Taman
vektorin v arvo ¢ lasketaan kaavalla
C;
Pi

Yhtaloiden [6.3]ja [6.4] perusteella

(66) v; = Csveali

sec {arcsin |:<R++;FF> sin (Zz*)} } :
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6.2.2 Oletuskorkeuden muutoksen laskeminen

Oletuskorkeuden muutoksen vaikutusta suureen arvoihin tarkasteltiin siten,
ettd tehtiin 5 kokeilua, joissa jokaisessa luotiin normaalijakauma N (u,0?)
parametrein
2 2

p = hgrr, o’ = (m : hEFF) )
missa k € {10,20,30,40,50} muuttui kokeilun jarjestysnumeron mukaan,
eli ensimmaéisessa kokeilussa hajonta oli 10% odotusarvosta ja viimeisessé
50% odotusarvosta. Jokaisessa kokeilussa luotiin taulukko, johon arvottiin
1000 lukua luodusta normaalijakaumasta ja niilla laskettiin suureille uusia
arvoja kayttamaélla laskukaavaa missa Cg,e ON vakio. Jokaisesta paivasta
valittiin tarkastelun kohteeksi lahinna keskipaivaa oleva ajankohta, koska se
on mittausgeometrisesti luotettavin.

NO2 arvojen histogrammi ajanhetkestéd 01-Oct-2011 11:59:53
hEFF u=7,1819, hEFF 6 = 0,1*u

920

T T T
I Uusien arvojen jakauma
hEFF arvojen ka

801 @ Alkuperainen arvo 7

0.1673 0.1673 0.1674 0.1674 0.1675 0.1675 0.1676 0.1676 0.1677 0.1677 0.1678

Kuva 1: Paivan 1.10.2011 NOo-méérien jakauma

Kuva [I|ndyttad suureen NOy 1.10.2011 ladhinné keskipéivaé olevan ajan-
kohdan pystysuoraa mittausgeometriaa vastaavien kokonaismaarien jakau-
tumisen, kun hajonta on 10% odotusarvosta. Tummanharmaalla on kuvat-
tu normaalijakaumasta arvotuilla hgpr arvoilla laskettu uusi NOs-jakauma,
musta viiva osoittaa jakauman keskiarvon kohdan ja punainen piste on alku-
perdainen NOs-maéra kyseisella ajanhetkella.

Kuva [2/on vastaavanlainen kuva suureen O3 maéaristé. Lisaa kuvia loytyy
liitteesta A.
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O3 arvojen histogrammi ajanhetkesta 01-Oct-2011 12:00:36
hEFF n=20,4, hEFF 6 =0,1*n
90

T T T T
I Uusien arvojen jakauma
hEFF arvojen ka
80+ @ Alkupersinen arvo

232 232.5 233 2335 234 2345 235

Kuva 2: Paivan 1.10.2011 Os-méérien jakauma

6.2.3 Oletusmaaran muutoksen laskeminen

Oletusmaaran muutoksen vaikutusta suureen arvoihin tarkasteltiin samoin
kuin oletuskorkeudenkin. Tehtiin 9 kokeilua, joissa jokaisessa luotiin nor-
maalijakauma N (p, 0?) parametrein

2
M = Csyca 02 = i * Csvea
’ 100 ’

missa k& € {0, 5;1;2; 5;10; 20; 30; 40; 50} muuttui kokeilun jarjestysnumeron
mukaan, eli ensimmaisessa kokeilussa hajonta oli 0, 5% odotusarvosta ja vii-
meisessd 50% odotusarvosta. Jokaisessa kokeilussa luotiin jalleen taulukko,
johon arvottiin 1000 lukua luodusta normaalijakaumasta ja niilla laskettiin
suureille uusia arvoja kiyttamalla laskukaavaa [6.6] missid hgpp on vakio.
Jokaisesta paivasta valittiin jalleen tarkastelun kohteeksi lahinné keskipaivaa
oleva ajankohta.

Kuva [3|ndyttad suureen NOy 1.10.2011 ldhinné keskipéivaé olevan ajan-
kohdan pystysuoraa mittausgeometriaa vastaavien kokonaisméarien jakautu-
misen, kun normaalijakauman hajonta on 10% odotusarvosta. Tummanhar-
maalla on kuvattu normaalijakaumasta arvotuilla cg,., arvoilla laskettu uusi
NOs-jakauma, musta viiva osoittaa jakauman keskiarvon kohdan ja punainen
piste on alkuperiinen NOy-mééra kyseisella ajanhetkelld. Kuva [4 on vastaa-
vanlainen kuva suureen O3 maérista. Lisaa kuvia 10ytyy liitteesta B.
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NO2 arvojen histogrammi ajanhetkestd 01-Oct-2011 11:59:53
SVCAp=05 SVCAc=01"
120 T T T T

T T T T
I Uusien arvojen jakauma
SVCA arvojen ka

® Alkuperdinen arvo

Kuva 3: Paivan 1.10.2011 NOy-mééarien jakauma

O3 arvojen histogrammi ajanhetkesta 01-Oct-2011 12:00:36
SVCA =300, SVCA o =0,1"u
90 T T

T T T
I Uusien arvojen jakauma
SVCA arvojen ka
®  Alkuperdinen arvo

Kuva 4: Paivan 1.10.2011 Oz-méarien jakauma
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Taulukko 1: NOy-mééarien muutokset 1.10.2011

hprr | Csvea i o c% alkuarvo —pu
10% - 0,16753 | 0,00009622 | 0,05744 | 0,000004436
20% - 0,16753 | 0,00020901 | 0,12476 | -0,00000341
30% - 0,16753 | 0,00031398 | 0,18742 | 0,000001341
40% - 0,16753 | 0,00040999 | 0,24473 | 0,000003632

50% - 0,16752 | 0,00051562 | 0,3078 | 0,00001018
- 0,5% | 0,16756 | 0,00082295 | 0,49114 | -0,0000288
- 1% | 0,16749 | 0,0016587 | 0,99038 | 0,000043077
- 2% | 0,16775 | 0,0033365 1,989 | -0,00021661
- 5% 1 0,16786 | 0,0082599 | 4,9207 | -0,00033014
- 10% | 0,16744 | 0,016651 | 9,9441 | 0,000087833
- 20% | 0,16675 | 0,033457 | 20,0638 | 0,00077641
- 30% | 0,16742 | 0,048576 | 29,0145 | 0,00011022
- 40% | 0,17004 | 0,064141 | 37,7213 | -0,0025085
- 50% | 0,17226 | 0,086238 | 50,0629 | -0,0047292

6.2.4 Johtopaatokset

Taulukko [I] kertoo NOg-maarien muutokset 1.10.2011 l&hinné keskipaivaa
olevalta ajanhetkelta. Taulukosta[2 ndhdéén vastaavasti Os-méérien muutok-
set samalta péivalta ja ajanhetkelta. Lisaa taulukoita 16ytyy liitteesta C. En-
simmainen sarake kertoo sen, kuinka monta prosenttia oletuskorkeuden hgpp
avulla luodun normaalijakauman hajonta on odotusarvosta. Toinen sarake
kertoo vastaavasti sen, kuinka monta prosenttia oletusméaaran c,,., avulla lu-
odun normaalijakauman hajonta on odotusarvosta. Kolmannessa sarakkeessa
on suureen uusien maérien jakauman odotusarvo ja neljannessé sarakkeessa
jakauman hajonta. Viidennessa sarakkeessa on laskettu saadun jakauman
hajonnan suhde jakauman odotusarvoon prosentteina, ja viimeisessa sarak-
keessa on suureen alkuperaisen arvon ja saadun jakauman odotusarvon ero-
tus.

Taulukoista []ja 2l ndhdéén selvisti sarakkeita viisi ja kuusi tarkasteltaes-
sa, etta oletuskorkeuden muutoksella ei ollut juuri lainkaan merkitysta. Sen
sijaan oletusmadran muutoksella oli vaikutusta. Oletuskorkeutta muutettaes-
sa alkuperéisen arvon ja saadun odotusarvon ero kasvaa todella hitaasti, ja
NO,-méarien jakauman hajonnan suhde jakauman odotusarvoon on vielé
50%:n muutoksella todella pieni. Vastaavanlainen tilanne on Oz-méaarilla.

Oletusmaaraa muutettaessa alkuperaisen NOg-arvon ja saadun jakauman
odotusarvon ero valilla 0,5% — 10% on pieni, mutta kasvaa selvésti valilla
20% — 50%. Suureella O3 on vastaavanlainen tilanne, silla valilla 0, 5% — 5%
ero on pieni, mutta suurenee hajonnan arvon kasvaessa. Oletusmadrassé
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Taulukko 2: Oz-méérien muutokset 1.10.2011

hprr | Csvea 1 o % alkuarvo —pu
10% - 233,3367 | 0,39605 | 0,16973 0,0032822
20% - 233,3386 | 0,76021 | 0,3258 0,0013982
30% - 233,3145 1,1955 | 0,51238 0,025538
40% - 233,3427 1,545 0,66211 | -0,0027056
50% - 233,4227 | 1,9733 | 0,84536 -0,08266

- 0,5% | 233,3711 1,2318 | 0,52784 -0,031071

- 1% | 233,2544 | 2,3549 1,0096 0,085615

- 2% 233,365 4,5519 1,9506 -0,024951

- 5% | 233,3018 | 11,6556 | 4,9959 0,038193

- 10% | 232,8527 | 22,7981 | 9,7908 0,48726

- 20% | 233,4998 | 48,1356 | 20,6149 -0,15979

- 30% | 230,6381 | 70,6282 | 30,6229 2,7019

- 40% | 231,1074 | 91,8735 | 39,7536 2,2326

- 50% | 234,8046 | 120,6161 | 51,3687 -1,4646

eron kasvun nopeus on selvésti suurempaa kuin oletuskorkeudessa molem-
milla esimerkkisuureilla. NOg-méaérien jakauman hajonnan suhde jakauman
odotusarvoon ei ole merkittavaa valilla 0, 5% — 2%, mutta hajonnan kasvaes-
sa 5 prosenttiin odotusarvosta muutos on jo merkittava. Vastaavanlainen
tilanne on Oz-maérilla.

Pandora-instrumentin parametrien estimointi ei ole siis herkké vakioidun
oletuskorkeuden muutoksille, mutta oletusmaéaran muutoksille kyllakin. Ole-
tusméaaran muutoksissa pienet virheet eivéit vaikuta tuloksiin juuri lainkaan,

mutta suuremmilla virheilld on jo merkitysta.
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Liite A

Kuvia oletuskorkeuden muutoksen vaikutuksesta suureiden NOs- ja O3 -méaa-
riin.

NO2 arvojen histogrammi ajanhetkestd 01-Oct-2011 11:59:53
hEFF p=7,1819, hEFF 6 = 0,3*u
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NO2 arvojen histogrammi ajanhetkesta 01-Oct-2011 11:59:53
hEFF p=7,1819, hEFF 6 = 0,5%u
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O3 arvojen histogrammi ajanhetkesta 01-Oct-2011 12:00:36
hEFF n=20,4, hEFF 6 =0,3*n
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I Uusien arvojen jakauma
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O3 arvojen histogrammi ajanhetkestd 01-Oct-2011 12:00:36
hEFF n=20,4, hEFF 6 =0,5"n
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Liite B

Kuvia oletusméaran muutoksen vaikutuksesta suureiden NO»- ja
O3 -maériin.

NO2 arvojen histogrammi ajanhetkestd 01-Oct-2011 11:59:53
SVCA =05 SVCA 5 = 0,005
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O3 arvojen histogrammi ajanhetkesta 01-Oct-2011 12:00:36
SVCA p =300, SVCA ¢ = 0,005%
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O3 arvojen histogrammi ajanhetkestd 01-Oct-2011 12:00:36
SVCA =300, SVCAc=05%
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Liite C

Taulukko 3: NOy-méérien muutokset 14.10.2011

herr | Csvea L o c% alkuarvo —pu
10% - 0,13123 | 0,00012786 | 0,09743 | 0,0000059209
20% - 0,13124 | 0,00027773 | 0,21161 | -0,0000044134
30% - 0,13124 | 0,00041723 | 0,31792 | 0,0000020544
40% - 0,13123 | 0,00054479 | 0,41513 | 0,0000052904
50% - 0,13123 | 0,00068517 | 0,52213 | 0,000014261
- 0,5% | 0,13126 | 0,00064468 | 0,49114 | -0,000022591
- 1% | 0,13121 | 0,0012994 | 0,99038 | 0,000033746
- 2% 10,13141 | 0,0026138 1,989 -0,00016969
- 5% 0,1315 | 0,0064707 | 4,9207 -0,00025863
- 10% | 0,13117 | 0,013044 9,9441 0,000068807
- 20% | 0,13063 0,02621 20,0638 0,00060823
- 30% | 0,13115 | 0,038054 | 29,0145 | 0,000086345
- 40% | 0,13321 | 0,050247 | 37,7213 -0,0019651
- 50% | 0,13494 | 0,067557 | 50,0629 -0,0037048
Taulukko 4: Os-méarien muutokset 14.10.2011
herr | Csvea 1 o % alkuarvo —pu
10% - 281,3529 | 0,79809 | 0,28366 0,0070683
20% - 281,3555 | 1,5322 | 0,54459 | 0,0044926
30% - 281,3044 | 2,4093 | 0,85646 0,055606
40% - 281,3585 | 3,1132 1,1065 0,0014577
50% - 281,5153 | 3,9765 1,4125 -0,15528
- 0,5% | 281,3975 | 1,4853 | 0,52784 -0,037465
- 1% | 281,2568 | 2,8395 1,0096 0,10323
- 2% | 281,3901 | 5,4887 1,9506 -0,030086
- 5% | 281,3139 | 14,0542 | 4,9959 0,046053
- 10% | 280,7725 | 27,4898 | 9,7908 0,587538
- 20% | 281,5527 | 58,0417 | 20,6149 -0,19267
- 30% | 278,1021 | 85,1631 | 30,6229 3,2579
- 40% | 278,668 | 110,7805 | 39,7536 2,692
- 50% | 283,126 | 145,4382 | 51,3687 -1,766
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