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Tiivistelma

Tamaéan tutkielman tarkoituksena on perehdyttéaa lukija Laplace-muunnokseen
ja sen moniin erilaisiin sovelluksiin. Laplace-muunnos muuntaa tavallisen dif-
ferentiaaliyhtalon perusalgebralliseksi lausekkeeksi ja siksi se onkin tehokas
menetelmé ratkaista esimerkiksi differentiaaliyhtaloita. Tutkielman ensim-
maéisessa luvussa méaritelladn Laplace-muunnos ja esitellddan sen perusomi-
naisuuksia, mm. sen lineaarisuus ja kaanteisyys. Tutkielman toisessa luvussa
esitellaan tarkemmin Laplace-muunnoksen eri sovelluksia. Tarkoituksena on
siis laajentaa Laplace-muunnoksen kayttoaluetta ja toisessa luvussa kasitel-
ldan gamma-funktio, adrettomét sarjat, jaksolliset funktiot, funktion derivaa-
tan Laplace-muunnos, Laplace-muunnoksen kéyttaytyminen ensimmaéisen ja
toisen asteen differentiaaliyhtéaloiden yhteydessé seka konvoluutio.

Lukijalta edellytetadn monipuolista analyysin tuntemusta ja ymmarta-
mista. Erityisesti integrointi taytyy tuntea hyvin. Tutkielmassa paalahteiné
on kaytetty teoksia Schiff, J.: The Laplace Transform: Theory and Applica-

tions ja Dyke, P.: An Introduction to Laplace Transforms and Fourier Series.
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1 Johdanto

Tasséa tutkielmassa perehdytaédn Laplace-muunnokseen ja sen erilaisiin so-
velluksiin. Tutkielman luvussa 2 késitelladn Laplace-muunnosta ja sen pe-
rusominaisuuksia. Ensimmaisend alaluvussa 2.1 méaritelldadn integraalinen
Laplace-muunnos, jonka jalkeen on taulukoitu muutamia yleisimpia Laplace-
muunnoksia. Seuraavassa alaluvussa 2.2 maéritellddn eksponentiaalinen ker-
taluku ja Laplace-luokka, joka on yksi merkittava funktioiden luokka.

Alaluvussa 2.3 todistetaan Laplace-muunnoksen lineaarisuus ja esitel-
laan yksi tarkea aarettomiin sarjoihin liittyva lause, jota tarvitaan myohem-
min tutkielmassa. Téméan luvun 2 viimeisessa alaluvussa 2.4 maéritelladan
Laplace-muunnoksen kadnteismuunnos ja annetaan esimerkki trigonometri-
sista funktioista. Lopuksi todetaan, ettd erisuurilla funktioilla on erisuuri
Laplace-muunnos, eli todetaan ns. Lerchin teoreema.

Tutkielman kolmannessa luvussa tutustutaan paremmin Laplace-muun-
noksen sovelluksiin. Ensimmaisessa alaluvussa 3.1 maéaaritelldan Gamma-
funktio ja todistetaan, etta se sisaltdd kertoman ominaisuuden. Taman jal-
keen esitelladn darettomia sarjoja. Alaluvussa 3.2 tutustutaan, kuinka Laplace-
muunnos kayttaytyy jaksollisten funktioiden kanssa. Ensiksi maéritellaén
jaksollinen funktio, jonka jalkeen esitetdén vield yksi esimerkki. Alaluvussa
3.3 kasitellaan funktion derivaatan Laplace-muunnosta ja todistetaan deri-
vaattalause. Alaluku 3.4 kasittelee sekéd ensimméisen etté toisen asteen line-
aarisia differentiaaliyhtéloita ja niiden ratkaisua Laplace-muunnoksen avul-
la. Ensimméiseksi késitellaan alkuarvoprobleema, jonka jalkeen esitetaan
yleinen menetelma téllaisien yhtaléiden ratkaisemiseksi Laplace-muunnoksen
avulla. Taméan jalkeen esitelladn yleinen ratkaisu, reuna-arvo probleema, dif-
ferentiaaliyhtaloparit ja lopuksi integraaliyhtalot. Viimeisessé alaluvussa 3.5
maaritetdan kahden funktion véilinen konvoluutio ja kuinka se on yhteydessé

Laplace-muunnokseen.



2 Laplace-muunnoksesta

2.1 Laplace-muunnoksen maéaaritelma ja perusominai-

suuksia

Tavallinen differentiaaliyhtalo ja osittaisdifferentiaaliyhtélo kuvaavat tietty-
jen suureiden vaihtelua ajan suhteen, kuten esimerkiksi virtaa sahkopiirissa,
kalvon varahtelya tai eristetyn johdon lapi menevaa lampovirtaa. Naméa yhta-
16t ovat yleensé yhdistetty alkuehtoihin, jotka kuvaavat systeemin alkutilaa,
kun t = 0.

Tehokas menetelmaé ratkaista tamankaltaisia ongelmia on Laplace-muunnos,
joka muuttaa tavallisen differentiaaliyhtélon perusalgebralliseksi lausekkeek-
si. Tama algebrallinen lauseke voidaan palauttaa takaisin, jolloin saadaan
ratkaisu alkuperéaiseen ongelmaan. Tama tekniikka on tunnettu nimella Laplace-
muunnos. Tassé luvussa 2.1 maédritellaan Laplace-muunnos ja esitelldan sen
perusominaisuuksia. (Vrt. [2, s. 1]).

Oletetaan, ettd f on reaali- tai kompleksiarvoinen funktio reaalimuut-
tujan ¢ > 0 (aika) suhteen ja s on reaalinen tai kompleksinen parametri.

Maaritelladn funktion f Laplace-muunnos seuraavasti.

Maaritelma 2.1. Laplace-muunnos. Olkoon f paloittain jatkuva funktio.

Sen Laplace-muunnos méaritellaan kaavalla

o0

F(s) = £(f() = [ e f(tyat

(2.1) = lim e S f(t)dt

0

aina, kun raja-arvo on olemassa (darellinen luku).

Kun raja-arvo on olemassa, integraalin (2.1) sanotaan olevan suppeneva.
Jos raja-arvoa ei ole olemassa, integraalin sanotaan olevan hajaantuva ja tal-
16in Laplace-muunnosta ei ole méaéaritelty funktiolle f. Merkintad L(f) kéay-
tetdan yleensa funktion f Laplace-muunnoksesta, ja integraali on tavallinen
Riemannin (epédoleellinen) integraali. (Vrt. [2, s. 1-2]).

Parametrin s méarittelyjoukko on joko reaalinen suora tai kompleksinen

taso. Valitaan s sopivasti niin, ettd Laplace-integraali (2.1) suppenee. Ma-
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tematiikan ja tekniikan kannalta parametrin s maérittelyjoukko on tarkea.
Joka tapauksessa, kiaytannon kannalta, kun differentiaaliyhtdlé on ratkais-
tu, parametrin s maarittelyjoukko on rutiininomaisesti jatetty huomioimat-
ta. Kun s on kompleksinen, kdytetdan usein merkintdd s = x + iy. (Vrt. [2,
s. 2]).

Symboli £ on Laplace-muunnos, joka toimii funktioon f = f(t) ja tuottaa
uuden funktion F(s) = L(f(t)).

Esimerkki 2.1. (Vrt. [2, s. 2]). Jos f(t) =1, kun ¢ > 0, niin

[e.e]

Lf(t) = / =St dt

0

t
) efst
= lim
t—o0 —8
0

(2.2) — lim (e__: + 1)

t—o00

1

S

edellyttéen, ettd s > 0 (jos s reaalinen). Néin ollen
1
(2.3) L(1)=- (s >0).

Jos s < 0, silloin integraali hajaantuu ja Laplace-muunnoksella ei ole
tulosta. Jos oletetaan, ettd s on kompleksinen muuttuja samalla oletuksella,
ettd Re(s) > 0, saadaan L£(1) = 1. (Vrt. [2, s. 3]). Yleisimmét Laplace-

muunnokset ja kaadnteismuunnokset nakyvat taulukossa 1.



Taulukko 1: Yleisia Laplace-muunnoksia ja kdanteismuunnoksia.

ft) | F(s) = [g° f(t)e*'dt
1 :
t" T
ot . 1 _
cos bt Pl
sin bt o
cosh at =
sinh at g

Todistetaan seuraavaksi, ettd esimerkissé esitetty integraali voidaan ka-
sitelld samalla tavalla, vaikka s olisi kompleksinen. Maaritelldan ensiksi tun-

nettu Eulerin lause.
Lause 2.1. (Vrt. [2, s. 3]). Olkoon 0 reaaliluku. Silloin

(2.4) " = cosf +isinb.

Eulerin lauseesta seuraa, ettd |e??| = 1.

Apulause 2.2. Olkoon s = x + iy # 0 mikd tahansa kompleksiluku. Tdlloin

st
(2.5) / estdt = &

S

Todistus. Ks. [2, s. 3]. O



2.2 Eksponentiaalinen kertaluku ja Laplace-luokka

Maaritelma 2.2. Funktiolla f on eksponentiaalinen kertaluku o, jos on ole-

massa vakiot M > 0 ja o € R siten, etta jollakin ¢y > 0,
[FOI < Me™, ¢t >t

Selvasti eksponenttifunktiolla e* on eksponentiaalinen kertaluku o = a,
kun taas funktiolla ¢" on eksponentiaalinen kertaluku o milla tahansa luvul-
la @ > 0 ja n € N. Rajoitetuilla funktioilla, kuten esimerkiksi sint, cost,
tan~'t, on eksponentiaalinen kertaluku 0, kun taas funktiolla e~* on kerta-
luku —1. Funktiolla e ei ole eksponentiaalista kertalukua. Jos > «, niin
eksponentiaalinen kertaluku « implikoi eksponentiaalisen kertaluvun (3, sill&
et < ePt t > 0. Yleensi kertaluku on pienin mahdollinen arvo «, ja jos ar-
vo el itsessddn ole merkittavé, sitd ei tarvitse maarittdéd ollenkaan. (Vrt. [2,
s. 12]).

Seuraavaksi esitellaan laaja funktioiden luokka, Laplace-luokka, joka on

isossa osassa Laplace-muunnosten késittelyssa.

Lause 2.3. Jos f on paloittain jatkuva vililla [0, 00) ja sen eksponentiaalinen
kertaluku on «, niin sen Laplace-muunnos L(f) on olemassa, kun Re(s) > «

ja se suppenee itseisesti.

Todistus. (Vrt. [2, s. 13]). Olkoon
[f(O)] < Mye™,  t=t

jollakin reaaliluvulla o. Funktio f on paloittain jatkuva valilla [0, ty] ja néin

ollen rajoitettu talla valilla. Talloin
f() <My, 0<t<t.

Nyt koska funktiolla e* on positiivinen minimi valilla [0, ¢¢], niin vakio M

voidaan valita riittavin suureksi siten, ettéa

FOI< Mt >0,



Naéin ollen

Kun 7 — oo, niin saadaan

T

/‘e—stf(t)( dt <

0

M

)
r—«

koska Re(s) = x > « Taten Laplacen integraali suppenee itseisesti, kun

Re(s) > a. O

2.3 Laplace-muunnoksen lineaarisuus ja darettomét sar-
jat

Laplace-muunnoksen yksi perusominaisuus on sen lineaarisuus. Téman omi-

naisuuden ansiosta siitd tulee kdytannollinen muun muassa insinéérimate-

matiikassa. Laplace-muunnoksen lineaarisuus on yksi helpoimmista ja kayte-

tyimmista menetelmista laskea muunnoksia. Lineaarisuutta kdytetdan apuna

laskettaessa esimerkiksi trigonometrisia ja hyperbolisia funktioita.

Lause 2.4. Laplace-muunnos on lineaarinen kuvaus. Ts. jos f € L, kun
Re(s) > a, ja g € L, kun Re(s) > b, niin f + g € L, kun Re(s) > maz|a,b).
Lisdksi

Llaf + Bg) = aL(f) + BL(g),

missd o, 3 € C.



Todistus. (Vrt. [2, s. 31]).

o0

Liaf +8g) = [ e (af(t) + By(t)) at

= aL(f) + BL(g).

/ (e™af(t)) dt + / (e7"Bg(t)) dt

a/ (e £ (1)) dt+ﬁ/ (e7"g(t)) dt

]

Adrettomill sarjoilla, 3°0°  a,t", ei ole yleisesti mahdollista ottaa sarjan

Laplace-muunnosta termi termilta.

Lause 2.5. Jos -
ft)=> at”
n=0

suppenee, kun t > 0, ja

karkilla rivttavdan suurile luvuilla n, ja o > 0,

mezi%wﬂziﬁﬁ

Todistus. Ks. [2, s. 18-19].

10
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2.4 Kaanteismuunnos

Téassa luvussa 2.4 kasitelladan Laplace-muunnoksen kdanteismuunnosta. Kun
halutaan kéyttaa Laplace-muunnosta fysikaalisten ongelmien ratkaisussa, on

usein valttamatonta kayttada kdanteismuunnosta.

Maéritelma 2.3. Olkoon L(f(t)) = F(s). Silloin kddnteinen Laplace-muunnos
on

L7YF(s)) = f(t), missd ¢ > 0.

Taméan muunnoksen tarkoituksena on muuntaa funktio alkuperaiseen muo-

toonsa.

Esimerkki 2.2.

w
,C_l <2—|—2) = sin wt.
S w

Téasté luonnollisesti herd kysymys: Onko olemassa toista funktiota f(t) #
sin wt, jonka kidnteismuunnos on £ (ﬁ) = sinwt? On siis tiedettéava,

milloin kéénteismuunnos on yksikésitteinen. (Vrt. [2, s. 23]).
Esimerkki 2.3. Olkoon

sinwt jos t > 0;
g(t) = .
1 jost=0.
Talloin
w
L(g(t) =———.
(9t) = oy
Yhden pisteen muuttaminen (tai jopa &dérellisen méadran pisteitd) ei muuta

Laplacen (Riemannin) integraalin arvoa. (Vrt. [2, s. 23]).

Tamé esimerkki havainnollistaa, ettd kaénteismuunnoksia £~ (F(s)) voi
olla enemmaén kuin yksi funktio, itse asiassa darettoméan monta, ainakin sil-

loin kun funktiot ovat epajatkuvia. (Vrt. [2, s. 23-24]).

Lause 2.6. Erisuurilla jatkuvilla funktioilla valilld [0, 00) on erisuuri Laplace-

muunnos.

Tama tulos tunnetaan Lerchin teoreemana. Se tarkoittaa, ettd jos rajoi-

tutaan vélilla [0, co) jatkuviin funktioihin, niin kddnteismuunnos



on yksikésitteinen ja voidaan puhua vain kdénteismuunnoksesta £ (F(s)).

Nain ollen voidaan kirjoittaa

yo ( 2:‘_} 2> = sin wt, t>0.
s? 4w

Koska monet funktioista, joiden kanssa olemme tekemisissé, ovat ratkaisuja
differentiaaliyhtél6ihin, niin ne ovat jatkuvia ja ylla olevat oletukset ovat
taysin sallittuja. (Vrt. [2, s. 24]).

Huomataan myos, ettd £~ on lineaarinen eli
L7 (aF (s) +bG (s)) = af(t) +by(t),

missd L (f(t)) = F(s) ja L(g(t)) = G(s). Tama seuraa funktion £ lineaari-
suudesta (Lause 2.4) ja patee, kun funktioiden F ja G méérittelyjoukut ovat
samat. (Vrt. [2, s. 24]).

12



3 Sovellukset ja ominaisuudet

Erilaiset ongelmat, joita voidaan kasitellda Laplace-muunnoksen yhteydessa,
sisaltad tavallisen- tai osittaisdifferentiaaliyhtélon seka integraalin ja inte-
graalisen differentiaaliyhtéalon. Téassa luvussa késitelladn Laplace-muunnoksen
toimintaperiaatteita ratkaista naita kaikkia yhtaloita. Jotta siis Laplace-
muunnoksen kéyttoalueet hieman laajentuisi, on késiteltdva gamma-funktio,
aarettomat sarjat, jaksolliset funktiot, funktion derivaatan Laplace-muunnos,
Laplace-muunnoksen kéyttaytyminen ensimmaisen ja toisen asteen differen-

tiaaliyhtaloiden yhteydessa seké konvoluutio.

3.1 Gamma-funktiosta
3.1.1 Gamma-funktion maaritelmi ja sen ominaisuuksia

Tarkastellaan yhtaloa

n!
SnJrl )

(3.1) L") = n=1,23,--

Jotta tata yhtéloa voidaan laajentaa ei-kokonaisluku arvoille n, on otettava

huomioon
o0

L(t) = / estvdt (v > —1).
0
Itse asiassa, kun —1 < v < 0, funktio f(t) = t" ei ole paloittain jatkuva valilla
[0,1), koska se lahestyy ddretonta, kun ¢ — 07. Silti, koska (epéoleellinen)
integraali [j 'dt on olemassa, kun v > —1, ja f(t) = t on rajoitettu kaikilla
suurilla arvoilla ¢, Laplace-muunnos £(t”) on olemassa. (Vrt. [2, s. 42]).

Muuttujanvaidolla x = st, (s > 0), saadaan

ciey= [ 2) Lo

1 T v —T
(3.2) = /:U e “dx.
Suure
(3.3) T(p) = / @ ledz,  (p > 0)

0

13



tunnetaan (Eulerin) gamma-funktiona. Vaikka epéoleellinen integraali on ole-
massa ja se on jatkuva funktio, kun p > 0, se ei ole yhtasuuri minkaén al-
keisfunktion kanssa (Kuva 1).(Vrt. [2, s. 42]).

rie
I I I | |
| I :II I| | 4| II ’_..-
G
!; 'II i i : \‘--_ -
r—“":.:.‘, = : iz : : 2 3k
B AV
[ i II | | _2|
EEREN
] ¢ b Ay
i | 1 a | (B
Kuva 1: Gamma-funktio [4].
Talloin yhtalostd (3.3) saadaan
I'(v+1)
3.4 t') = ——= -1 0.
(3.4) ey =" s s

Verrataan yhtéloa (3.1) yhtdloon (3.4), kunv =n =0,1,2,..., saadaan
(3.5) I'(n+1)=nl

Nain ollen voidaan todeta, ettd gamma-funktio on yleistys kertoman kasit-
teestd. Itse asiassa, se voidaan maéaritella kaikilla kompleksiluvuilla v, misséa

v#0,—1,-2,..., ja se sisiltda kertoman ominaisuuden

[(v+1) =vI'(v), v#0,—-1,-2,...

o r—1,—

Todistus. [2,s. 46, tehtava 1] Gamma-funktion maaritelma on I'(r) = [;° 2" e
(yhtélé (3.3)) . Tamén nojalla
x(v-l—l)—le—a:dl,

I'v+1)=

2V e dy

z’e *dx.

0\8 0\8 0\8

dx



Suoritetaan osittaisintegrointi. Merkitadn «' = e™* ja v = z¥. Tehdéén sijoi-

tus
(e.) (o)
/u’vd:c =uv — /uv’d:c
0 0
[oe} oo o0
/—e_xx“d:c = /6_%“ —/—e‘xw:“_ldx
0 0 0

=0+ v/xv_le_””dx

0
00

= v/x”_le_xdx.
0
=ol'(v)

Esimerkki 3.1. (Vrt. [2, s. 43-44]). Maarita

[e.o]

L(logt) = /e_“ log tdt.
0

Asetetaan x = st, s > 0, jolloin

1
e “log <I> —dx
s/ s

(/ e “logxdr — log s / exd:zc>
0

0
1
s

L(logt) =

®» | = 0\8

(3.6) = ——(log s +7),

missa
o0

V= —/e_w log zdx = 0,577215. ..
0
on Eulerin vakio.

15



3.1.2 Aisrettomit sarjat

Jos

ft) = i ant™t? (v>-—-1)

suppenee kaikilla ¢ > 0 ja |a,| < K(%), K > 0, o > 0, kaikilla tarpeeksi

suurilla luvuilla n, talloin

£y =y el

n=0

(Re(s) > ).

Tama tulos yleistaa lauseen 2.5. Tutkitaan seuraavaksi samaa kdanteismuun-

nokselle. Jos

[e.9]

(3.7) Fs)=Y oy (0> -1),

n=0
missé sarja suppenee kun |s| > R, talloin kddnteismuunnos voidaan tehda

termi termilta:

o0

(38)  fO =L (Fs) =Y p

S —_ t>0).
= T(n+v+1) (t=0)

Todistetaan yhtalo (3.8). Huomaa, etté koska sarja (3.7) suppenee, kun

|s| > R, niin
Qn

<K

Sn
jollakin vakiolla K ja kaikilla luvuilla n. Télléin kun |s| = r > R, niin

(3.9) la,| < Kr™.
Myo6s
27’1 n
(3.10) rt < —rt = a—,
n n

kun a = 2r. Koska I'(n+v+ 1) > I'(n), kun v > —1, n > 2, niin yhtéloiden
(3.9) ja (3.10) nojalla

|| Ko™ Ko™
3.11 < =
(3:.11) IF'n+v+1) — nl'(n) n! ’

mika piti osoittaa.

Liséksi yhtalo (3.11) osoittaa




ja kun >0 (a;!)n = ™ suppenee, suppenee yhtdlon (3.8) sarja itseisesti.

Liséksi tdmé osoittaa, ettd funktio f on eksponentiaalista kertalukua. Olkoon

v = 0 yhtalossa (3.7). Silloin saadaan seuraava tulos: Jos

o0 an

suppenee, kun |s| > R, talloin kdédnnokseksi saadaan

f(t) = £7H(F(s) = 3

|
n=o 1

(Vrt. [2, s. 44-45)).

3.2 Jaksollisten funktioiden Laplace-muunnos

Tassd luvussa kasitelldan Laplace-muunnoksen kéyttaytymista jaksollisten
funktioiden yhteydessé. Jaksollisilla funktioilla on térkeé rooli eri insinéoérien

toimialoilla ja soveltavilla tieteenaloilla, erityisesti fysiikassa.

Maéritelma 3.1. Jos funktio F(¢) noudattaa sdéantoa
Ft)=F(t+1T)

jollakin reaalisella luvulla T ja kaikilla arvoilla —oo < ¢ < oo, talloin funk-

tiota F(t) kutsutaan jaksolliseksi funktioksi periodilla T'. (Vrt. [1, s. 32]).

Jaksollisia funktioita ovat esimerkiksi sint ja cost, joiden periodit ovat
molemmilla 7" = 27, kun taas funktion tant periodi 7" = m. Koska funktiot
f, joita on tdhan mennessé késitelty, on méaaritelty vain kun ¢ > 0, kaytetaan
samaa jaksollisuutta kuin kuvassa (2) nakyy, myo6s naihin funktioihin.

Funktion f kuvaaja nékyy kuvassa (2) ja sen periodi on T'. Maéaritellaan

seuraavaksi
T

(3.12) Fi(s) = / e~ f(1)dt,
0

joka tarkoittaa funktion f Laplace-muunnoksen ensimmaista periodia ja joka
saa arvon nolla muualla. Kokonaisen funktion f Laplace-muunnos on tietty

monikerta ensimmaisesté periodista eli funktiosta Fi(s). (Vrt. [2, s. 48]).
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;Y

T 2T t

Kuva 2: Funktion F(t) kuvaaja periodilla T [3].

Lause 3.1. Jos funktio F(s) = L (f(t)) on jaksollinen periodilla T > 0, niin

(3.13) F(s) = — 2 Fy(s).

Tl —esT !

Todistus. (Vrt. [2, s. 48-49)]).

%) T [e'¢)
F(s) = /e‘Stf(t)dt = /e_Stf(t)dt—i-/e_Stf(t)dt.
0 0 T
Tehdédan muuttujan vaihto 7 = ¢ —T" viimeiseen integraaliin, jolloin saadaan
/ et f(1)dt = / e~ f(r 4+ Tdr
T 0

o0

= e_ST/e_STf(T)dT

0

funktion f jaksollisuuden perusteella. Néin ollen

F(s) = / e~ f(t)dt + e~ T F(s),

josta ratkaisemalla saadaan

18



Esimerkki 3.2. (Vrt. [2,s. 49]) Etsi jaksollisen funktion f(t) (kuva 3) Laplace-

muunnos.

ft)

~

Kuva 3: Funktion f(t) kuvaaja periodilla 2a.

Tama funktio on paloittain jatkuva funktio periodilla 7' = 2a. Néin ollen

Laplace-muunnos on muotoa

1
Fls) = —— = Fi(s),
missa
2a
Fi(s) = /e_Stdt
1 —2as as
)
1
— g(e—as 6—2(15)‘
Niéin ollen
e 9s 1
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3.3 Funktion derivaatan Laplace-muunnos

Ratkaistaessa differentiaaliyhtéloita, on valttamatonta tietdd funktion f de-
rivaatan f’ Laplace-muunnos. Termi L£(f’) voidaan ratkaista kirjoittamalla

se termin L£(f) avulla.

Lause 3.2. (Derivaattalause) Oletetaan, ettd f on jatkuva vdlilld (0,00) ja
eksponentiaalista kertalukua « ja ettd f' on paloittain jatkuva vdlilla [0, 00).

Talléin
(3.14) L) = sL(F@) = F(07)  (Re(s) > a).

Todistus. (Vrt. [2, s. 54]) Integroidaan termeittain

o

[ =ty Ji [ e @

0 0

= lim lim /e_Stf(t) + s/e“f(t)dt]

6—0 T—00
5 )

= lim lim |e 7 f(7) — e 2 f(0) + s / e“f(t)dt]

J—(0 T—00

i 5
=—f(0") + s/e‘“f(t)dt (Re(s) > a).

Néin ollen
L(f'(t)) =sL(f(t)) — f(0F).

Téssd on kdytetty sita tietoa, ettd Re(s) = x > «, joten

‘B_STf(T)‘ < e~ Mo

= Me @7 0, kun 7 — oo.

Viela huomioitavaa on, etta f(01) on olemassa, koska f/(07) = lim;_o+ f'(¢)
on olemassa. Selvésti, jos f on jatkuva, kun ¢ = 0, niin talléin f(07) = f(0)

ja saadaan muoto

(3.15) L(f'(t)) = sL(f(t) — £(0).
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Huomautus. Derivaattalauseella on mielenkiintoinen ominaisuus, silla £ (f'(t))
saadaan ilman sitd edellytysté, etta f’ itse olisi eksponentiaalista kertalukua
(Ks. [2, s. 15], Esim. 1.14.).

Esimerkki 3.3. (Vrt. [2, s. 54-55]). Laske L(sin®wt) ja L(cos®wt) kaavan
(3.15) avulla.
Olkoon ensiksi f(t) = sin? wt, jolloin sen derivaatta f’(t) = 2w sin wt cos wt =

wsin 2wt. Nyt kaavan (3.15) avulla saadaan
L(wsin 2wt) = sL(wsin® wt) — sin?0,
josta saadaan

1
L(wsin?wt) = = L(w sin 2wt)
s
v
5824 4w?
2w?
s(s? 4+ 4w?)’

Vastaavasti

1 1
L(wcos® wt) = = L(—wsin 2wt) + =
s

S
L w 2w 1
s 24402 s
B 52 + 2w?
os(s2 +4w?)’

On huomiotava, etté jos f(0) = 0, voidaan kaavan (3.15) avulla ilmaista
L7Y(sF(s)) = f'(t),
missa F'(s) = L(f(t)). Siis esimerkiksi

. h t !
E_l( 5 i 2> = (sm a ) = cosh at.
s2—q a

Se voi olla mahdollista, ettd funktio f muuttuu epéjatkuvaksi muualla

kuin alkuperéinen funktio. Témé& voidaan osoittaa seuraavalla tavalla.
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Lause 3.3. Oletetaan, etti funktio f on jatkuva valilld [0,00), lukuun ot-
tamatta hyppyepdjatkuvuuskohtaa, kun t = t; > 0. Oletetaan lisdiksi, ettd f
on eksponentiaalista kertalukua o ja f' on paloittain jatkuva vdlilld [0, o).
Tdlloin

L(F(1) = sL(F(8) = F0) — e (1) = F1)) (Re(s) > a).

Todistus. (Vrt. [2, s. 56]).

/ e S f(t)dt

0

= lim [ ™ f'(t)dt
T OOO_

= lim e ft)+ f e f(t) +s [ et f(t)dt
i | nsore Jensoes

T—00

= lim |e™*f(t]) — f(0) + e f(1) — e " f(t]) —i—s/e_“f(t)dt] .
0

Nain ollen

(316)  L(f(1) = sL(f(1)) = F0) — e (f(t) = f(t1))-

Jos 0 =ty < t; < --- < t, on aarellinen méaara lukuja, jotka muuttuvat

epajatkuviksi, saadaan (3.16) muotoon
BT L() = L)~ J0) = X (1) — ().
k=1

]

Huomautus. Jos oletetaan, ettd f’ on jatkuva vélilla [0, co) ja my6s eksponen-

tiaalista kertalukua, tasta seuraa, ettd sama patee myos funktiolle f itselle.

Tarkastellaan tata tarkemmin. Oletetaan, etté
If'(t)] < Me™, t>to,a # 0.

Talloin .

ft) = [ £y + f(to),

to
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ja

O <M [ emdr+ | f(to)]

to

< —e* + | f(to)]

M
(6%
Ce®,  t>t,.

IN

Koska f on jatkuva, tulos pitee, kun a # 0 ja tapaus o = 0 on siséllytetty
tahén.(Vrt. [2, s. 56]).

Kasitellessa differentiaaliyhtdloitd, on myos tiedettdva mitd on L(f”),
L(f") jne. Oletetaan, ettd voidaan soveltaa kaavaa (3.15) funktiolle f”.
Talloin

L(f(t) = sL(f'(t) — f(0)

— s (sL (£(£) = £(0)) = £(0)
(3.18) — 2L (f(t)) - s£(0) — (0).

Samoin

L(f"(1)) = sL(f"(t)) = f"(0)
(3.19) = s°L(f(t)) = s*f(0) — sf'(0) — f"(0)

sopivin ehdoin. (Vrt. [2, s. 57]).

3.4 Tavalliset differentiaaliyhtalot

Derivaattalause 3.2 antaa kaikki mahdollisuudet kayttaa Laplace-muunnosta
apuna, kun ratkaistaan tavallisia differentiaaliyhtaloita (Vrt. [2, s. 59]). Dif-
ferentiaaliyhtalot ovat yhtéloita, joiden tuntematon on derivaattamuodos-
sa. Laplace-muunnoksen avulla on mahdollista eliminoida yhtalon derivaatta
korvaamalla derivaatta luvun s monikerralla. Laplace-muunnos on hyva me-
netelmé ratkaista tdmén kaltaisia differentiaaliyhtaloita. Tavallisen differen-

tiaaliyhtalon aste on tuntemattoman korkein derivaatta. Taten yhtélo

-
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on ensimméisen asteen differentiaaliyhtéld. Vastaavasti yhtalo
4
Zl;z + (Zi) +nhx=0
on toisen asteen differentiaaliyhtalo.(Vrt. [1, s. 49]).

Jos yhtalo on tavallisesta poikkeava, sitéa ei voida ratkaista Laplace-muun-
noksella. Tamén takia ratkaiseminen on rajoitettava ensimméisen ja toisen
asteen lineaarisiin differentiaaliyhtal6ihin. Vaikka tdma vaikuttaa suurelta
rajoitukselta, se silti kasittaa lahes kaikki tavalliset lineaariset differentiaa-
liyhtalot oikean elamén tilanteissa. Laplace-muunnos on lineaarinen ja sen
lineaarisuus on esitetty lauseessa 2.4. Lineaarisen differentiaaliyhtélon riip-
puvan muuttujan on myos noudatettava taté lineaarisuuden ominaisuutta.
Differentiaaliyhtélot, joita ei voida ratkaista Laplace-muunnoksen avulla, si-
saltévit usein tuntemattomia tai lausekkeita kuten esimerkiksi tan(y) ja ev.
Sana Tavallinen tarkoittaa, etta derivointi tapahtuu riippumattoman muut-
tujan suhteen.(Vrt. [1, s. 50]).

Kaksi kaytannollista tulosta, joita voidaan tassa hyodyntaa, ovat

(3.20) L(f'(t)) = sF(s) - £(0)
ja
(3.21) L(f"(t)) = s"F(s) — sf(0) — £(0),

missé derivointi tapahtuu muuttujan ¢ suhteen. Huomaa, ettd molemmis-
sa lausekkeissa oikealla puolella on f(0). Liséksi derivaatan aste méérittaa
sen, kuinka monta mielivaltaista vakiota ratkaisu sisaltad. Ensimméisen as-
teen differentiaaliyhtélo siséltdéd yhden mielivaltaisen vakion, toisen asteen
differentiaaliyhtélo sisiltédé kaksi mielivaltaista vakiota, jne. (Vrt. [1, s. 50]).

Kun otetaan Laplace-muunnos tavallisesta lineaarisesta differentiaaliyh-
talosta, funktion f(t) derivaatat havidvat ja funktion f(¢) Laplace-muunnos
kerrotaan luvulla s, kun kyseessé on 1. asteen derivaatta ja luvulla s?, kun
kyseessa 2. asteen derivaatta. Lisdksi vakiot saavat muodon f(0), kun kyse 1.
asteen differentiaaliyhtélosta, ja muodon f(0) sekéa f’(0), kun kyse 2. asteen
differentiaaliyhtélosta. (Vrt. [1, s. 50]).

Yksi tapa ratkaista tavallisia differentiaaliyhtéloita on alkuarvoprobleema.
Tama on yleisin tapa ratkaista téallaisia yhtéloita ja seuraavassa esimerkissé

ratkaistaankin 1. asteen tavallinen differentiaaliyhtalo.
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Esimerkki 3.4. (Tekijén itse laatima.) Ratkaise alkuarvoprobleema Laplace-

muunnoksen avulla

d
d—‘z +y=0, missd  y(0) = 2.

Otetaan ensiksi Laplace-muunnos molemmilta puolilta yhtaloa

I <C§z> +L(y) = L£(1)

Nyt kaavaa (3.20) apuna kéyttéen saadaan

() = (0) +y(s) = -
sy(s) +y(s) = - +2
o)+ 1) = 2
1+ 2s
yls) = s(s+1)

Tehdaan osamurtokehitelma

1+ 2s A B
s(s+1) :g+s+1
_A(s+1)+ Bs
s(s+1)  s(s+1)
A(s+1)+ Bs
s(s+1)
_s(A+B)+ A
 s(s+1)

Nain ollen saadaan A =1 ja B = 1, jolloin

1 1

ﬁ(y):§+3—|—1'

Tasta otetaan viela Laplacen kaénteismuunnos, eli

1 1
El{—l— }zl—l—et.
s s+1

Yleinen menetelma. Tavallisen differentiaaliyhtalon ratkaiseminen Laplace-

muunnoksen avulla voidaan tiivistdd seuraaviin kolmeen vaiheeseen.

1. Ota Laplace-muunnos molemmilta puolilta differentiaaliyhtaloa. Tatéa

tulosta kutsutaan muunnosyhtdildksi.
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2. Selvitd yhtélo L(y) = F(s), missd F'(s) on algebrallinen lauseke muut-

tujana s.

3. Kéyta kadnteismuunnosta tuloksen y = L' (F(s)) saavuttamiseksi.

Useat menetelmét kadnteismuunnoksen selvittdmiseksi sisdltdd osamur-
tokehitelmén, kadnnoksen, derivaatan ja integraalin teorioita, konvoluution
ja integroinnin kompleksitasossa (Vrt. [2, s. 60]).

Seuraavaksi esitellain muutama esimerkki, kuinka Laplace-muunnosta
kaytetdan toisen asteen tavallisten differentiaaliyhtéloiden ratkiasemisessa.
Tekniikka ei ole muodoltaan erilainen kuin ensimmaisen asteen differentiaa-
liyhtéloiden ratkaisuissa, mutta kdaanteinen Laplace-muunnos on usein huo-

mattavasti haastavampi 16ytaa. (Vrt. [1, s. 54]).

Esimerkki 3.5. (Vrt. [2, s. 59]). Ratkaise alkuarvoprobleema Laplace-muunnoksen
avulla, kun
—de +y=1 issé y(0) =¢'(0)=0
= missa = = 0.
2 tu=1 y Y

Otetaan Laplace-muunnos molemmilta puolilta yhtaloa
L(y") + L(y) = L(1).
Sovelletaan kaavaa (3.21) seuraavasti

2L(y) — sy(0) — ' (0) + L(y) = -

S

Sijoitetaan alkuarvot, jolloin saadaan

L) 00+ Ly) = -
L) +1) =
1
L= m

Tehdaén osamurtokehitelmé
1 A N Bs+C
s(s24+1) s s24+1°
Ratkaisemalla saadaan vakioiden arvoiksi A = 1, B = —1 ja C = 0. Niin

ollen saadaan
1 1 S

)= D =5 T E T
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Tastéa otetaan kaanteinen Laplace-muunnos, jolloin tulokseksi saadaan
y =1—cost.

Laplace-muunnos soveltuu erityisen hyvin n.-asteen vakiokertoimisen li-

neaarisen differentiaaliyhtalon alkuarvoprobleeman ratkaisemiseen, eli siis

dm™ dn—l
(3.22) Gnﬁg‘i‘an—le"’"“f‘aoy:f(t)v

missi y(0) =y, YO =y, - y"V(0) =y

Insingorien parissa funktio f(¢) tunnetaan paremmin sisadntulofunktio-
na, missa y = y(t) on ulostulo tai vastaus. Tassa tapauksessa sisdantulo f(t)
on eksponentiaalista kertalukua ja jatkuva, ulostulo y = y(¢) yhtalon (3.22)
nojalla on myos eksponentiaalista kertalukua ja jatkuva (Ks. [2, s. 198-199],
Lause A.6) . Samalla kun Laplace-muunnoksen menetelmé antaa ratkaisuksi
y = y(t) (yhtalo (3.22)) silloin, kun ¢ > 0, se on yleisesti tosi koko reaa-
liakselilla —oo < t < o0, jos se on funktion f(¢) maarittelyjoukko.(Vrt. |2,
s. 61]).

Sisaantulo funktio f(¢) voi olla my6s epajatkuva.

Esimerkki 3.6. (Vrt. [2, s. 61-62]) Ratkaise alkuarvoprobleema

y'+y=FEu(t), y(0)=0, y'(0)=L
Téssé systeemi olettaa, etta sisiéntulo on nolla, kun 0 <t < a, ja E (vakio),
kun t > a. Talloin

FEe—as
S

s*L(y) — sy(0) —y'(0) + L(y) =
ja
1 Ee—as
Lly) = s2+1 N s(s2+1)

1 1 S
— E(=-— —as‘
s2+1 + (s 52 + 1) ¢
Tastéd saadaan

1 1 s
_ —1 —1 - —as
y=~ (52+1>+E£ KS 32—|—1)e }

=sint + Eu,(t)(1 — cos(t — a)).
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Téassé voidaan todeta, ettd y on muotoa

sint, kin0<t<a
y —=
sint + E(1 — cos(t —a)), kunt > a.
Huomataan vield, ettd y(a~™) = y(a™) = sina, y'(a”) = y/'(a™) = cosa,
y"(a”) = —sina, mutta y”(a™) = —sina + Fa?. Niin ollen y”(¢) on vain

paloittain jatkuva.

Yleinen ratkaisu. Jos kaavassa (3.22) olevia alkuarvoja ei ole méari-

telty, Laplace-muunnosta voi silti soveltaa yleisen ratkaisun loytamiseksi.

Esimerkki 3.7. (Vrt. [2, s. 63]). Ratkaise
y' ty=e",
kun y(0) = yo, ¥'(0) = y; ei ole maaritelty. Nyt

s°L — sy(0) — 4/ (0) + L = L(e™).

Tehdaan osamurtohajotelma, josta saadaan

1 SYo hn
L =
W=Ginesn T sl T
3 35735 . Yos 0

1l sS4l T 2a1l  er

Otetaan kidnteinen Laplace-muunnos £, jolloin saadaan

1"f+< 1) t+< +1>'t
== - = — | sint.
y=5¢ Yo~ 5 ) cos ity )s

Koska 1 ja y; voivat saada kaikki mahdolliset arvot, yleiseksi ratkaisuksi
saadaan

1
Yy =cpcost+cysint + ie_t,

missé ¢y ja ¢; ovat mielivaltaisia reaalisia vakioita. Huomaa, ettd tamé tulos

on voimassa, kun —oo < t < oo.

Reuna-arvoprobleema. Laplace-muunnoksen avulla voi ratkaista myos

taman tyyppisia ongelmia.

28



Esimerkki 3.8. [2, s. 73, tehtévé 2a] Ratkaise reuna-arvoprobleema

™

Y+ Ny =sint, y0)=1 y(5y) =

Tr.
Otetaan ensiksi Laplace-muunnokset molemmilta puolilta yhtaloa. Talloin
L")+ NL(y) = L(sin \t).

Tasté ratkaisemalla saadaan

L)~ 30(0) ~(0) + XL0) = 5,
z@x§+xa—smm—ym%:§iA2
Ly)(s* + X)) = 575 +59(0) +4/(0)
(3.23) L(y) = —— v+ L

(N2 FEN | E LN

Ratkaisemalla Laplace-muunnokset, saadaan

1 (0
y = —t51n)\t+cos)\t+y()sin)\t.

2\ A

Sijoittamalla yhtaloon (3.23) reunaehto y(55) = 7, saadaan

B T 1« ™ ™ y'(0) . 7T
m=v(55) = grarn (g5) +oos () + o (g5

T y(0)

FSCADY
'(0) = At — .
y'(0) = Am 75

Naéin ollen

1 AT —
Yy = ﬁt sin At + cos A\t + (71')\4’\> sin \t.

Vastaavasti, jos reunaehto olisi

niin yhtalon (3.23) derivaataksi saataisiin

1
y = 2 (sin At + At cos A\t) — Asin Mt + ¢/ (0) cos At.
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Naéin ollen

=1y (I) 21>\ (Sln /\/\ + )\X cos)\)\> — Asin A% +1/(0) cos )\g
1
7= (04 7(-1) ~ Y (O)(-1)
_ T
m=5y —y(0)
, m
ZJ(O):W—%

Nain ollen ratkaisuksi saadaan

1 1
Yy = ﬁtsm/\t + cos A\t + — 3 <7r . 2)\) sin At.

Differentiaaliyhtaloparit. Laplace-muunnoksen menetelméaa voi sovel-

taa myos differentiaaliyhtaloparien ratkaisemiseen (vrt. [2, s. 65]). Samalla

tavoin kuin Laplace-muunnos muuttaa yksinkertaisen differentiaaliyhtalon

yksinkertaiseksi algebralliseksi yhtéloksi, se voi muuttaa differentiaalliyhté-

l6parin algebralliseksi yhtalopariksi. Seuraavassa esimerkissé oleva lineaari-

nen differentiaaliyhtalopari tullaan muuntamaan algebralliseksi yhtaloparik-

si. Naméa yhtalot sisdltdvat muuttujan s ja tdmé muunnos muuntaa muut-

tujan parametriksi. Tallaiset lausekkeet voivat yleisesti olla varsin monimut-

kaisia. (Vrt. [1, s. 63]).

Esimerkki 3.9. [2, s. 74, tehtéva 6a] Ratkaise yhtalopari

2 1 3 +y=0 (1)
2 42 4+3y=0 (2)

Laplace-muunnosta apuna kéyttéden, kun z(0) = 2 ja y(0) = 0. Otetaan

ensiksi Laplace-muunnos molemmista yhtéloista. Yhtalostd (1) ndin ollen

saadaan

2L(a") + L(3x) + L(y) = 0
2sL(x) —x(0) +3L(z) + L(y) =0
2sL(x) —2+4+3L(x)+ L(y) =0
(25 +3)L(z) + L(y) =2
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Vastaavasti yhtalosta (2) saadaan

2L(y") + L(x) + L(3y) =0
25L(y) —y(0) + L(z) +3L(y) =0
L(x)+ 25+ 3)L(y) = 0.

Yhtalosta (1) saadaan Cramerin séédnnolla

4546
o) = i1 s
Vastaavasti yhtalosta (2) saadaan
—2
Ly =-———"—.
) 4s? +12s + 8

Tehdéan molemmille yhtéloille osamurtokehitelmé, jolloin yhtéalosta (1) saa-

daan
1 1
L(z) = :
(@) s+ 2 i s+1
Samoin yhtélosta (2) saadaan
1 1
L(y) = - :
) s+2 s+1

Molemmista yhtaloistd otetaan viela kaanteinen Laplace-muunnos, jolloin

ratkaisuksi saadaan
) = e 2t et (1)

—et. (2

—
< 8
—~ o~

~
SN~—
|
[
S

Integraaliyhtalot. Tietyt differentiaaliyhtalot on vélttdméatonta laskea

Laplace-muunnoksen integraalin avulla.

Lause 3.4. Jos [ on paloittain jatkuva vdlilli [0,00) ja eksponentiaalista

kertalukua o« > 0 ja
¢
g(t) = [ fwdu,
0

nimn

L) = L)  (Re(s) > ).
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Todistus. (Vrt. [2,s. 66]). Nyt ¢/(t) = f(¢) lukuunottamatta funktion f epé-

jatkuvuuspisteita. Osittaisintegroidaan, jolloin saadaan

76_Stg(t)dt = lim [/Tg(tzit +i/Te_Stf(t)dt] .

0 0

Koska ¢(0) = 0, riittédé laskea

Lopulta saadaan

< [1f(w)du
0

g(r)e

.
< Me’”/eo‘“du
0

M —\T—o)T —XT
—;(6( T —e )

— 0 kun 7 — oo silloin, kun x = Re(s) > a > 0.
Vastaavasti taméa patee, kun o = 0. Néin ollen
LUg0) = L) (Rels) > )
O

Esimerkki 3.10. (Vrt. [2,s. 67]). Funktiota Si(t) kutsutaan sini-integraaliksi.

Maéarita taméan Lapalace-muunnos.

L(Si(t) = L (/ S“;“du)

0

(o)
S t
1

3.5 Konvoluutio

Kahden funktion, f(¢) ja g(t), missd ¢t > 0, konvoluutio on térked ratkai-
sumenetelmé monissa fysikaalisissa sovelluksissa. Téssé luvussa késitellaan

konvoluutio ja sen yhteys Laplace-muunnokseen.

32



Maaritelma 3.2. (Konvoluutio). Kahden funktion f(¢) ja g(¢) konvoluutio

f * g méaritellaén integraalina

missd funktiot f(¢) ja g(t) ovat paloittain jatkuvia. (Vrt. [1, s. 37]).

Yksi tarked konvoluution ominaisuus on yhteys Laplace-muunnokseen,
missé kahden funktion konvoluution Laplace-muunnos tuottaa naiden funk-
tioiden Laplace-muunnoksien tulon. Téma on esitetty seuraavassa konvoluu-

tiolauseessa.

Lause 3.5. (Konvoluutiolause). Jos f ja g ovat paloittain jatkuvia vdlilla

[0,00) ja eksponentiaalista kertalukua o, niin

LIf+g)®)] = L) - L)  (Re(s) > a).
Todistus. (Vrt. [2, s. 92]). Yhtalon oikeasta puolesta saadaan

L)L (9(t) = ( [ ) ( / e—wg<u>du)

0

_/ (/ —s(rtu) g )g(u)du) dr.

Merkitdan ¢ = 7 4+ u ja huomataan, ettd 7 on kiinnitetty sisemmassa inte-

graalissa, jolloin du = dt. Nain ollen

(320 LUB) L) = [ ( [t rmtt - r>dt) dr.

0 T

Jos maaritelldén, etta g(t) = 0, kun ¢ < 0, niin g(¢t —7) = 0, kun ¢ < 7. Nain
ollen yhtalostd (3.24) saadaan

L) L(g(t) / / e~ f(r)g(t — 7)dtdr.

0o
0 0

Koska funktiot f ja g toteuttavat Laplace-muunnoksen olemassaolon ehdon,

funktioiden f ja g integraalit suppenevat itseisesti ja néin ollen

77’6_5tf g(t — T)‘ dtdr
0 0
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suppenee. Nyt voidaan muuttaa integrointijarjestys, jolloin saadaan

L) £(9(1) = / / e~ f(r)g(t — 7)dtdr

_7</ e S f(T) (t—r)dr) dt
_76_St(/f t—TdT)d
= L[(f *g)(t)]-

Esimerkki 3.11. [2, s. 101, tehtavé 1c| Laske

-1 1
£ (.92(32 + 1))

konvoluutiota apuna kayttaen.
Aikaisemmin kéytettiin osamurtokehitelméaéd, mutta nyt voidaan kirjoit-

taa
1 1 1

52(32 +1) £2s2+1
missé L(t) = 55 ja L(sint) =

Konvoluutiolauseen nojalla saadaan

2+1
1 1 .
ﬁm = E(t x SlIlt).

Suoritetaan osittaisintegrointi. Merkitdan v’ = sin(t — 7) ja v = 7. Tehdaéan

sijoitus, jolloin saadaan

_ 1 .
E 1<32(52—|—1)> =t *xsint

t t t
/Tsin(t —T1)dT = /Tcos(t —7)— /cos(t —T1)dT
0 0 0
t

=tcos(t —t) + /sin(t —7)

0

=tcosO+sin0 —sint

=t —sint.

34



Viitteet

1]

Dyke, Philip P. G. An Introduction to Laplace Transforms and Fourier
Series, 3rd ed., Springer-Verlag, London, 1999.

Schiff, Joel L. The Laplace Transform Theory and Applications, Springer-
Verlag, New York, 1999.

Internet: http://www.intmath.com/laplace-transformation/5-transform-

periodic-function.php, viitattu 31.1.2012

Internet: http://physicsarchives.com/index.php/courses/1199, viitattu
24.1.2012

35



