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Tiivistelmä

Tämän tutkielman tarkoituksena on perehdyttää lukija Laplace-muunnokseen
ja sen moniin erilaisiin sovelluksiin. Laplace-muunnos muuntaa tavallisen dif-
ferentiaaliyhtälön perusalgebralliseksi lausekkeeksi ja siksi se onkin tehokas
menetelmä ratkaista esimerkiksi differentiaaliyhtälöitä. Tutkielman ensim-
mäisessä luvussa määritellään Laplace-muunnos ja esitellään sen perusomi-
naisuuksia, mm. sen lineaarisuus ja käänteisyys. Tutkielman toisessa luvussa
esitellään tarkemmin Laplace-muunnoksen eri sovelluksia. Tarkoituksena on
siis laajentaa Laplace-muunnoksen käyttöaluetta ja toisessa luvussa käsitel-
lään gamma-funktio, äärettömät sarjat, jaksolliset funktiot, funktion derivaa-
tan Laplace-muunnos, Laplace-muunnoksen käyttäytyminen ensimmäisen ja
toisen asteen differentiaaliyhtälöiden yhteydessä sekä konvoluutio.

Lukijalta edellytetään monipuolista analyysin tuntemusta ja ymmärtä-
mistä. Erityisesti integrointi täytyy tuntea hyvin. Tutkielmassa päälähteinä
on käytetty teoksia Schiff, J.: The Laplace Transform: Theory and Applica-
tions ja Dyke, P.: An Introduction to Laplace Transforms and Fourier Series.
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1 Johdanto

Tässä tutkielmassa perehdytään Laplace-muunnokseen ja sen erilaisiin so-
velluksiin. Tutkielman luvussa 2 käsitellään Laplace-muunnosta ja sen pe-
rusominaisuuksia. Ensimmäisenä alaluvussa 2.1 määritellään integraalinen
Laplace-muunnos, jonka jälkeen on taulukoitu muutamia yleisimpiä Laplace-
muunnoksia. Seuraavassa alaluvussa 2.2 määritellään eksponentiaalinen ker-
taluku ja Laplace-luokka, joka on yksi merkittävä funktioiden luokka.

Alaluvussa 2.3 todistetaan Laplace-muunnoksen lineaarisuus ja esitel-
lään yksi tärkeä äärettömiin sarjoihin liittyvä lause, jota tarvitaan myöhem-
min tutkielmassa. Tämän luvun 2 viimeisessä alaluvussa 2.4 määritellään
Laplace-muunnoksen käänteismuunnos ja annetaan esimerkki trigonometri-
sista funktioista. Lopuksi todetaan, että erisuurilla funktioilla on erisuuri
Laplace-muunnos, eli todetaan ns. Lerchin teoreema.

Tutkielman kolmannessa luvussa tutustutaan paremmin Laplace-muun-
noksen sovelluksiin. Ensimmäisessä alaluvussa 3.1 määritellään Gamma-
funktio ja todistetaan, että se sisältää kertoman ominaisuuden. Tämän jäl-
keen esitellään äärettömiä sarjoja. Alaluvussa 3.2 tutustutaan, kuinka Laplace-
muunnos käyttäytyy jaksollisten funktioiden kanssa. Ensiksi määritellään
jaksollinen funktio, jonka jälkeen esitetään vielä yksi esimerkki. Alaluvussa
3.3 käsitellään funktion derivaatan Laplace-muunnosta ja todistetaan deri-
vaattalause. Alaluku 3.4 käsittelee sekä ensimmäisen että toisen asteen line-
aarisia differentiaaliyhtälöitä ja niiden ratkaisua Laplace-muunnoksen avul-
la. Ensimmäiseksi käsitellään alkuarvoprobleema, jonka jälkeen esitetään
yleinen menetelmä tällaisien yhtälöiden ratkaisemiseksi Laplace-muunnoksen
avulla. Tämän jälkeen esitellään yleinen ratkaisu, reuna-arvo probleema, dif-
ferentiaaliyhtälöparit ja lopuksi integraaliyhtälöt. Viimeisessä alaluvussa 3.5
määritetään kahden funktion välinen konvoluutio ja kuinka se on yhteydessä
Laplace-muunnokseen.
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2 Laplace-muunnoksesta

2.1 Laplace-muunnoksen määritelmä ja perusominai-
suuksia

Tavallinen differentiaaliyhtälö ja osittaisdifferentiaaliyhtälö kuvaavat tietty-
jen suureiden vaihtelua ajan suhteen, kuten esimerkiksi virtaa sähköpiirissä,
kalvon värähtelyä tai eristetyn johdon läpi menevää lämpövirtaa. Nämä yhtä-
löt ovat yleensä yhdistetty alkuehtoihin, jotka kuvaavat systeemin alkutilaa,
kun t = 0.

Tehokas menetelmä ratkaista tämänkaltaisia ongelmia on Laplace-muunnos,
joka muuttaa tavallisen differentiaaliyhtälön perusalgebralliseksi lausekkeek-
si. Tämä algebrallinen lauseke voidaan palauttaa takaisin, jolloin saadaan
ratkaisu alkuperäiseen ongelmaan. Tämä tekniikka on tunnettu nimellä Laplace-
muunnos. Tässä luvussa 2.1 määritellään Laplace-muunnos ja esitellään sen
perusominaisuuksia. (Vrt. [2, s. 1]).

Oletetaan, että f on reaali- tai kompleksiarvoinen funktio reaalimuut-
tujan t > 0 (aika) suhteen ja s on reaalinen tai kompleksinen parametri.
Määritellään funktion f Laplace-muunnos seuraavasti.

Määritelmä 2.1. Laplace-muunnos. Olkoon f paloittain jatkuva funktio.
Sen Laplace-muunnos määritellään kaavalla

F (s) = L(f(t)) =
∞∫

0

e−stf(t)dt

= lim
t→∞

t∫
0

e−stf(t)dt(2.1)

aina, kun raja-arvo on olemassa (äärellinen luku).

Kun raja-arvo on olemassa, integraalin (2.1) sanotaan olevan suppeneva.
Jos raja-arvoa ei ole olemassa, integraalin sanotaan olevan hajaantuva ja täl-
löin Laplace-muunnosta ei ole määritelty funktiolle f . Merkintää L(f) käy-
tetään yleensä funktion f Laplace-muunnoksesta, ja integraali on tavallinen
Riemannin (epäoleellinen) integraali. (Vrt. [2, s. 1-2]).

Parametrin s määrittelyjoukko on joko reaalinen suora tai kompleksinen
taso. Valitaan s sopivasti niin, että Laplace-integraali (2.1) suppenee. Ma-
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tematiikan ja tekniikan kannalta parametrin s määrittelyjoukko on tärkeä.
Joka tapauksessa, käytännön kannalta, kun differentiaaliyhtälö on ratkais-
tu, parametrin s määrittelyjoukko on rutiininomaisesti jätetty huomioimat-
ta. Kun s on kompleksinen, käytetään usein merkintää s = x + iy. (Vrt. [2,
s. 2]).

Symboli L on Laplace-muunnos, joka toimii funktioon f = f(t) ja tuottaa
uuden funktion F (s) = L(f(t)).

Esimerkki 2.1. (Vrt. [2, s. 2]). Jos f(t) ≡ 1, kun t ≥ 0, niin

L(f(t)) =
∞∫

0

e−st1dt

= lim
t→∞

t/
0

e−st

−s

= lim
t→∞

(
e−st

−s
+ 1
s

)
(2.2)

= 1
s

edellyttäen, että s > 0 (jos s reaalinen). Näin ollen

L(1) = 1
s

(s > 0).(2.3)

Jos s ≤ 0, silloin integraali hajaantuu ja Laplace-muunnoksella ei ole
tulosta. Jos oletetaan, että s on kompleksinen muuttuja samalla oletuksella,
että Re(s) > 0, saadaan L(1) = 1

s
. (Vrt. [2, s. 3]). Yleisimmät Laplace-

muunnokset ja käänteismuunnokset näkyvät taulukossa 1.
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Taulukko 1: Yleisiä Laplace-muunnoksia ja käänteismuunnoksia.

f(t) F (s) =
∫∞

0 f(t)e−stdt

1 1
s

tn n!
sn+1

eat 1
s−a

tneat n!
(s−a)n+1

cos bt s
s2+b2

sin bt b
s2+b2

cosh at s
s2−a2

sinh at a
s2−a2

Todistetaan seuraavaksi, että esimerkissä esitetty integraali voidaan kä-
sitellä samalla tavalla, vaikka s olisi kompleksinen. Määritellään ensiksi tun-
nettu Eulerin lause.

Lause 2.1. (Vrt. [2, s. 3]). Olkoon θ reaaliluku. Silloin

(2.4) eiθ = cos θ + i sin θ.

Eulerin lauseesta seuraa, että
∣∣∣eiθ∣∣∣ = 1.

Apulause 2.2. Olkoon s = x+ iy 6= 0 mikä tahansa kompleksiluku. Tällöin

(2.5)
∫
estdt = est

s
.

Todistus. Ks. [2, s. 3].
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2.2 Eksponentiaalinen kertaluku ja Laplace-luokka

Määritelmä 2.2. Funktiolla f on eksponentiaalinen kertaluku α, jos on ole-
massa vakiot M > 0 ja α ∈ R siten, että jollakin t0 ≥ 0,

|f(t)| ≤Meαt, t ≥ t0.

Selvästi eksponenttifunktiolla eat on eksponentiaalinen kertaluku α = a,
kun taas funktiolla tn on eksponentiaalinen kertaluku α millä tahansa luvul-
la α > 0 ja n ∈ N. Rajoitetuilla funktioilla, kuten esimerkiksi sin t, cos t,
tan−1 t, on eksponentiaalinen kertaluku 0, kun taas funktiolla e−t on kerta-
luku −1. Funktiolla et2 ei ole eksponentiaalista kertalukua. Jos β > α, niin
eksponentiaalinen kertaluku α implikoi eksponentiaalisen kertaluvun β, sillä
eαt ≤ eβt, t ≥ 0. Yleensä kertaluku on pienin mahdollinen arvo α, ja jos ar-
vo ei itsessään ole merkittävä, sitä ei tarvitse määrittää ollenkaan. (Vrt. [2,
s. 12]).

Seuraavaksi esitellään laaja funktioiden luokka, Laplace-luokka, joka on
isossa osassa Laplace-muunnosten käsittelyssä.

Lause 2.3. Jos f on paloittain jatkuva välillä [0,∞) ja sen eksponentiaalinen
kertaluku on α, niin sen Laplace-muunnos L(f) on olemassa, kun Re(s) > α

ja se suppenee itseisesti.

Todistus. (Vrt. [2, s. 13]). Olkoon

|f(t)| ≤M1e
αt, t ≥ t0

jollakin reaaliluvulla α. Funktio f on paloittain jatkuva välillä [0, t0] ja näin
ollen rajoitettu tällä välillä. Tällöin

|f(t)| ≤M2, 0 < t < t0.

Nyt koska funktiolla eαt on positiivinen minimi välillä [0, t0], niin vakio M
voidaan valita riittävän suureksi siten, että

|f(t)| ≤Meαt, t > 0.
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Näin ollen
τ∫

0

∣∣∣e−stf(t)
∣∣∣ dt ≤M

τ∫
0

e−(x−α)tdt

=
τ/

0

Me−(x−α)t

−(x− α)

= M

x− α
− Me−(x−α)τ

x− α
.

Kun τ →∞, niin saadaan
τ∫

0

∣∣∣e−stf(t)
∣∣∣ dt ≤ M

x− α
,

koska Re(s) = x > α Täten Laplacen integraali suppenee itseisesti, kun
Re(s) > α.

2.3 Laplace-muunnoksen lineaarisuus ja äärettömät sar-
jat

Laplace-muunnoksen yksi perusominaisuus on sen lineaarisuus. Tämän omi-
naisuuden ansiosta siitä tulee käytännöllinen muun muassa insinöörimate-
matiikassa. Laplace-muunnoksen lineaarisuus on yksi helpoimmista ja käyte-
tyimmistä menetelmistä laskea muunnoksia. Lineaarisuutta käytetään apuna
laskettaessa esimerkiksi trigonometrisia ja hyperbolisia funktioita.

Lause 2.4. Laplace-muunnos on lineaarinen kuvaus. Ts. jos f ∈ L, kun
Re(s) > a, ja g ∈ L, kun Re(s) > b, niin f + g ∈ L, kun Re(s) > max[a, b].
Lisäksi

L(αf + βg) = αL(f) + βL(g),

missä α, β ∈ C.
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Todistus. (Vrt. [2, s. 31]).

L(αf + βg) =
∞∫

0

e−st (αf(t) + βg(t)) dt

=
∞∫

0

(
e−stαf(t)

)
dt+

∞∫
0

(
e−stβg(t)

)
dt

= α

∞∫
0

(
e−stf(t)

)
dt+ β

∞∫
0

(
e−stg(t)

)
dt

= αL(f) + βL(g).

Äärettömillä sarjoilla, ∑∞n=0 ant
n, ei ole yleisesti mahdollista ottaa sarjan

Laplace-muunnosta termi termiltä.

Lause 2.5. Jos
f(t) =

∞∑
n=0

ant
n

suppenee, kun t ≥ 0, ja
|an| ≤

Kαn

n!
kaikilla riittävän suurilla luvuilla n, ja α > 0, K > 0, tällöin

L (f(t)) =
∞∑
n=0

anL(tn) =
∞∑
n=0

ann!
sn+1 (Re(s) > α).

Todistus. Ks. [2, s. 18-19].
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2.4 Käänteismuunnos

Tässä luvussa 2.4 käsitellään Laplace-muunnoksen käänteismuunnosta. Kun
halutaan käyttää Laplace-muunnosta fysikaalisten ongelmien ratkaisussa, on
usein välttämätöntä käyttää käänteismuunnosta.

Määritelmä 2.3. Olkoon L(f(t)) = F (s). Silloin käänteinen Laplace-muunnos
on

L−1(F (s)) = f(t), missä t ≥ 0.

Tämän muunnoksen tarkoituksena on muuntaa funktio alkuperäiseen muo-
toonsa.

Esimerkki 2.2.
L−1

(
ω

s2 + ω2

)
= sinωt.

Tästä luonnollisesti herää kysymys: Onko olemassa toista funktiota f(t) 6=
sinωt, jonka käänteismuunnos on L−1

(
ω

s2+ω2

)
= sinωt? On siis tiedettävä,

milloin käänteismuunnos on yksikäsitteinen. (Vrt. [2, s. 23]).

Esimerkki 2.3. Olkoon

g(t) =

 sinωt jos t > 0;
1 jos t = 0.

Tällöin
L (g(t)) = ω

s2 + ω2 .

Yhden pisteen muuttaminen (tai jopa äärellisen määrän pisteitä) ei muuta
Laplacen (Riemannin) integraalin arvoa. (Vrt. [2, s. 23]).

Tämä esimerkki havainnollistaa, että käänteismuunnoksia L−1 (F (s)) voi
olla enemmän kuin yksi funktio, itse asiassa äärettömän monta, ainakin sil-
loin kun funktiot ovat epäjatkuvia. (Vrt. [2, s. 23-24]).

Lause 2.6. Erisuurilla jatkuvilla funktioilla välillä [0,∞) on erisuuri Laplace-
muunnos.

Tämä tulos tunnetaan Lerchin teoreemana. Se tarkoittaa, että jos rajoi-
tutaan välillä [0,∞) jatkuviin funktioihin, niin käänteismuunnos

L−1 (F (s)) = f(t)
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on yksikäsitteinen ja voidaan puhua vain käänteismuunnoksesta L−1 (F (s)).
Näin ollen voidaan kirjoittaa

L−1
(

ω

s2 + ω2

)
= sinωt, t ≥ 0.

Koska monet funktioista, joiden kanssa olemme tekemisissä, ovat ratkaisuja
differentiaaliyhtälöihin, niin ne ovat jatkuvia ja yllä olevat oletukset ovat
täysin sallittuja. (Vrt. [2, s. 24]).

Huomataan myös, että L−1 on lineaarinen eli

L−1 (aF (s) + bG (s)) = af(t) + bg(t),

missä L (f(t)) = F (s) ja L (g(t)) = G(s). Tämä seuraa funktion L lineaari-
suudesta (Lause 2.4) ja pätee, kun funktioiden F ja G määrittelyjoukut ovat
samat. (Vrt. [2, s. 24]).
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3 Sovellukset ja ominaisuudet

Erilaiset ongelmat, joita voidaan käsitellä Laplace-muunnoksen yhteydessä,
sisältää tavallisen- tai osittaisdifferentiaaliyhtälön sekä integraalin ja inte-
graalisen differentiaaliyhtälön. Tässä luvussa käsitellään Laplace-muunnoksen
toimintaperiaatteita ratkaista näitä kaikkia yhtälöitä. Jotta siis Laplace-
muunnoksen käyttöalueet hieman laajentuisi, on käsiteltävä gamma-funktio,
äärettömät sarjat, jaksolliset funktiot, funktion derivaatan Laplace-muunnos,
Laplace-muunnoksen käyttäytyminen ensimmäisen ja toisen asteen differen-
tiaaliyhtälöiden yhteydessä sekä konvoluutio.

3.1 Gamma-funktiosta

3.1.1 Gamma-funktion määritelmä ja sen ominaisuuksia

Tarkastellaan yhtälöä

L(tn) = n!
sn+1 , n = 1, 2, 3, · · ·(3.1)

Jotta tätä yhtälöä voidaan laajentaa ei-kokonaisluku arvoille n, on otettava
huomioon

L(tv) =
∞∫

0

e−sttvdt (v > −1).

Itse asiassa, kun −1 < v < 0, funktio f(t) = tv ei ole paloittain jatkuva välillä
[0, 1), koska se lähestyy ääretöntä, kun t → 0+. Silti, koska (epäoleellinen)
integraali

∫ t
0 t

vdt on olemassa, kun v > −1, ja f(t) = tv on rajoitettu kaikilla
suurilla arvoilla t, Laplace-muunnos L(tv) on olemassa. (Vrt. [2, s. 42]).

Muuttujanvaidolla x = st, (s > 0), saadaan

L(tv) =
∞∫

0

e−x
(
x

s

)v 1
s
dx

= 1
sv+1

∞∫
0

xve−xdx.(3.2)

Suure

(3.3) Γ(p) =
∞∫

0

xp−1e−xdx, (p > 0)
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tunnetaan (Eulerin) gamma-funktiona. Vaikka epäoleellinen integraali on ole-
massa ja se on jatkuva funktio, kun p > 0, se ei ole yhtäsuuri minkään al-
keisfunktion kanssa (Kuva 1).(Vrt. [2, s. 42]).

Kuva 1: Gamma-funktio [4].

Tällöin yhtälöstä (3.3) saadaan

L(tv) = Γ(v + 1)
sv + 1 , v > −1, s > 0.(3.4)

Verrataan yhtälöä (3.1) yhtälöön (3.4), kun v = n = 0, 1, 2, . . ., saadaan

Γ(n+ 1) = n!.(3.5)

Näin ollen voidaan todeta, että gamma-funktio on yleistys kertoman käsit-
teestä. Itse asiassa, se voidaan määritellä kaikilla kompleksiluvuilla v, missä
v 6= 0,−1,−2, . . ., ja se sisältää kertoman ominaisuuden

Γ(v + 1) = vΓ(v), v 6= 0,−1,−2, . . .

Todistus. [2, s. 46, tehtävä 1] Gamma-funktion määritelmä on Γ(r) =
∫∞

0 xr−1e−xdx

(yhtälö (3.3)) . Tämän nojalla

Γ(v + 1) =
∞∫

0

x(v+1)−1e−xdx

=
∞∫

0

xv+1−1e−xdx

=
∞∫

0

xve−xdx.
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Suoritetaan osittaisintegrointi. Merkitään u′ = e−x ja v = xv. Tehdään sijoi-
tus

∞∫
0

u′vdx = uv −
∞∫

0

uv′dx

∞∫
0

−e−xxvdx =
∞/

0

e−xxv −
∞∫

0

−e−xvxv−1dx

= 0 + v

∞∫
0

xv−1e−xdx

= v

∞∫
0

xv−1e−xdx.

= vΓ(v)

Esimerkki 3.1. (Vrt. [2, s. 43-44]). Määritä

L(log t) =
∞∫

0

e−st log tdt.

Asetetaan x = st, s > 0, jolloin

L(log t) =
∞∫

0

e−x log
(
x

s

) 1
s
dx

= 1
s

 ∞∫
0

e−x log xdx− log s
∞∫

0

e−xdx


= −1

s
(log s+ γ),(3.6)

missä

γ = −
∞∫

0

e−x log xdx = 0, 577215 . . .

on Eulerin vakio.
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3.1.2 Äärettömät sarjat

Jos
f(t) =

∞∑
n=0

ant
n+v (v > −1)

suppenee kaikilla t ≥ 0 ja |an| ≤ K(αn
n! ), K > 0, α > 0, kaikilla tarpeeksi

suurilla luvuilla n, tällöin

L (f(t)) =
∞∑
n=0

anΓ(n+ v + 1)
sn+v+1 (Re(s) > α).

Tämä tulos yleistää lauseen 2.5. Tutkitaan seuraavaksi samaa käänteismuun-
nokselle. Jos

(3.7) F (s) =
∞∑
n=0

an
sn+v+1 (v > −1),

missä sarja suppenee kun |s| > R, tällöin käänteismuunnos voidaan tehdä
termi termiltä:

(3.8) f(t) = L−1 (F (s)) =
∞∑
n=0

an
Γ(n+ v + 1)t

n+v, (t ≥ 0).

Todistetaan yhtälö (3.8). Huomaa, että koska sarja (3.7) suppenee, kun
|s| > R, niin ∣∣∣∣ansn

∣∣∣∣ ≤ K

jollakin vakiolla K ja kaikilla luvuilla n. Tällöin kun |s| = r > R, niin

(3.9) |an| ≤ Krn.

Myös

(3.10) rn <
2n
n
rn = αn

n
,

kun α = 2r. Koska Γ(n+ v + 1) ≥ Γ(n), kun v > −1, n ≥ 2, niin yhtälöiden
(3.9) ja (3.10) nojalla

(3.11) |an|
Γ(n+ v + 1) ≤

Kαn

nΓ(n) = Kαn

n! ,

mikä piti osoittaa.
Lisäksi yhtälö (3.11) osoittaa∣∣∣∣∣ an

Γ(n+ v + 1)

∣∣∣∣∣ tn ≤ K(αt)n
n! (t ≥ 0),
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ja kun ∑∞
n=0

(αt)n
n! = eαt suppenee, suppenee yhtälön (3.8) sarja itseisesti.

Lisäksi tämä osoittaa, että funktio f on eksponentiaalista kertalukua. Olkoon
v = 0 yhtälössä (3.7). Silloin saadaan seuraava tulos: Jos

F (s) =
∞∑
n=0

an
s(n+ 1)

suppenee, kun |s| > R, tällöin käännökseksi saadaan

f(t) = L−1 (F (s)) =
∞∑
n=0

an
n! t

n.

(Vrt. [2, s. 44-45]).

3.2 Jaksollisten funktioiden Laplace-muunnos

Tässä luvussa käsitellään Laplace-muunnoksen käyttäytymistä jaksollisten
funktioiden yhteydessä. Jaksollisilla funktioilla on tärkeä rooli eri insinöörien
toimialoilla ja soveltavilla tieteenaloilla, erityisesti fysiikassa.

Määritelmä 3.1. Jos funktio F (t) noudattaa sääntöä

F (t) = F (t+ T )

jollakin reaalisella luvulla T ja kaikilla arvoilla −∞ < t < ∞, tällöin funk-
tiota F (t) kutsutaan jaksolliseksi funktioksi periodilla T . (Vrt. [1, s. 32]).

Jaksollisia funktioita ovat esimerkiksi sin t ja cos t, joiden periodit ovat
molemmilla T = 2π, kun taas funktion tan t periodi T = π. Koska funktiot
f , joita on tähän mennessä käsitelty, on määritelty vain kun t ≥ 0, käytetään
samaa jaksollisuutta kuin kuvassa (2) näkyy, myös näihin funktioihin.

Funktion f kuvaaja näkyy kuvassa (2) ja sen periodi on T . Määritellään
seuraavaksi

(3.12) F1(s) =
T∫

0

e−stf(t)dt,

joka tarkoittaa funktion f Laplace-muunnoksen ensimmäistä periodia ja joka
saa arvon nolla muualla. Kokonaisen funktion f Laplace-muunnos on tietty
monikerta ensimmäisestä periodista eli funktiosta F1(s). (Vrt. [2, s. 48]).
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Kuva 2: Funktion F(t) kuvaaja periodilla T [3].

Lause 3.1. Jos funktio F (s) = L (f(t)) on jaksollinen periodilla T > 0, niin

(3.13) F (s) = 1
1− e−sT F1(s).

Todistus. (Vrt. [2, s. 48-49]).

F (s) =
∞∫

0

e−stf(t)dt =
T∫

0

e−stf(t)dt+
∞∫
T

e−stf(t)dt.

Tehdään muuttujan vaihto τ = t− T viimeiseen integraaliin, jolloin saadaan
∞∫
T

e−stf(t)dt =
∞∫

0

e−s(τ+T )f(τ + T )dτ

= e−sT
∞∫

0

e−sτf(τ)dτ

funktion f jaksollisuuden perusteella. Näin ollen

F (s) =
T∫

0

e−stf(t)dt+ e−sTF (s),

josta ratkaisemalla saadaan

F (s) = 1
1− e−sT F1(s).
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Esimerkki 3.2. (Vrt. [2, s. 49]) Etsi jaksollisen funktion f(t) (kuva 3) Laplace-
muunnos.

Kuva 3: Funktion f(t) kuvaaja periodilla 2a.

Tämä funktio on paloittain jatkuva funktio periodilla T = 2a. Näin ollen
Laplace-muunnos on muotoa

F (s) = 1
1− e−2asF1(s),

missä

F1(s) =
2a∫
a

e−stdt

= −1
s

(
e−2as − eas

)
= 1
s

(e−as − e−2as).

Näin ollen

F (s) = e−as

s(1 + e−as) = 1
s(1 + eas) .
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3.3 Funktion derivaatan Laplace-muunnos

Ratkaistaessa differentiaaliyhtälöitä, on välttämätöntä tietää funktion f de-
rivaatan f ′ Laplace-muunnos. Termi L(f ′) voidaan ratkaista kirjoittamalla
se termin L(f) avulla.

Lause 3.2. (Derivaattalause) Oletetaan, että f on jatkuva välillä (0,∞) ja
eksponentiaalista kertalukua α ja että f ′ on paloittain jatkuva välillä [0,∞).
Tällöin

(3.14) L (f ′(t)) = sL (f(t))− f(0+) (Re(s) > α).

Todistus. (Vrt. [2, s. 54]) Integroidaan termeittäin
∞∫

0

e−stf ′(t)dt = lim
δ→0

lim
τ→∞

τ∫
δ

e−stf ′(t)dt

= lim
δ→0

lim
τ→∞

 τ/
δ

e−stf(t) + s

τ∫
δ

e−stf(t)dt


= lim

δ→0
lim
τ→∞

e−sτf(τ)− e−sδf(δ) + s

τ∫
δ

e−stf(t)dt


= −f(0+) + s

∞∫
0

e−stf(t)dt (Re(s) > α).

Näin ollen
L (f ′(t)) = sL (f(t))− f(0+).

Tässä on käytetty sitä tietoa, että Re(s) = x > α, joten
∣∣∣e−sτf(τ)

∣∣∣ ≤ e−xτMeατ

= Me−(x−α)τ → 0, kun τ →∞.

Vielä huomioitavaa on, että f(0+) on olemassa, koska f ′(0+) = limt→0+ f ′(t)
on olemassa. Selvästi, jos f on jatkuva, kun t = 0, niin tällöin f(0+) = f(0)
ja saadaan muoto

(3.15) L (f ′(t)) = sL (f(t))− f(0).
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Huomautus. Derivaattalauseella on mielenkiintoinen ominaisuus, sillä L (f ′(t))
saadaan ilman sitä edellytystä, että f ′ itse olisi eksponentiaalista kertalukua
(Ks. [2, s. 15], Esim. 1.14.).

Esimerkki 3.3. (Vrt. [2, s. 54-55]). Laske L(sin2 ωt) ja L(cos2 ωt) kaavan
(3.15) avulla.

Olkoon ensiksi f(t) = sin2 ωt, jolloin sen derivaatta f ′(t) = 2ω sinωt cosωt =
ω sin 2ωt. Nyt kaavan (3.15) avulla saadaan

L(ω sin 2ωt) = sL(ω sin2 ωt)− sin2 0,

josta saadaan

L(ω sin2 ωt) = 1
s
L(ω sin 2ωt)

= ω

s

2ω
s2 + 4ω2

= 2ω2

s(s2 + 4ω2) .

Vastaavasti

L(ω cos2 ωt) = 1
s
L(−ω sin 2ωt) + 1

s

= −ω
s

2ω
s2 + 4ω2 + 1

s

= s2 + 2ω2

s(s2 + 4ω2) .

On huomiotava, että jos f(0) = 0, voidaan kaavan (3.15) avulla ilmaista

L−1(sF (s)) = f ′(t),

missä F (s) = L(f(t)). Siis esimerkiksi

L−1
(

s

s2 − a2

)
=
(

sinh at
a

)′
= cosh at.

Se voi olla mahdollista, että funktio f muuttuu epäjatkuvaksi muualla
kuin alkuperäinen funktio. Tämä voidaan osoittaa seuraavalla tavalla.
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Lause 3.3. Oletetaan, että funktio f on jatkuva välillä [0,∞), lukuun ot-
tamatta hyppyepäjatkuvuuskohtaa, kun t = t1 > 0. Oletetaan lisäksi, että f

on eksponentiaalista kertalukua α ja f ′ on paloittain jatkuva välillä [0,∞).
Tällöin

L (f ′(t)) = sL (f(t))− f(0)− e−t1s
(
f(t+1 )− f(t−1 )

)
(Re(s) > α).

Todistus. (Vrt. [2, s. 56]).
∞∫

0

e−stf ′(t)dt

= lim
τ→∞

τ∫
0

e−stf ′(t)dt

= lim
τ→∞


t−1/
0

e−stf(t) +
τ/

t+1

e−stf(t) + s

τ∫
0

e−stf(t)dt


= lim

τ→∞

e−st1f(t−1 )− f(0) + e−sτf(τ)− e−st1f(t+1 ) + s

τ∫
0

e−stf(t)dt
 .

Näin ollen

(3.16) L (f ′(t)) = sL (f(t))− f(0)− e−t1s
(
f(t+1 )− f(t−1 )

)
.

Jos 0 = t0 < t1 < · · · < tn on äärellinen määrä lukuja, jotka muuttuvat
epäjatkuviksi, saadaan (3.16) muotoon

(3.17) L (f ′(t)) = sL (f(t))− f(0+)−
n∑
k=1

e−tks
(
f(t+k )− f(t−k )

)
.

Huomautus. Jos oletetaan, että f ′ on jatkuva välillä [0,∞) ja myös eksponen-
tiaalista kertalukua, tästä seuraa, että sama pätee myös funktiolle f itselle.

Tarkastellaan tätä tarkemmin. Oletetaan, että

|f ′(t)| ≤Meαt, t ≥ t0, α 6= 0.

Tällöin

f(t) =
t∫

t0

f ′(τ)dτ + f(t0),
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ja

|f(t)| ≤M

t∫
t0

eατdτ + |f(t0)|

≤ M

α
eατ + |f(t0)|

≤ Ceατ , t ≥ t0.

Koska f on jatkuva, tulos pätee, kun α 6= 0 ja tapaus α = 0 on sisällytetty
tähän.(Vrt. [2, s. 56]).

Käsitellessä differentiaaliyhtälöitä, on myös tiedettävä mitä on L(f ′′),
L(f ′′′) jne. Oletetaan, että voidaan soveltaa kaavaa (3.15) funktiolle f ′′.
Tällöin

L (f ′′(t)) = sL (f ′(t))− f ′(0)

= s (sL (f(t))− f(0))− f ′(0)

= s2L (f(t))− sf(0)− f ′(0).(3.18)

Samoin

L (f ′′′(t)) = sL (f ′′(t))− f ′′(0)

= s3L (f(t))− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0)(3.19)

sopivin ehdoin. (Vrt. [2, s. 57]).

3.4 Tavalliset differentiaaliyhtälöt

Derivaattalause 3.2 antaa kaikki mahdollisuudet käyttää Laplace-muunnosta
apuna, kun ratkaistaan tavallisia differentiaaliyhtälöitä (Vrt. [2, s. 59]). Dif-
ferentiaaliyhtälöt ovat yhtälöitä, joiden tuntematon on derivaattamuodos-
sa. Laplace-muunnoksen avulla on mahdollista eliminoida yhtälön derivaatta
korvaamalla derivaatta luvun s monikerralla. Laplace-muunnos on hyvä me-
netelmä ratkaista tämän kaltaisia differentiaaliyhtälöitä. Tavallisen differen-
tiaaliyhtälön aste on tuntemattoman korkein derivaatta. Täten yhtälö(

dy

dx

)3

+ y = sin(x)
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on ensimmäisen asteen differentiaaliyhtälö. Vastaavasti yhtälö
d2y

dx2 +
(
dy

dx

)4

+ ln x = 0

on toisen asteen differentiaaliyhtälö.(Vrt. [1, s. 49]).
Jos yhtälö on tavallisesta poikkeava, sitä ei voida ratkaista Laplace-muun-

noksella. Tämän takia ratkaiseminen on rajoitettava ensimmäisen ja toisen
asteen lineaarisiin differentiaaliyhtälöihin. Vaikka tämä vaikuttaa suurelta
rajoitukselta, se silti käsittää lähes kaikki tavalliset lineaariset differentiaa-
liyhtälöt oikean elämän tilanteissa. Laplace-muunnos on lineaarinen ja sen
lineaarisuus on esitetty lauseessa 2.4. Lineaarisen differentiaaliyhtälön riip-
puvan muuttujan on myös noudatettava tätä lineaarisuuden ominaisuutta.
Differentiaaliyhtälöt, joita ei voida ratkaista Laplace-muunnoksen avulla, si-
sältävät usein tuntemattomia tai lausekkeita kuten esimerkiksi tan(y) ja ey.
Sana Tavallinen tarkoittaa, että derivointi tapahtuu riippumattoman muut-
tujan suhteen.(Vrt. [1, s. 50]).

Kaksi käytännöllistä tulosta, joita voidaan tässä hyödyntää, ovat

L (f ′(t)) = sF (s)− f(0)(3.20)

ja

L (f ′′(t)) = s2F (s)− sf(0)− f ′(0),(3.21)

missä derivointi tapahtuu muuttujan t suhteen. Huomaa, että molemmis-
sa lausekkeissa oikealla puolella on f(0). Lisäksi derivaatan aste määrittää
sen, kuinka monta mielivaltaista vakiota ratkaisu sisältää. Ensimmäisen as-
teen differentiaaliyhtälö sisältää yhden mielivaltaisen vakion, toisen asteen
differentiaaliyhtälö sisältää kaksi mielivaltaista vakiota, jne. (Vrt. [1, s. 50]).

Kun otetaan Laplace-muunnos tavallisesta lineaarisesta differentiaaliyh-
tälöstä, funktion f(t) derivaatat häviävät ja funktion f(t) Laplace-muunnos
kerrotaan luvulla s, kun kyseessä on 1. asteen derivaatta ja luvulla s2, kun
kyseessä 2. asteen derivaatta. Lisäksi vakiot saavat muodon f(0), kun kyse 1.
asteen differentiaaliyhtälöstä, ja muodon f(0) sekä f ′(0), kun kyse 2. asteen
differentiaaliyhtälöstä. (Vrt. [1, s. 50]).

Yksi tapa ratkaista tavallisia differentiaaliyhtälöitä on alkuarvoprobleema.
Tämä on yleisin tapa ratkaista tällaisia yhtälöitä ja seuraavassa esimerkissä
ratkaistaankin 1. asteen tavallinen differentiaaliyhtälö.
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Esimerkki 3.4. (Tekijän itse laatima.) Ratkaise alkuarvoprobleema Laplace-
muunnoksen avulla

dy

dt
+ y = 0, missä y(0) = 2.

Otetaan ensiksi Laplace-muunnos molemmilta puolilta yhtälöä

L
(
dy

dt

)
+ L(y) = L(1)

Nyt kaavaa (3.20) apuna käyttäen saadaan

sy(s)− y(0) + y(s) = 1
s

sy(s) + y(s) = 1
s

+ 2

y(s)(s+ 1) = 1 + 2s
s

y(s) = 1 + 2s
s(s+ 1)

Tehdään osamurtokehitelmä

1 + 2s
s(s+ 1) = A

s
+ B

s+ 1

= A(s+ 1)
s(s+ 1) + Bs

s(s+ 1)

= A(s+ 1) +Bs

s(s+ 1)

= s(A+B) + A

s(s+ 1)

Näin ollen saadaan A = 1 ja B = 1, jolloin

L(y) = 1
s

+ 1
s+ 1 .

Tästä otetaan vielä Laplacen käänteismuunnos, eli

L−1
{1
s

+ 1
s+ 1

}
= 1 + e−t.

Yleinen menetelmä. Tavallisen differentiaaliyhtälön ratkaiseminen Laplace-
muunnoksen avulla voidaan tiivistää seuraaviin kolmeen vaiheeseen.

1. Ota Laplace-muunnos molemmilta puolilta differentiaaliyhtälöä. Tätä
tulosta kutsutaan muunnosyhtälöksi.
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2. Selvitä yhtälö L(y) = F (s), missä F (s) on algebrallinen lauseke muut-
tujana s.

3. Käytä käänteismuunnosta tuloksen y = L−1 (F (s)) saavuttamiseksi.

Useat menetelmät käänteismuunnoksen selvittämiseksi sisältää osamur-
tokehitelmän, käännöksen, derivaatan ja integraalin teorioita, konvoluution
ja integroinnin kompleksitasossa (Vrt. [2, s. 60]).

Seuraavaksi esitellään muutama esimerkki, kuinka Laplace-muunnosta
käytetään toisen asteen tavallisten differentiaaliyhtälöiden ratkiasemisessa.
Tekniikka ei ole muodoltaan erilainen kuin ensimmäisen asteen differentiaa-
liyhtälöiden ratkaisuissa, mutta käänteinen Laplace-muunnos on usein huo-
mattavasti haastavampi löytää. (Vrt. [1, s. 54]).

Esimerkki 3.5. (Vrt. [2, s. 59]). Ratkaise alkuarvoprobleema Laplace-muunnoksen
avulla, kun

d2y

dt2
+ y = 1, missä y(0) = y′(0) = 0.

Otetaan Laplace-muunnos molemmilta puolilta yhtälöä

L(y′′) + L(y) = L(1).

Sovelletaan kaavaa (3.21) seuraavasti

s2L(y)− sy(0)− y′(0) + L(y) = 1
s
.

Sijoitetaan alkuarvot, jolloin saadaan

s2L(y)− 0− 0 + L(y) = 1
s

L(y)(s2 + 1) = 1
s

L = 1
s(s2 + 1) .

Tehdään osamurtokehitelmä
1

s(s2 + 1) = A

s
+ Bs+ C

s2 + 1 .

Ratkaisemalla saadaan vakioiden arvoiksi A = 1, B = −1 ja C = 0. Näin
ollen saadaan

L(y) = 1
s(s2 + 1) = 1

s
− s

s2 + 1 .
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Tästä otetaan käänteinen Laplace-muunnos, jolloin tulokseksi saadaan

y = 1− cos t.

Laplace-muunnos soveltuu erityisen hyvin n.-asteen vakiokertoimisen li-
neaarisen differentiaaliyhtälön alkuarvoprobleeman ratkaisemiseen, eli siis

an
dny

dtn
+ an−1

dn−1y

dtn−1 + · · ·+ a0y = f(t),(3.22)

missä y(0) = y0, y′(0) = y1, · · · , y(n−1)(0) = yn−1.

Insinöörien parissa funktio f(t) tunnetaan paremmin sisääntulofunktio-
na, missä y = y(t) on ulostulo tai vastaus. Tässä tapauksessa sisääntulo f(t)
on eksponentiaalista kertalukua ja jatkuva, ulostulo y = y(t) yhtälön (3.22)
nojalla on myös eksponentiaalista kertalukua ja jatkuva (Ks. [2, s. 198-199],
Lause A.6) . Samalla kun Laplace-muunnoksen menetelmä antaa ratkaisuksi
y = y(t) (yhtälö (3.22)) silloin, kun t ≥ 0, se on yleisesti tosi koko reaa-
liakselilla −∞ < t < ∞, jos se on funktion f(t) määrittelyjoukko.(Vrt. [2,
s. 61]).

Sisääntulo funktio f(t) voi olla myös epäjatkuva.

Esimerkki 3.6. (Vrt. [2, s. 61-62]) Ratkaise alkuarvoprobleema

y′′ + y = Eua(t), y(0) = 0, y′(0) = 1.

Tässä systeemi olettaa, että sisääntulo on nolla, kun 0 ≤ t < a, ja E (vakio),
kun t ≥ a. Tällöin

s2L(y)− sy(0)− y′(0) + L(y) = Ee−as

s

ja

L(y) = 1
s2 + 1 + Ee−as

s(s2 + 1)

= 1
s2 + 1 + E

(1
s
− s

s2 + 1

)
e−as.

Tästä saadaan

y = L−1
( 1
s2 + 1

)
+ EL−1

[(1
s
− s

s2 + 1

)
e−as

]
= sin t+ Eua(t)(1− cos(t− a)).
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Tässä voidaan todeta, että y on muotoa

y =


sin t, kun 0 ≤ t < a

sin t+ E(1− cos(t− a)), kun t ≥ a.

Huomataan vielä, että y(a−) = y(a+) = sin a, y′(a−) = y′(a+) = cos a,
y′′(a−) = − sin a, mutta y′′(a+) = − sin a + Ea2. Näin ollen y′′(t) on vain
paloittain jatkuva.

Yleinen ratkaisu. Jos kaavassa (3.22) olevia alkuarvoja ei ole määri-
telty, Laplace-muunnosta voi silti soveltaa yleisen ratkaisun löytämiseksi.

Esimerkki 3.7. (Vrt. [2, s. 63]). Ratkaise

y′′ + y = e−t,

kun y(0) = y0, y′(0) = y1 ei ole määritelty. Nyt

s2L − sy(0)− y′(0) + L = L(e−t).

Tehdään osamurtohajotelma, josta saadaan

L(y) = 1
(s+ 1)(s2 + 1) + sy0

s2 + 1 + y1

s2 + 1

=
1
2

s+ 1 −
1
2s−

1
2

s2 + 1 + y0s

s2 + 1 + y1

s2 + 1 ,

Otetaan käänteinen Laplace-muunnos L−1, jolloin saadaan

y = 1
2e
−t +

(
y0 −

1
2

)
cos t+

(
y1 + 1

2

)
sin t.

Koska y0 ja y1 voivat saada kaikki mahdolliset arvot, yleiseksi ratkaisuksi
saadaan

y = c0 cos t+ c1 sin t+ 1
2e
−t,

missä c0 ja c1 ovat mielivaltaisia reaalisia vakioita. Huomaa, että tämä tulos
on voimassa, kun −∞ < t <∞.

Reuna-arvoprobleema. Laplace-muunnoksen avulla voi ratkaista myös
tämän tyyppisiä ongelmia.
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Esimerkki 3.8. [2, s. 73, tehtävä 2a] Ratkaise reuna-arvoprobleema

y′′ + λ2y = sinλt, y(0) = 1, y( π2λ) = π.

Otetaan ensiksi Laplace-muunnokset molemmilta puolilta yhtälöä. Tällöin

L(y′′) + λ2L(y) = L(sin λt).

Tästä ratkaisemalla saadaan

s2L(y)− sy(0)− y′(0) + λ2L(y) = λ

s2 + λ2

L(y)(s2 + λ2)− sy(0)− y′(0) = λ

s2 + λ2

L(y)(s2 + λ2) = λ

s2 + λ2 + sy(0) + y′(0)

L(y) = λ

(s2 + λ2)2 + sy(0)
s2 + λ2 + y′(0)

s2 + λ2 .(3.23)

Ratkaisemalla Laplace-muunnokset, saadaan

y = 1
2λt sin λt+ cosλt+ y′(0)

λ
sin λt.

Sijoittamalla yhtälöön (3.23) reunaehto y( π
2λ) = π, saadaan

π = y
(
π

2λ

)
= 1

2λ
π

2λ sin
(
λ
π

2λ

)
+ cos

(
λ
π

2λ

)
+ y′(0)

λ
sin

(
λ
π

2λ

)
π = π

4λ2 + y′(0)
λ

y′(0) = λπ − π

4λ.

Näin ollen
y = 1

2λt sin λt+ cosλt+
(
λπ − π

4λ
λ

)
sin λt.

Vastaavasti, jos reunaehto olisi

y(0) = 1, y′(π
λ

) = π,

niin yhtälön (3.23) derivaataksi saataisiin

y′ = 1
2λ (sin λt+ λt cosλt)− λ sin λt+ y′(0) cosλt.
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Näin ollen

π = y′
(
π

λ

)
= 1

2λ

(
sin λπ

λ
+ λ

π

λ
cosλπ

λ

)
− λ sin λπ

λ
+ y′(0) cosλπ

λ

π = 1
2λ (0 + π(−1))− y′(0)(−1)

π = −π2λ − y
′(0)

y′(0) = π − π

2π .

Näin ollen ratkaisuksi saadaan

y = 1
2λt sin λt+ cosλt+ 1

λ

(
π − π

2λ

)
sin λt.

Differentiaaliyhtälöparit. Laplace-muunnoksen menetelmää voi sovel-
taa myös differentiaaliyhtälöparien ratkaisemiseen (vrt. [2, s. 65]). Samalla
tavoin kuin Laplace-muunnos muuttaa yksinkertaisen differentiaaliyhtälön
yksinkertaiseksi algebralliseksi yhtälöksi, se voi muuttaa differentiaalliyhtä-
löparin algebralliseksi yhtälöpariksi. Seuraavassa esimerkissä oleva lineaari-
nen differentiaaliyhtälöpari tullaan muuntamaan algebralliseksi yhtälöparik-
si. Nämä yhtälöt sisältävät muuttujan s ja tämä muunnos muuntaa muut-
tujan parametriksi. Tällaiset lausekkeet voivat yleisesti olla varsin monimut-
kaisia. (Vrt. [1, s. 63]).

Esimerkki 3.9. [2, s. 74, tehtävä 6a] Ratkaise yhtälöpari
2dx
dt

+ 3x+ y = 0 (1)

2dy
dt

+ x+ 3y = 0 (2)

Laplace-muunnosta apuna käyttäen, kun x(0) = 2 ja y(0) = 0. Otetaan
ensiksi Laplace-muunnos molemmista yhtälöistä. Yhtälöstä (1) näin ollen
saadaan

2L(x′) + L(3x) + L(y) = 0

2sL(x)− x(0) + 3L(x) + L(y) = 0

2sL(x)− 2 + 3L(x) + L(y) = 0

(2s+ 3)L(x) + L(y) = 2.
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Vastaavasti yhtälöstä (2) saadaan

2L(y′) + L(x) + L(3y) = 0

2sL(y)− y(0) + L(x) + 3L(y) = 0

L(x) + (2s+ 3)L(y) = 0.

Yhtälöstä (1) saadaan Cramerin säännöllä

L(x) = 4s+ 6
4s2 + 12s+ 8 .

Vastaavasti yhtälöstä (2) saadaan

L(y) = −2
4s2 + 12s+ 8 .

Tehdään molemmille yhtälöille osamurtokehitelmä, jolloin yhtälöstä (1) saa-
daan

L(x) = 1
s+ 2 + 1

s+ 1 .

Samoin yhtälöstä (2) saadaan

L(y) = 1
s+ 2 −

1
s+ 1 .

Molemmista yhtälöistä otetaan vielä käänteinen Laplace-muunnos, jolloin
ratkaisuksi saadaan 

x(t) = e−2t + e−t (1)

y(t) = e−2t − e−t. (2)

Integraaliyhtälöt. Tietyt differentiaaliyhtälöt on välttämätöntä laskea
Laplace-muunnoksen integraalin avulla.

Lause 3.4. Jos f on paloittain jatkuva välillä [0,∞) ja eksponentiaalista
kertalukua α ≥ 0 ja

g(t) =
t∫

0

f(u)du,

niin
L (g(t)) = 1

s
L (f(t)) (Re(s) > α).
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Todistus. (Vrt. [2, s. 66]). Nyt g′(t) = f(t) lukuunottamatta funktion f epä-
jatkuvuuspisteitä. Osittaisintegroidaan, jolloin saadaan

∞∫
0

e−stg(t)dt = lim
τ→∞

 τ/
0

g(t)e−st
−s

+ 1
s

τ∫
0

e−stf(t)dt
 .

Koska g(0) = 0, riittää laskea

lim
τ→∞

g(τ)e−sτ
−s

.

Lopulta saadaan

∣∣∣g(τ)e−sτ
∣∣∣ ≤ e−xτ

τ∫
0

|f(u)| du

≤Me−xτ
τ∫

0

eαudu

= M

α
(e−(x−α)τ − e−xτ )

→ 0 kun τ →∞ silloin, kun x = Re(s) > α > 0.

Vastaavasti tämä pätee, kun α = 0. Näin ollen

L (g(t)) = 1
s
L (f(t)) (Re(s) > α).

Esimerkki 3.10. (Vrt. [2, s. 67]). Funktiota Si(t) kutsutaan sini-integraaliksi.
Määritä tämän Lapalace-muunnos.

L (Si(t)) = L
 t∫

0

sin u
u

du


= 1
s
L
(sin t

t

)
= 1
s

tan−1 1
s
.

3.5 Konvoluutio

Kahden funktion, f(t) ja g(t), missä t > 0, konvoluutio on tärkeä ratkai-
sumenetelmä monissa fysikaalisissa sovelluksissa. Tässä luvussa käsitellään
konvoluutio ja sen yhteys Laplace-muunnokseen.
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Määritelmä 3.2. (Konvoluutio). Kahden funktion f(t) ja g(t) konvoluutio
f ∗ g määritellään integraalina

(f ∗ g)(t) =
t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ,

missä funktiot f(t) ja g(t) ovat paloittain jatkuvia. (Vrt. [1, s. 37]).

Yksi tärkeä konvoluution ominaisuus on yhteys Laplace-muunnokseen,
missä kahden funktion konvoluution Laplace-muunnos tuottaa näiden funk-
tioiden Laplace-muunnoksien tulon. Tämä on esitetty seuraavassa konvoluu-
tiolauseessa.

Lause 3.5. (Konvoluutiolause). Jos f ja g ovat paloittain jatkuvia välillä
[0,∞) ja eksponentiaalista kertalukua α, niin

L[(f ∗ g)(t)] = L (f(t)) · L (g(t)) (Re(s) > α) .

Todistus. (Vrt. [2, s. 92]). Yhtälön oikeasta puolesta saadaan

L (f(t)) · L (g(t)) =
 ∞∫

0

e−sτf(τ)dτ
 ∞∫

0

e−sug(u)du


=
∞∫

0

 ∞∫
0

e−s(τ+u)f(τ)g(u)du
 dτ.

Merkitään t = τ + u ja huomataan, että τ on kiinnitetty sisemmässä inte-
graalissa, jolloin du = dt. Näin ollen

L (f(t)) · L (g(t)) =
∞∫

0

 ∞∫
τ

e−stf(τ)g(t− τ)dt
 dτ.(3.24)

Jos määritellään, että g(t) = 0, kun t < 0, niin g(t− τ) = 0, kun t < τ . Näin
ollen yhtälöstä (3.24) saadaan

L (f(t)) · L (g(t)) =
∞∫

0

∞∫
0

e−stf(τ)g(t− τ)dtdτ.

Koska funktiot f ja g toteuttavat Laplace-muunnoksen olemassaolon ehdon,
funktioiden f ja g integraalit suppenevat itseisesti ja näin ollen

∞∫
0

∞∫
0

∣∣∣e−stf(τ)g(t− τ)
∣∣∣ dtdτ

33



suppenee. Nyt voidaan muuttaa integrointijärjestys, jolloin saadaan

L (f(t)) · L (g(t)) =
∞∫

0

∞∫
0

e−stf(τ)g(t− τ)dtdτ

=
∞∫

0

 t∫
0

e−stf(τ)g(t− τ)dτ
 dt

=
∞∫

0

e−st

 t∫
0

f(τ)g(t− τ)dτ
 dt

= L[(f ∗ g)(t)].

Esimerkki 3.11. [2, s. 101, tehtävä 1c] Laske

L−1
(

1
s2(s2 + 1)

)

konvoluutiota apuna käyttäen.
Aikaisemmin käytettiin osamurtokehitelmää, mutta nyt voidaan kirjoit-

taa
1

s2(s2 + 1) = 1
s2

1
s2 + 1 ,

missä L(t) = 1
s2 ja L(sin t) = 1

s2+1 . Konvoluutiolauseen nojalla saadaan

1
s2

1
s2 + 1 = L(t ∗ sin t).

Suoritetaan osittaisintegrointi. Merkitään u′ = sin(t− τ) ja v = τ . Tehdään
sijoitus, jolloin saadaan

L−1
(

1
s2(s2 + 1)

)
= t ∗ sin t

t∫
0

τ sin(t− τ)dτ =
t/

0

τ cos(t− τ)−
t∫

0

cos(t− τ)dτ

= t cos(t− t) +
t/

0

sin(t− τ)

= t cos 0 + sin 0− sin t

= t− sin t.
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