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Tiivistelma

Tassa didaktisessa pro gradu -tutkielmassa esitelladn aluksi integraalilasken-
nan historian merkittdvimmat kehitysvaiheet. Historian avulla pyritddn he-
rattamadn lukijan kiinnostus integraalilaskentaan. Tutkimuksen keskeisin ta-
voite on lisdta kiinnostusta integraalilaskentaa kohtaan. Tamé tutkimus hyo-
dyttaa lukion pitkdn matematiikan opiskelijoita tarjoamalla hyodyllisté tilas-
totietoa pitkdn matematiikan integraalilaskennan ylioppilastehtaviin liittyen.
Tutkimuksessa tarkastellaan vuosien 1991-2010 pitkdn matematiikan ylioppi-
laskokeiden integraalilaskentaan liittyvia tehtéavid. Tutkimuksessa osoitetaan
yhteys tutkittuna aikavalind voimassa olleiden lukion opetussuunnitelman pe-
rusteiden korostamien integraalilaskennan keskeisten sisaltojen seka ylioppilas-
kokeiden tyypillisten integraalilaskennan tehtavien vélilla. Ylioppilastehtavista
tehdyt tilastot osoittavat, ettd kiinnostus integraalilaskentaan on vahéista se-
ka tehtavistd saadut pistekeskiarvot verrattaen heikkoja. Vahaista kiinnosta
integraalilaskentaa kohtaan pidetadn nain ollen osasyyna siihen, etta integraa-
lilaskentaa pidetdan vaikeana matematiikan osa-alueena.
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1 Johdanto

Oman henkilokohtaisen kokemukseni mukaan integrointi sanana kuulostaa mo-
nen mielestd vastenmieliseltd ja vaikealta. Tété integraalilaskentaan liittyvaa
myyttia haluan talla tyollani omalta osaltani purkaa. Myos omat muistikuvani
lukiosta ovat sellaiset, etta integraalilaskennan kurssia odotettiin pelonsekaisin
tuntein. Kurssi vastasi kuitenkin vaikeustasoltaan muita lukion matematiikan
pitkdn oppimédardn kursseja. Yliopisto-opintojen myota integraalilaskenta on
osoittautunut mielestdni yhdeksi loogisimmista ja viehattadvimmistd matema-
tiikan osa-alueista. Taman pro gradu -tutkielman tavoitteena on lisata kiinnos-
tusta integraalilaskentaa kohtaan.

Tamaé on didaktinen pro gradu -tutkielma. Lukijalta edellytetdan analyysin
perusteita vastaavia taitoja. Tutkielma etenee integraalilaskennan esivaiheista
nykyiseen lukion integraalilaskentaan. Luvussa [2| tutustutaan integraalilaske-
nan esivaiheisiin aina Antiikin ajalta 1900-luvulle saakka. Tyossa tarkastellaan
myo0s integraalilaskentaan liittyvia pitkan matematiikan ylioppilastehtéavié vuo-
sina 1991-2010. Tutkittuna aikavélind voimassa olleiden lukion opetussuunni-
telman perusteiden integraalilaskennalle asettamat vaatimukset ja tavoitteet
esitelladn luvussa [Bl Matemaattinen teoria -luku [ sisiltaa tasmallisen teo-
rian lisaksi havainnollistavaa teoriaa. Luvun kuvaileva osuus mukailee Vaisaldn
teoksia [I8; [16; [17]. Vaisélén teosten paaméérana oli edesauttaa differentiaali-
ja integraalilaskennan alkeiden ottamista osaksi oppikoulun opetusta [16] ja
tdma paamadra on toteutunut. Tasta syysta Vaisdlan teokset ovat tdméan tut-
kielman kannalta hyvin arvokkaita. Viimeisessa luvussa [5| tarkastellaan inte-
graalilaskentaan liittyvia pitkdn matematiikan ylioppilastehtavia.



2 Integraalilaskennan historiaa

Tassa luvussa tarkastellaan integraalilaskennan esivaiheita. Integraalilasken-
nan historiaan perehdytdan tutustumalla integraalilaskennassa merkittavim-
piin saavutuksiin yltdneiden matemaatikoiden menetelmiin.

2.1 Arkhimedes

Antiikin kreikkalainen Arkhimedes on tiettdvésti ensimmaéinen, jonka keskei-
sin matemaattinen tuotanto voidaan katsoa integraalilaskennaksi. Arkhime-
des osoitti menetelmiensa avulla, ettd ympyrdn ala on puolet siteen ja kehén
tulosta seka laski paraabelin segmentin ja ellipsin alan, pallon alan ja tila-
vuuden, pyorahdyskappaleiden tilavuuksia, erilaisten kuvioiden ja kappaleiden
painopisteitd sekd ympyran kehén pituuden likiarvoja. Arkhimedeen kirjoituk-
set olivat pitkdan kateissa. Vuonna 1906 l6ydetyssa Metodi kirjoituksessaan
Arkhimedes esitti, miten alueen pinta-ala lasketaan jakamalla se janoihin, joi-
ta verrataan pinta-alaltaan tunnetun alan alueen janoihin asettamalla kyseiset
osat ikdan kuin erivartisen vaa’an kuppeihin. Tallé integraalilaskentaa muistut-
tavalla menetelmélla Arkhimedes laski paraabelin kaaren rajoittamien alueiden
aloja. [9, s. 21]

Ranskalainen Nicole Oresme esitti 1300-luvulla nopeus-aika-graafin tasai-
sesti kiihtyvéssa liikkeessé olevalle kappaleelle [I), s. 376]. Han oli tiettavésti en-
simmainen, joka suoritti geometrisesti yksinkertaista integrointia laskiessaan
etaisyysfunktiota eli nopeus-aika kayran alle jadvaa alaa [I), s. 378].

2.2 Stevinus

Integraalilaskennasta on kéytetty myos nimitysta infinitesimaalianalyysi. Tama
matematiikan menetelma sai alkunsa flaamilaiselta Simon Stevinukselta, joka
todisti teoksessaan Statiikka (1586), ettd kolmion painopiste on sen mediaanil-
la. Néin ollen piirrettdessa kolmion sisdan yhté korkeita suunnikkaita, joiden
kaksi sivua ovat yhden kolmion sivun suuntaisia seka kaksi muuta sivua ovat
tatd kolmion sivua vasten piirretyn mediaanin suuntaisia, ovat suunnikkaiden
painopisteet symmetrian nojalla kolmion mediaanilla, ks. kuvio[2.1] Mit4 mata-
lampia suunnikkaita kolmion sisdan piirretaén, sita pienempi on kolmion ja sen
sisdan piirrettyjen suunnikkaiden ero. Koska ero voidaan tehda mielivaltaisen
pieneksi, on kolmion painopiste myos sen mediaanilla. [1L s. 456]



Kuvio 2.1. Kolmioon piirrettyjen suunnikkaiden painopisteet ovat me-
diaanilla [, s. 456].

2.3 Kepler

Stevinuksen geometrisen menettelyn kohdistuessa darettoméan monen daretto-
mén pienen osasen fysikaalisiin sovelluksiin, saksalainen tahtitieteilijd Johan-
nes Kepler (1571-1630) puolestaan hyodynsi vastaavaa menetelméd aivan eri
mittakaavan ongelmien ratkomiseen [I} s. 457]. Kepler luotti kopernikaaniseen
tahtitieteeseen ja hén halusi ymmaértda aurinkokunnan rakenteen geometristen
kuvioiden avulla [I3] s. 71]. Tutkimalla Mars-plateetan rataa, Kepler keksi, ettei
ympyraratamalli voi olla oikea, vaan plateetat kiertavat aurinkoa ellipsin muo-
toisella radalla. Kepler julkaisi Marsia koskeneet tutkimuksensa vuonna 1609
ilmestyneessé teoksessaan Astrinomia Nova, missd hén esitti kaksi ensimmaéisté
nimeddn kantavaa lakia [13, s. 77

Keplerin I laki Planeetan rata on ellipsi, jonka toisessa polttopisteessa si-
jaitsee aurinko.

Keplerin II laki Planeetan ja auringon véalinen jana pyyhkaisee yhté pitkissa
aikavaleissd yhta suuret pinta-alat.

Pinta-alalaki eli Keplerin II laki, mikd on tarkoitettu fysikaalisesti perus-
telluksi sdannoksi planeetan sijainnin laskemiseksi radallaan, edelsi Keplerin I
lakia. Keplerin ajatus, ettd planeetta etenee radallaan nopeammin radan au-
ringon puoleisessa osassa pohjautuu Kopernikuksen saamaan tulokseen, etta
aurinko on voimakeskus, joka antaa planeetoille niiden nopeudet. Kopernikuk-
sen mukaan, mita lahempané aurinkoa planeetta on, sitd nopeammin se keski-
madrin likkkuu radallaan. [13], s. 75]

Kuviossa kuvio [2.2]on havainnollistettu Keplerin IT lakia. Planeetalta menee
kunkin vilin DE, EG, GJ jne. kulkemiseen yhta pitka aika. Planeetan nopeus
maaraytyy siten, etta planeettaa ja aurinkoa yhdistéava viiva pyyhkaisee tietyn
mittaisessa ajassa aina yhté suuren alueen. Néain ollen planeetta kulkee nopei-
ten ollessaan lahinné aurinkoa eli pisteesséd D ja hitaiten ollessaan kauimpana
auringosta eli pisteessa Q).

Planeetan radan auringon ympérille muodostavan ellipsin pinnan Kepler
ajatteli muodostuvan adrettoman monesta kolmiosta, jonka yksi karki on aurin-



Kuvio 2.2. Keplerin II lain havainnollistus [13], s. 75].

gossa ja kaksi planeetan radalla hyvin ldhekkain toisiaan. Kepler sovelsi Ores-
men menetelméan kaltaista integraalilaskentaa, missd ympyrdn ala lasketaan
aarettoman kapeiden kolmioiden avulla. Talloin kolmioiden korkeudet ovat yh-
tasuuria kuin ympyran siade r ja kolmioiden kannat b1, b, ..., b, aarettoméan
lyhyita siten, ettd niiden yhteenlaskettu pituus on ympyréan kehdn pituus C.
Néin ollen ympyran ala saadaan laskemalla kolmioiden alojen summa

1 1 1 1 1
§b1r+§bgr+---+§bn7“:§T(b1+bg+---+bn):§r0.

Vastaavasti Kepler johti myos ellipsin alan. Kepler sovelsi integrointimenetel-
midan pinta-alojen lisdksi myos tilavuuksiin tutkimalla pyorahdyskappaleiden
tilavuuksia. Tilavuuden hin ajatteli koostuvat darettomén monesta infinite-
simaalisesta alkiosta ja laskutoimitukset han suoritti vastaavasti kuin pinta-
alojen suhteen. [I], s. 458-460]

2.4 Galilei ja Cavalieri

Adrettoman pieni tuli Galileille dérettéméan suurta tirkeimméksi hinen huo-
mattuaan sen olevan valttdmaton hinen dynamiikassaan. Galileilla ei kuiten-
kaan ollut riittdvia matemaattisia valmiuksia kehittdmiensé kayrien analysoi-
miseksi [I, s. 462]. Oresmen, Keplerin ja Galilein tavoin Galilein oppilaan ita-
lialaisen Bonaventura Cavalierin (1598-1647) menetelméa perustuu siihen, etta
pinta-ala koostuu jakamattomista suorista ja tilavuus vastaavasti jakamatto-
mista pinta-aloista [I], s. 465].

Vuonna 1635 ilmestynyt Cavalierin teos Geometria indivisibilibus continuo-
rum vaikutti merkittavisti integraalilaskennan kehitykseen. Cavalieri kehitti
jakamattomien menetelman, miké perustuu kaantden yksikertaiseen alkioiden
yhteyteen kahden konfiguraation vélilla.

Cavalieri johti nykyistd differentiaali- ja integraalilaskennan lausetta [2.1]
vastaavan geometrisen teoreeman tutkimalla suunnikkaita. Jakakoon lavistaja
CF suunnikkaan AF DC kahdeksi kolmioksi AC'F ja CDF kuvio[2.3] Cavalie-
ri vertasi suunnikkaan kannan C'D kanssa samansuuntaisten suorien BG, HE
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Kuvio 2.3. Cavalierin menetelmén havainnollistus [I, s. 468].

potensseja vastaaviin suorien potensseihin jommassa kummassa kolmiossa, jot-
ka suunnikkaan lavistdja muodostaa. Olkoon H E kolmion C'DF jakamaton ja
samansuuntainen kuin suunnikkaan kanta C'D. Asettamalla BC' = F'E ja piir-
tdmalld janan BG samansuuntaiseksi suunnikkaan kannan C'D kanssa, voidaan
todistaa, ettd kolmion AC'F' jakamoton BG on yhta suuri kuin H E. Néin ollen
kolmioiden ACF ja CDF jakamattomat voidaan asettaa pareittain yhteyteen
ja voidaan todeta kolmioiden olevan keskenadn yhté suuret. Edelleen koska
suunnikas on kahden kolmion jakamattomien summa, on yhden kolmion suo-
rien ensimmaéisten potenssien summa oltava puolet suunnikkaan, jonka kannan
pituus on a, suorien ensimmaéisten potenssien summasta. Toisin sanoen

a 2

a
dr = £
/3““" 2

0

Vastaavasti Cavalieri osoitti, ettd kolmion suorien nelididen summa on kolman-
nes suunnikkaan suorien nelididen summasta seka sen, ettd kuutiolle vastaava
suhde on 1/4. [1}, s. 465-468]

Cavalierin tarkein teoreema vastaa nykyista differentiaali- ja integraalilas-
kennan lausetta

a n 1
(2.1) /x”dx _er
0

Cavarieri rajoittui tapauksiin n = 1,2, ...,9. Cavalierin tyolas geometrinen
teoreema kévi pian vanhentuneeksi matemaatikoiden yltaessa merkittaviin tu-
loksiin toisaalla. [2, s. 495]

2.5 Fermat

Ranskalainen Pierre de Fermat (1601-1665) keksi saman, minka Cavalieri, kédy-
rien rajoittamia aloja koskevan teoreeman vuonna 1629. Aluksi Fermat méaritti

11



pinta-alat kayttamalla kokonaislukujen potenssien summien kaavoja

m+1
1m+2m+ 3"+ . 4+ n" >

>1m 2" +3"+ L+ (n—1)",

m—+1
joiden hén todisti olevan voimassa kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m.
Myohemmin Fermat kehitti menetelmén, missa eksponentiksi m sallittiin ko-
konaislukujen lisédksi myos rationaalilukuja. Olkoon kayra y = 2™ ja tarkoituk-
sena on laskea kayrdn rajoittama pinta-ala valilld x = 0 ja © = a. Fermat jakoi
véilin darettoman moneen osaan siten, ettd jakopisteet olivat abskissat a, aF,
aE? aF3,..., missi E < 1. Niista pisteistd Fermat piirsi ordinaatat ja laski kéy-
rian rajoittamalle pinta-alalle likiarvon kuvion [2.4] esittdmien suorakulmioiden
avulla. [2], s. 495]

>
>

0 a x

Kuvio 2.4. Fermat’'n menetelmén havainnollistus [2, s. 496].

Suorakulmioiden alat ovat suurimmasta alkaen a"(a—aFE), a"E"(aE—aFE?),
a"E*(aE? — aE?),... muodostaen geometrisen sarjan. Termien summa on

&n+1(1 _ E) _ an—i—l
1—Ertt 14+ E+E*4 ..+ E"
Kun suure E ldhestyy arvoa 1, suorakulmiot kapenevat ja niiden pinta-alojen

summa ldhestyy kayrdn rajoittamaa pinta-alaa. Mikéli F = 1, saadaan kayrin
y = 2" rajoittamaksi alaksi valilla ¢ =0 ja r = a

an—i—l

n+1"

Olkoon n = p/q. Téall6in geometrisen sarjan summa on

1— FEP 1+ E+E*>+ ...+ FE1!
1 — Erta 1+ FE+ E?+ ..+ Ertel

Edelleen kun F = 1, niin geometrisesta sarjasta saadaan

a(p+q)/q( ) = CL(erq)/q(

).

4, v+a/a
Pt+q

Saatu lauseke vastaa nykyistd merkintda [¢ zdx = [0 zdr — [ zda. [2, s. 496]

12



2.6 Pascal

Ranskalainen Blaise Pascal (1623-1662) johti differentiaali- ja integraalilasken-
nan kaavan

a

"4+1
(2.2) /x”dx _ Tt
, n+1

vastineen Pascalin kolmiossa voimassa olevan kaavan
1 ) 1 o 1 .
(n+1)" —(n+1) = (mf ) d i+ (m;— > S+ (m;; > i

avulla, missd summat lasketaan luvusta ¢ = 1 lukuun ¢ = n. [2 s. 515]

2.7 Wallis

Cavalierin tavoin englantilainen John Wallis (1616-1703) vertaili kolmion ja-
kamattomien nelioitda suunnikkaan jakamattomien neliéihin. Jos kolmion jaka-
mattomia on n, niin jakamattomien pituudet ovat 0, 1, 2,....n. Jos kolmiossa ja
suunnikkaassa on vain kaksi jakamatonta, Wallis oivalsi niiden jakamattomien
nelididen suhteen olevan

02+12 1 1 1

Zy12 2 376
Jos jakamattomia on kolme, on kolmion ja suunnikkaan jakamattomien nelioi-

den suhde
02+12+2> 5 1 L
22422422 12 3 12
Edelleen, jos jakamattomia on neljé saadaan suhteeksi
02+124+224+3* 14 1 1

= — 4+ —.
F+32+32+32 36 3 18
Néin ollen, jos jakamattomia on n + 1, tulos on

024+12+...+n%2 1 1

- 4 .
n2 +n? + ...n? 3 6n
Kun n = oo, suhde on ilmeisesti % Tulos vastaa sitéd, ettd [z%dr = 1. [2 s.

3
537-538]

2.8 Newton

Englantilainen Sir Isaac Newton syntyi vuonna 1642, jolloin Galilei kuoli. New-
ton tunsi Galilein, Fermat’n ja muiden edeltdjiensa tyon [2) s. 552]. Newton teki
paattymattomia sarjoja tutkiessaan merkittdvan keksinnon. Hén havaitsi, etté
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paattymattomissé sarjoissa toimivat samat yleiset lait kuin darellisten suurei-
den algebrassa. Vuonna 1669 ilmestyneessa teoksessaan De analysi per aequa-
tiones numero terminorum infinitas Newton todisti, ettd kiyrdn y = az™™
rajoittama pinta-ala saadaan kaavasta

ax(m/n)—l

(m/n)+1

Olkoon z pinta-ala
n
z=——"ax
m+n

(m-+n)/n.

Olkoon o infinitesimaalinen muutos. Silloin uusi abskissa on = + o ja kasvanut
pinta-ala on

z + oy = - nma(fE + O)(m-l—n)/n‘

Kun saatuun lausekkeeseen sovelletaan Newtonin binomilausetta, lausekkeesta
kumotaan yhtasuuret termit, jaetaan suureella o ja jatetaan suuretta o sisalta-
vét termit huomioitta, saadaan tulokseksi y = az™™. Jos kéyri on y = az™/™,
saadaan alaksi n

= —ax
m-+n

(m-+n)/n.

Tamé on ilmeisesti matematiikan historian ensimméinen tapaus, jossa pinta-
ala saadaan derivoinnin kaénteiselld operaatiolla. Koska ndmé Newtonin paat-
tymattomiin sarjoihin liittyvat tulokset ovat hanen tarkeimman matemaattisen
keksinnon, differentiaali- ja integraalilaskennan, ensimméisia systemaattisia ku-
vauksia, pidetaan Newtonia differentiaali- ja integraalilaskennan keksijana. [2)
s. 556-558]

2.9 Riemann

Saksalaisen matemaatikon Bernhard Riemannin (1826-66) merkittédvimpié saa-
vutuksia on Riemannin integraali, jonka hén kehitti Fourier-sarjoja tutkiessaan
mahdollistamaan epéjatkuvien funktioiden integroimisen [9] s. 66]. Riemannin
integraali on esitetty paapiirteissaan luvussa (4.4)

2.10 Darboux

Ranskalainen Jean-Gaston Darboux (1842-1917) kehitti Riemannin integraalia
edelleen [15]. Vaikka Darboux’n integraali pohjautuu Riemannin integraalille,
esitelladn se tassa ennen Riemannin integraalia, silli se on Riemannin inte-
graalia yksinkertaisempi. Darboux’n integraali on yksi integraalin maaritelméa
[21].

Magdritelmd 2.1. Olkoon véli [a, b] jaettu osavéleihin siten, etté

a=xg <21 <--<z,, =0b.

14



y = f(w)

>

T

Kuvio 2.5. Darboux’n yli- ja alaintegraalit [21].

Valia [z;_1, x;], kun 1 <1 < n, kutsutaan osavéliksi. Olkoon funktio f : [a, b] —
R reaalifunktio. Olkoon lisdksi P = (xy, ..., x,) valin [a, b] ositus. Olkoon

M;= sup f(z)]ja

TE€[Ti—1,2i]
m; = we[gf}fl7$i] f(z).
Funktion f Darbouz’n yldsumma osituksessa P on
Up(P) = Zi (2 — i) M;
ja Darboux’n alasumma on
Ly(P) = Sy (wi — @ia)mi.
Funktion f Darboux’n yldintegraali on
Uy = inf{U;(P) : P on vilin [a, b] ositus} ja
Darbouz’n alaintegraali on
Ly =sup{Ls(P): P on vilin [a, ] ositus}.
Jos Uy = Ly, niin funktio f on Darbouz-integroituva ja

b

/f(t)dt —U; = L.

a

Ks.[21].
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Kuviossa [2.5] on havainnollistettu viiden jakovalin Darboux’n ala- ja yla-
summia. Funktion f alasummat on kuvattu yhtenaisella viivalla ja ylasummat
katkoviivalla. Darboux’n integraalissa tarkastellaan siis kullakin osavélilla funk-
tion f maksimin ja minimin suorakaiteiden korkeutta ja suppenevatko niiden
muodostamat pinta-alat eli Darboux’n yla- ja alasummat toisiinsa, kun jakoa
tihennetaan.

2.11 Lebesgue

Riemannin integraali hallitsi integraalilaskennan tutkimusta, kunnes ranskalai-
nen matemaatikko Henri Lebesgue (1875-1941) rakensi integraalilaskennan pe-
rusteet uudelleen. Lebesgue huomasi, ettd Riemannin integraali soveltuu vain
tapauksiin, joissa funktiolla on vain muutamia epédjatkuvuuskohtia. Jos funk-
tiolla y = f(x) on useita epajatkuvuuskohtia, vélin [x;_1, ;] lyhentyessa funk-
tion arvot f(z;_1) ja f(x;) eiviat valttdméatté lahesty toisiaan. Lebesguen mitta-
ja integrointiteoria tuli laajempaan tietoisuuteen vuosina 1903 ja 1904 ilmes-
tyneiden teosten myo6ta. [2, s. 860-863]

Lukio-opetus pohjaa edelleen Riemannin integraaliin Lebesguen menetel-
man ollessa haastavampi.
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3 Integraalilaskenta lukiossa

Ennen integraalilaskennan matemaattisen teorian esittelya perehdytaan viimei-
simpiin lukion opetussuunnitelmien perusteisiin ja selvitetdan, mitka nousevat
niisséd integraalilaskennan keskeisimmiksi sisalloiksi ja tavoitteiksi. Taman jal-
keen seuraavassa luvussa esitelladn ndma integraalilaskennan kasitteet tarkem-
min.

Viimeisten kahdenkymmenen vuoden aikana lukion opetussuunnitelman
perusteet ovat muuttuneet kahdesti vuosina 1994 ja 2003. Seuraavaksi esite-
taan lyhyesti, mita tutkittavana ajanjaksona voimassa olleet opetussuunnitel-
man perusteet ovat maarittaneet integraalilaskentaan liittyen.

3.1 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1985

Vuonna 1985 annetuissa lukion opetussuunnitelman perusteissa nykyistd ma-
tematiikan pitkda oppimadraéd vastaava matematiikan laaja oppiméara koostui
yhdestatoista 38 oppitunnin pituisesta kurssista [8, s. 285]. Liséksi nykyista
matematiikan lyhyttd oppiméarad vastaava matematiikan yleinen oppiméaara
sisélsi kurssin differentiaali- ja integraalilaskentaa [8, s. 288]. Koska vuonna
1994 sdadettyjen lukion opetussuunnitelmien perusteiden myo6téa integraalilas-
kenta poistui matematiikan lyhyestd oppiméaarésta, keskitytdaan tassa tutkiel-
massa ainoastaan lukion pitkdn oppiméaérin opetussisaltoihin integraalilasken-
nan osalta.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa 1985 [8, s. 294] matematiikan laajan
oppiméaaran 9. kurssin Integraalilaskentaa tavoitteiksi asetetaan, etta

- oppilas hallitsee integraalifunktion ja maaratyn integraalin kasitteet,
- oppilas osaa integroida yksinkertaisesti integroitavissa olevia funktioita,

- oppilas osaa soveltaa madrattyé integraalia mm. pinta-ala- ja tilavuuslas-
kuihin.

Integraalilaskentaa-kurssin sisalloksi lukion opetussuunnitelman perusteissa
1985 asetetaan

- Jatkuvan funktion integraalifunktio.
- Integroimisséantoja

—  alkeisfunktioiden derivaattoihin perustuva integroiminen,
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—  yhdistetyn funktion derivaattaan perustuva integroiminen; osittais-
integroiminen ja integroiminen sijoituksen avulla.

— Maarédtyn integraalin kéasite
—  havainnollinen maéritelma yla- ja alasummia hyvéiksikayttaen.
- Maéaratyn integraalin laskusdannot

—  lineaarisuus,
— additiivisuus osavalien suhteen,

—  yléa- ja alarajan vaihto.
- Madratyn integraalin ja integraalifunktion yhteys.
- Sovelluksia

—  pinta-ala ja tilavuuslaskuja,

— jatkuvan jakauman tunnusluvut ja kertyméfunktio.

3.2 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1994

Lukio-opetukseen tuli 1900-luvun puolivalissd merkittédvida muutoksia. Luokat-

tomuus, valinnaisuus ja koulujen lisdantynyt valta nékyiviat myos vuonna 1994
annetuissa lukion opetussuunnitelman perusteissa, mitka mahdollistivat koulu-

jen erityisosaamisen painottamisen seka oppilaiden yksilolliset opinto-ohjelmat.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa 1994 pitkan matematiikan pakollisia

kursseja on kymmenen, joista kahdeksas on integraalilaskenta [10], s. 71-73].

Vuoden 1994 lukion opetussuunnitelman perusteet [10, s.72] asettaa Integraalilaskenta-

kurssin sisalloksi

- perehtymisen integraalifunktioon ja méératyn integraalin késitteisiin ja
maarittamiseen,
- alojen ja tilavuuksien laskeminen integrointia kayttaen,

— tutustumisen integraalilaskennan sovelluksiin ja menetelmiin laskea inte-
graaleja numeerisesti kdyttaen laskinta ja tietokonetta.

3.3 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003

Voimassa olevat lukion opetussuunnitelman perusteet on annettu vuonna 2003
ja ne on asetettu noudatettavaksi 1.8.2005 ldhtien. Voimassa olevien lukion
opetussuunnitelman perusteissa [I1, s. 123] matematiikan pitkdn oppiméaaran
pakollisiin kursseihin kuuluvan Integraalilaskenta-kurssin (MAA10) tavoitteiksi
asetetaan, etta opiskelija

— ymmértaa integraalifunktion késitteen ja oppii maarittamasan alkeisfunk-
tioiden integraalifunktioita,
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- ymmértad maaratyn integraalin kasitteen ja sen yhteyden pinta-alaan,

— oppii maarittaméan pinta-aloja ja tilavuuksia maardtyn integraalin avul-
la,

- perehtyy integraalilaskennan sovelluksiin.
Edelleen kurssin keskeiset siséllot on maaritetty seuraavasti

- integraalifunktio,
- alkeisfunktioiden integraalifunktiot,
- méaratty integraali,

— pinta-alan ja tilavuuden laskeminen.

Syventavat kurssit ovat opiskelijalle valinnaisia, oppiaineen pakollisiin kurssei-
hin liittyvia kursseja, joita opiskelijan on valittava opinto-ohjelmaansa vahin-
taan kymmenen [I1], s. 15]. Syventédviin kursseihin kuuluvan Differentiaali- ja
integraalilaskennan jatkokurssin (MAA13) tavoitteiksi lukion opetussuunnitel-
ma perusteet [I1], s. 124] asettaa, ettéd opiskelija

— syventad differentiaali- ja integraalilaskennan teoreettisten perusteiden
tuntemustaan,

- taydentda integraalilaskennan taitojaan ja soveltaa niitd muun muassa
jatkuvien todennakoéisyysjakaumien tutkimiseen,

- tutkii lukujonon raja-arvoa, sarjoja ja niiden summia.
Seka keskeisiksi sisdlloiksi on méadritetty

— funktion jatkuvuuden ja derivoituvuuden tutkiminen,
- jatkuvien ja derivoituvien funktioiden yleisi& ominaisuuksia,
- funktioiden ja lukujonojen raja-arvot darettomyydessé,

- epaoleelliset integraalit.

3.4 Lukion opetussuunnitelmien perusteiden 1985-2003
keskeisimmat sisallot ja tavoitteet
integraalilaskennan osalta

Kussakin kolmessa viimeisimmaésséa lukion opetussuunnitelmien perusteissa in-
tegraalilaskenta kurssin sisdltona korostuu integraalifunktion ja méaratyn inte-
graalin hallitseminen. Lisaksi maaratyn integraalin soveltaminen pinta-aloihin
ja tilavuuksiin erottuu keskeisené tavoitteena.
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4 Matemaattinen teoria

Tassa luvussa esitetadn méaritelmét keskeisimmille integraalilaskennan kasit-
teille. Ensimmaiseksi méaritellaan integraalifunktion késite. Luku siséltas seka
kuvailevaa etta tasmallistd teoriaa. Tasmallisid maaritelmia edeltda toisinaan
intuitiivinen johdatus aiheeseen.

4.1 Integraalifunktio

Magdritelmd 4.1. Olkoon f(z) funktion F(z) derivaatta. Silloin funktiota F'(x)
sanotaan funktion f(x) integraalifunktioksi ja merkitédén

(4.1) F(z) = / f(a)de.

Yhtalo merkitsee samaa kuin F'(z) = f(z) [I8] s. 46].

Integraalifunktioiden méarittamista kutsutaan integroimiseksi. Integroimi-
nen on derivoimisen vastakkainen toimitus.

4.2 Integraalilaskennan peruslause

Integraalilaskennan peruslause ei ole yksikésitteinen ilmaisu, silla kirjallisuu-
dessa integraalilaskennan peruslauseeksi kutsutaan myos lausetta [4.3]

Lause 4.1 (Integraalilaskennan peruslause). Olkoon funktion mddrittelyjouk-
ko wvdli ja funktion derivaatta jokaisessa mddrittelyjoukon pisteessd 0. Tdalloin
funktio on vakiofunktio [3, s. 20].

Funktion méaarittelyjoukon tulee siis olla vali. Olkoon funktion f maaritte-
lyjoukko vali [a, b]. Olkoon F funktion f integraalifunktio eli F’ = f. Olkoon
G funktion f toinen integraalifunktio eli myos G’ = f. Talloin

D(G(x) — F(z)) = DG(z) = DF(x) = f(x) = f(z) = 0

jokaisessa funktion f maarittelyvalin [a, b] pisteessé x. Integraalilaskennan pe-
ruslauseen nojalla erotusfunktio G(x) — F(x) on vakiofunktio. Néin ollen
on olemassa sellainen vakio C, etta jokaisessa funktion f maarittelyvélin [a, b]
pisteessé pétee G(z) — F(x) = C eli G(z) = F(x) + C. On siis osoitettu, etti
maéaritetyn funktion yhdesta integraalifunktiosta saadaan kaikki. Lauseessa
edelld kuvattu on esitetty tiivistetysti. [5], s.20-21]
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Lause 4.2. Olkoon F(x) funktion f(z) jokin integraalifunktio. Talloin kaikki
funktiot F(z) + C, missa C on vakio, ovat funktion f(x) integraalifunktioita
[18, 5. 46].

Funktion f integroimista merkitdén siis notaatiolla [ f(z)dx ja integroimi-
sen tulos annetaan muodossa, joka siséltaéd funktion f kaikki integraalifunktiot

(4.2) / fla)de = F(z) + C,

missd F' on funktion f integraalifunktio ja C' vakio. Merkinté dx ilmaisee, ettéa
integrointi suoritetaan muuttujan = suhteen. [3] s. 27]

4.3 Pinta-alafunktio

Magdritelmd 4.2. Olkoon f(z) on jatkuva ja f(z) > 0 valilld [a,b]. Olkoon
lisdksi A(z) se pinta-ala, jota rajoittavat z-akseli, kidyrd y = f(x) seka arvoja
a ja b vastaavat kdyrdn ordinaatat. Funktiota A(z) sanotaan funktion f(z)
pinta-alafunktioksi. [18, s. 49]

Seuraavaksi johdamme funktion A(z) derivaatan, jotta saamme maéaritettya
f(z):n integraalifunktion, mitd tarvitsemme jatkossa. Funktion A(z) derivaa-
tan johtaminen on havainnollistettu kuviossa [£.1} Aluksi lisidmme z:n arvoon
Az ja merkitsemme vastaavaa funktion A(z) lisdysta AA:lla. Luvun AA jaam-
me z:44 vastaavan ordinaatan f(x) paatepisteen kautta z-akselin suuntaisesti
piirretylla suoralla kahteen osaan. Alempi osa on suorakulmio ja alaltaan

f(z) - Ax.

Ylempi osa puolestaan muunnetaan suorakulmioksi, jonka kanta on Az, kor-
keus ¢ ja pinta-ala ¢ - Ax. Talloin

AA = f(z) Az +¢e- Aux.

Ks. [I8, s. 49].
Jakamalla yhtalo Ax:11a saadaan erotusosamadra
AA

Kun Az — 0, niin ilmeisesti myos ¢ — 0. Koska yhtélon vasemman puolen
raja-arvo on A’(x), niin

Al(z) = f(z).
Néin ollen integraalifunktion méaaritelmén {4.1| mukaan A(x) on funktion f(x)
integraalifunktio. Nyt tiedetdén, ettda funktion f(x) pinta-alafunktio A(z) on
myos funktion integraalifunktio ja olemme saaneet integraalifunktiolle geomet-
risen tulkinnan. [I8] s. 50]
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AA

Y

a x r+ Ax b
Kuvio 4.1. Pinta-alafunktion havainnollistus [I8] s. 49].

Olkoon F'(z) jokin funktion f(x) ddrettoman monesta integraalifunktiosta

F(r) = / flo)da.

Edella esitetyn integraalifunktion geometrisen tulkinnan ja lauseen nojalla
saadaan, etta

Alx) = F(z)+ C,

missa C' on méérétty arvo. Selvasti A(a) = 0 ja edelleen A(a) = F(a)+C =0,
niin C' = —F(a). Néin ollen

Otetaan kiyttoon merkintéd /%, miki tarkoittaa “sijoitus a:sta b:hen” ja on sama
kuin F(b) — F(a) ts.

(4.3) JPF(z) = F(b) — F(a).

Ks. [5 s. 62].
Muuttujalla A merkitsemme a:ta ja b:td vastaavien ordinaattojen véliin
jaavaa pinta-alaa eli A = A(b), niin talloin

A= /"F(x).
Ks. [18, s. 50].
4.4 Maaratty integraali

Ennen maérityn integraalin maaritelmaé, on paikallaan selvittda, miten inte-
graalimerkki [ on syntynyt ja mita se tarkalleen ottaen tarkoittaa.
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4.4.1 Riemannin summat

Jaetaan véli [a, b] n:44n yhta suureen osaan, joiden pituutta merkitadn Ax:lla.
Kuhunkin jakopisteeseen piirretdan vastaava ordinaatta ja ordinaattojen paéte-
pisteista oikealle x-akselin suuntaiset suorat siten, etté syntyy n suorakulmiota.
Yhden tallaisen suorakulmion ala on f(z) - Az. Suorakulmioiden yhteinen ala
A,, saadaan summaamalla kaikkien n suorakulmioiden alat yhteenlaskemalla

A, = ng(x)Aa:,

missd S tarkoittaa summaa (engl. sum). Summaa A, kutsutaan Riemannin
summaksi [20]. Seuraavaksi esitetddn Riemannin summan madritelmé. Ku-
vio 2] havainnollistaa mééritelméai A3l

Y

A

>
>

E3 E3 E3 E3 E3

E3 ¥
X T Tq T X X X
ZTo 1 T 2 i) %L’g 4 Ty 5 Ty 6 T 7$7

X

Kuvio 4.2. Riemannin summat [12} s. 272].

Magdritelmd 4.3. Olkoon P = {xg,x1, ..., 2, } valin [a, b] ositus. Talloin P jakaa
valin [a, b] osavéileihin

[l’o, $1], [951, 332]7 oo [$n71, 5Un]7

joiden pituudet ovat

Axy, Axy, ..., Az,

Nyt valitaan piste z7 valilta [zo, 1] ja muodostetaan f(z7)Ax, valitaan piste
xy valilta [xq, 25| ja muodostetaan f(z3)Az, ja jatketaan ndin kunnes saadaan

fa])Axy, f(a5)Axs, ..., f(z))Ax,.
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Naiden summaksi saadaan
S*(P) = f(a7)Axy + f(25)Axy + - - - + f(2) Ay,

jota kutsutaan Riemannin summaksi. [12, s. 271-273]

Pinta-alat A,, ja A eroavat toisistaan vain silté osin, etta edellista rajoittaa
ylhaalta porrasviiva ja jalkimmaéistd kiayra y = f(x). Jos n — oo eli Az — 0,
niin A,, — A, joten

A= lim S’f(r)Ax.
Az—0

Téta raja-arvoa on alettu merkitseméaan lyhyemmin [-merkilld. Integraalimerk-
ki [ on venytetty s-kirjain ja tulee tuosta suorakulmioiden summa-sanasta. [18]
s. 51-52]

Integraalimerkin [ otti ensimmaisend kayttoon saksalainen Gottfried Leib-
niz (1646-1716) vuonna 1686 [9, s. 48]. Merkinndn Ax paikalla kiytetadn deri-
vaatan merkintdd dx [I8, s. 51-52]. Derivaatan merkinndssd muuttujan = pai-
kalla voidaan kayttda myos muuta kirjainta. Merkinnat

/b fla)da, / (b, / f(2)d

tarkoittavat funktion f maarattyé integraalia a:sta b:hen [12].

Edella esitettyd menetelmad kutsutaan keksijansd mukaan Riemannin inte-
graaliksi [20]. Kun integraalimerkinnidn merkitys tunnetaan, voidaan sen avulla
antaa madaritelma maéarétylle integraalille.

4.4.2 Jatkuvan funktion mairitty integraali

Edelli esitetyn havainnollistavan teorian pohjalta maéritty integraali voi-
daan méarittda seuraavaksi esitetylla tavalla.

Mddaritelmd 4.4. Funktion f mddrdtty integraali a:sta b:hen
b
/f@ﬁlehu%ﬂ@Am
Az—0

Niin ollen [? f(z)dz on dérettémén pienten tulojen f(x)dz summa. [I8, s. 52]

Seuraavaksi esitetddn maédrdtyn integraalin tdsmaéllinen méaritelmé. Tés-
maéllisen méaaritelman todistamiseksi tarvitsemme apulauseen 1.3

Apulause 4.3. Olkoot P ja Q vdlin [a,b] osituksia. Tdlldin Le(P) < Up(Q).
[12, A-14]

Todistus Unioni P U @ on vélin [a, b] ositus, miké sisaltda sekd osituksen P
etta osituksen (). Nain ollen

Li(P) < Ly(PUQ) SUH(PUQ) <Uy(Q). O
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Ks. [12, A-14].
Lauseesta seuraa, ettd kaikki alasummat ovat ylhaalta rajoitettuja ja
néin ollen on olemassa pienin ylaraja L, jolle patee

L(P) < L < Uy(P), kaikilla osituksilla P

ja lisédksi L on pienin tallainen luku. Vastaavasti kaikki ylasummat ovat alhaalta
rajoitettuja ja on olemassa suurin alaraja U, jolle patee

L;(P) < U < Ug(P), kaikilla osituksilla P
ja lisiksi U on suurin téllainen luku. [12, A-14]

Lause 4.4. Olkoon funktio f jatkuva valilld [a,b]. Tdlldin on olemassa yksikdi-
sitteinen luku I, jolle pdtee

Ly(P) <1 < Us(P), kaikilla vilin |a,b] osituksilla P.
Ks. [12, A-14).
Todistus Apulauseen [4.3| nojalla tiedetadn, etta
L;(P) < L <U < Ug(P), kaikilla osituksilla P.

Néin ollen luvun I olemassaolo on osoitettu. Luvun I yksikésitteisyyden osoit-
tamiseksi tulee osoittaa, etta
L=U.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska funktio f on jatkuva suljetulla valilla
[a,b], on se talla valilla myos tasaisesti jatkuva. Koska funktio f on tasaisesti
jatkuva suljetulla véalilla [a,b], siitd seuraa, ettd on olemassa sellainen § > 0,

etta jos
€

b—a
Valitaan ositus P = {xg,z1,...,2,}, jonka suurin osavali Az; < J. Télléin
ositukselle P pétee

2,y € [a,b] ja |z —y[ <4, niin [f(z) — f(y)] <

=1 =1

1=1

€ € €

Ax; = Ax; = b—a)=c¢e.
—b—a v b—a; * b—a( a) =¢

A
INgE

Koska Up(P) — Ly(P) <€ja0<U— L < Uy(P)— Ly(P), niin saadaan
0<U-L<e

Koska e on mielivaltainen, on oltava U — L = 0 ja edelleen U = L. [12], s. A-14,
A-15] 0
Lauseen [4.4] nojalla voidaan esittda maédratyn integraalin maaritelma.
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Madaritelma 4.5. Funktio f on integroituva valilla [a,b], jos on olemassa yksi-
kasitteinen luku I, jolle patee

Ly(P) <1 < Uy(P), kaikilla vélin [a, b] osituksilla P.
Lukua I kutsutaan mddrdtyksi integraaliksi ja merkitdan

/f(x)dx.

a

Ks. [12, s. 268].

Edella esitetty lause vastaa maaratyn integraalin méaritelmaa ja osoit-
taa, etta suljetulla valilld jatkuva funktio on talld vélilla integroituva.
4.5 Pinta-alafunktion derivoituvuuden todistus

Luvussa [4.3 esiteltiin pinta-alafunktio havainnollisella tasolla. Téassa luvussa
kasitelldan pinta-alafunktiota tasmallisesti.

Lause 4.5. Olkoon funktio [ jatkuva valilla [a, b]. Olkoon funktio F' mddritelty
valilla [a,b] seuraavasti

F(z) = / F(H)dt.

Silloin funktio F' on derivoituva vdlilli (a,b) ja

kaikilla x € (a,b). [12, s. 279].
Todistus Olkoon z € [a,b). Osoitetaan, ettéd télloin

lim F(z+h)— F(x) ).

h—0+ h

Kuvio [4.3] havainnollistaa todistusta.
Jos x < x4+ h < b, niin talloin

F(z+h) — F(z) = / F(t)dt — / F(6)dt.

Tasté seuraa, etta

z+h

(4.4) Flz+h) - F(z) = / F()dt.

xT
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f() f(z+h)

Y

a T x+h b

Kuvio 4.3. Funktio F'(x) on pinta-ala vililla [a, 2] ja F'(z+h) on pinta-
ala vélilla [a,x + h]. Néin ollen F(x 4+ h) — F(x) on pinta-ala valilld
[z, + h] ja edelleen F(x 4+ h) — F(z) = f(x)h, mikili h on hyvin pieni
ja Fth)ZF@) o J@h _ ¢() [12, 5. 279].

M,

Kuvio 4.4. Funktion f suurin M}, ja pienin mj, arvo valilld [z, z + h]
[12, s. 280].
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Olkoot M, funktion f suurin arvo valilla [x, x + h] ja my, funktion f pienin
arvo valilla [z, x + h].
Koska
Mh[(x + h) — .’L‘] = Mh : h,

on M, funktion f ylasumma valilld [z, x + h]. Edelleen
mp[(z+h) —x] =my - h

on funktion f alasumma vlilld [,z 4 h]. Nain ollen
mhh§ / f(t)dtSMhh

Kun téhan sijoitetaan kaava (4.4]) ja oletetetaan, etta h > 0, saadaan
— F(x+hf)L—F(x)

Koska funktio f on jatkuva valilla [z, x + h], saadaan edelleen

< My,

li = = lim M,
wg, mn = f(w) = lim, M
ja raja-arvoja koskevan kutistuslauseen [12), s. 103] nojalla patee

F(z+h) - F(x)
(O}

Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd kun x € (a, b, niin

. Fx+h)—F(z)
(4.6) lim ) - f(x).

Avoimella valilla (a, b) muuttujalle x kaavojen (4.5)) ja (4.6 nojalla pétee

vy . Flx+h)—F(x)
F(w) = Jim h

(4.5) lim

h—0t

= f(x).

Néin on osoitettu, ettd funktio F' on derivoituva valilla (a,b) ja sen derivaatta
on F'(z) = f(z). [12, s. 279-281] O

4.6 Pinta-alan laskeminen

Pinta-ala voidaan mééritelld maarattyna integraalina. Olkoon funktion f(x)
epéanegatiivinen ja jatkuva valilld [a,b]. Olkoon F' funktion f integraalifunk-
tio. Talloin funktion kuvaajan ja x-akselin rajoittama pinta-ala vélilla [a, b] on
F(b) — F(a). Erotus F(b) — F(a) on funktion f maaratty integraali a:sta b:hen
[19, s. 282]. Pinta-ala on méérityn integraalin muodossa esitettyna

(4.7) A= [ fa)dz = [4F (@) = F(b) — F(a),

missa F(z) = [ f(x)dx [18] s. 52].
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4.6.1 Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala

Olkoon funktion f kuvaaja jatkuva ja z-akselin ylapuolella vélilla [a, b]. Edelld
esitettiin, ettd kuvaajan f ja z-akselin rajoittama pinta-ala [a, b] on F'(b)—F(a),
misséd F' on funktion f integraalifunktio. Siispd funktion kuvaajan ja x-akselin
rajaaman alueen pinta-ala on maaratty integraali a:sta b:hen

Ks. [5, s. 75-76].

4.6.2 Kahden kayran rajaaman alueen pinta-ala

Olkoot funktiot f ja ¢ jatkuvia ja epanegatiivisia valilla [a,b]. Olkoot funk-
tioiden ¢ ja f kuvaajat sellaisia, ettd valilla [a,b] aluetta A rajaa ylapuolelta
funktion ¢ kuvaaja ja alapuolelta funktion f kuvaaja kuviossa 4.5 esitetylla
tavalla. [5, s. 89-90]

y=g(x)
//_\ 8
A

Y

Kuvio 4.5. Kahden kayrén rajaama pinta-ala.

Alueen A pinta-ala on erotusfunktion g — f maaratty integraali a:sta b:hen

A= [(g(a) = fla))de,

silla kuvaajien rajaaman alueen pinta-ala on pinta-alojen A; = ff g(z)dx ja
Ay = [P f(z)dx erotus

A=A — Ay = /bg(l’)dx - /bf(x)dx = i(9($) — f(z))da.
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Ks. [5, s. 89-90].

Jos kuvaajien rajaama alue on kokonaan tai osittain xz-akselin alapuolella,
tulee molempiin funktioihin f ja g lisaté riittavan suuri positiivinen vakio m,
ettd molemmat funktiot f(x)+m ja g(z) +m ovat z-akselin ylédpuolella vililla
[a, b] kuvion [4.6] esittamalla tavalla. [5, s. 90]

Y

Kuvio 4.6. Kahden kayrén rajaama pinta-ala.

4.7 Tilavuuden laskeminen

Pinta-alojen lisdksi integraalien avulla voidaan laskea myds muita suureita.
Tassa rajoitumme tarkastelemaan integraalilaskennan sovelluksista tilavuuden
laskemista, silla se siséltyy lukion integraalilaskentaan. Kappaleen tilavuus voi-
daan méarittda méaratyn integraalin avulla vastaavasti kuin pinta-ala.

Tarkastellaan aluksi kappaletta, jota rajoittaa mielivaltainen pinta seka pis-
teiden x = a ja x = b kautta x-akselia vasten kohtisuorassa olevat tasot ku-
viossa esitetylld tavalla.

Olkoon p(z) funktio, joka ilmaisee x-akselia vasten kohtisuorassa olevan la-
pileikkauksen pinta-alan tdméan tason ja z-akselin leikkauspisteen x funktiona.
Jaetaan vili [a, b] n:4é4n yhta suureen osaan, jonka kunkin pituus on Az. Tu-
lo p(x) - Az on télloin sylinterin tilavuus, jonka pohja on lapileikkaus p(z) ja
korkeus on jakovéli Az. Néiden sylintereiden summan raja-arvo on kyseisen
kappaleen tilavuus

(4.8) V = lim Sp(zx)Ax.
Ax—0

Ks. [1I8, s. 54].
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Kuvio 4.7. Tilavuuden laskeminen [I8, s. 54].

4.7.1 Pyorahdyskappaleen tilavuus

Mikali kappaletta rajoittava pinta on muodostunut kdyrin y = f(x) pyorah-
téessd z-akselin ympéri kuten kuviossa [4.8] niin p(z) = 7[f(2)]? ja pyérahdys-
kappaleen tilavuus on

b
(4.9) V=r / [f(x))2dz.
Ks. [18] s. 54-55].

4.8 Laskutekniikoita

Seuraavaksi esitellddn muutamia lukion integraalilaskennan keskeisid integroi-
miskaavoja. Integrointi ei ole aina yhta suoraviivaista kuin edelld. Kayttamalla
derivointiséantoja kéanteisesti onnistuu integroiminen vain harvoissa tapauk-
sissa [4, s. 67]. Kun ndmé edellé esitetyt integroimismenetelmét eivét sovellu,
tulee integroitava lauseke muokata sellaiseksi, ettd se voidaan integroida seu-
raavaksi esitetyilld tavoilla.

4.8.1 Vakiolla kerrotun funktion integroiminen

Olkoot F' funktion f integraalifunktio ja a jokin vakio. Koska D(aF') = aDF =
af,on aF funktion af integraalifunktio. Nain ollen vakiolla a kerrotun funktion
f integroimiskaavaksi saadaan

(4.10) /af(x)dx = a/f(x)dx.

Ks. [18, s. 47].
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Kuvio 4.8. Pyorihdyskappale [I8, s. 54].

4.8.2 Funktion summan integroiminen

Olkoon F' funktion f integraalifunktio ja G funktion g integraalifunktio. Koska
D(F +G) = DF +DG = f+ g, on F' + G funktion f + ¢ integraalifunktio.
Summafunktio f + ¢ voidaan integroida muodostamalla funktioiden f ja ¢
integraalifunktioiden summa

(4.11) [(@) + @)z = [ f)d+ [ gl)ds.
Ks. [0 s. 32].

4.8.3 Funktion 1/x integroiminen

Funktion X integraalifunktiot vélilld |0, co[ ovat muotoa Inz + C. Téll6in

1
/—dlenaH—C, kun x > 0.
x

Funktion - integraalifunktiot valilla | — oo, 0] ovat muotoa In(—z) + C'. Télléin

1
/—dx =In(—z) + C, kun x < 0.
x
Néama integroimissaannot yhdistdmalla saadaan
1
(4.12) /—dx — In|z| + C.
x

Ks. [5 s. 36].
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4.8.4 Osittaisintegrointi

Olkoot funktiot f ja g derivoituvia. Kun funktiot f’ ja fg¢' pystytdan integroi-
maan, mutta integraalia | f’gdz ei osata muodostaa suoraan, voidaan soveltaa
osittaisintegrointia. Tulon derivoimissaannén Dfg = f'g + f¢' nojalla saadaan
[(f'g+ fg')dxz = fg jaedelleen [ f'gdz + [ f¢'dz = fg. Kun toinen integraa-
leista siirretdan yhtéalon oikealle puolelle, saadaan osittaisintegroinnin kaava

(4.13) /f’gdx:fg—/fg’dx.

Vastaavasti maaratylle integraalille patee

b b
(4.14) [ fode = Jogg— [ rgda.
Ks. [4, s. 67].

4.8.5 Osamurtoihin jako

Olkoon ggi) murtofunktio. Oletetaan lisiksi, ettda lauseke on supistettu ja ni-
mittdjan () asteluku on vahintdén yksi. Mikali osoittajan P asteluku on véahin-
tdan yhta suuri kuin nimittdjan ¢, muutetaan murtolauseke ennen integrointia
jakokulmaa kayttaen sellaiseen muotoon, etté siiné esiintyvé osoittaja on alem-
paa astetta kuin nimittdja. Témaéan jélkeen integrointi suoritetaan edelld esitet-
tyjen integroimissadntojen avulla. Murtolukutermiin sovelletaan luvussa [4.8.3
esitettyd integroimissaantoa. [4, s. 71]

4.8.6 Sijoituskeino

Yksi keino helpottaa integroimista on muuttujan vaihto. Olkoon F' funktion
f integraalifunktio. Olkoon lisdksi funktio z = z(t) derivoituva ja olkoon silla
olemassa kddnteisfunktio ¢t = ¢(z). Koska F'(z) = f(x) saadaan yhdistetyn
funktion derivoimissdédnnon nojalla

DF(x(t)) = F'(x(t)) - 2'(t) = f(x(t)) - 2'(2).

Taméan perusteella [ f(z(t)) - 2/(t)dt = F(x(t)) + C. Kaavan [£.2] nojalla inte-
graalin [ f(x)dz laskemiseksi saadaan sijoituskaava

(4.15) / Fla)de = / F(a(t)) - ' (t)dt.

Ks. [4, s. 75].
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4.8.7 Erityistapaukset

Alkeisfunktioiden integroimiseksi ei voida esittda kaikenkattavaa sdannostoa,
silla integraalifunktioita voidaan 16ytdd useammilla eri menetelmilld ja lisdk-
si lausekkeet saattavat olla hyvin hankalia. Yksi menetelmé integraalifunktion
loytamiseen on arvausmenetelmé, missa ensin arvataan integraalifunktio, tar-
kistetaan derivoimalla se ja tarvittaessa korjataan ja toistetaan tdma kunnes
oikea integraalifunktio 16ytyy [5l s. 46]. On olemassa muutamia funktioita, ku-
ten e‘“Q, SINT g = joille ei ole 16ydetty integraalifunktiota [I8] 5, s. 47, s. 46].

T
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5 Integraalilaskenta
ylioppilaskirjoituksissa

Tassa tutkielmassa rajoitutaan tarkastelemaan pitkan matematiikan ylioppi-
lastehtavia viimeisen kahdenkymmenen vuoden ajalta eli vuosiin 1991-2010.
Ylioppilastehtavista tehtyé tilastointia tarkasteltaessa tulee huomata, etta
osa tehtavista voidaan ratkaista useammalla eri tavalla, jolloin integrointia ei
valttamatta tarvita. Tilastoon on keratty kaikki vuosien 1991-2010 integroin-
tiin liittyvat pitkan matematiikan ylioppilastehtévat.

Vuosina 1991-1999 kokeessa oli kymmenen tehtévaa, joista osassa keskenaén
vaihtoehtoiset a- ja b-kohdat. Vuonna 2000 koe muuttui siten, ettd tarjolla
olevista 15 tehtévésta sai ratkaista kymmenen tehtavéd. [0, s. 49]

Liitteessa [5.4] on merkattu myos integrointilaskentaan liittyvista tehtavis-
td saatava yhteispistemaard. Pitkan matematiikan ylioppilaskokeissa kunkin
tehtavan maksimipistemaaréd on kuusi pistetta. Kevadn 2007 ylioppilaskokeista
alkaen tehtavit 14 ja 15 ovat olleet yhdeksan pisteen arvoisia poiketen muista
kuuden pisteen tehtéavista. Nain ollen koko kokeen maksimipistemaéra on ollut
vuosina 1991-2006 60 pistetta ja vuosina 2007-2010 66 pistetta.

Liséksi lukion opetussuunnitelman perusteet ovat uudistuneet vuonna 2003,
mutta nailld muutoksilla ei ndyttaisi olleen vaikutusta integraalilaskentaan liit-
tyvien tehtavien maarian.

5.1 Tyypilliset tehtavit

Tassa alaluvussa tarkastellaan, millaisia tehtavia pitkan matematiikan ylioppi-
laskokeissa on integraalilaskennasta ollut vuosina 1991-2010. Tehtévat on jaettu
kahteentoista tehtévityyppiin, jotka on esitetty taulukossa [5.1] Tehtavatyypit
on valittu sen perusteella, jos samantyyppisia tehtévié on esiintynyt tarkastel-
tavalla aikavalilla ylioppilaskirjoituksissa useamman kerran. Jaottelu on tehty
siten, ettd sama tehtava voi olla useammassa (1-3) tehtavityypissa, jos tehtava
liittyy useamman integraalilaskennan osa-alueeseen. Lisdksi on hyva huoma-
ta, ettd integraalilaskentaan liittyvat tehtavit edellyttaa monesti myos muiden
matematiikan osa-alueiden hallitsemista ja integrointi on vain osa kyseista teh-
tavaa. Tutkittuna aikavalina ylioppilaskirjoituksissa oli myos 17 sellaista tehta-
véa, joita ei tdssd ryhmittelyssa ole laitettu mihinkaédn tehtavatyyppiin. Nama
tehtavat ovat tyypillisesti sellaisia, jotka liittyvét integraalilaskentaan, muttei-
vit edusta selkedsti mitdan yleista tehtavatyyppia.
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Tehtavatyyppeja jaottelun tarkoituksena on esittda kyseisestd aihealuees-
ta usein esiintyvia tehtavityyppeja. Jaottelu on tehty hyvin yleisella tasolla
ja jaottelun tarkoituksena on auttaa loytaméan tietyn tehtédvatyypin tehtévat.
Tarkempaa tilastointia tehtavatyyppeihin liittyen ei ole tehty useammista syis-
ta. Luotettavan tilastoinnin tekeminen on vaikeaa, silla sama tehtéava voi edus-
taa useampaa tehtavatyyppia ja voi edellyttaéd integraalilaskennan lisdksi mui-
den matematiikan osa-alueiden hallintaa. Liséksi tehtavin maksimipistemaéra
vaihtelee 2-9 pisteen valilla.

Taulukko 5.1. Integraalitehtévien tehtévatyypit 1991-2010. [6} [7; [14]

Tehtavatyyppi Tehtavityypin tehtavit (Koe/Tehtédvanumero)
Eksponenttifunktion K91/2, S91/2, S91/3a, S96/2a, K97/10b,
integrointi S97/2a, S98/5b, $98,/10b, K00,/7, K00/13,
S02/15, S07/2¢, S09/10, K10/2a
Trigonometristen S91/2, K92/1, S92/7b, K94/6a, K96/2a,
funktioiden K98/7, K00/13, K02/8, K04/12, K06/2b,
integroiminen S07/10, K08/14, S08/3a, K09/2¢, K10/15
Pyorahdyskappaleen S91/5b, K94/8, K96/7a, K97/10a, S98/10b,
tilavuus S01/12, S03/13, S04/7, K06/9, S06/13,

K09/10

Paloittain maaritellyn
funktion integroiminen

592/10, K98/7, K98/10, S98,/5b, K019,
S04/11, S10/13

Pinta-alafunktio

K93/6b, S01/11, K05/9, S08/6, S09/15,
K10/8

Yhdistetyn funktion
integroimissaénto /
funktion potenssin
integroiminen

K91/2, S93/5b, K94/6a, S96/2a, S99/9

Kahden kayrin rajaaman
alueen pinta-ala

S94/7a, K95/4, K98/7, K99/8, S04/7,
505/12, K08,/7b, K09/9 S09/10

Osittaisintegrointi K95/7b, K97/10b
Funktion 1/x S95/10, S97/2a, K04/10, K07/12, K0S/3a,
integroiminen K10/13, S10/2b

Epéolennainen integraali

597/9a, S04/11

Funktion kuvaajan ja
x-akselin rajaaman
alueen pinta-ala

599/9, K07/8

Tilavuuden laskeminen

502/12, K05,/11, S09/15

Muut

S00/13, K02/14, K03/10, S03/14, K04/2,
K05/8, S06/2b, S06/15, K07/2a, S07/2b,
K08/13b, K09/2a, K09/10, K09/15b, S09/3b,
S09/14, S10/3b

Integraalilaskentaan liittyvien tehtavétyyppien tarkastelun perusteella voi-
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daan sanoa, etta kokelaan kannattaa hallita etenkin trigonometristen funktioi-
den ja eksponenttifunktion integrointi sekd pyordahdyskappaleiden tilavuuden
laskeminen. Paloittain maéritellyn funktion integroiminen, osittaisintegrointi
ja epaolennainen integraali kuuluvat syventéavan kurssin sisaltéon. Néin ollen
voidaan sanoa, ettd differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssin sisallon
hallitseminen on eduksi pitkan matematiikan ylioppilaskokeessa. Johtopaétok-
send voidaan sanoa, ettd tehtavatyypit noudattavat opetussuunnitelmassa an-
nettuja keskeisia tavoitteita. Tutkittuna aikavélina voimassa olleet opetussuun-
nitelman perusteet, jotka on esitetty luvussal[3] korostavat maaratyn integraalin
hallintaa. Vaikka maérattyéd integraalia ei ole esitetty omana tehtévatyyppina,
edellyttavat useat sovellusalueet kuten pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen
méaratyn integraalin hallistemista.

5.2 Tilastotietoa integrointitehtavista saaduista
pisteista

Ylioppilastutkintolautakunta ei ole tilastoinut vaihtoehtoisia tehtavia erikseen.
Sellaisista tehtdvistd, missé integrointilaskentaan liittyva tehtédva on vaihtoeh-
toisena kohtana, on tarjolla vain kaikkien vaihtoehtojen suoritusten keskiarvo
[6, s. 49]. Tésta syysta rajoitumme tarkastelemaan tilastoja puhtaasti integroin-
titehtavien osalta. Tehtévakohtaisia pistekeskiarvoja esitetdan tassa kevian yli-
oppilaskokeiden osalta. Edelleen rajoitutaan tarkastelemaan pistekeskiarvoja
kymmenen vuoden ajalta. Aikavéliksi on valittu 1997-2006, silla tuolloin kaik-
kien tehtavien maksimipisteméara on ollut kuusi. Tehtavien pistekeskiarvot on
laskettu kaikkien kirjoittajien suorituksista [0, s. 52]. Néin ollen tehtévista saa-
tuja pisteita tarkasteltaessa tulee huomioida myo6s vastaajien prosentuaalinen
osuus. Tarkastelun kannalta tehtdvdan vastanneiden pistekeskiarvo olisi kiin-
nostava. Vuosien 1997-2002 integraalilaskentaan liittyvien ylioppilastehtavien
pistekeskiarvo tilastointi on esitetty taulukoissa ja vuosien 2003-2006 tau-
lukossa [5.3.

Taulukko 5.2. Tilastotietoa integraalitehtavistd vuosina 1997-2002. [6}
7, s. 49-50, s. 52-55]

Koe K97 K98 K98 K99 K00 K00 KOl K02 K02
Tehtéivi 10 7 10 8 7 13 9 8 14
Keskiarvo 0,8 2,3 0,6 0,7 4,1 0,8 0,4 2,3 1.8
Vastaajia (%) 618 87,1 62,7 70,6 86 40 49 65 4

Kirjoittajia 12405 12229 12229 12177 12580 12580 12861 13126 13126

Selvyyden vuoksi tutkielmassa on esitetty ainoastaan integraalilaskentaan
liittyvid tehtdvid. Mutta tilastojen [6 [7, s. 49-50, s. 52-55] avulla, integroin-
titehtavista saatuja pistekeskiarvoja voidaan vertailla myos muihin kokeiden
tehtaviin. Tilastojen perusteella néyttaisi siltd, ettd integrointitehtévat ovat
yleisesti ottaen vaikeita, silld niistd saadut pistekeskiarvot ja vastaajien pro-
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Taulukko 5.3. Tilastotietoa integraalitehtavistd vuosina 2003-2006. [7,

s. 52-55]
Koe K03 K04 K04 K04 K05 K05 K05 K06  KO6
Tehtéivi 10 2 10 12 8 9 11 2 9
Keskiarvo 3,6 5,2 3,2 0,1 2,4 1,5 1,1 4,6 1.8
Vastaajia (%) 28 95 56 6 24 57 58 98 63

Kirjoittajia 12711 12491 12491 12491 12205 12205 12205 11606 11606

sentuaalinen osuus on muiden matematiikan osa-alueiden tehtaviin verrattuna
heikko.

Kevaalla 1997 tehtavan 10 pistekeskiarvo on kaikista kokeen tehtavisté huo-
noin. Vain yhteen kokeen tehtavaén oli vastannut vihemman kokelaita kuin teh-
tavadan 10. Vastaavasti kevadan 1998 kirjoituksissa tehtavista 10 kokelaat olivat
saaneet keskimadrin vahiten pisteitd ja tahén tehtavaan vastanneita oli myos
vahiten. [6; [7, s. 49-50, s. 52-55]

Rajoitutaan seuraavaksi tarkastelemaan ainoastaan integraalilaskentaan liit-
tyvid tehtdvid ja vertaillaan niitd keskenddn. Tarkastellaan tehtavié, joiden
pistekeskiarvot olivat tilastoinnin perusteella integraalitehtavistd korkeimmat.
Kevaan 2004 tehtévéin 4 pistekeskiarvo 5,6 on tarkasteltavalta ajanjaksolta in-
tegrointitehtavisté korkein. Lisaksi tehtavaan vastanneiden maara 95% on toi-
seksi korkein. Kevaan 2006 tehtavaan 2 vastanneiden osuus 98% on suurin,
mutta pistekeskiarvo 4,6 jaa hieman alle edellisen. [7), s. 54-55]

5.3 Esimerkkitehtavat

Tassé luvussa esitelladan muutamia ylioppilaskokeiden tehtavia malliratkaisui-
neen.

5.3.1 K98/7

Tehtéva K98 /7 on erinomainen, silld se edustaa kolmea luvussa [5.1| esitettyé in-
tegraalilaskennan tehtavatyyppia. Sen lisaksi, etté tehtava kartoittaa monipuo-
lisesti integrointitaitoja, se edellyttda tarkedn mittayksikon, hehtaarin, hallin-
taa. Tahan tehtavaan oli vastannut kokelaista 87,1 % ja tehtévéin pistekeskiarvo
oli 2,3 [6l, s. 50].

Tehtavananto FEuroopan unionin tarkastaja mallintaa satelliittikuvassa na-
kyvan, trombin tuhoaman metséin alueeksi, joka jaa kéyrien y = sinzx ja
y = sin 2z viliin, kun = € [0,7]. Mikd on tuhoalueen tarkka pinta-ala mal-
lin mukaan? Pituuden mittayksikko on kilometri. Oletetaan, ettd trombin tu-
hoista maksetaan korvausta 11 500 mk/ha. Kuinka paljon metsdnomistaja saa
korvausta? [7, s. 81]
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Ratkaisu Aluksi selvitetddn kayrien y = sinx ja y = sin 2x leikkauskohdat.
sin x = sin 2x
2r=x+n-2rtai2x=m—x+n- 27
. T 2
x:n-27rta1$:f—|—n-?,

missd n on kokonaisluku.

sinf2 x4

Kuvio 5.1. Kéyriat y = sinx ja y = sin 2z [7 s. 81].

Leikkauskohdista vilille [0, 7] kuuluvat 0, Z ja 7. Kuvan perusteella sin 2z >
sinx vélilld [0, 7] ja sinz > sin 2z vililld [, 7]. Néin ollen pinta-ala on

o\w\:

(sin2x — sinx)dx + /(sinx — sin 2z)dx

W

3 1
= /3(—5 cos2z + cosz) + /% (—cosz + 50052@

w

- ((—;cos 2; - cos%) — (—;COSO + cos0))
+ ((—cosm + ;COSQﬂ') — (= cosg + ;cos 2;))

= (5 () 3) = (5 T+ D)+ (=) + 5 1) = (=5 + 5 (=)
19 1

=-4+-=2=
4 4 2

Pinta-alan tarkka arvo on 2% km? = 250 ha. Korvaussumma on 250 - 11500 mk
= 2 875 000 mk. [7, s. 81]
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Vastaus Pinta-ala on 2,5 km? ja korvaussumma 2 875 000 mk. [7] s.81]

5.3.2 K04/2

Taman tehtévin pistekeskiarvo 5,2 on tutkitulla aikavélilla (1997-2006) korkein
ja vastaajien prosentuaalinen osuus 95 % on toisiksi korkein [7) s. 54]. Néin
ollen tehtavé edustaa mekaanisuutensa johdosta helpompia integraalilaskennan
ylioppilastehtévié.

Tehtéviinanto MAadritd a siten, ettd [(7'(22 + 3)dz = £ [T, s. 217).

Ratkaisu Tehtava ratkaistaan suorittamalla ensin yhtalon vasemman puolen
mekaaninen integrointi.

a+1

/ (22 + 3)dz = /%" (2? + 32)
=(a+1)+3(a+1)— (a®+ 3a)
=a’+2a+143a+3—a*>—3a
=2a+4

Yhtalo sievenee muotoon, josta voidaan ratkaista muuttujan a arvo.

1
2a—|—4=§ |-2
da+8=1

4a = -7
T
‘=7

Ks. [7, s. 217].
Vastaus Muuttujan a arvo on —% [7, s. 217].

5.3.3 KO01/9

Tehtavéin pistekeskiarvo oli 0,4 ja vastanneiden prosentuaalinen osuus 49 % [7,
s. 53|. Tasta voidaan paatelld, ettd tehtéva on haastava.

Tehtavananto Funktio f on méaritelty valilld 0 < x < 2 seuraavasti:

f(z) :/1|:c—t|dt.

Maarita funktion suurin ja pienin arvo vélilla [0, 2]. Piirra kuvaaja. [7), s. 150]
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Ratkaisu Kasitelladn erikseen tapaukset 0 <xr <ljal <z < 2.

0<z<1:| " r—t, kunt <z r—t, kunt <zx
T Do —t] = =
- —(z—t),kunt > x —r+t kunt >z

Kuvio 5.2. Funktion f(z) kuvaaja [7, s. 150].

/]m —tdt

:/(x—tdt+/ —z + t)dt

[e=]

1 1
= /% (xt — 5152) + /A (—at + 5152)

1 1 1
= (0 = 52°) = 0) + (= + 5) = (= + 5a%)

2 2 2

1 1 1

—xz—ixQ—x+§+x —§m2

L]
=1 —-—x+ =

2

1 <x<2:x—t>0 koko integroimisvalilla 0 <t <1, joten |z —t| = x — t.
1 1 )
:/|x—t|dt:/(m—t)dt e t——tQ) -

0 0

x2—x+1 kin0<zx<1
x—f kuin1<z<2

Siis f(x) = {
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Funktio f saa suurimman ja pienimmén arvonsa vélilla [0, 1] joko paatepis-
teissé tai derivaatan 2z — 1 nollakohdassa z = 1. Koska f(0) = 1, f(3) = 1 ja
f) = %, suurin arvo on % ja pienin arvo on %. Vililld [1, 2] funktion f kuvaaja
on nouseva suora, joten f:n suurin arvo télla valilla on f(2) = % ja pienin arvo
f(1) = 5. Siis funktion f suurin arvo valilla [0,2] on £ ja pienin arvo on ;. [7,

1
s. 150]

Vastaus Suurin arvo on $ ja pienin arvo § [7, s. 150].

5.4 Johtopaatokset

Ylioppilaskokeiden integraalilaskennan tehtavit noudattavat paasadntoisesti lu-
kion opetusssuunnitelman perusteiden asettamia keskeisia tavoitteita. Maara-
tyn integraalin sovellukset; pinta-alan ja tilavuuden laskeminen kokelaan on
hyvé hallita. Edelleen trigonometristen funktioiden ja eksponenttifunktion in-
tegroimiset ovat usein osana integrointitehtavaa.

Integraalilaskennan tehtavissd menestyminen on paasaantoisesti heikkoa.
Vuosina 1997-2006 integraalilaskennan tehtavisté, joita oli yhteensd 18, saa-
tu pistekeskiarvo oli 2,1 ja vastaajien prosentuaalinen osuus keskiméarin 56%.
Koska pistekeskiarvoon vaikuttaa myos tehtavaan vastaamattomien saamatta
jaaneet pisteet, on huomattava, etta tehtaviaan vastanneet ovat keskiméarin
saaneet pisteitd tehtdvistd huomattavasti pistekeskiarvoa enemmén. Néin ol-
len voidaan ajatella, ettd vahaisen kiinnostuksen vuoksi integraalilaskentaa pi-
detaan vaikeana. Lukion pitkan matematiikan opetuksessa on viela haasteita
herattad kiinnostusta integraalilaskentaan.
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Liite: Ylioppilaskokeet vuosina 1991-2010

Taulukko 4. Integraalilaskentaan liittyvéit tehtdvét ylioppilaskokeissa
vuosina 1991-2010. [6} [T} 3], s. 245, s. 326, s. 245]

Koe Integraalilaskentaan liittyvat tehtavit  Yhteispisteet

Kol 2 6
S91 2, 3a, 5b 18
K92 1 6
S92 7b, 10 12
K93 6b 6
S93  5b 6
K94 6a, 8 12
S94 Ta 6
K95 4, 7b 12
S95 10 6
K96 2a, 7a 12
S96  2a 6
K97 10a, 10b 6
S97 2a, 9a 12
K98 7, 10 12
S98  5b, 10b 12
K99 8 6
S99 9 6
Koo 7,13 12
S00 13 6
KO01 9 6
S01 11, 12 12
K02 8,14 12
S02 12,15 12
K03 10 6
S03 13, 14 12
Ko4 2,10, 12 18
S04 7,11 12
Ko5 8,9, 11 18
S05 12 6
K06 2b, 9 8
S06  2b, 13, 15 15
K07 2a, 8, 12 14
S07 2b, 2¢, 10 10
K08  3a, 7b, 13b, 14 18
S08  3a, 6 9
K09 2a, 2¢, 9, 10, 15b 19
S09  3b, 10, 14, 15 27
K10 2a, 8, 13, 15 23
S10  2b, 3b, 13 11
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