Tampereen yliopisto
Pro gradu -tutkielma

Logiikasta lukujoukkoihin

Heikki Rantalaiho

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Matematiikka,
2010



Tiivistelma:

Tassé tutkielmassa tarkastellaan kriittisesti kaiken muun matematiikan vaatimien
peruskasitteiden méadrittelyd Zermelon-Fraenkelin aksiomatisointia noudattavan
joukko-opin avulla. Havaitaan intuitionististinen ldhestymistapa perustelluksi, etenkin
ajatus lukuméaarasta vaistaméattéd ensisijaiseksi. Heti alussa kiinnitetddn erityisté
huomiota logiikan ja joukko-opin ongelmalliseen suhteeseen kvanttorien méarittelyssa.
Kehapédtelmét osoittautuvat mahdottomiksi tysin vélttdda. Annetaan joukon
olemassaololle jo ennen aksiomatisointia alustava médritelmé kvanttorien kiyton
oikeutukseksi. Asetetaan tissd mairiteltavyys perusvaatimukseksi ja tutustutaan sité
ldahelld olevaan laskettavuuteen Turingin koneiden avulla.

Seuraavaksi aksioomat kdyd&an yksi kerrallaan 14pi, jolloin huomataan niistd monet
saatavan teoreemoina kun kiytossid on médriteltdvyyteen perustuva joukon méaritelma.
Johdetaan aksioomista tdrkeimmét perustulokset pitden tavoitteena saada tydkaluja
lukujen maéarittelyyn. Korvausaksioomia todetaan kiytetylla kielelld olevan &aretén
méara ja ddrettomyysaksiooman todetaan olevan rekursiivinen. Huomataan
laskettavuuden johtavan valinta-aksioomaan. Esitetdén relaatiot ja kuvaukset ja niiden
perusominaisuudet seké todistetaan tdrkeimmét teoreemat. Méaadritellddn mahtavuus ja
todistetaan Schriderin-Bernsteinin teoreema.

Maéritelladn luonnollisten lukujen laskutoimitukset ja osoitetaan niiden noudattavan
haluttuja laskusdantoja. Muodostetaan luonnollisten lukujen jirjestys joukko-oppia
kiyttden mutta kyseenalaistetaan pitddkoé koko luonnollisten lukujen kokoelman olla
joukko. Osoitetaan Cantorin teoreema virheelliseksi kun pitdydytddn méariteltavissa
késitteissd ja saadaan luonnolliset luvut yhtdmahtaviksi potenssijoukkonsa kanssa.
Esitetdan kokonais- ja rationaaliluvut laskutoimituksineen ja jarjestyksineen seki
osoitetaan ne yhtdmahtaviksi kuin luonnolliset luvut. Tété varten konstruoidaan
bijektio rationaaliluvuilta luonnollisille luvuille.

Maiaritelladan reaaliluvut Dedekindin leikkauksina ja esitetddn niille jarjestys. Todetaan
Cantorin diagonaaliargumentti pateméattoméaksi myos trikotomiaan vedoten.
Kyseenalaistetaan lopuksi vahvasti koko tehdyn tyon mielekkyys, perusteena etenkin
loogisesti hataran darettdmyysaksiooman kiyttd. Késitellddn lyhyesti darettdmén
olemusta ja esitetddn ndkokanta, jonka mukaan kaikki darettomét kokoelmat ovat aitoja
luokkia.
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1 Taustaa ja merkintoja

1.1 Pyrkimys joukko-opin aksiomatisointiin

Matemaattisen késitteiston aksiomatisointi otettiin paddméadraksi 1800-luvun
loppupuolella; ratkaiseva alkusyséys télle oli aikansa johtavan matemaatikon Richard
Dedekindin teos “Was sind und was sollen die Zahlen?”, jossa ensimma&isti kertaa
pyrittiin systemaattisesti formuloimaan ennen naiivin intuition varassa olleet
aritmetiikan peruskésitteet kuten luku. Matematiikan formalisointia jatkoivat ensin
Gottlob Frege joukko-opissa ja David Hilbert geometriassa. Fregen paradoksillaan
kriisiin ajanut Bertrand Russel ja Alfred North Whitehead pyrkivit koko
matematiikan aksiomatisointiin teoksellaan “Principia Mathematica”; myohemmin
samaan pyrki nimed Nicolas Bourbaki kiyttanyt ranskalainen kollektiivi.

Niissd Kurt Godelin ja Alfred Tarskin mahdottomiksi osoittamissa yrityksissé
tdydellisesti méaaritelld koko matematiikka ldhdetdan liikkelle aksiomaattisesta
joukko-opista. Luvut ja muut kisitteet pyrittiin méaritteleméan joukkoina.

Yleensd matematiikassa tullaan toimeen ns. nasivilla joukko-opilla, jossa joukko on
alkioidensa méardama kokonaisuus, kiiytossd ovat tavanomaiset joukkojen
laskutoimitukset ja jokaista kaavaa vastaa jokin joukko. Tdmé& johtaa kuitenkin
paradokseihin ja epétdsmaéllisiin késitteisiin, tutuimpana kaikkien joukkojen
muodostaman joukon muodostama joukko ja Russelin paradoksi eli kysymys: “Kylén
parturi leikkaa tdsmélleen niiden kyléldisten hiukset, jotka eivit leikkaa omia hiuksiaan.
Leikkaako hidn omat hiuksensa?”.

Joukko-opin aksiomatisoinilla pyritddn niin tdsmaéllisesti kuin mahdollista
maarittelemiin joukko ja joukkoon kuuluminen. Esitetddn téssd yleisimmin kiytetty
Zermelon-Fraenkelin aksioomajarjestelma, merkitdan ZF. Usein ZF:4n lisdtdin vield
valinta-aksiooma, jolloin systeemistd kiytetddn lyhennettd ZFC.

Tassd aksiomatisoinnissa oletetaan taustalle vallalla oleva filosofia, jonka mukaan
matematiikka on sitd tutkivasta subjektista riippumaton, yksikésitteinen ja
muuttumaton rakennelma. Téllainen matematiikkaa pelkistdén jo valmiiksi olevaa
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tutkivana eli analyyttisend tieteend pitéava filosofia tunnetaan nimellé platonismi. Jo
tdmén ajatuksen ilmaisu edellyttidd kielen ja kieli sitd ymmértivin subjektin. Jos
rajoitetaan matematiikka olemaan subjektin tuntemien valttaméattomien totuuksien
kokonaisuus, niin se ei ole kiinte#d rakennelma. Tamé filosofia on nimeltdin
intustionismi. Intuinitionismissa matematiikkaa pidetdin aidosti uutta luovana eli
synteettisend tieteend. Téssé esityksessd kiytetddn tavanomaista logiikkaa. Kédytetdan
logiikasta, jossa kaavalla on totuusarvo vain jos se voidaan mé&arittds, nimitysta
konstruktivismi. Intuitionismille annetaan hyvin laaja merkitys eli se on késitys, jonka
mukaan kieli ja sitd kiyttdva subjekti edeltéavat matematiikkaa.

Aksiomatisoinnin tavoitteena on saada joukko-opista kieli, jonka avulla muu
matematiikka méaritellddn. Joukko-opin aksiomatisointi on silti sekin puolestaan
suoritettava jollakin riittavan ilmaisukykyiselld ja tarkalla kielelld, eli aakkostolla ja
kieliopilla. Kieli on ennen muuta tapa varastoida, vélittdd ja muokata informaatiota.

Kaikista merkityksistdin mahdollisimman téysin riisuttu formaali logiikka niin pitkélle
kuin mahdollista abstrahoitunakin vaatii kieliopin, joka on sité perustavampaa
metakieltd ja joka taas vaatii metametakielisen kieliopin. Platonismin mukaan
matematiikka itse on perustavin kieli, jota kaikkien kielten kieliopit noudattavat ja siis
matematiikka sisdltdd oman kielioppinsa. Intuitionitisen kisityksen mukaan viime
kidessd jokainen kieli aina perustuu metameta...metakielelle, arkikielelle, joka nojautuu
aistikokemuksien vélisille suhteille annetuille nimille ja siten fyysiseen universumiin.
Tamai esityskin on kirjoitettu suomeksi kutsutulla arkikielelld, jonka sitd didinkielendén
puhuva lukija on lapsena oppinut juuri aistimaansa todellisuutta mallintamalla.
Epatasmallisiin muotoiluihin ajaudutaan vdistamatta, kun todellisuutta yritetdan
kuvailla kielelld, joka on tuon todellisuuden osa.

Jo propositiologiikan operaattorien saaminen onnistuu vain lauseen ja siitd
riippumattoman lauseen totuustaulukon kisitteen avulla. Erillisten lauseiden on siis
saatava joko totuusarvo tosi tai siitd eroava epétosi ja on kyettivi erottamaan niiden
vhdistelmét toisistaan. Propositiologiikan kielioppi vaatii tdten ainakin kisitteet “ja”,
“toisistaan riippumattomat”, “erilliset”, “tosi-epétosi”, “joko-tai” ja “yhdistelma”.
Jokainen niista sisdltdd implisiittisesti kisitteen kaksi, joka taas edellyttad kisitettd
yksi. Namé ovat luonnollisia lukuja ja siis matematiikan perusteita joukko-opille
rakennettaessa vasta pitkdn matkan pédissd. Ennen ensimméistikian joukko-opin
aksioomaa siis havaitaan, ettd meilld on jo jonkinlainen kisitys lukuméaérésta. Tama ei
ainakaan puolla joukko-opin kiyttod lukujen méaarittelyssa.

Vaikka téssé esityksessd pyritddn jos suinkin mahdollista kiyttam&aan suomenkielisid
termejd, kuten kuvaus ja yhdiste eikd funktio ja unioni, niin loogisten symbolien
suhteen ndin ei tehdi objekti- ja metakielen sekoittamisen ehkiisemiseksi. Ongelma,
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johon ei suomessa ole vakiintunutta ratkaisua, on mitd sanaa kiyttda symbolista =.
Yhtasuuruus viittaa harhaanjohtavasti kokoon, joten yleensi kiytetdén termid sama.
Koska kyseesséd on aivan objektikielen peruskésite, niin sen kdytosta pitdisi metakielessa
luopua, jolloin eri tasoilla esiintyisi helposti sekaannuksia aiheuttaen SAMA sana.
Kaytetdsan tdssi esityksessé termid identtinen. Samoin téssd sana lause varataan
loogiselle kaavalle, jonka totuusarvo voidaan aina m#arittda. Aksioomista loogisesti
johdettu tulos on téssd teoreema. Vield erotetaan pitkdt nuolet yhtdpitdvyys <= ja
looginen seuraus =—> tarkoittamaan metakielistd méaérittelya tai padttelyd. Namé
suoritetaan siis aina ennen mitaddn matemaattisia operaattoreita. Yhtapitdvyyden ja
ekvivalenssin sekoittamisesta ei koidu suurta vahinkoa, mutta implikaatiota merkitseva
= ja = on erotettava toisistaan; toisaalta induktiotodistuksissa ndméakin saatetaan
kiytadnnossa samaistaa.

1.2 Joukko-opin ja logiikan ongelmallinen suhde

Platonistisen kaanonin mukaan yksinkertaisin joukko-opin aksiomatisointiin riittava
kieli on ensimmaéisen kertaluvun identtisyydelld varustettu predikaattilogiikka
(esim.|Suppes, Hella, Levy|). Predikaattilogiikan maéarittelyssi puolestaan aivan yhté
vakiintuneesti edellytetddn joukko-oppia (esim. [Merikoski et al., Copi|). Kvanttorien
tavanomainen kiytto edellyttid, ettd ennalta tiedetddn universumsi, johon niilla
viitataan. Kaikissa l6ytamissdni logiikan alkeisteoksissa sen ilmoitetaan olevan epétyhja
muuttujiksi kdyvistd alkioista koostuva joukko U. Joukon kisitettd vasta méiriteltdessa
tdmé ei luonnollisesti kéy.

Suomalaiset aakkoset tarkoittavat téssd aina joukkoja ja kreikkalaiset loogisia lauseita
ellei muuta erikseen sovita. Merkitdan joukkoon kuulumista symbolilla “€”; lauseke

a € b luetaan “a on joukon b alkio”, “a kuuluu joukkoon b” tai “a kuuluu b:hen”.
Identtisyys “=" ja joukkoon kuuluminen ovat predikaatteja, joilla toisiinsa yhdistetyt
muuttujat muodostavat aina kaavan. Jos siis a ja b ovat muuttujia, nima =bjaa € b
ovat aina kaavoja. Jos aja f ovat kaavoja, niin my6s negaatio —« ja konnektiivilla
vhdistetyt kaavat konjunktio o A 3, disjunktio a V «, implikaatio 8 = aja ekvivalenssi
B < [ ovat kaavoja. Oletetaan tunnetuiksi sulkumerkinnét ( ja ) sekd sovitaan, ettd

ilman sulkuja suoritetaan ensin —, sitten A seki V, sitten =ja viimeiseksi <. !

1

Téssi kirjoituksessa on siis lihteistd [Hella, Suppes, Merikoski et al.] poiketen voimassa sopimus,
jonka mukaan implikaatio suoritetaan ennen ekvivalenssia. Perusteena tdhén on ainoastaan
kirjoittajan henkilokohtainen tottumus. Kansainvélisesti vihintddn yhtd yleinen, etenkin
tietojenkasittelysséd tavallinen sopimus, jonka mukaan konjunktio suoritetaan ennen disjunktiota,
taas ei tdssd ole voimassa. Joissain vanhoissa teoksissa kiytetty sddnto, jonka mukaan tasa-arvoiset
operaattorit suoritettaisiin oikealta vasemmalle ei sekddn péde. Siis a V Ay ja a = [ = v eiviit
ole hyvinmadriteltyjé logiikan kaavoja, sen sijaan téssi esityksessd a = § < ~ on.
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Oletetaan tunnetuiksi identtisyydelld varustetun propositiologiikan paéttelysddnnot.
Merkki, jossa operaattorin péélle on vedetty viiva yldoikealta alavasemmalle tarkoittaa
sen negaatiota, esim. a ¢ b tarkoittaa samaa kuin —a € b. Merkintd o <= § tarkoittaa
samaa kuin f = «. Kaavan totuusarvo, joko tosi tai epdtosi, riippuu enintdin sen
vapaista muuttujista. Jos kaava sisdltdd vapaan muuttujan, se on avoin, muutoin se on
suljettu. Kaava, jonka totuusarvo on aina sama on lause, erityisesti suljettu kaava on
lause. Lauseen kanssa on aina yhtéapitéava joko tautologia T tai kontradiktio 1. Naista
voidaan muodostaa avoin kaava vapaalla muuttujalla x sijoittamalla T <= z =z ja
Ll <=z #ux.

Vield vaaditaan kasitteet universaalikvanttori V ja eksistenssi- eli olemassaolokvanttori
3. Madritellddn ensin merkityksestd piittaamatta ettd jos ¢(x) on kaava, jossa z on
vapaa muuttuja niin Jz¢(z) ja Vre(x) ovat kaavoja, joissa z ei endd ole vapaa
muuttuja vaan sidottu. Méaritellddn myos olemaan voimassa tuttu yhteys

(UE): Vao(x) & —Fz—¢(x).

Predikaatit suoritetaan aina ennen kvanttoreita, joten voidaan vailla sekaannuksen
vaaraa kiyttad lyhenteitd Va € ba ja Ja € ba; edellinen siis tarkoittaa Va(a € b = «)
eikd Va(a € b A ) ja jalkimmaéinen Ja(a € b A ) eikd (Ja(a € b)) = a. Kvanttorin
vaikutusalue paattyy vain jo sitd ennen olevan sulkumerkin “(” vastinpariin “)” joten
mitddn joskus kiytettyjd sddntdja kvanttorien ja konnektiiivien vélisesta
suoritusjarjestyksesta ei tarvita. Tuohon sulkumerkkiin se kuitenkin loppuu aina, joten
esimerkiksi Suppesin jatkuvasti kiyttdméat tyylin (Va)a merkinnét eivit ole kieliopin
mukaisia kaavoja.

Tésséd haluttu kvanttorien universumi koostuu kaikista joukoista. Tdmé& universumi on
ensin madriteltdva tai aksiomatisointi ei ole loogisesti kestévi, vaan siin
kehépéidtelméni puhutaan sellaisesta oliosta, jota vasta méadritellddn. Kaavalle Vz3(x)
pitdd saada merkitys “jokaisella joukolla z pétee 5(z)” ja kaavalle Jya(y) “on olemassa
joukko y, jolla pétee a(y)”. Edellinen viittaa kokoelmaan ja jilkimmé&inen sen
vksittadiseen jaseneen, joten jalkimmaéinen on perustavampi kisite jos kokoelma on
epatyhjé. Silld, ettd jokin ehto pitee jokaisella joukolla tarkoitetaan UE:n mukaan ettéd
ei ole olemassa joukkoa, jolla sen negaatio péatee. Riittda siis méaritelld joukkoja
koskeva ominaisuus “olla olemassa”, jolla on yksikésitteinen negaatio “ei ole olemassa”.

1.3 Joukon olemassaolo
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Tavallisesti joukon olemassaolon méaéritelméksi otetaan vain sen kuuluminen
kvanttorien universumiin, jonka saatetaan vaittad tulevan madritellyksi
aksiomatisoinnin edetessi. Se, ettid joukko on olemassa tdsmélleen silloin kun se kuuluu
kaikkien joukkojen kokoelmaan on kieltdmétta selvia. Parempi yritys on asettaa
joukolle olemassaolon ehdoksi aksioomien toteuttaminen. Minkdan aksiooman kanssa ei
ole ristiriidassa méadritelld joukko b pelkistadn niin, ettd b # @, jolloin kaavan b = {@}
totuusarvoa ei tiedetd. Téllaiset oliot eivit tuo joukko-oppiin mitddn uutta eikd niita
Occamin partaveitsen mukaan tule hyviksya.

Ei voida sallia mitdén joukkoja, joihin kuuluminen ei ole yleiselld muuttujalla
vksikésitteinen kaava. Olemassaolon edellytyksend on oltava joukon yksikdsitteisyys.
Joukon yksikésitteisyys vaatii, ettd voidaan muodostaa yhden vapaan muuttujan ehto,
joka on tosi tdsmaélleen joukon alkioilla. Yleisesti olio on méariteltdvissd jos se voidaan
ristiriidattomasti ja yksikésitteisesti kuvailla jollain kielelld. Jos kaavan toteuttavien
muuttujien kokoelma ei toteuta aksioomia se on ZF:ssa ristiriitainen eiké ole joukko.
Aksioomien kanssa ristiriidaton kaava méarittdd joukon. Téssé riittdd vaatia
sdannollisyysaksiooman toteutuminen, mahdolliset ristiriidat syntyvét siita.

Atomikaava on direllisen pitki. Adrellisen kaavan negaatio on #irellisen pitki.
Kvanttorilla darellisestd kaavasta muodostettu kaava on dérellisen pitkéd. Kaksi
adrellistd kaavaa konnektiivilla yhdistdmalld saatu kaava on &arellisen pitkd. Muutoin
muodostettu lauseke ei ole kaava. Kaava on siis aina dérellisen pitka, vaikka logiikan
alkeiden yhteydess# usein korostetaan kaavan voivan olla myds diretén. Adrellinen
kaava, jonka toteuttaisi ddrettdman monta muuttujaa olisi vilttdmétta muotoa, jossa
vain kiellettdisiin ehdon toteutuminen &érelliselld madralla muuttujia, ja johtaisi siten
kaikkien joukkojen joukkoon eikd toteuttaisi aksioomia. Jos halutaan darettomét joukot
kiyttoon taytyy ehdoksi hyviksyd muukin kuin téssd esitelty kaava.

Lahteissd esitetty viite, ettd ensimmadisen kertaluvun predikaattilogiikka olisi riittava
kieli ei pidé paikkaansa. Adrettomyysaksiooma ei ole ensimméisen kertaluvun logiikan
kieltd, koska siiné eksitenssikvanttorilla sidotun muuttujan kaavassa muuttuja esiintyy
myShemmin vapaana. Edellytetdan kiytettaviksi vahvempaa kieltd. Kuten
joukko-opissa yleensd tehddidnkin, niin hyviksytain myds madrittavit ehdot, jotka
voidaan ilmaista darelliselld algoritmilla eli kaikilla muuttujilla saman Aérellisen ohjeen
mukainen péattelyketju suorittamalla. Perinteinen nimitys néille on mddariteltdvissa
oleva eli mddriteltdvd joukko. Téssd sen synonyymina voisi kiyttdd olemassaolevaa.

Miidritelmi 1.3.1: Joukko on direllisesti kaavana tai algoritmina esitettivissi olevan,
enintddn yhden vapaan muuttujan ehdon toteuttavien alkioiden kokoelma, joka on
alkioton tai siséltad alkion, joka ei itse kuulu mihink&in kokoelman alkioon.
Eksistenssikvanttori ilmaisee juuri téllaisen joukon olemassaolon ja universaalikvanttori
kaikkia tallaisia joukkoja koskevan ominaisuuden.
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Téastd seuraa suoraan tyhjin joukon olemassaolo, silld ehtoa x # x ei toteuta mikdan
joukko.

Teoreema 1.3.2: 30Vz(z ¢ O) O.

Joukkojen olemassaolon oletetaan Levylld seuraavan siité, ettéd niistd ylipddnsa
puhutaan, Suppesilla titd ei varsinaisesti edes kisitelld ja luentomonisteessa esitetdin
erillinen tyhjan joukon aksiooma.

On helpompaa maééaritelld olioita kuin kuvailla niitd. Jos joukon mééaritteleviné ehtona
on vaikkapa algoritmi, jonka méarittely edellyttdd meta-algoritmia niin joukko voi
saada suhteessa médritelmaansd hyvin nopeasti monimutkaistuvia ominaisuuksia,
jolloin se tiedetddn yksikésitteiseksi mutta sen kaikkia ominaisuuksia ei voida tdysin
kuvailla. Jos joukko voidaan kuvailla algoritmilla, joka kaikilla muuttujilla d4rellisen
monen askeleen jilkeen saa totuusarvon, niin se on laskettavissa oleva eli laskettava
joukko.

1.4 Laskettavuudesta

Katsotaan nyt hieman tarkemmin 1900-luvun puolessavilissi syntynytta laskettavuuden
teoriaa, jonka kehittdmisestéd pitaé erikseen mainita epétiydellisyyslauseestaan
tunnettu Kurt Godel ja ennen muuta Alan Turing. Hin keksi erittéin tehokkaan
tavan mallintaa algoritmista ajattelua, alunalkaen ajatuskokeena, mutta tietotekniikan
kehittyessd yhé konkreettisempana. Tadma keksinté on Turingin kone; idealisoitu
tietokone, jollaisen hén osoitti voitavan ohjelmoida suorittamaan mitd vain
laskutoimitusta, johon voi vastata kylla tai ei. Sellainen voidaan maéritelld varmasti
kolmellasadalla symbolilla.

Turingin kone lukee a — 1 eri aakkosesta mudostetun n merkkié pitkdn sy6tteen 4,
joiden mukaan se aloittaa lukemaan nauhalta jonkin a eri symbolista, jonka korvaa
toisella ennen kuin siirtyy nauhalla askeleen kerrallaan oikeaan tai vasempaan ja
mahdollisesti vaihtaa tilaansa johonkin s erilaisesta tai pysahtyy. Koneen liikesuunta,
tila, ja kirjoitettu symboli rippuvat siirtymdfunktiosta f joka sisiltdd s x a ohjetta
toimia jollain s X a x 2 tavasta; tastd ks. [Aaronson|. Téssd luvut a, 7 ja s eivit ole
kovinkaan suuria. On kuitenkin huomioitava, ettd nauhan pituus oletetaan
ddrettomaksi. Mitd tahansa Turingin konetta simuloiva universaali Turingin kone
saadaan jo jos < s,a >€{< 24,2 >, < 7,4 >,< 2,5 >}, ja ilmeisesti tahén riittd4 pienin
epatriviaali < 2,3 >-kone. Mielivaltaisen suuren koneen simulointi vaatii mielivaltaisen
pitkdn syotteen.



1 Taustaa ja merkint6ja

Churchin-Turingin hypoteesin mukaan kaikki laskettavissa olevat ongelmat voidaan
ratkaista Turingin koneella. Hypoteesia pidetédén yleisesti pédtevin, vaikka sen
todistaminen katsotaan mahdottomaksi. Jos méariteltévissé olioissa on hankaluutena
vaikeus saada niistd kiintedd joukkoa, niin laskettavilla ongelmallista on niiden
maéérittely. Churchin-Turingin hypoteesi on vaikea todistaa, sitd kun ei oikein saa
formaaliksi viittaméksi. Laskettavuudelle on muitakin méaritelmis, lambda-analyysi ja
rekursiiviset kuvaukset sivuutetaan kuitenkin téssé, ne ovat oleellisesti yhtépitavia
tapoja Turingin koneen kanssa. Turingin, Gédelin ja Alonzo Churchin tyshon
pohjautuminen on joka tapauksessa kiytetyin tapa. Huomionarvoista naissi kaikissa on
se, ettd ne olettavat lukumé&iran tunnetuksi kisitteeksi, miké edellyttas
intuinitionismia.

Laskettavuudella pyritdin huomioimaan fyysisen todellisuuden asettamia rajoja.
Tunnetuin rajoitus on seuraava. Turingin kone voi aina joko pysdhtya tai olla
pysahtymatti. Itse se ei osaa titd pysdhtymisongelmaa yleisesti ratkaista. Turingin
todistus télle on muotoa, johon joukko-opissa turvaudutaan usein; nimittéin kone, joka
osaisi ratkaista yleisen pysdhtymisongelmansa médrittéisi ehdon, joka olisi muotoa

oo L (@ fpysihtyy
viviel f) = {0, (i, f)ei pysihdy

Seuraavaksi siithen voitaisiin sitten ohjelmoida diagonaaliargumentti

e pysihdy; ¢(p,p) =0
ala pysahdy; o(p,p) =1

Taté vastaa sellainen laskettavien joukkojen ominaisuus, ettd kaikkien laskettavien
joukkojen kokoelma on joukko, jonka ylinumeroituvuuden hyviksyva platonistikin
tunnustaa numeroituvasti darettdmaksi. Se ei kuitenkaan ole laskettavasti numeroituva,
ellei lagskettavuuden méaritelmés laajenneta.

Yleistetty pysdhtymisongelma on ehképéa kaikkein tunnetuin ratkeamaton ongelma. Fi
siis ole olemassa yleistd algoritmia, jolla voisi madrittada pysdhtyykd mielivaltainen
siirtyméfunktio ja sy6te. Voidaan silti milld tahansa k& méarittada algoritmi, joka
ratkaisee pysdhtymisongelman kun f + ¢ = k. Kun & saa yh& suurempia arvoja,
algoritmi tosin monimutkaistuu aina enemmén suhteessa edelliseen. Osoittautuu, ettd
monimutkaisin on tilanne, jossa f = k eli sydte on tyhji ja siirtyméafunktio
mahdollisimman monimutkainen.



1 Taustaa ja merkint6ja

Muodostetaan nyt kaikki mahdolliset 2 symbolin ja n tilan Turingin koneet ja valitaan
niistéd se joka pysahtyy tyhjalla syotteelld viimeisend. Merkitddn sen ennen
pysdhtymistdan ottamien askelten méiraa BB(n) (sanoista “busiest beaver”). Ei voida
millddn yleiselld algoritmilla madrittdd lukua BB(n); tdstd kun saataisiin ratkaisu
pysdhtymisongelmaan, koska mikidan yli BB(n) askelta jatkuva ohjelma ei pysahtyisi.
Ei ole mitéin nopeampaa tapaa maarittad BB(n) kuin todella muodostaa kaikki n eri
tilalla saatavat koneet ja ajaa ne. Namé vuonna 1962 keksinyt Tilbor Rado osoitti
hieman my6hemmin, ettd BB(n) on epdlaskettava kuvaus, joka kasvaa n:n kasvaessa
nopeammin kuin mika&n laskettavissa oleva.

Tiedetadn, ettd BB(0) =0,BB(1) =1,BB(2) =4, BB(3) =21 ja BB(4) = 107.
Témén jéilkeen ei ole endd kuin alarajoja, BB(5) tuskin on kuitenkaan enemmén kuin
47176 870, ndin monen askeleen jalkeen on 5 symbolia pitkd ohjelma pysdhtynyt
vuonna 1989 ja 83000000 epétriviaalista ohjelmasta endé 0,3%:n kohdalla on
pysdhtyminen mahdollista. Asiaa on siis tutkittu ja jatkuvasti simuloitu kohta 50
vuotta laskutehokkuden aina kasvaessa. BB(6) < 2,5 - 102%™ miki on suurin
toistaiseksi 16ydetty arvo, tdmé taas vaikuttaisi olevan edelleen kasvussa.

Maéariteltdvissé olevien olioiden sijaan yleisempéd on rajoittua laskettaviin. Lukujen
kohdalla tdma onkin perusteltua, silld kaikki viitetyt esimerkit méariteltavistd vaan ei
laskettavista luvuista joko ovat laskettavia tai eivit ole lukuja.

Vaikka yleisen pysdhtymisongelman ratkaisulle ei ole algoritmia, niin sen kaikille
erityistapauksille on. Universaalille Turingin koneelle on aina kaikkien mielivaltaisen
pitkien sy6tteiden pysdhtymiselle vield pidemmalld mutta edelleen airelliselld syotteelld
ilmaistavissa oleva algoritmi. Vaikka BB ei ole laskettava kuvaus, niin BB(n) on
laskettava luku kullakin &d&relliselld n; algoritmi on siis se, ettd muodostetaan kaikki 2
symbolin ja n tilan koneet ja ajetaan ne tyhjalla syotteelld ja katsotaan suurin ennen
pysdhtymisté otettu askelméira. Sen osoittaminen, ettei mikidin tétad pitempédédn jatkava
pysdhdy, onnistuu sekin jollakin &&relliselld Turingin koneella.

Mielivaltaisen Turingin koneen pysdhtymisen todennékoisyytta ilmaiseva Chaitinin
vakio () on laskettava aivan samassa mielessid kuin m, e tai algebralliset luvut; ndiden
avulla darellisesti muodostettujen epdyhtéldiden totuus saadaan aina &arelliselld
algoritmilla méaéritettyd. Minkd&n irrationaaliluvun bin&dari- tai desimaalikehitelmié ei
voi méarittdad adrellisellda algoritmilla. Tamé tarkoittaa vain sitd, ettd tuollainen
padttymaton kehitelmé ei ole luku eli numerojonolla ei voi ilmaista irrationaalilukua,
ainoastaan sen mielivaltaisen tarkat ala- ja ylarajat. Cantorin diagonaaliargumentissa
reaalilukujen ylinumeroituvuudelle konstruoitu numerojono ei sekdan ole luku.



1 Taustaa ja merkint6ja

Epilaskettavien joukkojen médritelmé siséltdd aina algoritmin, joka ei pysdhdy.
Téllaisen joukon kaikkia ominaisuuksia ei tunneta, joten sen yksikésitteisyys pitad
erikseen olettaa. Téllainen oletus tehdddn téssd vain kerran, sen jilkeen tuohon
joukkoon kuuluminen on kaava. Tuo joukko, jota ei voi ilman kehapéaitelmaa
pysdhtyvalla algoritmilla maarittad, on luonnollisten lukujen joukko N. Toinen
platonistisesti tuolla tavoin médritelty joukko on R.



2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Tutkitaan nyt aksioomia tarkemmin yksi kerrallaan. Nama ovat siis kieliopin mukaisia
kaavoja, jotka méaritellddn tosiksi.

2.1 Ekstensionaalisuus

Joukkojen identtisyys méaritelldsin luonnollisella tavalla. Témé saadaan teoreemana
hyédyntdmélla joukolle asetettua edellytystd madrittdvin ehdon yksikésitteisyydesta.

Teoreema 2.1.1 Ekstensionaalisuusteoreema (ET):
VAYB(Vz(r € A<z € B)) = A=B.

Todistus: Valitaan mielivaltaiset A ja B, joilla Va(z € A < x € B). Koska A ja B ovat
joukkoja, niitd vastaavat yhden vapaan muuttujan ehdot x € A <= ¢ (x) ja
z € B <= ¢p(z). Siispd Va(zr € A & 2 € B) <= Va(pa(z) © ¢p(r)) <= A= B 0.

Sanallisesti esitettyné: Kaksi joukkoa ovat identtiset jos niilld on identtiset alkiot.
Ekstensionaalisuusaksiooman mukaan joukko voidaan siis yksikésitteisesti kuvailla
luettelemalla sen alkiot. Jos siis

lHzeAs (x=avVe=0bV...),

missé . .. tarkoittaa disjunktiolla toisiinsa liitettyjd muotoa y = x olevia kaavoja, niin
voidaan merkita

(2) A= {a,b,...},

missé . .. tarkoittaa pilkuilla toisistaan erotettuina tasmaélleen kaikkia niitd alkioita,
jotka esiintyvit kaavassa (1).
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2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Tassé platonistit kiyttavat poikkeuksetta alaindekseinéd luonnollisia lukuja, mika
dkkiseltddn vaikuttaa melko intuinitionistiselta.

Seuraava on olennaisesti muista aksioomista poikkeavaa muotoa. Siind esiintyvé ¢ on
mielivaltainen ehto. Joukkojen suhteen kyseessd on siis oma aksioomansa jokaista
tdllaista ehtoa kohden ja niité taas voidaan muiden aksioomien perusteella osoittaa
olevan rajattoman suuri midrd. On mahdotonta esittdd ZF direlliselld masdralla
ensimmaisen kertaluvun aksioomia.

Tallaisesta kokoelmasta aksioomia kdytetddn englanniksi nimitystd “axiom schema’.
Suomeksi sanotaan yleensd vain “aksioomat”; kuitenkin “axiom schema” on mielesténi
eri asia kuin vain “axioms”, siksi siitd kiytetddnkin myo6s nimitystd “aksioomakaavio” tai
“aksioomajirjestelmi”. Aksioomasto on mielestini hyvi kiddnnos, joka sanatarkan
vastineen puuttuessa kiyttdd suomelle ominaista padtettd merkityksen siilyttadmiseen.

2.2 Korvausaksioomasto ja osajoukkoteoreemasto

Léahteissé tdhan liitetyt vaatimukset vapaista muuttujista ovat hieman outoja,
yleisimmin edellytetty “A ei ¢:n vapaa muuttuja” on mahdoton koska ¢ (y, z) on
médritelty tdsmalleen silloin kun x kuuluu joukkoon A. Sen sijaan pitdd vaatia, ettd A
ei ole y:n vapaa muuttuja. Jos jokin muu muuttuja vaikuttaa ehdon totuusarvoon, niin
saadaan useita kahden muuttujan kaavoja. Kolmen vapaan muuttujan ehdosta

o(x,y, z) voidaan muodostaa ehto 1 (z, {y, z}) ja muiden kahden muuttujan pysyessa
samana ehdon totuusarvoon vaikuttavien y:n tai z:n arvo antaa niin monta eri ehtoa
kuin on eri tilanteita, jossa sitd muuttamalla muuttuu ehdon totuus, saadaan siis ehdot

wy1($> Z)> wy2($7 Z)? sy wyn(xa Z)a Z/le(x, y)v sy ¢zm(iﬁ> y)
Korvausaksioomasto (KA): Kun ¢ on kahden vapaan muuttujan ehto, niin

Vb(Vw € tVoVu(y(w, u) Ap(w,v) = u =v)=
JaVz(x € a < Jy € b(Y(y,x)))) on aksiooma.

Siis ehdon, jonka ensimmaéisen parametrin kuuluessa annettuun joukkoon jélkimmaéisiné
toteuttavat ja talldin yksikisitteiset parametrit muodostavat joukon.

Téassé on siis oma aksioomansa jokaista ehtoa 1 kohden. Tésté saadaan usein omana
aksioomastonaan annettu seuraus, joka on muodostettu korvaamaan

Abstraktioaksiooma (AA):NeIAVx(z € A & p(x)) (Frege 1893),

11



2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

misséd ensimmaéinen kvanttori koskee ehtojen kokoelmaa, eli AA on korkeamman
kertaluvun logiikkaa.

Téstd seuraa mm. Russelin paradoksi (1901): ehdolla ¢(z) <= = ¢ = saadaan

JAVz(x € A< x ¢ x) , jonka takaamaan joukkoon A sijoitus x = A tuottaa
kontradiktion Ac A= A¢ A .

Tama saadaan estettyd vaatimalla valmis perusjoukko, jolloin saadaan

Teoreema 2.2.1: Osajoukkoteoreemasto (OT): Jokaista yhden muuttujan ehtoa ¢
kohden VB3AVz(x € A< x € B A ¢(z)) on teoreema.

Todistus: Jokaisesta kaavasta ¢(x) voidaan muodostaa ¥ (w,u) = p(w) A w = u, jota
vastaava korvausaksiooma saadan muotoon VB(Vw € bYuVu(p(w) Aw =

uNp(w)ANw =v =u=v)=3AVz(zr € A< Jy € B(p(y) ANy = z)), mikid on sama kuin
ehtoa ¢ vastaava osajoukkoteoreema [J.

Tassé kaikki kvanttorit viittavat kylld joukkoihin toisin kuin abstraktioaksioomassa,
mutta tdssd on vain tehty silménkddntotemppu. “Jokaista ehtoa ¢ kohden” on vain
sanallinen esitys merkinnille Vi, sama temppu tehdidin myos KA :ssa.

Siis jokaista ehtoa ja joukkoa kohden voidaan muodostaa uusi joukko, johon kuuluvat
tdsmélleen ne alkuperiisen joukon alkiot, jotka toteuttavat ehdon. Otetaan télle
merkintd

A={zeB|p()}

Nimensé mukaisesti tdméan avulla voidaan tuottaa juuri osajoukkoja, joten
osajoukkouden kisite on syyta méaritella.

Maiédritelmé 2.2.2: (i) A C B <= Va(z € A= z € B), luetaan A on joukon B
osajoukko eli A on B:n osajoukko.

(ii) Jos lisdksi A # B, niin A on B:n aito osajoukko, merk. A C B.

12



2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Voidaan my6s merkitd A O B, jos B on A:n osajoukko; vastaavasti voidaan kiyttaa
symbolia D. Joissain l&hteissd merkitddn osajoukkoutta C ja aitoa osajoukkoutta &,
mutta tdssd esityksessd notaatio on tdma.

Seuraavat kaksi lausetta patevit myos aidolle osajoukkoudelle ja niiden todistukset
seuraavat suoraan osajoukkouden maéaaritelmassé kiytetyn implikaation ominaisuuksista.

Teoreema 2.2.3: VA(O C AC A) 0.

Teoreema 2.2.4: VAVYBYC(ACBABCC=ACC(C)L.

Voidaan siis merkitd A C B C C. Selvasti talléin A Cc BVB CC <A cCC.
OT vilttdd Russelin paradoksin; sijoitus ¢(z) <= = ¢ = teoreemaan

Vb3aVr(z € a = x € bAp(x))

johtaa lausekkeeseen Vb3aVr(x € a < x € b A x ¢ x), johon sijoitus x = a antaa

Vbda(a € a = a€bAha ¢ a)< YbIa(—(a € a) N —(a € bA—(a € a))) <=VbIa(a ¢
alNa¢b),

joka ei ole kontradiktio.

Seuraava aksiooma on téssé siséllytetty jo joukon médritelmésn. Se estdi
alkeellisimmat paradoksit.

2.3 Saannollisyysaksiooma

Sadannollisyysaksiooma (SA): VAIb € A(Jx € A(Vy € z(y ¢ A)))).

Taman mukaan jokaisella epityhjilla joukolla on ainakin yksi alkio, jonka mikédan alkio
ei kuulu alkuperaiseen joukkoon, eli mikddn epatyhji joukko ei sisdlld yhteistd alkiota
kaikkien alkioidensa kanssa.

13
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Saadaan téirked tulos, jonka mukaan mikian joukko ei ole itsensd alkio.
Teoreema 2.3.1: Va(a ¢ a).

Todistus: Selvisti @ ¢ ), joten valitaan mielivaltainen a # @, jolloin 3b € a ja
muodostetaan kaava ¢ (w,u) < w =b A u = a, jolloin KA:n avulla joukosta a saadaan
{a}. Selvisti {a} # O, joten SA mukaan 3z € {a} A (Vy(y € z = y ¢ {a})) eli

Vy(y € a = y ¢ {a}). Sijoittamalla y = a pitee erityisesti
(c€ca=a¢{a})=(a€ca= 1)< ad¢all

Russelin paradoksin ehdon tayttia siis jokainen joukko. Nyt kaavaa ¢(z) <= x ¢ x
vastaava OT antaa Vb3aVz(x € a &z € bAx ¢ x), mikd on 2.3.1 mukaan
Vb3aVr(r € a < x € bAT), eli Vb3a(a = b). Samoin jos sijoitetaan ennen teoreeman
kiytt64 © = a, niin saadaan Vb3a(a ¢ a A a ¢ b), mikd on 2.3.1 nojalla yhta kuin
Vb3a(a ¢ b), minka toteuttaa ainakin a = b.

Rajoitttautuminen vain osajoukkojen muodostamiseen on vilttdméatonté;
abstraktioaksioomalla ja nyt varmasti sallitulla ehdolla p(z) <= = ¢ = pddtyisimme
kylld Russelin paradoksiin sijoittamalla x = A. Abstraktioaksioomaan sijoitettu ehto
() <= T johtaisi kaikkien joukkojen joukkoon V', jolle pétisi Va(z € V), erityisesti
siis V € V vastoin teoreemaa 2.3.1. Kaikkien joukkojen kokoelma ei siis
sdannolisyysaksiooman voimassaollessa ole joukko, vaan aito luokka.

Emme vieldkéédn tiedd, onko epétyhjid joukkoja edes olemassa. Osajoukkona oleminen
on oleellinen kisite seuraavassa tdmén takaavassa yleensd aksioomaksi laskettavassa,
mutta joukon maaritelméasta tassd teoreemana saatavassa tuloksessa.

2.4 Potenssijoukko

Teoreema 2.4.1: Potenssijoukkoteoreema (PT): VAIB = {z | x C A}.

Todistus: Valitaan mielivaltainen A. Se koostuu ehdon ¢ 4(z) toteuttavista joukoista.
Muodostetaan ehto pp(x) <= Vy € x(va(y)). Téssd y on sidottu ja x ainoa vapaa
muuttuja, lisdksi ¢ (@) on tosi, joten SA ei estd ettd B on joukko, silld @) on
vaadittava erillinen alkio [J.

Tama tarkoittaa, ettéd jokaista joukkoa kohden on olemassa sen kaikista osajoukoista
koostuva joukko.
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Potenssijoukko on yksikésitteinen, merkitdan symbolilla P.

Maiédritelmé 2.4.2: P(A) = {x | x C A}

Suoraan PT:n avulla joukon @ ainoa osajoukko @ muodostaa joukon{@}, joka
synnyttia osajoukkojensa muodostaman joukon {0, {@}}, jonka potenssijoukko taas on
{0,{0}, {{0}}, {{0}, {{D}}}}, jonka osajoukoista saadaan jalleen uusi joukko, jne.

Téllaisessa joukossa, jonka olemassaolo on aksiooman takaama ja jonka voimme aina
mekaanisesti konstruoida, on aina alkioina kaikki edellisen joukon alkioiden yksin&in
muodostamat joukot ja tyhja joukko, siis enemmén alkioita kuin missdéin aiemmassa.
Se on siis ET:n perusteella eri joukko kuin mikéén aiempi. Tamakin viittaisi siihen,
ettd lukuméara edeltdd aksiomatisoinnissa joukkoa.

Tama tarkoittaa, ettd voimme muodostaa rajatta lisdd joukkoja tyhjasta joukosta
PT:n avulla, joten joukkoja on potentiaalisesti ddretdn mé&ara.

PT:n mukaan myos erityisesti {¢, {®}} on joukko, mikd mahdollistaa joskus
aksioomanakin esitetyn parin muodostamisen.

Teoreema 2.4.3: VaVb3c = {a, b}.

Todistus: Valitaan mielivaltaiset a ja b ja muodostetaan kaava
Y(w,x) <= (w=0ANzx=a)V(w={0} ANz =b>), jota vastaava KA muodostaa
joukosta {0, {@}} halutun parin {a,b} .

Siis mitéd vain kahta joukkoa kohden on joukko, jossa ne ovat ainoat alkiot.

Erityisesti jos sijoitetaan tdhin b = a, saadaan

Teoreema 2.4.4: Va3c = {a} O.

Monen térkedn joukon konstruoiminen vaatii alkioille jirjestyksen. Sellainen saadaan
pienelld tempulla.

Miéiritelma 2.4.5: Joukko{{z}, {z,y}} on joukkojen x ja y jirjestetty pari, merkitdén
<x,y >
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Muodostetaan siis ensin kahdesta oliosta 2.4.3:n nojalla pari ja sitten saadusta parista
ja sen jérjestykseen ensimmaéiseksi halutun alkion muodostamasta joukosta uusi pari.
Jarjestetty pari on triviaalisti yksikésitteinen.

Nyt saadaan tulos, jonka mukaan mitkddn kaksi joukkoa eivit voi molemmat siséltéaa
toisiaan.

Teoreema 2.4.5: VAVB(A ¢ BV B ¢ A).

Todistus: Valitaan mielivaltaiset A ja B ja muodostetaan 2.4.3:n mahdollistama joukko
{A, B} sekd huomataan ettd se selvisti on epétyhjd. Nyt SA:mn mukaan

Jdx € {A,B} AVy(y € = y ¢ {A, B}). Valitaan tallainen z. Koska z = AV x = B,
saadaan

(Vy(lye A=y ¢ {A,B}))V(Vz(z € B= z ¢ {A, B})), mihin sijoittamalla y = B ja
z = A saadaan

(BeA=B¢{AB})V(AeB=A¢{A B}))<—= (BeA=1)V(AeB=
)<= B¢ AVA¢BL.

Erityisesti saadaan sijoittamalla B = {A} seuraus VA({A} ¢ A).

Todistus oli vastaava kuin teoreeman 2.3.2 ja olisikin riittanyt todistaa 2.4.5, jolloin
2.3.2 olisi seurannut siité erikoistapauksena, jossa A = B. Téassé [Suppes| s. 53 toteaa,
ettd vastaava paattely on voimassa kolmen tai useamman joukon sykleille joten
teoreema voidaan yleistdd néille. Taméa toteamus puhuu eksplisiittisesti lukumé&arasta
ja implisiittisesti induktion kisitteesta.

Koska OT:n mukaan VBYC3AVx(x € A< x € BAz ¢ C) ja
VBYC3AVz(x € A<z € BAx € C), saadaan tutut mééritelménomaiset teoreemat.

Teoreema 2.4.6: VBYC3JA = {x € B | x ¢ C'} ; joukkoa A kutsutaan joukkojen B ja
C' erotukseksi tai joukon C' komplementiksi joukon B suhteen, merkitadn B\ C

ja

Teoreema 2.4.7: Jos VBYC3A = {z € B | x € C') [J; joukkoa A kutsutaan joukkojen
B ja C leikkaukseksi, merkitddn BN C.

Sen sijaan kahden joukon yhdiste ei ole osajoukko, joten sitéd ei voi OT:lla muodostaa.
Seuraava aksiooma mahdollistaa tdmén ja sen yleistyksen.
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2.5 Yhdisteaksiooma

Tatd ei ilman induktioperiaatetta saada teoreemana vaan tdmai on ainakin toistaiseksi
aito aksiooma.

Yhdisteaksiooma (YA): VAIC = {z | 3B(x € BAB € A)}.

Sanoiksi puettuna jokaisella joukolla on olemassa tdsmélleen sen kaikkien alkioiden
kaikista alkioista koostuva joukko.

Seuraavaksi médriteltdvin joukon olemassaolo seuraa triviaalisti yhdisteaksioomasta.

Miééritelma 2.5.1: |JA = {z | 3B(z € BA B € A)}, joukkoa |J A kutsutaan joukon A
yhdisteeksi tai lyhyesti A:n yhdisteeksi.

Vastaava yleinen leikkaus eli joukon kaikille alkioille yhteisten alkioiden joukko voidaan
médritelld vain epatyhjille joukoille ellei erikseen sovita, ettd (| = O.

Teoreema 2.5.2: VA4 OIL ={z |VW (Y e A=z €Y}

Todistus: Valitaan mielivaltainen A # @, jolloinVY (Y € A=z €Y)} on OT:n
kelpaava ¢(x). Erityisesti joukolle | J A pitee ILVz(rz € L &z € |JAANVY (Y € A=
z€Y)<=dL={z |3B(B€ ANz € B)}INVY(Y € A=z €Y)}. Koska
jilkimmaisestd ehdosta aina, kun Y € A seuraa ensimméinen sijoituksella Y = B,
voidaan ensimmainen ehto jattda huomiotta ja siis 3L ={z VY (Y €e A=z € Y)} O

Nyt voidaan médritelmad 2.5.1 vastaavasti méaaritelld

Maiéritelma 2.5.3: (VA= {z |VB(B€ A= x € B}, kun A# 0, () A on joukon A
leikkaus eli A:n leikkaus.

Kahden joukon yhdisteen olemassaolo voidaan nyt myd&s todistaa.

Teoreema 2.5.4: VBYC3A = {x | z € BV x € C}; joukkoa A kutsutaan joukkojen B
ja C yhdisteeksi eli unioniksi, merk. BU C.

17



2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Todistus: Valitaan mielivaltaiset B ja C', muodostetaan 2.4.3 takaama joukko {B,C'}
ja sovelletaan tdhén yhdisteaksioomaa, jonka mukaan 3A = {z | 3ID(x € DA D €
{B,C})} ={z|3D(x e DAN(D=BVD=C))}={z|zeBvzeC}O.

Kahden joukon leikkaus ja yhdiste muistuttavat loogisia konnektiiveja A ja V, joiden
avulla ne muodostetaan. Ne ovat niiden tavoin vaihdannaisia ja liitdnn&isid ja
noudattavat osittelulakeja, todistukset seuraavat suoraan logiikan vastaavista
tuloksista. Liitdnnéaisyyden nojalla voidaan puhua useammankin joukon yhdisteisté ja
leikkauksista. Yhdisteaksiooman nimi on mielekés juuri tasté syystd. Tuttujen
joukko-opillisten laskusddntjen todistukset saadaan ET:n nojalla vastaavista logiikan
sdanndistd samaan tapaan kuin seuraavan, mybhemmin esitettdvin
Schréderin-Bernsteinin teoreeman todistuksessa olennaisen aputuloksen.

Teoreema 2.5.5: VZVX CZVY CZ(X CZ\Y <Y CZ\ X),

Todistus: Valitaan mielivaltaiset X,Y ja Z siten, ettd X C ZAY C Z. Nyt

XCZ\Y<= Milac X=(aeZNagY)))<—=Va((a¢ ZVacY)=a¢
X)<=Va((aeY=>acZ)N(aceY =a¢ X)) =Y CZ\XO

Joukon yhdisteen ottaminen on potenssijoukon muodostamisen osittainen
kddnteisoperaatio. Seuraavat kaksi tulosta selventévit tité:

Teoreema 2.5.4:(JP(A4) = A.

Todistus:
UP(A) ={z|3B(x € BAB€P(A))} ={x|3B(x e BABC A} ={z |z € A} = AC.

Joukon potenssijoukon yhdiste on siis joukko itse.

Teoreema 2.5.5:A C P(|JA).

Todistus: Teoreema on selvésti tosi jos A = (). Valitaan mielivaltainen x € A. Nyt on
voimassa (Vz € z)(3B=z)(z e BAB€c€ A)<=Vz(zcrx=z2z€(JA)Nzx) <=z C
Udnz s zeP(UA)N{z} =z Px).
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2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Todistuksesta ilmenee lisiksi, ettd A =P(JA) & Ve e A)UA =2 A= {{z}} eli
A:ssa on tasmalleen yksi tdsmaélleen yhden alkion joukko. Yleensid joukko on
vhdisteensd potenssijoukon osajoukko tdmain ollessa sitd huomattavasti laajempi.

Nyt on vihdoin kasassa riittavésti tuloksia, ettd onnistuu kahden joukon karteesinen
tulon osoittamisen joukoksi:

Teoreema 2.5.6: VAVBICVz(x € C < Jydz(y€e ANz € BAx=<y,z>).

Todistus: Valitaan mielivaltaiset A ja B. Jos jompikumpi joukoista on tyhja, toteutuu
teoreema triviaalisti kun asetetaan C' = (. Oletetaan sitten, ettd A # () # B.

Nyt voidaan muodostaa 2.5.4 ja PT nojalla joukko P(P(A U B)). Téma ja ehto
o(r) ©Jydz(y € ANz € BAx =<y,z >) voidaan sijoittaa OT:on tuloksena

ID ={x € P(P(AUB))| y3z(y€e ANz€ BAx =<y,z>)}.

Oletetaan nyt ¢(x), jolloin 3y € AAJz € B ja PT:n perusteella voidaan muodostaa
joukot {y}, {y, z} ja edelleen {{y}, {y, z}}. Kahden joukon yhdisteen, osajoukon ja
potenssijoukon mééritelmien perusteella p(z) = (y € AUBAz € AUB) =({y} C
AUBAMN{y,z} CAUB) =({y} € P(AUB)A{y,z} € P(AUB)) =

{{y}. {y,2}} CP(AUB)) = 2 € P(P(AUB)) ANp(x) = z € D.

Selvésti myos © € D =>p(x), joten joukko D kelpaa teoreeman edellyttdméksi joukoksi
ca.

Miaritelmi 2.5.7: Joukkojen A ja B karteesinen tulo
Ax B={<a,b>lac ANbe B}.

Olemme jo tdh&nkin pédstiksemme vilttdmattd tarvinneet lukumasrdd ilmaisevia
késitteitd “yksi” ja “kaksi”. Oikeastaan olemme joutuneet kiyttdm&ain myos késitettd
“kolme”, néin on tehty aina kun aksioomassa tai teoreemassa on esitetty
eksistenssikvanttorilla uusi, kahdesta aiemmasta riippuva olio. Esimerkiksi kahdesta
alkiosta muodostettu pari tai kahden joukon leikkaus on kolmas késite. Toteamalla
yvhdiste ja leikkaus kesken&ddn eri késitteiksi olisi pdadytty lukumé&ardin nelja.
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2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Lukumé&arat olisi siis syyta saada hyvinmaaritellyiksi kasitteiksi. Lisdksi tarvittaisiin
menetelmd, jolla lukum&arasta riippumaton tulos voitaisiin yleistdd, kuten teoreema
2.4.2 Suppesin mukaan. Nami vaatimukset toteutetaan yksinkertaisimmalla
mahdollisella tavalla, kun méaritellddn luonnolliset luvut N. Ne ovat olio, joka toteuttaa
seuraavat, ensimmaéisens ne tdsmaéllisesti muotoilleen Giuseppe Peanon mukaan
nimetyt postulaatit:

(P1) 0N

(P2) neN=n+1cN

(P3) 7In e N(n+1) =0
(P4)VeeNVyeNaz+l=y+1)=z=y

(P5%) Jos p(x) on kaava, niin ¢(0) AVa € N(p(z) = ¢(z + 1)) = Vo € N(¢(x)) on
postulaatti.

Siis jélleen vaaditaan toisen kertaluvun logiikkaa, edellinen on sama kuin
(P5) Vo(e(0) AVz € N(p(z) = p(x + 1)) = Vo € N(p(x))).

Tavanomaisena pyrkimyksené on saada méériteltyd N niin, ettd se on joukko, jossa
0=0jan+1=nU{n}. Pidetdan nyt toistaiseksi téité jirjellisend tavoitteena.
Seuraavan aksiooman katsotaan yleisesti tdhén riittdvan. Aksiooma on rekursiivinen.

2.6 Airettdmyysaksiooma

Téasséd aksiomatisoidaan olemassaolevaksi joukoksi kokoelma, johon ldhes minké&n
joukon ei voi osoittaa olevan kuulumatta. Téassa vakiintunut symboli I ei tule sanasta
“infinite” vaan sanasta “inductive”.

Adrettomyysaksiooma (AA*): (O € I ANVx(z € I = 2 U {z} € I)).

Téssé joukon I médrittéava ehto on ¢r(x) <= O € I ANz U {x} € I ja aksiooma siis
muotoa
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2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

(AA): AT ={x|QOcIAnzU{x} T}

On siis olemagsa ainakin yksi sellainen joukko, joka sisiltdd tyhjan joukon ja jokaisen
alkionsa yhdisteen alkion muodostaman joukon kanssa. Kutsutaan téllaista joukkoa
imduktionaaliseksi. Tassd kiytetddn yleensd nimitystd induktiivinen; siité saa kuitenkin
helposti késityksen ettéd induktioperiaate olisi télldin patevé. Se on pétevi tdsméilleen
luonnollisilla luvuilla, joka on yksikésitteinen olio ja néin ollen ainoastaan sitéd kuvaava
adjektiivi on turha.

Tama rekursiivinen médritelmé ei suoraan méaarittele yksikasitteistd joukkoa.

Tyhjésta joukosta saadaan PT:n avulla muodostettua joukko 0/ = {{0}}. Olkoon I

A A:n olemassaolevaksi takaama joukko. Hyvinmé&iritellyn kaavan 0/ € I totuusarvoa ei
voida ZF:n aksioomista johtaa. Voidaan osoittaa, ettéd vaikkapa

{0,{0},{0,{D}}} € I, mutta x ¢ I voidaan osoittaa todeksi vain kun z = I tai

x = {I}, jos emme tiedd joukosta I muuta kuin ettd se on induktionaalinen.

Maaritelmilld
(NO)0O=0

(NS) n+1=nU{n} P3 on selvisti tosi. Myts P4 on tilloin tosi madritellaan itse
joukko N miten tahansa.

Teoreema 2.6.1: P4.

Todistus: Tehd&édn vastaoletus, jonka mukaan dx, y siten, ettd x # y mutta

zU{x} =yU{y}. Symmetrian nojalla voidaan olettaa, ettd Ja(a € x A a ¢ y). Nyt
acr=—=aczxzU{zr}=—=acyU{y} —=acyVa=y—a=y—ycax—uzx¢
y=—=zx#yNed¢y—=zc¢yU{y} = x ¢ xU{x} = x # x, miki on ristiriita. Siis
vastaoletus on vaird ja teoreema pitee L.

Suppes esittdd luonnollisten lukujen méaritelmana
(N1) OeN;0=0,

(N2) neN=nU{n}eN;n+1=nU{n}ja
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2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat
(N3) e ACN)ANVz(zre A=azU{z} e A) = A=N.
P1 ja P2 toteutuvat nyt, ja P5:kin ndyttiisi toteutuvan.

Luentomonisteessa [Hella]s.32 valitaan mielivaltainen AA:n takaama induktionaalinen
joukko ja muodostetaan téstd OT:n avulla w ehdolla “kuuluu jokaiseen
induktionaaliseen joukkoon”, joka ei tuossa muodossa ole predikaattilogiikan kaava. Jos
kirjoitetaan tdma formaaliin muotoon, saadaan

Ve(r ew s ax e INVAO € AANVy(y e A= yU{y} € A) = x € A)), eli sama olio
kuin Suppesin N.

Kaikkien induktionaalisten joukkojen kokoelman leikkauksesta ei tiedetd kuin
epityhjyys. Adrettomyysaksiooman nojalla voidaan kuitenkin valita yksi sellainen, ja
soveltaa sithen OT:a ¢p(x) <= Vy(0 € y A (Vz(z € y = 2 U {z} € y)z € y. Tdmén
nojalla saadaan

Teoreema 2.6.2: AN(x € I |Vz(VI(Q € INVz(z € [ = zU{z} e )z € I) 0.

Siis on olemassa induktionaalinen joukko, joka on jokaisen induktionaalisen joukon
osajoukko. Selvisti N toteuttaa postulaatit P1 ja P2. Télle ei ole mahdollista
kirjoittaa méadrittéivad ehtona muutoin kuin rekursiivisena kaavana:

¢n(x) <= 0eNAz+1eNAVI0eIANVzel(z+1el))x el
Saadaan siis

Miiritelmi 2.6.3 :
N={z|0eNAzU{z} e NAVI(O € INVze€ I(zU{z} € I))x € I}; sanotaan N on
Luonnollisten lukujen joukko.

Teoreema 2.6.4 : P5.

Todistus: Valitaan mielivaltainen ehto ¢ siten, etti ¢(0) A Ve € N(p(x) = p(z + 1)).
Muodostetaan OT:n avulla joukko A={y e N|o(y)} ={y| (O eNAy+1e€
NAVI(O e INVzeI(z+1€ )y el)Ne(y)A(p(0) AVe € N(p(z) = p(x+1))} Nyt
0 ANYye A(y+1) € A, joten Vo € N(ze€ A). Toisaalta myos A C N, joten A =N ja
siisVe(r e N& z € A) jax € A= p(x), joista yhdessi saadaan Vz € N(p(x)) O.
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Yksikasitteiseen joukkoon N kuuluminen voidaan ilmaista vain paattyméattéméana
algoritmina. Vaikka algoritmi x € N <=z 4+ 1 € N on hyvinkin lyhyt niin se ei ilman
lisdoletuksia padty. Tama tarkastelu joudutaan kuitenkin jokaisen muuttujan kohdalla
ensin tekemddn. Jos tdméan jilkeen N hyviksytddn joukoksi, niin muita paattymattémia
algoritmeja ei ainakaan ennen reaalilukujen muodostamista rationaaliluvuille
suoritettavien laskutoimitusten raja-arvoina tarvita.

Luonnollisten lukujen joukko siis toteuttaa Peanon postulaatit. Laskutoimitukset
voisimme N:lle ottaa jo nyt; médritellddn kuitenkin ensin relaation, kuvauksen ja
yvhtédmahtavuuden késitteet, jolloin saamme myo0s jarjestyksen ja muut tavanomaiset
lukujoukot.

Kirjoitetaan vield kertaukseksi koko muunneltu ZF.

FEkstensionaalisuus (ET): VAVB(Vz(zr € A< x € B) = A= B).

Korvausaksiooma (KA): VauVb(Vw € bVoVu(¢(w,u) A p(w,v) = u = v)=

Jda = {x| Jy € b(¢¥(y,))}, téssd kvanttorin Vo universumina on loogisten lauseiden
kokoelma.

Saannollisyysaksiooma (SA): VA # O3z € A(Vy € z(y ¢ A)).

Potenssijoukko (PT): VAIB={z |Vycz(y € A)}.

Yhdisteaksiooma (YA): VAIC = {x | 3B € A(x € B)}.

Adrettomyysaksiooma (AA): 31 = {x | @ € I Az U {z} € I}, tissd joukko madritellisin
rekursiivisesti paattyméattomalla algoritmilla.

Jokaisesta joukosta saadaan potenssijoukko ja yhdiste ja néille méaarittava ehto. Alussa
alvan samassa, jarjestyksessd kvanttorit ovat myos sddnnollisyysaksioomassa. Sekin
takaa epityhjda joukkoa A kohden olemassaolevan joukon x. Madrittdvaa ehtoa
aksiooma ei anna, p(y) ei ole y ¢ A. Se kuitenkin sanoo, ettd jokaista epétyhjad
joukkoa kohden on olemassa sen alkio.

Jokaisesta epétyhjistd joukosta siis voidaan ottaa tunnettu alkio. Jokaisen epétyhjista
joukoista koostuvan laskettavan joukon maarittdva ehto tunnetaan. Namé yhdistamalla
saadaan, ettd epatyhjien joukkojen muodostamasta joukosta voidaan valita yksi alkio
kustakin. Témé& on merkillepantava tulos. Tassé nimittédin saatiin teoreemana
laskettava valinta-aksiooma, jonka mukaan joukosta epityhjid joukkoja voidaan aina
ottaa tdsmélleen yksi kustakin erityiselld valintakuvauksella. Sille on useita
ekvivalentteja muotoiluja, joista myShemmin esitetddn vahintddn yhtdmahtavuuden
vertailullisuus. Hyvinjdrjestyvyyslauseen mukaan taas jokainen joukko voidaan jéirjestid
siten, ettd jokin alkio on pienin. Taéméankin sddnnollisyysaksiooma ja laskettavuus
vaikuttavat yhdessd takaavan. Valinta-aksioomaa vastustaneen Alfred Tarskin
mukaan nimetty teoreema sanoo, etti kaikilla darettémilld joukoilla A on olemassa
bijektio A — A x A. Viela valinta-aksiooman kanssa yhtapitévié on, ettéd relaatiosta
voidaan aina rajoittaa samalla méaarittelyjoukolla varustettu kuvaus.
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2 Zermelon-Fraenkelin aksioomat

Namaé kaikki siis edellyttivat laskettavuutta, méaariteltavyys ei riita.

Otetaan seuraavaksi lisdd joukko-opillisia perustyokaluja kiyttoon. Pykélissd 3.1-3.4
esitetdan melko nopeasti joltinenkin mé#ra peruskurssitason méaéritelmia ja teoreemoja
ilman suurempia pohdiskeluja triviaalit todistukset sivuuttaen.
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3 Relaatiot ja kuvaukset

3.1 Relaatio

Relaation joukko-opillinen méiritelmé ei ehkd aivan vastaa intuitiivista késitystd. Se
palautuu suoraan jarjestettyyn pariin.

Masdritelm3 3.1.1: Joukko R on relaatio, jos
Ve € R(FAANIB(z =< a,b > Na € ANb € B)) eli jos sen kaikki alkiot ovat
jarjestettyja pareja.

Téssé esityksessd iso kirjain R (el pieni r saati reaalilukuja tarkoittava R) mahdollisine
indekseineen tarkoittaa aina relaatiota; esimerkiksi merkinnésti x = R seuraa, etti x
on relaatio ja merkinnistd AR, seuraa, ettd on olemassa ehdon ¢ toteuttava relaatio.
Muutkin oliot voivat toki olla relaatioita, mutteivat valttamatta.

Jos < z,y >€ R, merkitdin Ry tai R < z,y >.

Miéidritelméd 3.1.2: Relaation R maarittelyjoukko Dom(R) = {z | (3y)xRy}.
Miéritelma 3.1.3: Relaation R arvojoukko Rng(R) = {y | (3z)xRy}.
Suoraan madritelmistd saadaan tyhjille joukolle

Teoreema 3.1.4: (i) O on relaatio ja Dom(Q) = Rng(0) = @ mutta (ii)
BR # O(0 = Dom(R) vV @ =Rng(R)) O.

Seuraavien nimitysten kiyttdonotto veisi kohtuuttomasti tilaa jos kullakin olisi
numeroitu madritelmansa.
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Jos A = Dom(R) ja B = Rng(R), niin sanotaan, etti joukkojen A ja B wvdlillé on
relaatio R eli R on joukkojen A ja B walinen. Jos A = Dom(R) = Rng(R), niin
sanotaan, ettd joukossa A on relaatio R eli R on joukon A relaatio. Epéityhjien
joukkojen A ja B vilinen tdysi relaatio on 2.7.5 nojalla aina muodostettavissa oleva
joukko A x B ={< z,y >| x € A Ay € B}. Sijoittamalla edelliseen B = A saadaan
epatyhjan joukon A téysi relaatio {< z,y >| z € AAy € A}, josta OA:lla ehtona

o(z) & (z =< u,v > Au = v) saadaan tulos 3C = {< z,x >| x € A}. Téllainen C on
joukon A identtinen relaatio, merkitédéin R%. Maéaritelldan viela () itsensa seké taydeksi
ettd identtiseksi relaatioksi.

Kahden epétyhjan joukon vilisen tdyden relaation olemassaolosta seuraa
Teoreema 3.1.5: VAVB(A # O # B)3R(Dom(R) = AARng(R) = B) .

Joukkojen A ja B valilla on siis relaatio tdsmélleen silloin kun A =0 < B = (.

3.2 Relaation ominaisuuksia

Miidritelm# 3.2.1: R~! = {< y,x >|< z,y >€ R}. Téllsin sanotaan, etti R~! on Rm
kddnteisrelaatio.

Heti nihdin, ettd triviaalisti @' = @; samoin selviisti on voimassa
Teoreema 3.2.2: (VR)(R™Y)~! = RO

Liséksi suoraan méaritelmistd 3.1.2 ja 3.1.3 saadaan

Teoreema 3.2.3: (VR)Dom(R™!) = Rng(R) ja Rng(R™') = Dom(R) O.

Miééritelmé 3.2.4: Ry o Ry = {< 2,y >| 32(< z,z2 >€ RiA < z,y >€ Ry)}. Téllsin
sanotaan, ettd R o Ry on Ry:n ja Ro:n yhdistetty relaatio.

Seuraavat lauseet ovat voimassa; niiden todistukset seuraavat suoraan mairitelmisté ja
sivuutetaan téssi:

Teoreema 3.2.5: (VR1VR2)R1 0 Ry = O < Rng(R1) N Dom(Ry) = 0 0,
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Teoreema 3.2.6:
(VR1VR2)(Dom(R;1 o R2) € Dom(Ry)) A (Rng(R;1 o Re) C Rng(R»)) O,

Teoreema 3.2.7: (VR1VRoVR3)(R1 0 Re) o R3 = Ry o (R o R3) [J; voidaan siis
merkitd Ry o Ry o Rg.

Oletetaan seuraavissa madritelmissi, ettd R on joukossa A méiritelty relaatio.
Miéaritelma 3.2.8: R on refleksiivinen A:ssa jos (Vx € A)zRx.

Miééritelma 3.2.9: R on irrefleksiivinen A:ssa jos (Vx € A)—xRx.
Miéiritelmad 3.2.10: R on symmetrinen A:ssa jos (Vo € AVy € A)xRy < yRz.

Miidritelmi 3.2.11: R on antisymmetrinen A:ssa jos
(Vx € AVy € A)zRy NyRx = = = y.

Maiéritelmi 3.2.12: R on transitiivinen A:ssa jos
(Vx € AVy € AVz € A)xRy AN yRz = xRz.

Miéiritelma 3.2.13: R on vertailullinen A:ssa jos (Vo € AVy € A)x # y = xRy V yRz.

Néiden yleisesti tunnetut ominaisuudet ja seuraukset oletetaan tutuiksi, eikd niihin
paneuduta téssd tarkemmin.

Miiritelmi 3.2.14: R on ekvivalenssirelaatio joukossa A jos se on refleksiivinen,
symmetrinen ja transitiivinen. Jos joukkojen A ja B vililld on ekvivalenssirelaatio,
merkitddn A ~ B. Sanotaan myds, ettd A ja B kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan.

Miidritelmi 3.2.15: R on A:mn osittainen jdrjestys jos se on siiné refleksiivinen,
antisymmetrinen ja transitiivinen.

Maiiritelmi 3.2.16: R on A:n aito osittainen jirjestys jos se on siiné irrefleksiivinen,
antisymmetrinen ja transitiivinen.

Méiritelmi 3.2.17: R on A:n jdrjestys jos se on siind refleksiivinen, antisymmetrinen,
transitiivinen ja vertailullinen.

Masritelma 3.2.18: R on A:n aito jirjestys jos se on siind irrefleksiivinen,
antisymmetrinen, transitiivinen ja vertailullinen.

Kaytetdan myos sanontoja R jirjestdd A:n osittain, R jirjestdd A:n aidosti osittain, R

jirjestad A:m ja R jirjestdd A:n aidosti. Jarjestyksien kisitteet ovat hyodyllisia
tuonnempana.
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3 Relaatiot ja kuvaukset

3.3 Kuvaus

My®s seuraava on relaation ominaisuus, mutta se on niin tarkea, etta sille on syyta
omistaa oma lukunsa. Tétéd on jopa kiytetty joukon sijaan perusmuuttujana
joukko-opin aksiomatisointia luotaessa. Tédssd se kuitenkin on maaritelty relaation
ominaisuutena, minki unohtaminen voi johtaa kehadpéaitelmiin.

Miéiritelmi 3.3.1: Relaatio R on kuvaus eli funktio, jos VaVyVz(< x,y >€ RA <
z,2>€R) =y =z

Tassé esityksessd pienet kirjaimet f ja g mahdollisine indekseineen tarkoittavat aina
kuvauksia. Jos Dom(f) = A ja Rng(f) C B ja

Vo € AVy € BVz € B(xfy ANz fz = y = z), niin sanotaan ettd f on kuvaus joukolta A
joukolle B, merkitddn f: A — B. Merkitddn myos y = f(x), jos < z,y >€ f. Kuvausta
[+ A— A Va(f(z) = z) sanotaan identtiseksi kuvaukseksi joukolla A, merkitdén f9.
My6s @ on triviaalisti kuvaus. Jos f: A — B, C C A ja D C B, niin merkitdan vield
flC] = {f(z) | z € C}, joukon C' kuva kuvauksessa f ja f(-V[D] = {z | f(x) € D},
joukon D alkukuva kuvauksessa f. Hakasulkuja on kiytettavi, silld on tdysin
mahdollista, ettd sekd C' € A ettd C C A ja f(C) # f[C]. Indeksin —1 ymparilld on
sulut erottamassa sen pian miiriteltivisti kiinteiskuvauksesta; merkintd f~1[D]
tarkoittaa joukon D kuvaa kuvauksessa f~!, jota ei useinkaan ole edes méiritelty, kun
taas alkukuva aina on.

Miéiritelma 3.3.2: Kuvaus f on injektio A — B jos Vo € AVy € A(f(x) = f(y) =« =
Y)-

Miidritelmd 3.3.3: Kuvaus f on surjektio A — B jos Vy € B(3z € A(y = f(x))) eli
Rng(f) = B.

Miidritelmi 3.3.4: Kuvaus f on bijektio A — B jos se on sekd injektioA — B etti
surjektio A — B.

Relaatioita vastaavasti méaritellddn
Midritelmi 3.3.5: Kuvausten f ja g yhdistetty kuvaus

fog=A<z,y>|3z(<xz,z>€ fA< z,y >€ g)}. Jos f on kuvaus A — B ja g kuvaus
C — D, niin fogon kuvaus {x € A| f(z) € C} — D.

Teoreema 3.3.6: Vo € Dom(f o g)(f og(x) = g(f(x))).

Todistus: Valitaan mielivaltainen x € Dom(f o g), jolloin
x € Dom(f) A f(x) € Dom(g). Nyt y = fog(z) <=<z,y >€ fog <= Fz(< x,z >€
fN<zy>eg) =32z = fo) Ny =9(2) <=y =g(f(z)) 0.
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3 Relaatiot ja kuvaukset

Yhdistetty kuvaus noudattaa liitdntalakia, tdméan todistus on vastaava kuin relaatioilla.

Teoreema 3.3.7: Jos f ja g ovat injektioita, niin myds f o g on injektio.

Todistus: Valitaan mielivaltaiset injektiot f ja g, muodostetaan niistd yhdistetty kuvaus
f o g ja valitaan joukosta Dom(f o g) mielivaltaiset x ja y siten, ettd fog(x) = fog(y).
Siis 3.3.6 mukaan g(f(x)) = g(f(y)), joten 3.3.2 mukaan koska g on injektio, niin

f(z) = f(y) ja koska f on injektio, niin = = y. Siis VaVy(fog(x) = fog(y)) = x =yO.

Kadnteiskuvaus on méaritelty tdsmaélleen injektioille:

Teoreema 3.3.8: Kuvauksen f : A — B kiiinteisrelaatio f~1 on kuvaus Rng(f) — A
joss f on epéatyhji injektio A — B.

Todistus: Valitaan mielivaltainen kuvaus f : A — B, jonka kiinteisrelaatio f~! on
kuvaus Rng(f) — A. Selvisti f # 0.

Valitaan nyt mielivaltaiset x € A ja y € A, joilla f(x) = f(y). Koska f~! on kuvaus
Rng(f) — A, niin Dom(f~') = Rng(f). Koska f(x) = f(y) € Rng(f) = Dom(f~1)
niin f~1(f(x)) =f1(f(y)), mistd 3.2.2 perusteella seuraa x = y. Siis f on injektio.

Oletetaan nyt, ettd f on epatyhja injektio A —B. Siis Rng(f) # @. Teoreeman 3.2.3
mukaan Rng(f~!) = Dom(f) ja Dom(f~!) = Rng(f). Koska f on kuvaus joukolta A,
niin Dom(f) = A. Siis Dom(f~') = Rng(f~!) ja Rng(f~!') = A. Valitaan nyt
mielivaltainen x € Rng(f) ja mielivaltaiset y € A ja z € A, joilla pitee zf 'y ja xf 'z
eli yfaenzfr << f(y) =x A f(2) =z < f(y) = f(z). Koska f on injektio, niin tasti
seuraa ettid y = z, joten Vo € Rng(f)Vy € AVz € A(zflyAxf~lz =y = 2), joten f~!
on kuvaus. Koska jo aiemmin todettiin, ettd Dom(f~1) = Rng(f) ja

Rng(f~') = A C A, niin kyseessi on kuvaus Rng(f) — A 0.

Miédritelmi 3.3.9: Jos f on injektio A — B, niin sen ki#nteisrelaatiota sanotaan f:n
kidnteiskuvaukseksi f~1: Rng(f) — A. Kiinteiskuvaus on surjektio B:n osajoukolta
Rng(f) — A.

Teoreema 3.3.10: Kuvauksen f: A — B kifnteiskuvaus on kuvaus B — A joss f on
bijektio A —B.
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3 Relaatiot ja kuvaukset

Todistus: Valitaan mielivaltainen kuvaus f : A — B, jonka ki#nteiskuvaus on kuvaus
B — A. Siis Dom(f~') = B ja teoreeman 3.2.3 mukaan Dom(f~!) = Rng(f), joten
Rng(f) = B, joten f on surjektio A — B. Téstd yhdessd edellisen teoreeman kanssa
seuraa, ettd f on bijektio.

Oletetaan nyt, ettd f on bijektio A — B. Teoreeman 3.2.3 mukaan

Rng(f~1) = Dom(f) ja Dom(f~1) = Rng(f). Koska f on kuvaus joukolta A, niin
Dom(f) = A ja koska f on surjektio joukolle B, niin Rng(f) = B. Siis Dom(f~!) = B
ja Rng(f~!) = A. Téastd yhdessi edellisen teoreeman kanssa seuraa, ettd f~! on kuvaus
B— AL

Teoreema 3.3.11: Jos f on epityhji injektio A — B, niin fo f~! = fg.

Todistus: Koska f on kuvaus A — B ja f~! médritelmén 3.3.8 perusteella kuvaus
Rng(f) — A, niin f o f~! on méiritelmiin 3.3.5 nojalla kuvaus

{reA| f(z) € Rng(f)} — Aeli A — A. Toisaalta 3.3.5 mukaan
foft={<my>|32(<a,z>€ fA<z,y>€ fHl={< 2,y >|T2(<2,2>€ fA<
yo2>€ Ay = {< 2,y >| 32z = f@) Az = Fy)} = {< &,y >| B=(f(@) = F@)}.
Koska f on injektio joukolta A, saadaan tasti
foft={<zy>lz=ynzeA}=r0

Teoreema 3.3.12: Jos A C B, niin on olemassa injektio A — B.

Todistus: Koska Vo € A(x € B), niin kuvaus f : A — B, f(z) = = on vaadittava
injektio L.

Teoreema 3.3.13: Jos ) # A C B, niin on olemassa surjektio B — A.

Todistus: Koska A # @, voidaan valita y € A. Valitaan téllainen y, minké jalkeen
glx)=z, z€A

on vaadittava surjektio [I.
g@)=y, z¢A

kuvaus g : B — A. {
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4 Joukkojen mahtavuus

4.1 Yhtamahtavuus ja enintddan yhtamahtavuus

Joukkojen kokoja voidaan jossain erikoistapauksissa vertailla jollain niiden alkioiden
ominaisuudella, mutta vakiintunut suuruusjarjestys on alkioiden méaéara. Taméa
mitataan tavalla, josta kiytetddn nimitystd mahtavuus. Joukkojen yhtdmahtavuus ja
enintddn yhtdmahtavuus médritellddn kuvausten avulla.

Miidritelmi 4.1.1: Joukot A ja B ovat yhtdmahtavat jos on olemassa bijektio A — B.
Kaytetdan merkintadd A = B.

Identtinen kuvaus on bijektio, joten yhtdmahtavuus on refleksiivinen. Bijektion
kianteiskuvaus on bijektio, joten yhtdmahtavuus on symmetrinen. Kahdesta bijektiosta
muodostettu yhdistetty kuvaus on bijektio, joten yhtdmahtavuus on transitiivinen.
Saadaan siis

Teoreema 4.1.2: VA(A= A) 0O,
Teoreema 4.1.3 VAVB(A= B <B = A)0 ja
Teoreema 4.1.4 VAVBYC(A= BAB=C)=A=C0.

Miéiritelma 4.1.5: Joukko A on ddrellinen, jos In € N(A = n). Jos joukko ei ole
adrellinen niin se on ddretdn.

Yhtdmahtavuutta merkitdinkin usein samoin kuin ekvivalenssirelaatiota. Se ei
kuitenkaan ole relaatio, koska {< A, B >|A = B} ei ole joukko vaan aito luokka. Joka
tapauksessa relaation kisitteen voi yleistdd aidoille luokille aivan mielekkéésti ainakin
téassid tapauksessa |Levyls.33. Voidaan puhua ekvivalenssiluokista kiytinnossa samoin
kuin relaation yhteydessa.
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4 Joukkojen mahtavuus

Yleensd joukkoihin liitetddn kardinaaliluku, joka on yhtdmahtavilla joukoilla sama.
Asrellisilld joukoilla kardinaaliluku tarkoittaa triviaalisti joukon alkioiden lukum#sraa.
Vasta adrettomilld joukoilla kardinaaliluvun késiteen maarittelystd tulee kunnollista
tiedettd: ddrettomat kardinaalit ovat aina rejaordinaaleja; etenkin Suppesin kirjassa
oleelliset ordinaalit ovat dérellisilld joukoilla sama kuin kardinaali, 4arettomilld ne ovat
huomattavasti kardinaaleja tiheimmdéssé ja riippuvat miten monella eri tavalla joukko
voidaan hyvinjéarjestaa.

Miédritelmi 4.1.6: Joukko A on enintddin yhtdmahtava kuin joukko B jos on olemassa
joukko C' siten, ettd A = C' C B. Téllsin merkitdan A < B. Kiytetdin my6s
luonnollista sanontaa B on vdhintddn yhtdimahtave kuin A. Jos A < B A A 2 B niin
sanotaan, ettd B on mahtavampi kuin A, sanaa aito ei tissi tarvita.

Teoreema 4.1.7: Kaikilla joukoilla A ja B pitee A < B jos ja vain jos on olemassa
injektio A — B.

Todistus: Jos A < B, niin (3C')A = C C B. Siis joukolta A on mééritelmén 4.1.1
mukaan bijektio, eli siis injektio, joukolle C, jolta on edelleen teoreeman 3.3.12
perusteella injektio joukolle B. Siis teoreeman 3.3.7 nojalla joukolta A on injektio
joukolle B. Jos taas f on injektio A — B, niin f on bijektio A — Rng(A) C B, eli
A~ Rng(A) C BO.

Edellisestd ja teoreemasta 3.3.12 saadaan

Teoreema 4.1.8: VAVB(A C B)= A < B[.

Relaatio= on refleksiivinen:

Teoreema 4.1.9: VA(A < A).

Todistus: VA(A= A C A) 0.

Relaatio= on transitiivinen:

Teoreema 4.1.10 VAVBYC(A X BAB X () =A< C.
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4 Joukkojen mahtavuus

Todistus: Valitaan mielivaltaiset joukot A, B ja C siten, etti A < B A B < C. Téllin
teoreeman 4.1.7 mukaan on olemassa injektiot f: A — B ja g: B — C. Niiden
yvhdistetty kuvaus f o g on méiritelmén 3.3.5 ja teoreeman 3.3.7 mukaan

injektio{x € A | f(x) € B} — C. Koska Vo € A(f(x) € B), niin f o g on siis injektio
A — C, joten 4.1.7 mukaan A < C' L.

Helposti saadaan méaritelméan 4.1.6 ja teoreeman 4.1.4 perusteella

Teoreema 4.1.11 VAVB(A = B) =A < BAB < A.

Todistus: VAVB(A= B) —=(A=BC B)A(B=ACA)L.

Viimeinen teoreema toiseen suuntaan, eli antisymmetrisyyden takaava tulos

A <BAB < A=— A = B tuntuu triviaalilta, mutta on yllattdvain hankala todistaa.
Todistetaan se seuraavaksi, mutta todetaan ensin etta jarjestyksen (jos siis yleistetdan
jarjestys aidoille luokille) edellyttdmé vertailullisuus eli (VAVB)A < BV B < A, miki
sekin vaikuttaa itsestddnselviltd, on mahdotonta todistaa ddrettomille joukoille ilman
valinta-aksioomaa; itse asiassa se on ekvivalentti valinta-aksiooman kanssa. Se onkin
selvéasti samankaltainen kuin hyvinjirjestyvyyslause.

4.2 Schroderin- Bernsteinin teoreema

Téstd teoreemasta kiytetddn myos nimed Cantorin-Schroderin-Bernsteinin teoreema,
silld Georg Cantor todisti jo aiemmin, ettd teoreema pitee ZFC:ssi. Téssd
esityksessé valinta-aksiooman kiyttoon suhtaudutaan vihintdankin kriittisesti ja joka
tapauksessa on arvokas tulos, ettd teoreema ei sitd vaadi.

Teoreema 4.2.1: (Schroderin-Bernsteinin teoreema) Jos A X BA B < A, niin A~ B.

Todistus: Koska A < B, niin voidaan 4.1.6 mukaan mééritelld injektio f : A — B ja
siis bijektio f : A — By, By = Rng(f) C B

ja koska B < A, voidaan vastaavasti méaritelld bijektio g : B — A; C A.

Osoittaaksemme joukot A ja B yhtdmahtaviksi riittdd 16ytda joukko

K C ANg[B\ fIK]] = A\ K,
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4 Joukkojen mahtavuus

1

jolloin kuvaus ¢~ on siis méaaritelty joukossa A\ K ja

(1) g '[A\ K] = B\ f[K].

flx); zeK

. on bijektio A — B,
g (x); z€e A\K

Silloin kuvaus h(z) = {

silld kuvauksen h l&htjoukko on K U(A\ K) = A ja

maalijoukko on (1) perusteella f[K]U (¢7'[A\ K]) = f[K]U B\ f[K] = B.
Maéaritellddn nyt joukko

D={CCc Alg[B\ fI[C]] € A\ C},

ja osoitetaan, ettd | J D on etsitty K.

Téssé todistuksessa olennainen on joukkojen laskusdinnoistéd teoreema
2.5.5: (VZVXVY )X CZANY CZ)—= (X CZ\Y &Y CZ\X),

joka tuli jo esitettyd aiemmin mutta selkeyden vuoksi kirjoitetaan se nyt tdhin
uudelleen.

Joukon D méiritelméstd seuraa 2.5.5 mukaan, etté
(2) Ce D& CCA\glB\ fIC].

Nyt jos C1,Co C AACy C Co, niin f([Cy] C f[Cy], ja siis 2.5.5 mukaan
B\ f[C2] € B\ f[C1], joten g[B\ f[Ca]] C g[B\ f[C1]] josta taas 2.5.5 mukaan
saadaan A\ g[B \ f[C1]] € A\ g[B\ f[C5]]. On siis voimassa

(3) (VC1VC2)(C1 C Ca C A) = A\ g[B\ f[C1]] € A\ g[B\ f[Cx]]
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4 Joukkojen mahtavuus

Koska (VC' € D)C C |JD C A, niin voidaan sijoittaa kaavaan (3) C; = C ja Cy =J D,
jolloin saadaan A\ g[B\ f[C]] C A\ ¢g[B\ flUD]], ja koska C' € D, niin tasta (2)

mukaan seuraa

(4) € € A\g[B\ fIUD]]-

Koska (4) patee kaikilla joukon D alkioilla C, niin yleisen yhdisteen méaritelmén
mukaan on voimassa

(6) UD c A\g[B\ fUDI]-

Maaritelladn nyt joukko

F=A\g[B\ fUDI]].

Siis (5) mukaan |JD C F C A, joten (3) mukaan

A\gIB\ FIUD]) € A\ glB\ fIF]) eli F € A\ g[B\ f[F]}, siis (2) mukaan F € D,
joten F' C |J D, mika siis on

(6) A\g[B\ fIUD] €UD.

Tuloksista (5) ja (6) seuraa, ettd A\ g[B\ f]|UD]] =D eli 2.5.5 mukaan
g|B\ flUD]] = A\ UD, ja koska joukon D mé&éritelmistéd seuraa, ettd | J D C A, niin
U D todella tayttdd joukolle K asetetut ehdot [J.

Yhdessé teoreeman 4.1.6 kanssa tastd seuraa suoraan

Teoreema 4.2.3: Jos on olemassa injektiot A — B ja B — A, niin A = B .
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5 Airettomat lukukokoelmat

Joukko-opin aksiomatisoinnin perusteluna pidetddn yleensé eri lukujoukkojen
konstruointia. Palataan nyt luvussa 2.7 méariteltyihin luonnollisiin lukuihin.

5.1 Luonnollisten lukujen laskutoimitukset

Tassé kappaleessa x, 4, z, k,n € N. Postulaatin P5 perusteella induktiotodistus on
hyviksyttiava todistusmenetelmé. Mikddn tdmén kappaleen méaéritelmistd ja lauseista el
riipu siitd miten kisitteet 0 ja +1 on joukko-opillisesti médritelty, ainoastaan Peanon
postulaateista.

Yhteenlasku méaéritellddn rekursiivisesti; tdma ei johda pysdhtyméttomiin algoritmeihin
koska induktioperiaate on nyt kiytossé:

(N4) 2+ 0 = z.

(N5) 2+ (y+1)=(z+y)+1

Teoreema 5.1.1 (yhteenlaskun liitdnndisyys):VaVyVz(x +y) + 2 = 2 + (y + 2).
Todistus: Valitaan mielivaltaiset x ja y. Nyt N4 perusteella

(al) (z+y)+0=z+y=z+ (y+0).

Oletetaan sitten, ettd pétee

(bl) (z+y)+k=x+ (y+k).

Nyt N5 ja bl avulla saadaan
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(c1)
(z+y)+(k+1) = (z+y)+k)+1 = (2+(y+k)+1 = z+((y+k)+1) = 2+ (y+(k+1)).

Induktioperiaatteen nojalla tuloksista al ja (bl=-c1) seuraa teoreema [J.

Teoreema 5.1.2 (yhteenlaskun vaihdannaisuus):VaVy(z + y) = (y + x).

Todistus: Triviaalitapaukset taytyy kisitelld ensin erikseen.

Lemma 5.1.2.1: Vk(0 + k = k).

Todistus: Miiritelman N4 mukaan

(a21) 0+0=0.

Oletetaan nyt, ettd

(b21) 0+ k = k.

Talloin méaritelmien N5 ja N4 seké induktio-oletuksen b21 mukaan myds

(c21) 0+ (k+1)=(0+k) +1=k+1=Fk+1.

Induktioperiaatteen nojalla lemma patee.

Lemma 5.1.2.2: Vn(l1+n=n+1).

Todistus: Méaritelmén N4 ja edellisen lemman perusteella

(a22) 1+0=1=0+1.

Oletetaan sitten, ettéd pétee

(b22) 1+ n=n+1,
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jolloin maé&ritelman N5 ja induktio-oletuksen b22 johdosta patee myds

(c22) 1+ (n+1)=(1+n)+1=(n+1)+1.

Induktioperiaatteen nojalla lemma péatee 1.

Valitaan nyt mielivaltainen z. Méaritelmin N4 ja lemman 5.1.2.1 mukaan

(a2) z+0=2=0+=x.

Oletetaan nyt

(b2) 2 +k=k+x,

jolloin médritelman N5, induktio-oletuksen b3, lemman 5.1.2.2 ja teoreeman 5.1.1
perusteella

(c2) z+(k+1)=(+k)+1=(kk+2)+1=k+(@x+1)=k+(1+2)=(k+1)+=z.

Induktioperiaatteen nojalla tuloksista a2 ja (b2=-c¢2) seuraa teoreema [J.

Teoreema 5.1.3 (nollan yksikésitteisyys): Vo (Vy(x +y) =y = = = 0).

Todistus: Valitaan mielivaltainen x. Maaritelman N4 perusteella

(a3) z+0=0=2=0.

Oletetaan sitten, ettd

(b3) z+k=k=2=0.

Nyt méadritelmén N5, postulaatin P4 ja induktio-oletuksen b3 mukaan

(e3)z+(k+1)=k+1=(z+k)+1=k+1=>2+k=k=2=0.
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Induktioperiaatteen nojalla tuloksista a3 ja (b3=-¢3) seuraa teoreema [J.

My6s kertolasku méaritellddn rekursiivisesti:

(N6) z-0=0.

(N z-(y+1)=(z-y) +=

Teoreema 5.1.4 (osittelulaki): VaVyVz(z - (z +y)) = (z-z) + (2 - y).

Todistus: Valitaan mielivaltaiset z ja z. Maaritelmien N4 ja N6 nojalla

(a4) z- (x4 0)=z-2=(2-2)+0=(2-2) + (2-0).

Tehddan induktio-oletus

(b4) z- (x+ k)= (z-2)+ (2 - k).

Siitd seuraa yhdessd méaéritelmén N7 ja teoreeman 5.1.1 kanssa

(c4)
2 (@t (k+1) = 2 (4+k)+1) = (- (@+k) +2 = (-2) + (z-k) 2 = (2-2) +2- (k+1).

Induktioperiaatteen nojalla tuloksista a4 ja (b4=-c4) seuraa teoreema [J.

Teoreema 5.1.5 (kertolaskun liitdnn&isyys):VaVyVz(z - y) -z =z - (y - 2).

Todistus: Valitaan mielivaltaiset x ja y. Nyt N6 perusteella

(a5) (z-y)-0=0=z-0==x-(y-0).

Oletetaan sitten, ettéd pétee

(b5) (z-y)-k=z-(y- k).
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Nyt saadaan médritelméan N7, induktio-oletuksen b4 ja osittelulain 5.1.4 avulla

(c5)
(z-y)-(k+1) = ((z-y) k) +(z-y) = (x-(y-k) +(x-y) =2-((y-k)+y) =z (y- (k+1)).

Induktioperiaatteen nojalla tuloksista a5 ja (b5=-c5) seuraa teoreema [J.

Teoreema 5.1.6 (kertolaskun vaihdannaisuus): VaVy((z - y) = (y - x)).

Todistus: Valitaan mielivaltainen x. Tarvitaan ensin perusaskeleelle induktiolla saatava

Lemma 5.1.6.1: Vk(0 - k£ = 0).

Todistus: Méadritelman N6 perusteella on voimassa

(a61) 0-0=0.
Oletus
(b61) 0-n =0

johtaa teoreeman 5.1.4, lemman 5.1.2.1, méadritelmén N7 ja tuloksen a61 keralla
seuraukseen

(c61) 0-(n+1)=(0-n)+(0-1)=04+(0-(04+1))=0+((0-0)4+0)=0+0+0=0;

tamé on induktiotodistus lemmalle [J.

Edelléd johdetun tuloksen 5.1.6.2 ja médritelmédn N6 perusteella siis

(a6) z-0=0=0"x.

Oletetaan nyt, etté
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(b6) - k=Fk-x.

Induktioaskelta varten tarvitaan taas aputulos:

Lemma 5.1.6.2: VEVn((k + 1) -n = (k-n)+n).

Todistus: Valitaan mielivaltainen k, jolloin méa&ritelmien N6 ja N4 nojalla

(a62) (k+1)-0=0=0+0= (k-0) +0.

Olkoon nyt voimassa

(b62) (k+1)-n=(k-n)+n.

Nyt méadritelmad N7, induktio-oletusta b62 sekid teoreemoja 5.1.2 ja 5.1.1 soveltaen
saadaan

(c62)(k+1)-(n+1)=((k+1) n)+(k+1)=((k-n)+n)+(k+1) =
(k-n)+k)+(n+1)=(k-(n+1)+(n+1).

Siis induktioperiaatteen nojalla lemma péatee O

Maaritelméstd N7, induktio-oletuksesta b6 ja lemmasta 5.1.6.2 saadaan ndin ollen

(c6)z-(k+1)=(z-k)+z=(k-z)+z=(k+1)- .

Induktioperiaatteen nojalla tuloksista a6 ja (b6=-c6) seuraa teoreema [J.

Yhteen- ja kertolaskut ovat siis ndin maéariteltyind luonnollisilla luvuilla seka
vaihdannaisia etté liitdnndisia ja tavanomainen osittelulaki on myos voimassa. Tahén
tietenkin kaytetyilld rekursiivisilla méaéritelmilld pyrittiinkin. Mink&d&anlaista ZF- tai
muutakaan joukko-oppia tédssd osuudessa ei tarvittu mihinkdin. Paras argumentti
joukko-opin kdytolle luonnollisten lukujen méaarittelyssd on seuraava osuus.
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5.2 Luonnollisten lukujen jarjestys

Téassédkin kiytetyn John von Neumannin kiyttoonottaman +1:n méaritelmén
ansiosta luonnolliset luvut saadaan helposti jarjestettyd joukkoon kuulumisen avulla.

Jarjestysrelaation vertailullisuudelle tarvitaan triviaalin tuntuinen apulause, jota
vastaava tulos kuitenkin tdytyy jossain vaiheessa todistaa. Olemme téssi vasta
osoittamassa jirjestyksen olemassoloa, eli el mitenkédn voi olla selvia ettd saa ottaa
seuraajarelaation molemmista puolista jarjestyksen siilyttaen.

Teoreema 5.2.1: Vk,n e Nken=k+1en+1).

Todistus: Induktiolla n:n suhteen. Implikaatio on triviaalisti voimassa kun n = @.
Oletetaan nyt, etté

Dken=k+1len+1

ja pyritddn osoittamaan etta

2)ken+l=k+1lec(n+1)+1

Saadaan ke n+ 1< kenU{n} < k€ nVk=n, mistd (1) mukaan
(k+len+1Vk=n)=(k+len+1U{n+1})V(k=nAn+1le{n+1})

= (k+len+1)+1)V(k=nAn+len+1lU{n+1}) =(k+1ec(n+1)+1)V((k=
n)An+le(n+1)+1)=

(k4+1€ (n+1)+1), joten (2) on voimassa ja siten myos teoreema [J.
Teoreema 5.2.2: Relaatio € jarjestdd kokoelman N aidosti.

Todistus: Selvisti SA mukaan € on irrefleksiivinen ja antisymmetrinen. Transitiivisuus
(eli aiemmin luvattu lauseen 2.4.3 yleistys!) saadaan yksinkertaisella induktiolla:

Triviaalisti on voimassa vasemmalta puoleltaan epitosi implikaatio
reEyNy e =xe.

Oletetaan nyt, ettd z € y Ay € k = x € k. Tallgin

zeyhye(k+l)erecyrnyckU{kteorzeyn(yekvyel{k}) o (xeyrye
EYV(reyAhy=k)=x€k=uzckU{k}=k+ 1; paittelyketju saattaa vaikuttaa
kummalliselta, joten sitd on syytd havainnollistaa olettamalla aritmetiikka tunnetuksi:
jos x <y < k+ 1, niin luonnollisesti ¢ < y < k eli z < k, josta seuraa x < k + 1.
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Vertailullisuus saadaan sekin induktiolla: Selvisti Vn € N(O € n), induktiotodistus on
aivan triviaali. Oletetaan nyt, ettd (Vk € N)k =nV k €nVn € k. Nyt jos

k =nV k € n, niin selvisti k € nU{n} = n + 1. Jos taas n € k, niin lauseen 5.3.1
mukaan n+1e€k+1=kU{k} &n+1ckVn+1=Ek. Siis
VEeN)k=n+1Vken+1Vn+1E€ k. Relaatio € on siis aito jarjestysrelaatio
kokoelmassa N .

Jos n € NAm € n merkitddn m < n. Kéytetddn myds merkintdd n > m. Jos
n < mVn=m merkitdidn n <m jam > n.

Teoreema 5.2.3: (Vm,n € N) (i) (m<n< mCn)ja (ii) (m <n<mCn).

Todistus: (i) Oletetaan, ettd m < n ja valitaan mielivaltainen x € m, jolloin koska

m € n niin transitiivisuuden nojalla z € n ja siis m C n. Oletetaan sitten, ettd m C n.
Siis m # n ja 3k € N(k € n Ak ¢ m). Tehddén vastaoletus, jonka mukaan m > n. Siis
n € m ja k € n, mistd transitiivisuuden nojalla & € m, miki on ristiriita. Siis koska < on
aito jirjestysrelaatio, joka irrefleksiivisyyden, antisymmetrisyyden ja vertailullisuuden
johdosta noudattaa trikotomiaa, eli tdsmaélleen yksi vaihtoehdoista m < n, n < m ja

m = n on aina voimassa, seuraa vastaoletuksesta johdetusta ristiriidasta ettd n < m.

Kohta (ii) saadaan suoraan kohdasta (i) kun tarkastellaan erikseen tapaukset, joissa
m=nll.

Tasté seuraa, ettd relaatio C on kokoelman N jirjestys ja C aito jirjestys.

Luonnollisten lukujen kokoelmalle N saadaan teoreemana johdettua kaksikin eri aitoa
jarjestysrelaatiota ZF-aksioomista ldhtien, mikd lukujen méa&rittelemistd joukkoina
selvisti puoltaa.

Esitetdéan tassi vield muutama muukin joukko-opin avulla méériteltyjen lukujen
antama tulos.

Teoreema 5.2.4: VkVn(k e n An € N=k € N)

Todistus induktiolla: Kun n = 0, niin

B)kenAneN=keN
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toteutuu triviaalisti. Oletetaan nyt, ettd (3) toteutuu, kun n =m € N. Jos n =m + 1,
ninmkem+1=kemU{m}=FkecmVEk=m. Siis induktio-oletuksen ja oletuksen
m € N nojalla molemmissa tapauksissa k € N, joten (3) pétee kaikilla n € N .

Kahden luonnollisen luvun yhdiste on niistd suurempi ja leikkaus pienempi, todistukset
seuraavat suoraan edellisestd lauseesta ja joukko-opin laskusadnnoista:

Teoreema 5.2.5: Vn € NVk <n(nUk=nAnnNk=Fk)O.

Kahden luonnollisen luvun joukko-opillinen erotus taas ei triviaalitapauksia
lukuunottamatta ole luku, tosin saadun joukon kardinaali ilmaisisi erotuksen.
Luonnollisen luvun yleinen leikkaus on triviaalisti @ ja yleinen yhdiste intuitiivisen
késityksen mukainen:

Teoreema 5.2.6: Vn € NJ(n + 1) = n.

Todistus induktiolla: Kun n =0 = @, niin J(n+1) =JO U{0} = {0} = O.
Oletetaan nyt, ettd | J(k + 1) = k. Nyt

UE+D)+D)=U((E+ 1) U{k+1}) ={z|yek+ 1) U{k+1} Az ey} =
{zl3p@eyp Ay e(k+1)VIp(r ey Ay =(k+1)} =
{zlIn@enrpek+1)u{zFplzecyp Ay =(k+1)}=
UEk+1DU{z|ze(k+1)} =kU{x |z e kU{k}}=kU(kU{k}) =kU{k} =k+10.

5.3 Luonnollisten lukujen kokoelman olemus

Mikaan tdhén asti esitetty tulos ei riipu siitd onko N joukko. Taustalla ovat pelkistdan
méaaritelméat

NOO=0O
NS n+1=nU{n}

ja oletus, jonka mukaan on olemassa kokoelma N, jolla postulaatit P1, P2 ja P5 ovat
voimassa. Jos halutaan, ettd N on joukko, niin vaaditaan NA.

Se, ettd N on joukko edellyttad siis ettd pitee
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Adrettomyysaksiooma (AA): 3 = {x | QO € I ANz U {z} € I}.

Oletusta, jonka mukaan N on joukko tarvitaan 1dhinni siksi, ettd saadaan vertailla
ddrettomyyksid. Seuraavat kaksi tulosta siitd sentdén saadaan.

Ensimmaéinen tulos saadaan suoraan teoreemasta 2.5.4.
Teoreema 5.3.2: | JP(N) = NO.

Luonnollisten lukujen joukko on siis potenssijoukkonsa yhdiste. Seuraavaa ei intuitio
alvan suoraan anna:

Teoreema 5.3.3: N = [ JN.

Todistus: k e N<= ke NAkU{k}eN)=In=kU{k}(neNAken) <= ke
UN<=ImeNkem)= ke NLO.

Luonnollisten lukujen joukko on siis itsensé yhdiste. Sinéinsé oikein kaunis tulos.

Olkoon nyt sitten perinteiseen tapaan voimassa, ettd Peanon postulaatit toteuttava
adrellisten luonnollisten lukujen dareton kokoelma N on ZF-aksioomat toteuttava
joukko, jollaisia ovat siis nyt ddrellisen kaavan tai rekursiivisen ehdon méaarittdméat. Se
noudattaa sddnnollisyysaksioomaa ja vieldpa tiedetddn ettd juuri @ on SA:n
edellyttdmaé alkio. Jos johonkin joukkoon havaitaan kuuluvan tésmaélleen kaikki
luonnolliset luvut, niin ET nojalla se on juuri N. Yhdiste havaittiin edellisesséi
teoreemassa erittiin elegantiksi.

Joukko P(N) on tarkein peruste sille, ettd N on joukko. Platonismin pyhimpid
opinkappaleita on, etté darettomien binddrijonojen ominaisuudettomasta eiké ainakaan
joukkoa muodostavasta kokoelmasta kunkin jésenen eteen 0. merkitsemalld oitis
syntyvén joukon tavoin myos P(N) on ylinumeroituva ja siten mahdoton listata, kuten
seuraavaksi koitetaan osoittaa.

Viittdmai 5.3.4: Cantorin teoreema:(VA)A 2 P(A).
Todistus: Selvisti teoreema pitédd paikkansa, kun A = ). Oletetaan siis ettd A # O,
jolloin on olemassa kuvaus f : A — P(A); ainakin f(x) = {z}. Valitaan mielivaltainen

sellainen ja osoitetaan, ettei se ole surjektio. Yritetdédn muodostaa A:lle OT:n avulla
osajoukko seuraavalla tavalla, joka ei ddrettomalld joukolla aina onnistu:
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B={zeAlz¢ f(z)}

Jos B on A:n osajoukko niin se on P(A):n alkio eli jos f on surjektio, saataisiin

de€e A(B=f(c)). Nyt (ce B&ce ANcé f(c)) <= (ce B< T Ac¢ B), mikid on
kontradiktio, joten teoreema péatisi jos B olisi joukko. Kuitenkin B on joukko vain, kun
x ¢ f(x) on hyvinméiritelty kaava. Todistus ei siis mene ldpi. Sen sijaan vastaesimerkki
saadaan luotua

Teoreema 5.3.5: N = P(N).

Todistus: Kirjoittamalla P(N) = {A |Vz € A(x e N)} ={B | B={neN|p(n)}}
saatava muoto ilmaisee, misti potenssijoukossa on kyse. Se koostuu joukoista, joita siis
pitdd vastata darellinen madrittava kaava tai rekursiivinen ehto. Joukko P(N) koostuu
siis yhtd monesta alkiosta, kuin on ehtoja ¢(n) <= n € N A p(n). Muodostetaan ehtoja
vastaamaan Géddel-numerointi, jolloin saadaan surjektio luonnollisilta luvuilta niiden
médrdmien joukkojen joukolle. Kuvaus f(n) = {n} on puolestaan injektio, joten joukot
ovat yhtamahtavat .

Siis Cantorin teoreema ei pidi yleisesti paikkaansa jos pitdydytdin kaksiarvoisessa
logiikassa, jolloin ei voida hyviksyd méadrittelem&ttomid olioita. Téassd kiytetty kuvaus
on teoriassa jopa laskettava, mutta ehto = ¢ f(x) ei ole darellisesti méadritelty, silla
mielivaltaisen moni ehdoista p(n) méadrittelee darettomén joukon.

Jos Cantorin teoreema pétisi, siitd seuraisi ettd dareton joukko N on aidosti pienempi
kuin sitd mahtavampi P(N). Muotoa “44retdn on aidosti pienempi kuin”- oleva viittdma
olisi siis matemaattisesti todistettu apriorinen absoluuttinen totuus. Téssd tapauksessa
pitaisi ilman muuta siirtyd periytyvésti ddrellisiin joukkoihin ja korvata lukujoukot
aidoilla luokilla.

Aidosta luokasta ei voi muodostaa potenssiluokkaa. Aito luokka ei ole kunnollinen
kisite ZF:ssd. Sita laajemmissa von N eumannin-Bernaysin- G ddelin ja

M orsen-K elleyn aksiomatisoinneissa perustavin aitoja luokkia koskeva tulos on, etta
ne ovat kaikki yht&d mahtavia eikd mahtavampaa oliota ole. Tdmé vastaa maallikon
adrettomyyskasitystd paljon paremmin kuin ZF:ssd kiytetyt darettomén ja
Dedekind-darettomdn madritelmat; jalkimmaisesséd edellytetddn ettéd joukko on
yhtdmahtava aidon osajoukkonsa kanssa. Mainittakoon vield, ettd abstraktioaksioomaa
ei tarvitse rajata osajoukkoihin jos sallitaan aidot luokat.
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5.4 Periytyvasti aarelliset joukot

Jos rekursiiviset ehdot kielletésin joukkojen médritteleving ehtoina, niin AA johtaa
rigtiriitaan ja silloin periytyvésti dérelliset joukot ovat ainoa mielekis teoria. Silloin
pitdd huolehtia, ettd Peanon aksioomat toteuttava joukkojen kokoelma N on aito
luokka. Selvisti jos yleistetddn jarjestysrelaatio aidolle luokalle niin € jirjestdéd néin
médritellyt periytyvdsti darelliset joukot; vastaavasti C jarjestdd ne aidosti.

Téassd sanotaan usein virheellisesti, ettd otetaan aksioomaksi A A:n negaatio.

~(3A(Q € ANVB(B€ A= BU{B} € A)) &VA(O ¢ AV3B(B€ ANBU{B} ¢
A) & VA € A= 3IB(B € ANBU{B} ¢ A).

Téssé siis sanotaan, ettd kaikki tyhjan joukon sisdltédvat joukot siséltévit joukon, jonka
yhdiste itsensd muodostaman joukon kanssa ei kuulu sithen. Tdmé&n ehdon toteuttaisi
miki tahansa tyhjii joukkoa sisiltamiton joukko, esimerkiksi AA:n joukosta
muodostettu joukko I\ {@}, eli aktuaalisesti ddrettémén joukon olemassaoloa tamé ei
kiellé.

Toinen virheellinen menettelytapa on maaritelld rekursiivisesti, ettid @) on periytyvésti
aédrellinen samoin kuin siitd ensin potenssijoukkoaksioomalla ja sitten muilla maaritellyt
joukot. Tamé on aivan turhaa, kyseiset joukot ovat dérellisid muutenkin. Seuraava askel
on sitten aksiomatisoida kaikkien periytyvésti ddrellisten joukkojen kokoelma joukoksi.
Tama ei ole ddrettomyysaksooman vastainen oletus, vaan ddrettomyysaksiooma, jossa
vain nimiéd on vaihdettu.

Asetetaan aksioomaksi, ettd luonnolliset luvut muodostavat aidon luokan N, jolloin
saadaan NBG:n notaatiota mukaillen

Rajallisuusaksiooma (RA): N=VANr e NzU{z} e NN(z=0VIye N(z =
yU{yDND A @ eIAVzel(zU{z}el))=xel)),

missé isot kirjaimet viittaavat luokkiin, jotka siis eivéit kuulu kvanttorien universumiin.
Alussa esiintyva V merkitsee kaikkien joukkojen kokoelmaa, joka tunnetaan aidoksi
luokaksi, ja luonnolliset luvut asetetaan sen kanssa yhtamahtaviksi, jolloin nekin ovat
aito luokka. Selvisti my6s I on aito luokka, koska N on sen osaluokka. Koska joukot
eivit saa olla aitoja luokkia ja ddrettomaltd joukolta on aina injektio luonmnollisille
luvuille niin kaikki joukot toteuttavat dérellisyyden méaritelméan 4.1.5.
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6.1 Kokonaisluvut

Muodostetaan nyt joukot Z, Q ja R. Naistd kaksi ensimmaisté saataisiin aivan
vastaavasti aidoille luokille, talloin ei tarvitsi erikseen osoittaa niitd yhtdmahtaviksi.

Negatiiviset luvut voidaan méaéaritelld jarjestetyn parin avulla kun merkitddn myds
positiiviset kokonaisluvut jirjestettyind pareina. Téssd esitetyssd médritelméssd 0 on
positiivinen kokonaisluku; muuten se tdytyisi aina tarkastella erikseen. T&ssé ei tarvitse
ottaa koko ekvivalenssiluokkaa; tdmén méaritelmin mukaan esimerkiksi < 7,4 > ei ole
kokonaisluku.

Miéritelma 6.1.1: Negaliiviset kokonaisluvut Z_ = {< 0,n >| n € N\ 0}, positiivisel
kokonaisluvut Z, = {< n,0 >| n € N} ja kokonaisluvut Z = Z4 U Z_.

x; z=<ux,0>€Z4

Miéaritelma 6.1.2 Iiseisarvo: Vz € Z | z |= .
Yy, z2=<0,y>€Z_

Maéaritellddn kokonaislukujen jarjestys:

Miéaritelméd 6.1.3:n € Zy, k € Z_k <z nsnk € Zyn <, k <>| n |<| k |;n,k €
Z-n<gk<=|nl|>k|.

Todistetaan kokonaislukujen yhteenlaskua varten erotuksen eli luonnollisten lukujen
ensimmadisen asteen yhtdlon ratkaisun yksikésitteisyys.

Teoreema 6.1.4: Vk,n € N(k < n) = 3!m € N(k +m = n).
Todistus induktiolla: Osoitetaan ensin olemassaolo: Kun n = 0, on implikaatio
triviaalisti tosi. Oletetaan nyt, ettd lause pitdd paikkansa kun n = ng ja valitaan

mielivaltainen k < ng + 1. Jos k = ng, niin m = 1, jos k < ng niin induktio-oletuksen
mukaan Img € N(ng + 1= (k+mg)+1=k+ (mo+1),(mo+1) € N).
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Vield pitad osoittaa yksikésitteisyys, sekin todistetaan induktiolla: Yksinkertaistetaan
vditettd ensin hieman: Vk e Nk+m=nAk+zx=n=k+m=k+x). Jos m =0,
niin Vk € Njos k+m =k + 0=k = k + x, niin teoreeman 5.1.3 nojalla x = 0.
Oletetaan nyt, ettd Vk e N(k+m =k +x = m = x).

Nyt k+(m+1) =k+y = m+1=y pitee, jos y = 0. Olkoon y = z + 1, josta saadaan
k+(m+1)=k+(z+1)< (k+1)+m=(k+ 1)+ 2z, misti seuraa, ettd m = z, silla
k+1eN Sism+1=z+1=yl.

Maséritelmé 6.1.5:

<m0, k| +m=|nl |kl<In|,
<0,m>|n|+m=lk|; |k|>n]|
Zim+zk=<|n|+|k]|,0>(nke€Z)n+zk<—(n|+]|k]).

meZike€eZ _n+zk=k+zn (n,k €

Yhteenlasku on liitdnnéinen ja vaihdannainen; todistukset ovat triviaaleja kuten myds
vaihdannaisuuden todistus vaikka méaaritelméasta tehtiisiin pitempi ottamalla erikseen
n € Z_,k € Z4. Suoraan médritelméstd saadaan 0 yhteenlaskun neutraalialkioksi.
Jokaisella kokonaisluvulla on my6s yksikésitteinen vastaluku:

Teoreema 6.1.6: Vn € Z(3!(—n)n + (—n) = 0).

Todistus: Valitaan mielivaltainen n € Z. Jos n =< a,0 >€ Z, niin

n+ < 0,a >=<m,0>,|a|+m=|a|=<0,0>=0. Jos n =<0,a >€ Z_, niin
n+ < a,0>=<0,m >,|a|+m =|a|=<0,0>=0. Yksikisitteisyys seuraa
teoreemasta 6.1.4 [.

Viahennyslasku mééaritellddn yhteenlaskuksi vastaluvun kanssa.
Maéritelma 6.1.7: Vo, y € Z(z — y) = z 47 (—vy).
Maéaritellddn kokonaislukujen kertolasku:

Mairitelmi 6.1.8;
<lz|-|yl,0> xyecZ Vr,ycl_

Vo, y € Z(x 7y = .
yellzzy <0,|z]|-|yl|> x€Z+,y€Z_Vx€Z_,yEZ+)
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Luovutaan nyt alaindekseistd 47 ja -z sekd koko symbolista - jos sekaannuksen vaaraa
ei ole. Méaritelladn seuraavaksi

Miéiritelma 6.1.9 Murtoluvut: F={<p,q>|p € Z,q € Z\ 0}; kun < p,q > F
merkitain < p,q >= g.

Miiritelmi 6.1.10: 2 + 7 = pstar
q S qs

Maaritelma 6.1.11:

YL

r T
s gs’

rs
I
o

MaAaritelmi 6.1.12: 7

ps <gqr; qs>0
ps>qr; gqs <01

p:0;§>0<:>pq>0;§<0<:>pq<0;§<§<:>

@ |3

= ps =qr.

6.2 Rationaaliluvut

Rationaaliluvut tavataan méaaritellda murtolukujen ekvivalenssirelaation

LN % <= pn = gm mairddmien osituksien joukkona. Kuitenkin méaritelméassi

q
Q =/ ~ pitdi pystyd esittdméadn kukin ekvivalenssijoukko yksikésitteisesti, eikd tdhan
ole muuta keinoa kuin samaistaa kaikki joukon jésenet yhteen sen edustajaan sddnndlla
syt(p,q) =n € Ny, ja valinta n # 1 johtaa vain vield monimutkaisempaan

madritelmaan.

Ehdon ¢(< p,q >) <=syt(p,q) = 1 toteutumisen tarkistus ei onnistu aarellisell&a
kaavalla. Se onnistuu kuitenkin ddrelliselld Euklideen algoritmilla. Algoritmi ehdoksi
asetettaessa pitdd ensin aina osoittaa, ettd se aina paittyy. Koska asetettaessa
[:Fy =>Fi f<ab>=<bt+a—max{zeN|z-b<a} -ba>ja

f(fn)y fan#<y,0>lyeN
Jo=Ff<pa>,fon1 {fn, =< y’0>‘y€N,patee
Vn > p+ q(fn, =< y,0 >), niin saadaan padttyvi algoritmi:

Miéritelmé 6.2.1 Suurin yhteinen tekijd (syt): Vp,q € Nysyt < p,q >=y(3k €
N(fx =<y,0>)f:Fy - F, f<ab>=<bt+a—mazx{zr eN|z-b<a} bb>.

Téasta saadaan edelleen

20



6 Laajemmat lukujoukot

Maiiritelmi 6.2.2 Rationaaliluvut:

Q=<0z,1z>U{<p,g>€F|q¢g>z 0nsyt<|pl,g>=1}.

Téssé el ole tarpeen osoittaa, ettd Q 2 F ja F = N, vaan osoitetaan suoraan

Teoreema 6.2.3: Q = N

Todistus: Maaritellddn téssa positiiviset rationaaliluvut niin, ettd Ogp ¢ Q4. Selvésti

viittdman Q =2 Q4 totuus ei riipu nollan “positiivisuudesta”. Tutkitaan kuviota, jossa

osoittaja kasvaa vasemmalta oikealle ja nimittdjd ylhaalta alas ja ehdon syt =1

toteutuminen huomioidaan:

6 & ¢ VS S
-1 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 2 = o x o x o =x
2 2 3 o x o o xx o0 o
4 2 4 x o x o x o =T
8 4 5 o o o x o o0 o
10 2 6 x x = o x o =z
16 6 7 o o o o o x o
20 4 8 xx o x o x o T
26 6 9 o x o o x o o
32 4 10 z o = x x o =z
42 10 11 o o o o o o o
46 4 12 =z x x o x o «x
96 12 13 o o o o o o o
62 6 14 x o x o x x -—
W 8 15 o xx o x x —
7 8 16 x o x o —
94 16 17 o o o -—
100 6 18 = =« —
118 18 19 o -—
126 8 20 -— d
138 12 ¢ — r a t 1t o
pt+q—2 k
A=-1+ > ;=3
k=1 n=1

Sitéd kidyttden saadaan seuraava kuvaus:

f:Qp =N f(2) =

pta 2k 1, syt<k+1—nn>=1
1+ X X
k=1 n=1 |0, syt<k+1—mn,n>#1

ol

au'd
9 10
o x
T o0
o x
o =z
x T
o o
o x
T o0
o =z
o o
r -

p

p
a g
n a

)+

i=1

=N

© © © © © © © © O

L,
0,

v
12 13 14 15 16 17
r o T o0 T O
r o o0 x 0 o0
r o x o0 T O
o o o x o -—
r o x T —

o o x —

T o0 - =
r — - — s
— - m u
) T m e 1 n
U m m a 0
s t e e s e
q kK e s k
j a a v a n
n a a | i n
I i e n m

syt<qg+p—t,t>=1
syt <q+p—ii>#1
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6 Laajemmat lukujoukot

Se on méaritelty kaikilla positiivisilla rationaaliluvuilla ja sen arvot kasvavat 1
kerrallaan alkaen 0O:sta, joten se on bijektio Q4 — N.

Kuvaus poimii osoittajan ja nimittidjin summan méarittdméan yléoikealta
alavasemmalle vedetyn diagonaalin rationaaliluvut: vaikkapa

)1, syt<18—id,i>=1
f<171>=f<116)+z{0 Szt<18 io = T8TLIH0+0+0+1+0+1 =8l
i=1 2 =

Toisin péin kuviosta néhdaédn ettd kun n =0,1,2,3,4,5,6,7,8 niin
ffl(n)_12 1314332

T 1010221037102 3"

FUE), n=2k

on myds bijektio, joten
—(f~Yk)), n=2k+1

Nyt kuvaus ¢ : N = Q, g(n) = {
N2Qm.

Niin suuri joukko, jota on siis mahdotonta ilmaista muutoin kuin algoritmin
maarittdméalla ehdolla algoritmin madrdamasta joukosta, ei kuitenkaan platonistisen
katsannon mukaan ole vield suurin mahdollinen. Perinteisesti reaalilukuja on kiytetty
esimerkkind tillaisesta ylinumeroituvasta joukosta. Se ei sellainen ole sen enempéi kuin
P(N).

6.3 Reaaliluvut

Maéaritellddn tédssé reaaliluvut siten, ettd ne saadaan rationaaliluvuille
suoritettavien operaatioiden raja-arvoina: Dedekindin leikkauksina, Cauchyn
jonoina tai naiden kanssa yhtépitdvalla taydellisyyslauseella. Myos siis esimerkiksi
reaaliluku 2 saadaan raja-arvona. Luvut 2y, 27, 2¢ ja 2r ovat kaikki eri joukkoja.
Reaaliluvut saadaan jérjestettyd osajoukkouden perusteella, reaaliluku on kaikkien
itseddn pienempien reaalilukujen yhdiste.

Masdritelma 6.3.1: Joukko D on Dedekindin leikkaus jos
O#D={qeQ|Vr<qq(reD)AdpeD(g<qp)}#Q

Dedekindin leikkaus D on siis rationaalilukujen epétyhja aito osajoukko, joka on
alhaalta rajoittamaton ja joka ei sisilld suurinta alkiota. Se on siis aina ensiksikin Q:n
osajoukko, ei rationaalilukujen muodostama satunnainen kokoelma vaan joukko, jonka
alkiot ovat rationaalilukuja. Tama tarkoittaa myos, etté joukkoa D vastaa
rationaaliluvuilla médritelty yhden vapaan muuttujan ehto.
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6 Laajemmat lukujoukot

Midritelmi 6.3.2: Reaalilukujen joukko
R={DePQI[0#D={qeQ|Vr<qq(reD)Adpe D(g<qp))}#Q}

Vaikka ehto g on tésséd melko pitkd, se on aivan sallittu ehto muodostaa P(Q):sta
OT:lla joukko; tdssd on vain olennaista se, ettd kyseessd on nimenomaan PT:n
takaama osajoukoista koostuva P(Q). Osajoukon muodostaville ehdoille voidaan taas
asettaa Godel-numerointi kuten myds reaaliluvut synnyttéville ehdoille. Esimerkiksi

n

lr={qeQ|g<0}jar={¢geQ|VneN(g<2-]] (2(]3)%)} Kaikki reaaliluvut
k=1

ovat siis darettomiad joukkoja.

Reaalilukujen laskutoimitukset sivuutetaan téssi, joka tapauksessa ne kaikki voidaan
esittdd rationaalilukujen avulla Dedekindin leikkauksia kiyttden. Jarjestys on syytéa
esittédd erikseen, reaalilukujen jirjestys médritellddn osajoukkouden avulla.

Miéiritelmi 6.3.3: Vo, y € R(x <p y <= = C y).

Joukko ei voi olla itsensd tai aidon osajoukkonsa aito osajoukko, joten < on
irrefleksiivinen ja antisymmetrinen.

Teoreema 6.3.4: <k on vertailullinen.

Todistus: Valitaan mielivaltaiset z,y € R(x € y). Siis Ip € z \ y. Valitaan
mielivaltainen ¢ € y. Jos nyt p < ¢, niin koska Dedekindin leikkaus y on alhaalta
suljettu saataisiin p € y, mik4 olisi ristiriita, joten rationaalilukujen trikotomian nojalla
on oltava p > ¢ ja koska myds Dedekindin leikkaus z on alhaalta suljettu niin ¢ € x [J.

Reaalilukuja pidetédén siis yleisesti ylinumeroituvana joukkona, ja sellaisen ne
muodostavatkin jos sallitaan méaritteleméattomat joukot. Tamén todistuksessa
tutkitaan kokoelmaa B = {0, b1babs... | Vi € Nb; € {0,1}}, mistd ndhddén heti, etta
kyseessd ovat kaikki vélin [0, 1] paédttyméttomat bindarikehitelmét, jotka
platonistismissa samaistetaan tuon vilin reaalilukuihin. A#rellisen pituiset sisiltyviit
tdhén kylld, ne vain loppuvat ddrettomadn madréddn nollia. Nollilla ja ykkdosilla saadaan
suoraan bindirilukuja, joten kiytetddn niitd, vaikka késitelladnkin reaalilukuja eli
raja-arvoja, siis esim. 1,000... = 0, 111..., kuvaus f kun ei téssé voi surjektiivisemmaksi
muuttua saamalla saman arvon useampaan kertaan. Cantor kdytti niitd my0s ja néin
saatavia bindirikehitelmid kutsutaankin Cantorin reaaliluvuiksi, vaikkeivit ne ole
reaalilukuja lainkaan. Ilman nollaa ja pilkkua kyseessé olisivat kaikki aarettomat
binddrijonot, ja néitd ei ole mitenkdin joukoiksi méadritelty. Ei mielivaltainen
padttyméaton binddrijono pilkulla varustettuna ilmaise reaalilukua vélilta [0, 1], vaan
mielivaltainen reaaliluku valilta [0, 1] ilmaisee padttyméttéman bindarijonon.
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6 Laajemmat lukujoukot

Nyt jos voitaisiin osoittaa, ettd B on joukko [0, 1]g ja surjektiota N — B ei ole, niin olisi
myonnettivi ettd reaalivili [0, 1] on luonnollisia lukuja mahtavampi. Méériteltavyytta
joukon olemassaolon ehtona pidettéessd B ei ole joukko. Pelkistd ZFC-aksioomistakaan
el seuraisi, ettd se olisi joukko vaikka luovuttaisiin laskettavuusvaatimuksesta.
Oletetaan silti, ettd se olisi joukko ja valitaan mielivaltainen kuvaus f: N — [0,1], ja
osoitetaan, ettei se ole surjektio. Listataan kuvauksen f antamat ddrettémén monta
bind&rikehitelmé&a, jotka ovat méadriteltavissa olemattoman pitkid ja monimutkaisia.

f(0) = aop , @1 ao2 a3 Go4 Gos Qo ccc Gom
f(1) = ap , a1 a2 @13 aig a5 aye - Ay
f(2) = asp , a1 a2 a3 a4 G5 G26 - A2p
f(3) = aszp , az1 az2 az3z aza G35 G36 - A3p
f(4) = asp , a1 G2 @43 Q44 G435 Qa6 - Qap
f(5) = asp , as1 as2 as3 Gs4 G55 G56 - G5p
f(6) = aspo , as1 as2 a3 G4 G65 G66 - Uen
f(?’L) = Qapno , Aan1 Gan2 Gnp3 0A4n4 Aans5 ane - dnn

ja nyt aktuaalisesti ddrettomaén listaan ei kuulu bindarikehitelméa
bi=0, ai;=

)

1
. ; vastaoletuksella saadaan
bi=1, ai; =0

(b= f(k)) = (by = axx) => L, joten Bk € N(b= f(k)) Ab ¢ Rng(f). Mutta timéin
b:n médrittely vaatii, ettdVvi € N tiedetadn a;; vaikka yleisesti a; ei ole
maédariteltdvissi. Toisaalta kokoelma B on myds niin epadméiriinen, ettd b kylld kuuluu
sithen. Sen sijaan emme voi sanoa edes, onko b > 0,5 vaikka reaaliluvut noudattavat
trikotomiaa. Reaalilukua Cantorin periaate siis ei vastaesimerkiksi tuota, eli niiden
ylinumeroituvuutta se ei todista. Kokoelma B ei ole joukko eikd se edes koostu pelkisté
reaaliluvuista. Jos ylldoleva olio b kuuluisi reaalilukuihin, eli Dedekindin leikkauksiin, ei
valittu kuvaus f olisi tdysin mielivaltainen, vaan kuuluisi numeroituvaan joukkoon
méadriteltavissd olevia kuvauksia, joille voimme mairittaa kaikki arvot f(n)
numeroituvalla méaralla laskutoimituksia.

b = by, b1b2bsbsbsbg . . . by, . .

Kaikkien bin&drikehitelmien joukko on siis mahtavampi kuin N jos se on joukko.
ZF-aksioomista tai niiden seurauksista ei suoraan nie, onko se. Yksikisitteisesti
médriteltyjd trikotomiaa noudattavia Dedekindin leikkauksia tai Cauchyn jonoja,
jollaisina reaalilukuja yleensd pidetdédn, kaikki bindarikehitelmét eivét ole.
Suoritettavissa olevalla algoritmilla Dedekindin leikkauksina méariteltdvissa olevia
reaalilukuja on vain numeroituva méara [Anand]. Niille saadaan kyll4
Godel-numeroinnilla surjektio luonnollisilta luvuilta aikaan.

Yleinen platonistinen késitys olettaa ilmeisesti reaaliluvuiksi my6s kaikki sellaiset
rationaalilukujen osajoukot, joiden ilmaisemisessa vaaditaan paattyméatontd algoritmia.
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6 Laajemmat lukujoukot

Tasté olisi paljonkin lisda sanottavaa, mutta tdssd ZF-joukko-oppia kisittelevissa
tutkielmassa, jonka alkuperdinen tehtdvinanto oli todistaa Schréderin-Bernsteinin
teoreema, tdmé kuitataan lyhyelld loppuluvulla.
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7 Lopuksi

Tassé tutkielmassa on kisitelty ZF-aksiomatisoinnin asettamista matematiikan
taustalle. Tutkielmaa tehdesséni olen kallistunut sille kannalle, ettd tdmé ei ole paras
tapa toimia, vaan joukon sijaan lukumé&ard pitéisi asettaa jopa logiikkaa edeltéviksi
peruskésitteeksi. Joukko-opin aksiomatisoinnille taas NBG vaikuttaa paremmalta
tavalta, ja vield mieluummin kieltdisin &drettomien joukkojen olemassaolon kokonaan.
Periytyvasti darellisten joukkojen teoriassa oletetaan aidon luokan koko ainoaksi
adrettomyydeksi, ja se ei ole joukko.

Aina, kun puhutaan mielivaltaisen suuresta tai rajattomasta miaristd tai kiytetdin
merkintdé ... tai jne. niin viitataan ddrettoméan. Téma kisite on lukumé&iran vertailun
viistdmaton seuraus. [Rotman| Tadm3 itsestddn syntyvi potentiaalinen ddreton
merkitsee “suurempi kuin mikdan lukuméard” tai “niin monimutkainen rakenne, ettei
mikddn subjekti voi sitd téysin kuvailla”. Potentiaalista ddretonté ei voi yksikésitteisesti
maaritella.

Potentiaalisesti ddretdn merkitsee, etté jotain on enemmaén kuin mikdin méasriteltavissa
oleva méarad. Jokaisen joukon alkioiden lukuméira taas on yksikésitteinen. Toisin
sanoen #dretontd lukumiirid ei ole olemassa. Adreton ei siis ilmaise lukuméirds. Se ei
siis ole joukolle sallittu ominaisuus.

Aidon luokan alkioiden lukumaé#rai ei ole olemassa. Aito luokka sisdltad rajattoman
monta jasentd, eli aito luokka on potentiaalisesti déreton.

Vallitsevan platonistisen kisityksen mukaan darettomié joukkoja on olemassa
rajattoman monta erilaista, nditd kutsutaan ektuaalisiksi dadrettomyyksiksi.
Aktuaalisella ddrettomyydelld ilmaistaan kiintedd maardi. Potentiaalinen &&retén on
suurempi kuin mikdin mairs, joten se on suurempi kuin mikéan aktuaalinen &dreton.

Joukon méairitelméin on oltava yksikésitteinen ja yksikésitteiset médritelmét eivit
yleisesti saa sisiltdd padttymétdntd algoritmia. Ainoastaan padttymaton algoritmi
mahdollistaa &drettéméan olion kuvailemisen direlliselld sdanndolla.
Airettomyysaksioomakin sisaltdi tillaisen. Sen ilmaiseman olion alkioiden lukumiiri,
on suurempi kuin mikéddn raja, joka sille ennalta asetetaan. Ei ole lukum&aras x, jolla
patisi x = x 4+ 1. Edellinen péatee suurilla kardinaaliluvuilla. Niiden kutsuminen luvuiksi
on harhaanjohtavaa, silld ne eivit ilmaise lukumaérds. Lukuméarin méaritelmé on
perustavampi kuin joukon, ja lukumaérilld patee x + 1 > x.
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7 Lopuksi

Luonnollisten lukujen m#&ra on siis potentiaalisesti 4areton. Se on siten aito luokka.

Koska tutkielman aiheen kuitenkin oli ZF-aksiomatisointi, niin siini on rakennettu
teoriaa télle sittemmin kestdméattomaksi toteamalleni pohjalle. Matemaattista arvoa
silld ei siis ddrettomyysaksioomaa hyodyntévien tulosten osalta ole, vaan tdmé kaikki
pitaisi heittda roskakoriin. Kyseessa on kuitenkin ldhes vuoden tyd, joka tayttinee
yleisesti vaaditut edellytykset tulla hyviksytyksi pro gradu-tutkielmaksi. Esitén siis
matemaattisena totuutena asiaa, joka ei pdde. Témé ei ole kunniallista ja olen tésté
pahoillani.

Toinen asia, josta olen pahoillani on onnettoman termin “platonismi” kiytté. Se on
kuitenkin niin vakiintunut, ettd kaytin sitd tdssdkin; parempi termi olisi bourbakismi
tai vaikka kantilaisuus. Ideaopissaan Platon keksi koko abstraktin ajattelun voiman,
jolle kaikki tiede ja sivistys perustuvat. Ideaopissaan hin nimenomaisesti teki
kategorisen eron havaintojen ja ideoiden muodostamien todellisuuksien vilille.

Matematiikkaa han arvosti suuresti ja sen verran sitd osasikin, ettei hyviksynyt mitdan
totena vain silld perusteella, ettd se oli nykyisen “platonismin” tavoin tuolloin
auktoriteettina vallinnut pythagoralainen késitys. Téssé kun nyt késitellddn
mahdollisuutta yksikésitteisesti kuvailla matemaattisia olioita on vaikkapa seuraava
lainaus dialogista “Parmenides” perusteltu:

PARMENIDES: But the knowledge which we have, will answer to the truth which we
have; and again, each kind of knowledge which we have, will be a knowledge of each
kind of being which we have?

SOKRATES: Certainly.
PARMENIDES: But the ideas themselves, as you admit, we have not, and cannot have?
SOKRATES: No, we cannot.

[Platon]
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