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Tiivistelma

Olkoon (P, <, A) paikallisesti dérellinen meet-puolihila. Olkoon
S=A{xy,z9,...,2,} TP

adrellinen osajoukko, missd x; < x; = 7 < j. Olkoon f liséiksi funktio P — C.
Talloin n x n-matriisia (S) 7, missé

() = f(xi Nzy),

sanotaan joukon S meet-matriisiksi funktion f suhteen. Joukon S join-matriisi
funktion f suhteen join-puolihilassa (P, =<, V) mééritelldén duaalisesti.

Tassa tutkielmassa esitetdén alaraja tietynlaisen, positiivisesti definiitin
meet-matriisin pienimmalle ominaisarvolle. Lisdksi maaritetdan kompleksita-
sosta sellainen alue, johon meet-suljetun joukon S meet-matriisin kaikki omi-
naisarvot kuuluvat. Sama tehddén vield meet-suljetun joukon join-matriisille
semimultiplikatiivisen funktion f suhteen. Néisté kaikista osoitetaan myos
duaaliset tulokset. Témén jélkeen tarkastellaan naihin lauseisiin liittyvia va-
kioita ¢, ja C,, joita tarvitaan niiden kdytdnnon soveltamisessa. Lopuksi
esitetddn yleisemmaét versiot neljastd edelld mainitusta paédtuloksesta kos-
kien yleistettyjen meet- ja join-matriisien ominaisarvoja. Viimeksi mainitut
tulokset ovat uusia. Uutta tietoa 16ydetd&n myos ns. resiprookkimatriisien
ominaisarvoista sekd vakion ¢, alarajoista.
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1 Johdanto

Téasséa tutkielmassa tarkastellaan meet- ja join-matriiseja, jotka ovat tietyn-
laisia symmetrisia kompleksisia neliomatriiseja. Kuten alaluvussa 2.3 néh-
déan, nailld matriiseilla on tietty yhteys insidenssifunktioihin eli yleistettyi-
hin aritmeettisiin funktioihin, mihin myoskin tdmén tutkielman nimi viittaa.
Tavoitteena on selvittad, mitd ndiden matriisien ominaisarvoista voidaan sa-
noa erilaisten oletusten ollessa voimassa. Vastaus riippuu paljolti siitd, mité
milloinkin oletetaan. Joissakin tapauksissa ominaisarvot ovat reaalisia, jol-
loin niille voidaan maérittad ala- tai ylaraja. Yla- tai alarajoista ei kuiten-
kaan ole mielekastd puhua siind tapauksessa, ettd ominaisarvot ovat aidosti
kompleksisia. Néissd tapauksissa voidaan kuitenkin, tietyin oletuksin, maéa-
ratd kompleksitasosta ne alueet, jotka siséltavat kaikki ominaisarvot.

Vaikka meet- ja join-matriiseista alettiin puhua vasta viime vuosikym-
menelld, on niihin rinnastettavia matriiseja tutkittu kirjallisuudessa lukuisia
kertoja kuluneen 140 vuoden aikana. Ensimmaista kertaa néin teki irlantilai-
nen H.J.S. Smith 1870-luvulla artikkelissaan [14]. Siind Smith mm. méarittaa
sellaisen n x m-matriisin determinantin, jossa . rivin ja j. sarakkeen alkio-
na on syt (s, 7). Reilut 90 vuotta myohemmin Balatoni [I] 16ysi rajat tamén
matriisin pienimmaélle ja suurimmalle ominaisarvolle. Smithin méaarittelema
matriisi on ns. SYT-matriisin erikoistapaus, jotka kaikki puolestaan kuuluvat
meet-matriisien luokkaan. Beslin ja Ligh [2] puolestaan osoittivat, etta kaikki
SYT-matriisit ovat positiivisesti definiitteja, jolloin niiden kaikki ominaisar-
vot ovat reaalisia ja positiivisia. Mainitsemisen arvoinen on myos Wintnerin
artikkeli [I5] 1940-luvulta, jossa hén tarkastelee sellaisen matriisin suurinta
ominaisarvoa, jossa ¢. rivin ja j. sarakkeen alkiona on

ja a € R. Kyseinen matriisi ei ole meet- tai join-matriisi, mutta, kuten lu-
vussa 8 nahdaén, varsin laheisesti yhteydessa nédihin. Vuonna 1998 artikkelis-
sa [I1] Lindgvist ja Seip puolestaan tutkivat saman matriisin suurimman ja
pienimmaéan ominaisarvon asymptoottista kiayttaytymista luvun n kasvaessa.
Tuorein meet- ja join-matriisien ominaisarvoihin liittyvéa julkaisu on Ilmo-
sen, Haukkasen ja Merikosken artikkeli [7], joka on my6s tdmén tutkielman
péaaldhde. Kyseinen paperi on edelleen kattavin tastéd aiheesta julkaistu tut-
kimus.

Téassa tutkielmassa kilydddn lapi artikkelin [7] lauseet, todistukset ja esi-
merkit. Tatd ennen on kuitenkin tarpeen perehtyéd vektori- ja matriisinor-
meihin, méaritella alaan liittyvat kasitteet seké esittad tarvittavat aputulok-
set. Tamé tehdddn luvussa 2. Luvussa 3 méaratdan alaraja tietyt oletuk-
set tayttavin, reaalisen ja positiivisesti definiitin meet-matriisin pienimmaélle
ominaisarvolle. Luvussa 5 tehddén sama join-matriisille. Luvussa 4 tarkas-
tellaan meet-suljetun joukon meet-matriisia ja maardtadn kompleksitasosta
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ne alueet, joihin tdmén matriisin ominaisarvot kaikki kuuluvat. Liséksi seu-
rauslauseena saadaan meet-suljetun joukon join-matriisia koskeva tulos funk-
tion f ollessa semimultiplikatiivinen. Luvussa 6 todistetaan luvun 4 lauseita
vastaavat tulokset join-suljetun joukon join-matriisille sekd meet-matriisille
semimultiplikatiivisen funktion f suhteen. Luvussa 7 mééritetdén rajoja re-
aalisille vakioille C), ja ¢,, joita tarvitaan lukujen 2-6 tulosten soveltami-
seen kiaytdnnossa. Lopuksi luvussa 8 tarkastellaan yleistettyjen meet- ja join-
matriisien ominaisarvoja ja osoitetaan niille lukujen 3, 4, 5 ja 6 paatuloksia
vastaavat lauseet. Esimerkkeind tarkastellaan mm. resiprookkimatriiseja, joi-
den ominaisarvoja ei aikaisemmin ole tutkittu.

Lukijan edellytetédén hallitsevan hyvin lineaarialgebran, hilateorian, lu-
kuteorian seké jossain madrin myos algebran perustiedot ja késitteet. Kaikki
jatkossa tarvittavat maaritelmat ja lauseet on kuitenkin esitetty luvussa 2.
Poikkeuksena ovat kuitenkin yleistettyihin meet- ja join-matriiseihin liitty-
vit médritelmét ja lauseet, jotka on siséllytetty lukuun 8. Aputulosten to-
distukset joudutaan kuitenkin lahes kaikki sivuuttamaan. Luvun 2.1| materi-
aali perustuu kirjaan [6], loppuosa luvusta artikkeliin [7]. Samoin luvut 3-6
vastaavat varsin pitkélle artikkelin [7] lukuja 3-6 sekd alaluku lukua 7.
Luvuissa 7.2 ja 8 esitetty materiaali sen sijaan on padosin uutta.



2 Esitietoja

Taméan luvun tarkoituksena on kaydé ldpi myohemmin tarvittavien kasit-
teiden méaaritelmat seka lauseiden todistuksissa tarvittavat aputulokset. En-
simmaiseksi perehdytdan vektori- ja matriisinormeihin niiltéd osin, kuin se on
jatkon kannalta tarpeen.

2.1 Vektori- ja matriisinormeista

Useissa mythemmissa luvuissa esitettavissa todistuksissa tullaan kdyttadmaan
spektraalinormiksi kutsutun matriisinormin ominaisuuksia. Toisellekin mat-
riisinormille, ns. Frobeniuksen normille tulee myos olemaan kiyttod. Ennen
naihin padsemista on kuitenkin syyta tutustua vektori- ja matriisinormeihin
myos yleisesti.

Maéritelmé 2.1. Olkoon V' vektoriavaruus yli kunnan C. Funktio ||e|| :
V' — R on vektorinormi, mikéli kaikilla ,y € V pétee

L. |Jz|| > 0, (ei-negatiivisuus)

2. ||z|| =0, jos ja vain jos & = 0, (positiivisuus)

3. |lex|| = |¢|||=|| kaikilla skalaareilla ¢ € C, (homogeenisuus)
4. |z +y| < ||z + |lyll. (kolmioepayhtald)

Huomautus 2.1. Vaikka vektorinormin méaéritelméassa normifunktion maéa-
rittelyjoukkona onkin yleinen vektoriavaruus V', voidaan téssa tutkielmassa
hyvin rajoittua tapaukseen V = C".

Esimerkki 2.1. Jos V = C" ja © = (21, 29,...,2,)" € C", voidaan mééri-
tella

lell = Varz = V]2 + Jwa2 + -+ .

Voidaan osoittaa, ettd ko. funktio todella on vektorinormi, ns. vektoriava-
ruuden C" euklidinen normi. Nimitys juontuu siitd, ettd vektoriavaruuksien
R? ja R? tapauksessa || — yl|| kertoo pisteiden x ja y vilisen euklidisen
etdisyyden (kun tason/avaruuden piste samaistetaan oman suuntavektorinsa
kanssa). Talla tavalla késite saadaan kuitenkin yleistettyd useampiulottei-
sille sekd kompleksisille vektoriavaruuksille. Fuklidinen vektorinormi on itse
asiassa ainoa téssd tutkielmassa tarvittava vektorinormi, joten jos muuta ei
ole mainittu, tarkoittaa ||| jatkossa aina vektorin @ euklidista normia.

Hyvin térked vektorinormeihinkin liittyva kaava on Cauchyn-Schwarzin
epéayhtald. Seuraavaksi esitetaédn yksi sen muotoiluista (ilman todistusta).



Lause 2.1 (Cauchyn-Schwarzin epayhtald). Olkoot x,y € C". Tdlldin

ly'z| < verzvy'y = [z [yl

Lisikst kaavassa on voimassa yhtalo tasmdlleen silloin, kun vektorien x ja y
valilla on lineaarinen rippuvuus.

Seuraavaksi voidaankin maéaritelld matriisinormi, joka on oikeastaan vain
vektorinormin késitteen yleistys neliomatriiseille. Itse asiassa osa (mutta ei
kaikki) vektorinormeista méérittelee my6s matriisinormin, kun matriisi tul-
kitaan sopivasti vektoriksi. Mutta vaikka neliomatriisia A € C™*" voidaan-
kin helposti ajatella vektoriavaruuden C* vektorina, antaa (nelig)matriisien
valinen kertolasku aiheen menetelld hieman toisin. Seuraavan maaritelmén
viimeinen ehto koskeekin juuri matriisikertolaskua.

Mairitelma 2.2. Funktio [|e]|| : C"*™ — R on matriisinormi, mikili kaikilla
A, B € C™*" pitee

L. [|A[| > 0, (ei-negatiivisuus)

2. [| Al =0, jos ja vain jos A = 0, (positiivisuus)
3. |lcAll = || || A]| kaikilla ¢ € C, (homogeenisuus)
L |4+ Bl < [|AJ| + 1B, (solmioepéiyhtils)

5. |IAB|| < [IAll I Bl- (alimultiplikatiivisuus)

Esimerkki 2.2. Euklidinen vektorinormi voidaan yleistda varsin luonnolli-
sesti koskemaan neliomatriiseja, kun maégritellaan

ZZ|CLZ']‘|2 = tl"(A*A)

i=1 j=1

Al =

jokaisella A € C™*™. Matriisin A normi on siis sama kuin tdsmélleen samois-
ta alkioista muodostetun vektoriavaruuden C™* vektorin euklidinen normi.
Ensimmaiset nelja matriisinormin ominaisuutta seuraavat suoraan vastaavis-
ta vektorinormin ominaisuuksista, ja alimultiplikatiivisuus voidaan osoittaa
Cauchyn-Schwarzin epayhtilon avulla. Tatd matriisinormia kutsutaan usein
Frobeniuksen normiksi. Matriisin A Frobeniuksen normia merkitdén jatkossa
notaatiolla || Al| .

Vektorinormin méaéritelméan yleistdminen sopivasti neliomatriiseille ei ole
ainoa tapa maéaritelld uusi matriisinormi. Kuten sanottu, téallainen yleistami-
nen ei ole kaikkien vektorinormien tapauksessa edes mahdollista. Seuraavas-
sa madritelmassa esitelladnkin analyyttinen menetelmé, jolla minké tahansa
vektorinormin avulla voidaan mééaritelld matriisinormi. Tétd matriisinormia
kutsutaan talloin kyseisen vektorinormin indusoimaksi matriisinormiksi.
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Maéritelma 2.3. Olkoon ||e|| vektoriavaruuden C™ vektorinormi. Mé&é&ritel-
l44n nyt funktio [||e[| : C"*" — R, missa

Al = max || Az

llz]=1

Voidaan osoittaa, ettd kyseinen funktio todella saa suurimman arvon-
sa niiden vektorien joukossa, joiden normi on 1. Tadmé& seuraa siitd, etté
kuvaus C" — C", missd & — Az, on lineaarikuvauksena jatkuva (kun
C" tulkitaan metriseksi avaruudeksi, jossa metriikka maaritellaan euklidi-
sen vektorinormin avulla). Talloin kompakti (eli suljettu ja rajoitettu) jouk-
ko {x € C" | ||| = 1} kuvautuu niin ikdén kompaktiksi joukoksi { Az | « €
C" ja ||| = 1}. Lopuksi viimeksi mainitun joukon alkiot kuvataan viela
funktiolla ||e||, joka sekin on jatkuva vektorinormin ominaisuuksien nojalla.
Maééritelméssd mainitun suurimman (kuten myos pienimmén) arvon olemas-
saolo seuraa nyt jatkuvan funktion aériarvolauseesta.

Yhtéapitavésti voitaisiin madritellda myos, etté

(2.1) A} = max =—-=

Néin voidaan tehd4, silla vektorinormin homogeenisuuden nojalla

|Az]|

1
s I = ma| A(rre)] = ma Ay = 4]

l|lz]| lyl=1

Vield pitdd osoittaa, ettd tdlld funktiolla on mé&éritelmén mukaiset
ominaisuudet. Tama tehddan seuraavassa lauseessa.

Lause 2.2. Mddritelmdn [2.5 funktio ||e]| : C**™ — R on matriisinormi.
Todistus (vrt. [6 s. 293]). Olkoot A, B € C™*™.
1. Luvun ||A[| ei-negatiivisuus seuraa suoraan siité, ettd funktio ||e|| saa
vain ei-negatiivisia arvoja. Joukon {||Az|| | x € C", ||| = 1} kaikki

alkiot ovat siis ei-negatiivisia, ja || A[| on niistd suurin.

2. Selvisti [|0| = 0. Toisaalta, jos [|A|| = 0, niin joukon {||Az| | = €
C™ ||x|| = 1} kaikkien alkioiden on oltava nollia. Témé on kuitenkin
mahdollista vain, jos A = 0.

3. Olkoon ¢ € C. Matriisinormin homogeenisuus seuraa suoraan vektori-
normin homogeenisuudesta, silla

lleAll = max|lcAz|| = [c] max || Az|| = |c[ [ A]|
lll=1 ll]=1
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4. Myos kolmioepayhtalo seuraa suoraan vektorinormin vastaavasta omi-
naisuudesta, silla

14+ Bl| = max|(A+ B)a| = max| Az + Ba|

< ﬁﬁxumwu +|Bal)) < max | Aa| + max | Ba|

= (1Al + Bl -

5. Mikéli B = 0 jollakin € C", saadaan ||ABz|| = ||A0|| = ||0]| = 0.
Jos matriisin B nolla-avaruus on koko C", niin jokaisella & € C" pétee
Bx = ABx = 0, jolloin

[ ABIl =0 =Bl = [l Al Bl -
R 0
e =

Muussa tapauksessa maksimiarvo 16ydetdéan niiden vektorien € C"
joukosta, jotka eivit kuulu kyseiseen nolla-avaruuteen. Kaavan ([2.1))
nojalla voidaan talldin kirjoittaa

AB ABz| |B
IAB]| = max 14821 _ . IABel | Bz|,
=20 ||| =20 || Bx| |z
|Ay|| | Bzx|
< (ma, ) (max ) = IA[IBI[ -
v20 yl| a0 ||z

]

Erityisesti euklidinen vektorinormi indusoi siis lauseen nojalla oman
matriisinorminsa. Téat4 normia kutsutaan spektraalinormiksi, ja matriisin A
spektraalinormista kiytetéan merkintéé ||| Al|4. Spektraalinormin tarkempaa
késittelyd varten tarvitaan kuitenkin viela muutama uusi késite ja lause.

Maaritelma 2.4. Matriisi A € C"*" on Hermiten matriisi, mikali A* = A.

Huomautus 2.2. Hermiten matriisin késite on tarpeellinen ainoastaan komplek-
sisia matriiseja tarkasteltaessa. Jos nimittdin A € R™*", niin A on Hermiten
matriisi, jos ja vain jos A = AT eli A on symmetrinen.

Esimerkki 2.3. Olkoon A € C™*". Tall6in matriisi A* A on Hermiten mat-
riisi, silla

(A*A)" = A*(A")" = A" A.
Maaritelma 2.5. Matriisi A € C™*" on unitaarisesti diagonalisoituva, mi-
kéli on olemassa sellaiset matriisit U, D € C™*", ettd D on diagonaalimat-

riisi, U*U =1 ja D = U*AU.

Madritelméin matriisille U pétee siis U~ = U*, ja sité sanotaan unitaa-
riseksi.
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Lause 2.3 ([0], s. 104). Hermiten matriisi on unitaarisesti diagonalisoituva,
ja sen kaikki ominaisarvot ovat reaalisia.

Huomautus 2.3. Voidaan osoittaa, ettd jos A on unitaarisesti diagonalisoi-
tuva kompleksinen neliématriisi, niin maaritelman matriisin D diagonaa-
lialkiot ovat matriisin A ominaisarvot jossakin jarjestyksessd. Matriisit A ja
D ovat nimittéin similaariset, jolloin niill& on tdsmailleen samat ominaisarvot
(algebrallista kertalukua myoten). Toisaalta diagonaalimatriisin D ominai-
sarvot ovat triviaalisti sen diagonaalilla olevat alkiot, mistd tdméa voidaan
todeta.

Maaritelma 2.6. Hermiten matriisi A on positiivisesti semidefiniitti, mikali
r*Ax >0

jokaisella & € C™. Jos edelld olevassa epayhtdlossd on aina voimassa aito
suuremmuus, sanotaan matriisia A posititvisesti definiitiksi.

Seuraavassa lauseessa esitetdén eras varsin kiyttokelpoinen tapa luonneh-
tia positiivisesti definiitteja ja semidefiniitteja matriiseja.

Lause 2.4 ([0], s. 402). Hermiten matriisi A € C™*™ on positiivisesti semi-
definiitti, jos ja vain jos kaikki sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia. Matrii-
si A on positivisesti definiitti, jos ja vain jos kaikki sen ominaisarvot ovat
POSitiLvISLa.

Tulevissa tarkasteluissa ollaan kiinnostuneita ldhes yksinomaan vain mat-

riisien ominaisarvoista, joten puhuttaessa positiivisesti semidefiniitistd mat-
riisista halutaan ensisijaisesti korostaa sen ominaisarvojen olevan ei-negatiivisia.

Esimerkki 2.4. Esimerkin 2.3 Hermiten matriisin A* A kaikki ominaisarvot
ovat siis lauseen nojalla reaalisia. Itse asiassa ne kaikki ovat vielapa ei-
negatiivisia, silld jos & € C™*" on matriisin A*A ominaisarvoa \ vastaava
ominaisvektori (jolloin siis  # 0), niin (A*A)x = \x ja
Mz||? = \z*x = *(\x) = 2" (A*Azx) = (Az)*(Az) = |Az|* > 0.
~—
>0
On siis oltava A > 0. Lauseen nojalla edelleen seuraa, ettd matriisi A*A

on positiivisesti semidefiniitti.

Huomautus 2.4. Matriisit A*A ja AA* ovat positiivisesti semidefiniitteja
myos siind tapauksessa, ettd matriisi A ei ole neliomatriisi. Mikéli A € C™*",
niin jokaisella @ € C"

r*A*Ax = (Azx)*(Azx) = ||Az|* > 0.

Matriisin AA* kanssa voidaan toimia vastaavasti.
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Maaritelma 2.7. Vektorinormi ||e|| on unitaarisesti invariantti, mikali |[Uz| =
||z || jokaisella & € C™ ja jokaisella unitaarisella matriisilla U € C™*".

Esimerkki 2.5. Euklidinen vektorinormi ||e|| on unitaarisesti invariantti,
silld jos & € C" ja U € C™*"™ on unitaarinen, niin

|Uz|? = (Uz)*(Ux) = 2'U*Uz = "Iz = "z = ||z|°.
Télloin ei-negatiivisuuden perusteella myos ||Uz|| = ||x||.
Annetun matriisin normin laskeminen suoraan méaritelmésta [2.3 edellyt-
tda siis optimointiongelman ratkaisemista. Seuraavassa lauseessa osoitetaan,

ettd spektraalinormin tapauksessa tdmé optimointiongelma voidaan kuiten-
kin muuttaa ominaisarvoprobleemaksi. Todistus on kirjoittajan oma.

Lause 2.5. Olkoon A € C**". Talloin
I|A]lg = max{VA | X\ on matriisin A*A ominaisarvo}.
Todistus. Esimerkin nojalla joukon
{A € C | X on matriisin A*A ominaisarvo}

alkiot ovat siis kaikki reaalisia ja ei-negatiivisia, joten viite on taltd osin
mielekés (juurtaminen ei aiheuta ongelmaa ja dérellisessd reaalilukujoukossa
on varmasti suurin alkio). Liséksi lauseen nojalla A*A on unitaarises-
ti diagonalisoituva, jolloin on olemassa matriisi D = diag(\1, Ag,..., \,) ja
sellainen unitaarinen matriisi U € C"*", ettd D = U*A* AU. Huomautuk-
sen nojalla diagonaalialkiot Ay, Aa, ..., A, € Ry U {0} ovat vieldpa mat-
riisin A* A ominaisarvot. Merkitddn nyt A = max{\;, \o,..., A\, }. Télloin
A*A =UDU", ja jokaisella & € C", jolla ||z|| = 1, pétee

|Az|? = (Az)*(Az) = 2*A*Ax = 2*UDU*x = (U*z)*D(U*x)

n
= )\Z (Urz);(U*x); = NU*z) (U*z) = X ||[U*z||* = \.
— T
Viimeinen yhtasuuruus seuraa euklidisen vektorinormin unitaarisesta inva-
rianttiudesta. On siis osoitettu, ettd jokaisella & € C, jolla ||x|| = 1, pitee
|Az|| < V. Siispi || Al|g < V.

Viela pitad kuitenkin osoittaa, ettd mainittu yldraja myos saavutetaan.
Téata varten oletetaan, ettd = on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori,
jonka euklidinen normi on 1 (téllainen @ 16ydetéén, kun mikd tahansa omi-
naisarvoa A vastaava ominaisvektori jaetaan omalla normillaan). Nyt

| Az|? = (Aw)"(Az) = " (A" A)) = @' (\x) = Aa") = A > = A
il

joten ||Az| = v/\. Viite seuraa nyt tést. O
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Maarittelytapansa vuoksi spektraalinormilla on liséksi tiettyja erityisomi-
naisuuksia, joita kasitellddn seuraavissa huomautuksissa.

Huomautus 2.5. Matriisin A € C"*" spektraalinormi voidaan vaihtoehtoi-

sesti laskea kaavasta
|Allg = max [y*Az|.

lzll=[lyl=1

Cauchyn-Schwarzin epayhtédlon nojalla nimittéin

max _|y*(Az)| < max ([|Az|[ly[]) = max||Az|| = [|A]|5.
Jel=lyll=1 Jel=lyll=1 =1

Liséksi mainittu ylaraja saavutetaan, kun asetetaan y = mAm. Téassé
on siis rajoituttava tarkastelemaan sellaisten vektoreiden x joukkoa, joilla
Az # 0. Niin voidaan tehda, silld muissa kuin triviaaleissa tapauksissa

maksimi saavutetaan kyseisessé joukossa.

Huomautus 2.6. Jokaiselle matriisille A € C**" pitee [|Al|s = [|A*]|s-
Nimittdin huomautuksen [2.5 nojalla

IAllg = max |y"Az|= max |y*(Az)|
Iel=llyli=1 lel=llyli=1
= max [(Az)y|= max [|r*A"y|=[A".
Jel=lyll=1 Jel=lyll=1

Huomautus 2.7. Jokaisella A € C*"*" on voimassa
* * 2
|A*Alls = [|AA*[[s = [ Alls -

Jalkimmainen yhtdlo on seurausta siitd, ettd ensinndkin alimultiplikatiivi-
suuden sekd huomautuksen 2.6 nojalla

IlAA™ s < Al 145 = NLAll-

Toisaalta, kun & on matriisin AA* suurinta ominaisarvoa \ vastaava omi-
naisvektori, jolle lisdksi pétee ||| = 1, lauseen ja huomautuksen
nojalla saadaan

lAA | = |xa] = |\ |l = A= [lA"]s = | Allls-

~—~
=1

\g {y

Téaten
* * 2
A" s = max| 44"z > AJE.

mista vaite seuraa. Toinen yhtalé voidaan osoittaa samalla tavalla.
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Huomautus 2.8. Positiivisesti semidefiniitille Hermiten matriisille
A € C™*" pitee

[|All¢ = max{A | A on matriisin A ominaisarvo}.

Jos nimittdin A on matriisin A suurin ominaisarvo, niin A\? on matriisin
A? = A* A suurin ominaisarvo. Téllsin lauseen nojalla

llAlls = V32 = .

Matriisiosion lopuksi pitda viela méaéritelld (nelio)matriisin spektraalisdde,
joka spektraalinormin tavoin liittyy ominaisarvoihin.

Maaritelméa 2.8. Olkoon A € C™*". Télloin
p(A) = max{|\| | A on matriisin A ominaisarvo},

missd lukua p(A) € Ry U {0} sanotaan matriisin A spektraalisdteeksi.

Huomautus 2.9. Mikili matriisi A on positiivisesti semidefiniitti Hermiten
matriisi, niin

p(A) = max{\ | A on matriisin A ominaisarvo} = || A|||s .

Matriisin spektraalisidde kertoo siis pienimmaén sellaisen origokeskisen komp-
leksitason ympyréan siateen, jonka sisélla ja kehélld sen kaikki ominaisarvot si-
jaitsevat. Mitéd pienempi spektraaliside matriisilla on, sitd lahempéané origoa
(ja samalla toisiaan) sen ominaisarvot ovat. Seuraavassa lauseessa ndhdéén,
ettd spektraalisateelld on varsin tarked yhteys matriisinormeihin. Todistus
itsessddn on myds varsin elegantti.

Lause 2.6. Olkoon A € C™*" ja ||e||| mielivaltainen matriisinormi. Tdalldin
p(A) <Al

Todistus (vrt. [6, s. 297]). Jokaisella matriisin A ominaisarvolla A on triviaa-
listi |A| < p(A). Liséksi jollakin ominaisarvolla A pétee |A| = p(A). Olkoon
x € C" tita (itseisarvoltaan maksimaalista) ominaisarvoa vastaava ominais-
vektori (jolloin @ # 0) ja

X=gz - xjecC
n kpl

Nyt AX = A\X, ja edelleen
p(A) IX = (AN = AX = [l AX < (I ALHX -

Viite seuraa, kun tdméa epayhtalo jaetaan termilld || X || > 0 (X # 0, joten
X[l 7 0)- O
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Mikéli matriisin A spektraaliside tunnetaan, méaéaraa se siis alarajan mil-
le tahansa matriisin A normille. Toisaalta, jos vaikkapa || A[|g on saatu las-
kettua, on samalla 16ydetty myos ylaraja spektraalisiteelle p(A). Juuri tata
menetelmad tullaan kdyttamaan luvussa 7.

Matriisin A itseisarvoltaan pienimmélla ominaisarvolla ei ole matriisiteo-
rian kannalta lainkaan samanlaista merkitystd kuin itseisarvoltaan suurim-
malla. Merkinnallisista syistd otetaan kuitenkin kaytt66n analoginen merkin-
té

k(A) = min{|A| | A on matriisin A ominaisarvo}.
Huomautus 2.10. Positiivisesti semidefiniitille Hermiten matriisille A péa-
tee siis

k(A) = min{\ | A on matriisin A ominaisarvo}.

Liséiksi, mikili A on vield kidintyva, on k(A™1) = ﬁ ja p(A™1) = A

Reaaliluku x(A) kertoo siis suurimman sellaisen origokeskisen ympyran

siteen, jonka sisépisteiden joukkoon ei kuulu yksikéén matriisin A ominai-
sarvoista.

2.2 Osittaisista jarjestyksista ja hiloista

Seuraavissa luvuissa jatkuvana perusoletuksena on, ettd P on epétyhja jouk-
ko, joka on lisdksi osittain jarjestetty. Aloitetaan siis maérittelemalld, mité
talla kasitteelld tarkoitetaan.

Maaritelma 2.9. Olkoon P epatyhja joukko. Relaatio < C P x P on osit-
tainen jdrjestys joukossa P, mikali seuraavat kolme ehtoa ovat voimassa:

1. x <z jokaisella x € P, (refleksiivisyys)
2. (r 2yjay = x)= x =y jokaisella x,y € P, (antisymmetrisyys)
3. (r 2yjay = z)= z =< z jokaisella z,y, z € P. (transitiivisuus)

Osittainen jarjestysrelaatio toteuttaa siis ne ominaisuudet, jotka jarjes-
tysrelaatioksi kutsuttavan relaation useimmiten halutaan vahintaan toteutta-
van. Erikoisuutena kuitenkin on, ettd joukossa P saa olla ns. ei-vertailullisia
alkiopareja, joista kumpikaan ei edelld toista. Itse asiassa pelkistetyin mah-
dollinen osittainen jarjestysrelaatio saadaan, kun méaaritelladn < = {(z,z) | z
P}. Talloin antisymmetrisyys- ja transitiivisuusehdot toteutuvat triviaalisti.

Historiallisesti hyvin tarked ja siten my6s tdmén tyon kannalta hyvin
keskeinen osittainen jarjestys on struktuuri (Z,,|), missd | on luonnollisesti
madritelty jaollisuusrelaatio positiivisten kokonaislukujen joukossa. Rajoittu-
minen positiivisiin kokonaislukuihin on tarpeen antisymmetrisyysehdon saa-
miseksi voimaan. Omaperéisempi, tata yleistdva esimerkki osittaisesta jar-
jestyksestd saadaan struktuurista (Z[X],,|), missé

ZIX)y = {an X"+ an X" -+ a1 X +ap € Z[X] | a, > 0}.
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Relaatio | on siis tavanomaisesti méaaritelty polynomien jaollisuusrelaatio ja
Z[X]+ kaikkien sellaisten kokonaislukukertoimisten polynomien joukko, jois-
sa johtava kerroin on positiivinen. Tamékin rajoitus on tarpeellinen juuri
antisymmetrisyyden vuoksi. Jos nimittdin ¢ = —f, niin f|g ja g|f, mutta
f#9.

My6s matriisien joukkoon saadaan maéariteltyé erilaisia osittaisia jarjes-
tyksid. Esimerkiksi, jos A, B € R™*" voidaan méaaritellda A < B, jos ja vain
jos a;; < b;; jokaisella i,j € {1,2,...,n}. Seuraavaksi esitettavi lause liit-
tyy juuri tdhén relaatioon ja sitd tullaan tarvitsemaan useasti mychemmissé
luvuissa.

Lause 2.7 ([0], s. 501). Olkoon A = [a;;] € C™" ja merkitiin |A| = [|a;;]]-
Olkoon sitten B = [b;;] € R™" sellainen matriisi, jolle pitee 0 < B ja
|A| < B. Tdlloin jokainen matriisin A ominaisarvo kuuluu joukkoon

O{ZGC ‘ |z—akk|§p(B)—bkk}.

k=1

Esitetdan vield toinen, edellistd hieman haastavampi, mutta yhta lailla
tarked esimerkki osittain jarjestetystd matriisijoukosta.

Esimerkki 2.6 (vrt. [0, s. 469]). Samaa kokoa n x n olevien Hermiten mat-
riisien joukossa voidaan niin ikd&n madaritella osittainen jarjestysrelaatio <,
jota tullaan myos tarvitsemaan myohemmissa luvuissa. Tamaé jérjestys maa-
ritelldén siten, ettd A < B, jos ja vain jos matriisi B — A on positiivisesti
semidefiniitti. Osoitetaan vield, ettd ndin maaritelty relaatio todella on osit-
tainen jarjestys.

1. Relaation refleksiivisyys seuraa suoraan siité, ettd nollamatriisi on po-
sitiivisesti semidefiniitti.

2. Antisymmetrisyyttd varten oletetaan, ettdi A < B ja B < A joillakin
Hermiten matriiseilla A ja B. Talloin matriisit A — B ja B — A ovat
molemmat positiivisesti semidefiniitteja, joten on oltava

' (A—B)x=x"Ax —x"Bx > 0
seka
' (B—Ax=x"Bxr —x"Azx = —(z"(A— B)x) >0

jokaisella & € C™. Tésté seuraa, ettd *(A—B)x = 0 jokaisella x € C".
Merkitaén nyt C = A — B. Kun vektorin « rooliin valitaan vuorotellen
kaikki n yksikkovektoria e; (vektori, joissa i. alkio on 1 ja muut nol-
lia), saadaan matriisin C' diagonaalialkiot osoitettua nolliksi. Alkion
c;; osoittamiseksi nollaksi asetetaan ensin = e; + e;, mistd saadaan
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yhtélo c;; + ¢j; = 0. Asettamalla sitten © = ie; + e; saadaan yhté-
16 —ic;; + icj; = 0. Kertomalla tdma skalaarilla i péaédstdan yhtaloon
cij — ¢j; = 0. Tamén jalkeen voidaan yhtélot laskea yhteen, misté lo-
pulta nahdésn, etté ¢;; = 0. Siispda C = A — B = 0, joten A = B.

3. Transitiivisuuden todistamiseksi oletetaan, ettdi A < B ja B < C
joillakin Hermiten matriiseilla A, B ja C. Matriisit A — B ja B — C
ovat siis molemmat positiivisesti semidefiniitteja. Talloin myos A < C,
silla jokaisella & € C™ patee

z(A-Clx=a2"((A—B)+(B-0O))x
=z (A-B)z+z"(B-C)z > 0.

-~ -~

>0 >0

Tapauksessa n = 1 tilanne pelkistyy ei-negatiivisten reaalilukujen luonnol-
liseksi jarjestykseksi, joten tietyssd mielessd suuremmilla luvun n arvoilla
saadaan struktuurin (Ry U {0}, <) yleistyksiéd. Yleistdmisen hintana kuiten-
kin on, ettd jarjestysrelaation vertailullisuus menetetdan. Tamén tutkielman
kannalta kyseinen, sindnsd mielenkiintoinen nakokulma on kuitenkin varsin
merkitykseton.

Edellisen esimerkin relaatiolla < on lisdksi seuraava térked ominaisuus,
jota sitédkin tullaan tarvitsemaan jatkossa.

Lause 2.8 (6], s. 471). Oletetaan, ettd A ja B ovat positiivisesti definiitteji
matriiseja, joille lisiksi pitee A = B. Olkoot A\, o, ..., N\, € R, matriisin
A sekd py, pa, - . ., i matritzsin B ominaisarvot, missi Ay < Ag < - <\,
ja g < pg < oo <y Talloin Ny > p; jokaisella i € {1,2,...,n}.

Jos alkiot z,y € P on annettu, voidaan lahtea tutkimaan niiden yhteisten
ylarajojen joukkoa
{zeP|x=<zjay =<z}

Mikéli tama joukko on epétyhjé ja siind on olemassa pienin alkio a, on se
alkioiden x ja y pienin yliraja. Alkiota a kutsutaan télloin alkioiden x ja y
joiniksi ja merkitddn a = z V y. Vastaavasti voidaan tarkastella alkioiden z
ja y yhteisten alarajojen joukon

{zeP|z=xzrjaz<y}

suurimman alkion olemassaoloa. Mikéli téssa joukossa on suurin alkio b, sa-
notaan sitd alkioiden x ja y meetiks: ja merkitdan b = x A y. Tdmé& antaakin
aiheen seuraavaan méadritelméan.

Maaritelma 2.10. Osittain jarjestetty joukko (P, =) on join-puolihila, mi-
kili x Vy € P on olemassa kaikilla x,y € P. Jos taas x Ay € P on olemassa
kaikilla z,y € P, on (P, X) meet-puolihila. Struktuuria (P, <) sanotaan hi-
laksi, mikéli se on sekd meet-puolihila ettd join-puolihila.
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Samaan tapaan voitaisiin maaritelld mielivaltaisen joukon P osajoukon S
pienin yldraja ja suurin alaraja. Mikéli \/ S ja A S ovat olemassa jokaisella
S C P, sanotaan hilan (P, <) olevan tdydellinen hila. Siind missé tavallisessa
hilassa operaattoreita V ja A voidaan ajatella laskutoimituksina joukossa P
(eli funktioina P x P — P), taydellisessi hilassa ne ovat funktioita P(P) —
P. Jatkossa tarkastelun kohteena ovat kuitenkin ldhes yksinomaan puolihilat
ja hilat.

Osoittautuu, ettd (Z,|) ja (Z]X]4,|) ovat molemmat hiloja, joissa kum-
massakin kahden alkion meet ja join voidaan loytdéd samalla tavalla niiden
alkutekijihajotelmien avulla. Itse asiassa hila (Z[X],,|) siséltaa hilan (Z,, |)
alihilanaan, mikéali kokonaisluku samaistetaan sité vastaavan vakiopolynomin
kanssa. Kummassakin hilassa kahden alkion join on niiden pienin yhteinen
monikerta ja meet niiden suurin yhteinen tekija, silla jo aiemmin mainittu-
jen positiivisuusrajoitusten ansiosta kumpikin néistd on aina yksikésitteise-
ni olemassa ko. joukossa. Esimerkiksi polynomien X? — 1 ja 2X — 2 suurin
yhteinen tekijd on X — 1 € Z[X],, silld —X + 1 ¢ Z[X].

Laskutoimituksen V tai A (tai mahdollisesti molempien) olemassaolon li-
saksi struktuurilta (P, =) oletetaan jatkossa vield yksi ominaisuus, paikalli-
nen adrellisyys. Ennen tahan kisitteeseen péadsemisté pitaa kuitenkin maéari-
tellda my6s, mitéa tarkoitetaan suljetulla vélilla osittain jérjestetysséa joukossa.

Maaritelma 2.11. Jos z,y € P ja z =< y, niin suljettu vdili
[zy]={2€P |z =22y}
Mikili z £ y, méadritelldén [z, y] = 0.

Maaritelma 2.12. Osittain jarjestetty joukko P on paikallisesti ddrellinen,
mikali kaikilla z,y € P suljettu vili [z, y] on &é&rellinen joukko.

Paikallisesta aarellisyydesta ei missaan nimesséa seuraa, ettéa joukko P olisi
adrellinen (esimerkiksi (Z, <), missd < tarkoittaa kokonaislukujen luonnol-
lista jérjestystd, on paikallisesti dérellinen). Sen sijaan paikallinen dérellisyys
on tietysséd mielessd mm. rationaali- ja reaalilukuihin liittyvén tiheysominai-
suuden vastakohta.

Esimerkki 2.7. Osoitetaan, ettd hila (Z[X];,|) on paikallisesti dérellinen.
Oletetaan tunnetuksi, ettd polynomirengas Z[X] on faktoriaalinen (engl.
UFD, unique factorization domain) eli jokaisella f € Z[X] on olemassa luvut
ni,...,n, € N seké sellaiset jaottomat polynomit fi,..., fx € Z[X], ettd

f=fme e

Koska jokaisella i € {1,...,k} pitee joko f; € Z[X], tai —f; € Z[X]y,
voidaan kirjoittaa

f=E=0m0m - )™
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missd m € N ja fi,..., fi € Z]X]; ovat edelleen jaottomia. Tarkastelemalla
nyt polynomin f johtavan kertoimen muodostumista huomataan, ettd luvun
m pitda olla parillinen. Mielivaltaiselle polynomille f on siis 16ydetty esitys
joukon Z[X], jaottomien polynomien tulona. Jos nyt g € Z[X], ja g|f, niin
voidaan kirjoittaa

— frm my
g_ 1 R P

missa my,...,mg € N jam; < n; jokaisella ¢ € {1,...,k}. Téstd on helppo
nahdé, ettd valilla [g, f] on alkioita tdsmélleen

k

LI+ (s = ma)

i=1

kappaletta ja vili [g, f] on siis dérellinen joukko. Siispa (Z[X],|) on paikal-
lisesti darellinen.

Esimerkki 2.8. Hilaan (Z[X],,|) voidaan halutessa lisétd myos vakiopoly-
nomi 0. T&ll6in se on vieldpé syntyneen (tédydellisen) hilan suurin alkio, silla
£10 jokaisella f € Z[X], U{0}. Taydellisyydestd huolimatta uusi hila ei kui-
tenkaan endd ole paikallisesti dérellinen, silld esimerkiksi véli [1,0] sisaltaa
kaikki joukon Z[X]; U {0} alkiot.

Joukossa Z[X], voidaan médritelld my6s ns. unitaarinen jaollisuusrelaa-
tio. Ko. relaatio on yleensa tapana maéaritelld vain joukossa Z., mutta se
voidaan yleistdd joukkoon Z[X], varsin luonnollisella tavalla.

Maaritelma 2.13. Polynomi g jakaa polynomin f unitaarisesti, mikali g| f
ja syt(g, g) = 1. Té&lloin merkitdéan g|| f.

Alkutekijahajotelmien kannalta tdmé tarkoittaa, ettd ensinnékin poly-
nomin ¢ jokainen jaoton alkutekija on myo6s polynomin f alkutekija. Lisdksi
jokaisella molemmille yhteiselld alkutekijélla on vieldpa tédsmélleen sama eks-
ponentti kummankin polynomin hajotelmassa. Tata kautta on varsin helppo
nahda, ettd myos relaatio || maaraa osittaisen jarjestyksen joukkoon Z[X], .
Seuraavassa esimerkissé kuitenkin ndhdaédn, ettd muilta ominaisuuksiltaan
unitaarinen jaollisuusrelaatio eroaa ominaisuuksiltaan melko paljon tavano-
maisesta.

Esimerkki 2.9. Olkoot f,g € Z[X],. Tavanomaisen suurimman yhteisen
tekijan lisdksi myOs nédiden polynomien suurin yhteinen unitaaritekija voi-
daan 16ytéa varsin helposti niiden alkutekijihajotelmien avulla. Esityksisté
tarvitsee vain poimia ne alkutekijoiden potenssit, jotka ovat yhteiset kum-
mallekin hajotelmalle (siis seké tekijdn ettd eksponentin on oltava molem-
missa sama). Suurin yhteinen unitaaritekija on kaikkien téllaisten termien
tulo. Mikéli téllaisia termejé ei ole, on f A g = 1. Struktuuri (Z[X]4, ||) on
siis meet-puolihila.
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Pienimmén yhteisen unitaarimonikerran 16ytdminen ei sen sijaan ole ai-
na mahdollista. Mikéli on olemassa yksikin sellainen jaoton r € Z[X], sekd
sellaiset eri luvut 7,j € Z_, ettd r’ esiintyy polynomin f ja 77 polynomin g
alkutekijahajotelmassa, niin ko. polynomeilla ei ole lainkaan yhteisia unitaa-
rimonikertoja (eikd tietenkdén siis myoskddn pieninté yhteistd unitaarimoni-
kertaa). Jos nimittédin ¢ < j ja g||h, niin f }f h (t4ll6in Tj*i|% ja 7=t f, jolloin
syt(f, %) # 1 ja edelleen f Jf h). Tapaus j < i késitellddn vastaavasti.

Meet-puolihila (Z[X],, ||) on hilan (Z[X],,|) tapaan paikallisesti dérelli-
nen. [tse asiassa hilan (Z[X], ||) paikallinen &érellisyys seuraa hilan (Z[X].,|)
paikallisesta aarellisyydesta, silld jokainen puolihilan (Z[X],, ||) vili [g, f] on
hilan (Z[X];,|) vastaavan vélin osajoukko (joka esimerkin [2.7| perusteella on
ddrellinen joukko). Tuloperiaatteen avulla on kuitenkin helppo todeta, et-
ta jos g||f, polynomilla g on m eri alkutekijéé ja polynomilla f niitd on n
kappaletta, niin hilan (Z[X],, ||) vililld [g, f] on 2"~™ alkiota.

Myohemmissé luvuissa on jatkuvana oletuksena myos, ettd f on funktio
P — C (ts. f saa kompleksisia arvoja) ja

S: {Il,IQ,...,{En}

on epétyhja ja ddrellinen joukon P osajoukko, missd i # j = x; # x;. Lisdksi
joukon S alkioille oletetaan patevin x; =< x; = ¢ < j, alkiot on siis mahdolli-
suuksien mukaan listattu "suuruusjarjestyksessa”. Kyseinen ehto silti harvoin
madrittelee joukon S alkioiden luettelointijarjestyksen yksikésitteisesti, esi-
merkiksi struktuurissa (Z,,|) joukon Z, osajoukko S = {1,2,3,5,15} voi-
taisiin yhtéd hyvin ilmoittaa seitsemélld muullakin tavalla, esimerkiksi
S ={1,2,5,3,15} tai S = {1,5,3, 15, 2}.

Seuraavaksi padstdan lopultakin méaéritteleméadn meet- ja join- matriisien
késitteet, joiden ominaisarvoja tulevissa luvuissa on tarkoitus tutkia.

Maaritelma 2.14. Olkoon f : P — C funktio ja joukko S C P kuten edella.
Mikéli (P, <, A) on meet-puolihila, niin n x n-matriisia (5)r, missé

((9) )iz = f(wi Nxy),

kutsutaan joukon S meet-matriisikse funktion f suhteen. Jos taas tarkastelun
kohteena on join-puolihila (P, <, V), sanotaan n x n-matriisia [S], missé

(1Sp)is = flai v zj),
joukon S join-matriisiksi funktion f suhteen.

Mikéali funktio f on kiinnitetty eiké sekaannuksen vaaraa ole, voidaan pu-
hua lyhyesti joukon S meet- tai join-matriisista. Varsin tarkeé erikoistapaus
néistd saadaan, kun P = Z, ja <= |. T4ll6in

((S))ij = f(syt(zi, ;)
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ja
(1515)is = f(pyi(wi, z;)).

Néistd ensimmaéistd sanotaan joukon S SYT-matriisiksi (engl. GCD mat-
rix) ja jalkimmaéistd joukon S PYJ-matriisiksi (engl. LCM matrix) funktion
f suhteen. Jos lisdksi f = id, misséd id : Z, — Z, on positiivisten koko-
naislukujen joukon identtinen kuvaus, on (S); = (5) joukon S SYT-matriisi
ja [S]f = [S] sen PYJ-matriisi. Mainitsemisen arvoisia néisté tekee se, et-
td meet- ja join-matriiseihin liittyvéa tutkimus keskittyi hyvin pitkdan juuri
tavallisiin SYT-matriiseihin. Mikdli f = id ja valitaan S = {1,2,...,n}, on
(S) juuri se sama matriisi, jonka determinanttia Smith tarkastelee artikke-
lissa [14].

Toinen keskeinen erikoistapaus saadaan, kun joukon P = 7Z, osittaiseksi
jarjestysrelaatioksi valitaan unitaarinen jaollisuusrelaatio ||. Téalloin

((S)f)ij = f(syut(a;, z;)),

missé syut(z;, z;) tarkoittaa lukujen x; ja z; suurinta yhteistd unitaarite-
kijad. Matriisia (S5); sanotaan johdonmukaisesti joukon S SYUT-matriisiksi
funktion f suhteen. PYUJ-matriisin [S]; tutkiminen sen sijaan ei ole téssé ta-
pauksessa aina mielekésta, silld kuten esimerkisséa néhtiin, ei pieninté yh-
teistd unitaarimonikertaa ole kaikissa tapauksissa lainkaan olemassa. Ongel-
man valttdmiseksi jouduttaisiin joukon S alkiot valitsemaan aivan erityisella
tavalla tai vaihtoehtoisesti alkion pyuj(x;,x;) médritelmdd pitdisi muuttaa
niin, ettd se olisi aina olemassa. Téllaiset ongelmat on kuitenkin tassd yh-
teydessa parempi sivuuttaa, ja siksi jatkossa join-matriisia muodostettaessa
aina oletetaankin, ettd (P, <) on join-puolihila.

Meet- ja join-matriisien ominaisarvoja on yleisella tasolla tutkittu var-
sin vihén. Itse asiassa vasta tamén tutkielman padldhteessa [7] ominaisarvo-
jen tutkimus ulotettiin ensimmaisté kertaa yleisesti meet-ja join-matriiseihin.
Kaikki aikaisemmat tulokset koskivat joko SYT- tai PYJ-matriisien tai mui-
den samansukuisten reaalisten matriisien (jotka eivit kuitenkaan ole meet-
tai join-matriiseja) ominaisarvoja. Kaikki aiemmin tarkastellut matriisit oli-
vat liséksi positiivisesti semidefiniittejd, joten aidosti kompleksisten meet- ja
join-matriisien ominaisarvojen tutkiminen edellyttda kokonaan uudenlaisia
menetelmié. Yleisemmasté tarkastelusta huolimatta artikkelissa [7] 16ydettiin
uutta tietoa myos eniten tutkituista SYT-matriiseista. Yhtad hyvin tuloksia
voidaan kuitenkin soveltaa vaikkapa SYUT-matriiseihin, joita ei juurikaan
ole kasitelty kirjallisuudessa.

2.3 Insidenssifunktioita seka niita koskevia aputuloksia

Insidenssifunktioista kiytetddn toisinaan myos varsin kuvaavaa nimitysté
yleistetyt aritmeettiset funktiot. "Yleistdmisessd” on kyse vain siité, etta tar-
kasteltavien funktioiden méarittelyjoukoksi otetaan joukon Z. sijaan joukko
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P x P, missd P on miké tahansa osittain jarjestetty joukko. Esimerkiksi kon-
voluutio madritelldan talloin joukon Z, jaollisuusrelaation asemasta joukon
P relaation < avulla.

Maaritelma 2.15. Olkoon P osittain jérjestetty joukko. Funktio
f:PxP—C
on joukon P insidenssifunktio, mikili f(x,y) = 0 aina, kun z £ y.
Lisaksi maaritellaan
F(P)=A{f| f on joukon P insidenssifunktio}.

Kahden insidenssifunktion laskeminen yhteen tai kertominen kesken#dn kay
varsin luonnollisesti, kun maéritellaan

(f +9)(@,y) = flz,y) + 9(z,y)
ja
(f9)(@,y) = f(z,y)9(z,y)
jokaisella x,y € P. Naita laskutoimituksia mielenkiintoisempi on kuitenkin
konvoluutio *, joka on yleistys tavallisten aritmeettisten funktioiden Dirich-

let’n konvoluutiosta. Jokaisella (z,y) € P x P funktioiden f ja g konvoluution
f * g arvoksi maaritelldan

(frg)@y)= > fla,2)g(zy),

=23y

missd summa yli tyhjan joukon tulkitaan nollaksi. On helppo néhda, etté
jokainen niilld laskutoimituksilla saatava funktio on myos insidenssifunktio
médritelméan 2,15 mielessé.

Seuraavaksi on aika mainita muutama erityisen merkityksen omaava in-
sidenssifunktio. Aritmeettisilla funktioilla ¢ ja ( on olemassa vastineensa in-
sidenssifunktioiden joukossa, kun maéritellaan

- 1, josz =y,
0(w,y) = { 0 muulloin

seka
1, josx =Xy,

0  muulloin.

C(wjy)z{

Kuten todettu, lukuteoriassa symboleille ¢ ja ¢ on vakiintunut merkitys arit-
meettisina funktioina. Tarkoitettaessa jompaakumpaa édsken maéaritellyisté
insidenssifunktioista ¢ tai ¢ onkin siksi syytd puhua joukon P funktiosta ¢
tai (.
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Struktuuri (F(P),+) muodostaa Abelin ryhmén, jossa neutraalialkiona
on nollafunktio fy (jolla siis pétee fo(z,y) = 0 jokaisella (z,y) € P x P).
Mikali laskutoimitukseksi otetaan kertolasku, on neutraalialkio selvasti (.
Struktuuri (F(P),-) jaé kuitenkin Abelin monoidiksi, silld esimerkiksi nolla-
funktiolla ei ole olemassa kiénteisalkiota joukossa F'(P). Laskutoimituksella
x syntyy myoskin monoidi, joka useimmiten ei ole vaihdannainen.

Kahden laskutoimituksen struktuureista tulevat kyseeseen (F(P),+,-)
sekd (F'(P),+, x), joista kumpikin on rengas. Nolla-alkiona on kummassakin
funktio fy, ykkosalkiona ensimmaéisessd ¢ ja jalkimmaéisessd 6. Kumpikaan
néistd renkaista ei kuitenkaan muodosta kokonaisaluetta tai kuntaa. Rengas
(F(P),+,*) kuitenkin on, ainakin tdmén tyon kannalta, ominaisuuksiltaan
huomattavasti kiinnostavampi, joten jatkossa toisena laskutoimituksena tulee
olemaan aina konvoluutio.

Voidaan osoittaa (ks. [12, s. 295]), ettd joukon P insidenssifunktiolla f
on olemassa kiddnteisalkio konvoluution suhteen, jos ja vain jos f(z,z) # 0
jokaisella z € P. Funktio ( selvasti tayttdd tdmén ehdon, joten silld on siis
olemassa mainittu kidnteisalkio. Tatéa funktiota kutsutaan joukon P Mobiuk-
sen funktioksi p. Olemassaolon lisdksi funktiosta p ei yleisessd tapauksessa
voida kuitenkaan sanoa juuri mitaan.

Seuraavaksi esitellddn (ilman todistuksia) téssé tutkielmassa tarvittavat,
meet-matriiseihin liittyvat aputulokset. Niitd varten pitdd kuitenkin vield
tehdd muutamia lisdoletuksia seké selventédd joitakin merkintojé.

Olkoon (P, <, A, ﬁ) paikallisesti darellinen meet-puolihila, jossa on liséksi
pienin alkio 0. Kyseiselle alkiolle pétee siis 0 < z jokaisella z € P. Lisiksi
joukon S = {zy,xq,...,x,} oletetaan edelleen olevan joukon P &érellinen
osajoukko, jossa siis x; <X x; = ¢ < j. Joukon S sanotaan olevan alhaalta
suljettu, mikéli jokainen sellainen alkio y € P, joka edeltédd jotain joukon S
alkiota, kuuluu aina myoskin joukkoon S. Formaalimmin ilmaistuna joukko
S on alhaalta suljettu, mikéali

Vye P:((FzxeS:y<z)=yecbl).

Mikéli S ei ole alhaalta suljettu, voidaan se helposti laajentaa sellaiseksi.
Suppeinta sellaista alhaalta suljettua joukkoa, joka sisiltdd osajoukkonaan
joukon S, kutsutaan joukon S wvirittamdksi jarjestysideaaliksi, ja sille kiyte-
taan merkintad | S. Toisin sanoen

1S={z€eP|Ixes 22z}

Mikili joukko S on jo valmiiksi alhaalta suljettu, on triviaalisti | S = S.

Joukko S on puolestaan meet-suljettu, mikdli x Ay € S jokaisella z,y € S.
Meet-suljettu joukko on itse asiassa meet-puolihilan (P, A) meet-alihila. On
helppo huomata, ettd alhaalta suljettu joukko on aina myds meet-suljettu,
mutta kddnteinen viite ei pidéd paikkaansa.
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Paikallisesti déarellisessé hilassa mikéa tahansa &arellinen joukko voidaan
taydentdd meet-suljetuksi siten, ettd myos laajennettu joukko on edelleen
ddrellinen. Tadma seuraa siité, ettd A\ S € P ja jokainen téallaisen joukon S
meet-sulkeuman alkio kuuluu aéarelliseen joukkoon

n

=1

Pienimman alkion olemassaolosta joukossa P puolestaan seuraa, etté jokaisen
adrellisen joukon virittdma jéarjestysideaali on myos adrellinen joukko. Nain
on, silla selvésti

15 =0, ).
=1

Joukko | S on siis dérellisen monen &érellisen joukon unionina &érellinen.
Téten voidaan siis kirjoittaa | S = {wy, wa, ..., wy,}, missd w; < w; =i < j.
Viimeksi mainitusta ehdosta itse asiassa seuraa, etté on oltava w; = 0.

Jokaista funktiota f : P — C kohti on olemassa ainakin yksi joukon P
insidenssifunktio g, jolle patee

jokaisella z € P (vahénkin epétriviaalimmissa osittaisissa jarjestyksissa tél-
laisia funktioita on jopa ddreton méérd). Kun kaikkien joukon P insidens-
sifunktioiden méérittelyjoukoiksi rajataan joukko {0} x P € P x P, niin
saadussa rajoittumafunktioiden joukossa on tasmélleen yksi funktio, joka to-
teuttaa em. ehdon. Jokaista funktiota f : P — C saadaan siis vastaamaan
yksikésitteinen rajoittumafunktio, josta kiaytetdan merkintda fy. Téaten funk-
tio f voidaan samaistaa rajoittuman f; kanssa, vaikka tarkasti ottaen kyse
on isomorfismista kahden funktiojoukon vililla.

Lause 2.9 (|8], Lemma 3.2). Olkoon A = (a;;) n X m-matriisi, jossa

a;j = { \/ (fd*,lt)(@,’w]'), jOS W j Xi,

0 muulloin.
Talloin (S)f = AAT.

Huomautus 2.11. Mikili ( f,* p)(0, w;) € R ja (fd*u)(f),wj) > 0 jokaisella
w; €} S, on lauseessa A € R™" ja edelleen huomautuksen mat-
riisi (S); = AAT on positiivisesti semidefiniitti. Ndin voidaan esimerkiksi
osoittaa, ettd tavallinen SYT-matriisi on aina positiivisesti semidefiniitti.

Lause 2.10 ([3], Theorem 12). Olkoon S meet-suljettu joukko seki olkoot E
ja D = diag(dy, ds, ... ,d,) sellaiset n X n-matriisit, joissa

_{ 1, josxz; =y,

€;i :
* 0  muulloin
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ja

Tillsin (S); = EDET.

Edellisessa lauseessa madriteltyd matriisia E kutsutaan téssa joukon S in-
sidenssimatriisiksi. Se sisaltad siis kaiken osittaisen jirjestyksen (P, <) jouk-
koa S koskevan informaation. Joukon S alkioiden luettelointijarjestyksella
(joka siis ei yleensd ole yksikésitteinen) on luonnollisesti suuri merkitys in-
sidenssimatriisia muodostettaessa, silla alkioiden jérjestyksen muuttaminen
(mikéli ndin voidaan tehdé rikkomatta ehtoa z; < z; = i < j) tuottaa useim-
miten eri insidenssimatriisin. Ehdosta x; < x; = ¢ < j kuitenkin seuraa, etta
jokainen joukolle S mahdollinen insidenssimatriisi on aina alakolmiomatriisi,
jonka diagonaalialkiot ovat kaikki ykkosia.

Matriisista F kiytetdan siis jatkossa nimitysta insidenssimatriisi siitakin
huolimatta, ettd graafiteoriassa kyseiselld termilld on varsin erilainen merki-
tys. Matriisilla E on kuitenkin tietty yhteys graafiteoriaan. Jos nimittéin jou-
kon S alkioista piirretdén suunnattu pseudograafi G = (V, E), missd V = S
ja x;Fx; < x; = x;, niin matriisi E on graafin G' vierusmatriisi (engl. ad-
jacency matrix).

Lause 2.11 ([, Example 1). Olkoon S alhaalta suljettu joukko. TallGin
jokaisella x; € S patee

fa) = 3 f).

2324
zAzj, kun j<i

Seuraavaksi kilydaan lapi duaaliset merkinnét ja tulokset join-matriiseille.

Olkoon (P, =<, V, i) paikallisesti dérellinen join-puolihila, jossa on lisdk-
si suurin alkio 1. Télle alkiolle pétee siis # < 1 jokaisella € P. Joukon
S ={xy,9,...,x,} sanotaan olevan ylhddltd suljettu, mikali jokainen sellai-
nen alkio y € P, jota edeltdé jokin joukon S alkioista, kuuluu aina myoskin
joukkoon S. Kvanttoreiden avulla sanottuna joukko S on siis ylhdalta suljet-
tu, mikali

Vye P:(FzxeS:x=y)=yel).

Joukon S virittdma jarjestysfiltteri TS méaaritellaan kaavalla
tS={zeP|Txelz=<z}

Kyseinen joukko on siis suppein joukon S siséltédvd joukon P osajoukko,
joka on lisdksi ylhaalta suljettu. Joukko S on puolestaan join-suljettu, mikali
xVy € S jokaisella x,y € S. Joukko 1T 5, missd S C P, on yksi esimerkki
join-suljetusta joukosta. Joukon S taydentdminen join-suljetuksi siten, etta
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se pysyy aarellisené, on mahdollista samalla periaatteella kuin edellé esitetty
meet-suljetuksi tdydentdminen.

Aivan kuten jérjestysideaalienkin tapauksessa, myds jokainen aarellisen
joukon virittdmé jérjestysfiltteri on aina &érellinen joukko (tdmé on seu-
rausta suurimman alkion 1 olemassaolosta). Voidaan siis kirjoittaa 1 S =
{wy,wy, ..., Wy}, missd w; < w; = i < j (tdssd on siis oltava w,, = 1).
Téssd tapauksessa funktio f samaistetaan sruktuurin (P, =<, V, 1) sellaisen
insidenssifunktion rajoittuman f, kanssa, jolle on voimassa

jokaisella z € P. Funktiota f, voidaan siis pitdd jonkin joukon P insidenssi-
funktion rajoittumana joukkoon P x {1}.

Lause 2.12 (9], Lemma 4.2). Olkoon A = (a;;) n X m-matriisi, jossa

:{ Vs 2w, D), jos v = w,

0 muulloin.
Tdlloin [S]f = AAT.

Huomautus 2.12. Samoin kuin lauseen tapauksessa myo6s lauseesta
seuraa, ettd kun siind méaritelty matriisi A on reaalinen, niin matriisi
[S]; = AAT on positiivisesti definiitti. Tétd tietoa ei kuitenkaan sellaise-
naan voi soveltaa PYJ-matriiseihin, silld joukossa Z, ei ole suurinta alkiota
jaollisuusrelaation mielessé.

Seuraava lause [2.13|esitetdén poikkeuksellisesti todistuksineen. Téassé muo-
dossa tulos mainitaan ensimmaéistd kertaa artikkelissa [7], jossa sen todis-
tus sivuutetaan. Lauseen voimassaolo voidaan toki perustella samalla taval-
la kuin lauseen artikkelissa [3]. Yksinkertaisempaa on kuitenkin vedota
lauseeseen [2.12, misté vaite seuraa varsin suoraan.

Lause 2.13 ([7], Proposition 2.5). Olkoon S join-suljettu joukko sekd olkoot
E ja D = diag(dy, ds, .. .,d,) sellaiset n x n-matriisit, joissa

o — 1, josz; Xy,
Y1 0 muulloin

ja

d= 3 (uxf)0).

;32
zj Az, kun i<j

Tilléin [S); = ETDE.
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Todistus. Olkoon matriisi A kuten lauseessa 2.12 Talloin saman lauseen
perusteella [S]; = AA”, jolloin

([ = (AAT);; = > " (* fu)(2,1).

;32

Toisaalta
(E"DE);; = ) dy.

et

T 3T
Pitaé siis osoittaa, ettd kummassakin summalausekkeessa on tdsmaélleen sa-
mat termit. Olkoon nyt z € P sellainen alkio, ettd z; = z ja z; = z. Pie-
nimman yldrajan maéritelmén nojalla nyt z; V x; < z. Koska joukko S on
join-suljettu, on oltava x; Vx; € S. Merkitéén siis x; Vx; = x,, missa ¢ < p ja
j < p. Tésté seuraa, ettd ensimmiisen summan termi (p f,)(2,1) on muka-
na jalkimmaisessa summassa joko termissa d, tai jossakin vield suuremman
indeksin omaavassa termissa d,. Jokainen ensimmaéisen summan termi on
siis mukana myés jalkimmaisessd summassa. Lisaksi alkion d; méaritelméassé
esiintyvil ehto "x; £ 2, kun i < 57 pitdd huolen siité, ettd termi (u* f,)(z,1)
esiintyy tdsméalleen yhdessé termissi dy. (termi 16ydetédén etsimalla suurin sel-
lainen indeksi k, jolle pétee x; < xy, x; < x; ja x; < z). Summalausekkeet
ovat siis samat, ja vaite seuraa. O

Lause 2.14 (|9], Lemma 4.5). Olkoon S ylhddltd suljettu joukko. TdallGin
jokaisella x; € S on voimassa

flzi) = Z f(2).

x; 3z
zj Az, kun i<j

Seuraavaksi esitetaéin kaksi aputulosta, joiden avulla meet- ja join-matriisit
voidaan esittdé toistensa avulla. Tamé edellyttaé kuitenkin tiettyjen lisdole-
tusten tekemista.

Maaritelma 2.16. Olkoon (P, <, A, V) paikallisesti dérellinen hila ja joukko
S C P kuten edelld. Funktion f : P — C sanotaan olevan semimultiplikatii-
vinen, mikali

f@)fy) = flevy)flzAy)
jokaisella x,y € P.

Termi "semimultiplikatiivinen” viittaa lukuteorian semimultiplikatiivisiin
ja multiplikatiivisiin funktioihin. Seuraava esimerkki osoittaa, misté syysté.

Esimerkki 2.10. Olkoon f : Z, — C multiplikatiivinen aritmeettinen funk-
tio, toisin sanoen f(mn) = f(m)f(n) aina, kun syt(m,n) = 1. Osoitetaan,
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ettd funktio f on my6s semimultiplikatiivinen. Olkoot m,n € Z, ja kirjoite-

taan
m = Hp“” seka, n= Hpbp,

pEP pEP

missé ay, b, € N jokaisella p € P. Talloin

flm)f(n) = f <Hpap> f (Hﬂ’p) =TI ] r@™

p€EP peP peP peP

_ H f(pmin{ap,bp}> H f(pmax{ap,bp})

peEP peP

— f (Hpmin{%vbp}> f (Hpmax{ambp})

= f(syt(m,n))f(pyj(m,n)).

Esimerkki 2.11. Olkoon z € C. Téll6in kuvaus (ns. sijoitushomomorfismi)
f:Z]X]y — C, missd f(g) = g(z) jokaisella g € Z[X],, on semimultiplika-
tiivinen funktio, silld tunnetusti

f(9)f(h) = g(2)h(2) = (gh)(2) = [(pyi(g, h))(syt(g, h))](2)
= [(pyi(g, h))(2)][(syt(g, h))(2)] = f(g V h)f(g Ah).

Lause 2.15 ([9], Lemma 5.2). Olkoon f joukon P sellainen semimultipli-
katiivinen funktio, ettd f(x) # 0 jokaisella * € P. Olkoon lisiksi F =

diag(f(z1), ..., f(x,)). Tdlloin

(S) = FIS]: F.

=

Lause 2.16 ([9], Lemma 5.1). Olkoon f joukon P sellainen semimultipli-
katiivinen funktio, ettd f(x) # 0 jokaisella x € P. Olkoon lisiksi F =

diag(f(z1), ..., f(x,)). Talloin

1S]; = F(S). F.

=

Madritellaan vield matriisijoukko K'(n) C {0,1}™*" C R™™, johon kuu-
luvat kaikki sellaiset alakolmiomatriisit, joissa jokainen diagonaalialkio on
1. Toisin sanoen joukkoon K (n) kuuluvat kaikki n alkion kokoisille joukoil-
le mahdolliset insidenssimatriisit. Jokainen X € K(n) on myo6s kiddntyva,
silli det X = 1 # 0. Samoin det X X7 = 1 # 0, joten matriisin X X7
ominaisarvot ovat kaikki nollasta eroavia. Liséksi, koska X on reaalinen, on
X* = X7 ja voidaan kirjoittaa X X7 = (X*)*X*. Esimerkin nojalla
matriisin X X7 kaikki ominaisarvot ovat siis ei-negatiivisia, jolloin lauseen
nojalla se on positiivisesti semidefiniitti. Ja koska miké&n ominaisarvoista
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ei myoskidn voi olla 0, ovat matriisin X X7 kaikki ominaisarvot positiivisia.
Nain ollen

p(XX7T) = max{\ | A on matriisin X X” ominaisarvo},
k(X XT) =min{\ | X on matriisin X X” ominaisarvo}
ja voidaan maéritella (vain luvusta n € Z, riippuvat) vakiot
cn = min{k(XX") | X € K(n)}
ja
C, =max{p(XX") | X € K(n)}.
Niilla vakioilla on varsin keskeinen rooli meet- ja join-matriisien ominai-
sarvojen arvioinnissa. Esitetdédn seuraavaksi muutama, melko triviaali niité
koskeva huomio.
Helposti nihdéén, ettia I, € K(n). Edelleen x(I,IT) = p(I,I') = 1,
joten 1 € {k(XXT) | X € K(n)} jal e {p(XXT)| X € K(n)}. Siispa
jokaisella n € Z, on voimassa ¢, < 1 < C),.

Osoitetaan sitten, ettd lukujono (c,)5°; on vihenevi ja jono (C,,)o2, kas-
vava. Jokaista X € K (n) kohti voidaan muodostaa matriisi

1 of

/_
x=[o %

} € K(n+1),

jolle edelleen pétee
1 of 1 of 1 o’
/ NT __ _
X(X7) _{O X}{O XT}_{O XXT]'

Tistd on helppo nihdi, etté jokainen matriisin X X7 ominaisarvo on myos
matriisin X’(X’)T ominaisarvo. Lisiiksi matriisilla X’(X”)T on luku 1 "yli-
méiriisend” ominaisarvona. Jos nyt A = k(X X7) ja p = p(XXT), niin
myos A = k(X'( X)) ja p = p(X'(X’)T). Tamin seurauksena jokaisella
n € Z; on voimassa C, < Cp,11 ja ¢y < ¢, (minimi ja maksimi valitaan
aina edellistd joukkoa laajemmasta joukosta).

Vakioiden ¢, ja C,, maarddminen on siis varsin mekaaninen ja suoravii-
vainen prosessi, jota varten pitdd muodostaa

eri matriisia seké niiden karakteristiset polynomit ja lopulta méarittda niiden
kaikkien juuret. Luvun n ollessa suuri puhutaan siis varsin suuresta tyomaéa-
rasta jopa matemaattiselle ohjelmistolle. Mikéli ei kuitenkaan ole tarpeen 16y-
taa néiden vakioiden tarkkaa arvoa (ts. meet/join-matriisin ominaisarvojen
rajan ei tarvitse olla paras mahdollinen), voidaan my®s niité itsedén arvioida
sopivasti alas- tai ylospain. Nama rajat ovat myos laskennallisesti paljon hel-
pommin maarattavissd. Tahan tyohon ryhdytaan tdmén tutkielman luvussa

7.
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3 Alaraja tietynlaisen positiivisesti definiitin meet-
matriisin pienimmalle ominaisarvolle

[lman minka#nlaisia lisdoletuksia on meet- ja join-matriisien ominaisarvois-
ta hyvin vaikea sanoa yhtdéan mitédan. Lisdoletuksia voidaan puolestaan teh-
da funktiosta f, joukosta S tai mahdollisesti molemmista. Téssé luvussa
yliméaraiset oletukset koskevat nimenomaan funktiota f, jonka mm. olete-
taan saavan vain reaalisia arvoja. Kyseiset oletukset tekevit vielapa joukon S
meet-matriisista positiivisesti definiitin, joten sen ominaisarvoille pystytaan
16ytaméaédn alaraja reaalilukujen joukosta. Osajoukosta S C P sen sijaan ei
aarellisyyden lisdksi ole tarpeen tehda téssd muita oletuksia. Esimerkkeina
téllaisista matriiseista késitelladn SYT- ja SYUT-matriiseja.

~

Lause 3.1 ([7], Theorem 3.1). Olkoon (P,=,A,0) paikallisesti ddrellinen
meet-puolihila, jossa on lisiksi pienin alkio 0. Olkoon f funktio P — R ja
S ={z1,29,...,2,} joukon P ddrellinen osajoukko, missi x; = x; =i < j.
Merkitiin nyt | S = {wy,ws, ..., wy}. Mikili (fs* p)(0,w;) > 0 kaikilla
w; €L S, niin

K((S)s) > cn - min{(fa* p)(0,2;) | 1 < i <n}.
Todistus. Olkoon A = (a;;) n X m-matriisi, missé

a;; = \/ (fd * M)(Oawj)> jOS w; = Zi,
0 muulloin.

Lauseen nojalla nyt (S); = AA”. Matriisin A sarakkeita voidaan nyt
permutoida milli tahansa permutaatiomatriisilla @, silli Q= = Q7 ja

AAT — AQQT)AT = (AQ)(QTA”) = (AQ)(AQ)".

Yleisyytta rajoittamatta voidaan siis olettaa, ettd w; = x; jokaisella 7 €
{1,2,...,n}. Kyse on vain siitd, ettd joukon | S alkioita lueteltaessa joukon
S alkiot mainitaan ensimmaéisené.

Matriisi A voidaan nyt jakaa osiin siten, etté

A=[B|C]
missd B on n X n-matriisi ja matriisi C' on kokoa n x (m — n). Télléin

AA" =B |C|[B|C]"=[B|C] {g;} =BB" +CC".

Taten
AAT - BB =cC”,
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ja koska matriisi CCT on esimerkin nojalla positiivisesti semidefiniitti,
on AA" = BB”. Lauscesta seuraa nyt, etta
k(AA") > k(BB").

Tarkastellaan seuraavaksi n x n-matriisia B = (b;;), jolle pétee

bij = { (fa* N)(Oaxj)a jos x; 2wy,
0

muulloin.

Olkoon E nyt joukon S insidenssimatriisi ja D = diag(ds, ... ,d,), missi

di = \/ (fax 1)(0, ;).
Matriisi B voidaan talloin esittdd muodossa
B=FED.

Samoin perustein kuin matriisi CCT, myos matriisi BB” on positiivisesti

semidefiniitti. Lisaksi

det(B) = det(E) det(D) = 1" - H \/ (fa* 1) (0, 2;) > 0,
i=1
joten matriisi B on kddntyva. Liséksi B on positiivisesti definiitti (0 ei voi
olla sen ominaisarvo, silld muuten olisi det(B) = 0). Nyt huomautuksen
nojalla reaalisen Hermiten matriisin (BBT)™! = (B~1)T B~! suurin ominais-
arvo on
p(BB")™) = |[[(BB")™||.
Téalléin huomautuksen perusteella
1 1

k(BB") = = :
BB @B T BB,
Positiivisuusoletuksen nojalla
1
(D?) | = ||aiag . —
I s (fa > 11)(0, 1) (fa* 1)(0, 2) " lll g
1 1

= max . = — —
tisn (fq* @) (0, @) mini<i<n(fa* 1) (0, 2;)
Nyt spektraalinormin alimultiplikatiivisuuden ja huomautuksen pe-
rusteella

BBl = l(BDED)) | = [[(ED*E) |
—1(D2)—1E—1|HS

s - s - B il
s - Al s - [1Els)
s -l EH B

s - e -

[\
~— — ~— " —
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Joukon S insidenssimatriisi £ kuuluu nyt selvasti luvussa méariteltyyn
luokkaan K (n). Téllin x(EET) > ¢,, ja huomautusten [2.8 ja [2.10] perus-
teella

1 1
EE") Y. =p(BE")™") = —x < —
\H( ) |Hs p(( )7) K(EET) = ¢,
josta edelleen
1
. S—
I(EET)~" |5
Téastéd voidaan nyt paatella, etta
r(AA") > k(BB") = 1T T 2)—1 1 -1
I(BBT)~ s — (D)~ s - ICEET) |
1 1

= . > . 1 0 i) .
TEED) T, Do), = i, (e ) 0,)

]

Esimerkki 3.1 ([7], Example 3.1). Olkoon (P,=<) = (Z,]||), missd | on
esimerkin unitaarisen jaollisuusrelaation rajoittuma positiivisten koko-
naislukujen joukkoon. Téassa struktuurissa lukujen z;, x; € Z, suurin alaraja
on siis niiden suurin yhteinen unitaaritekijé, jolle kdytetaan merkintaa

z; A\ xj = syut(z;, ;).

Kuten aiemmin on todettu, (Z, ||) on paikallisesti d4rellinen meet-puolihila,
jossa lisdksi on olemassa pienin alkio 1 € Z,. Kahden aritmeettisen funktion
(jotka ovat siis funktioita Z, — C) unitaarikonvoluutio méaéaritelladn kaavalla

(f 0 9)m) = > F(d)g (%)

d||n

ja aritmeettinen funktio § puolestaan kaavalla

5(n) :{ 1, josn=1,

0 muulloin.

Funktio 0 on siis neutraalialkio laskutoimituksen *; suhteen. Lisdksi mééari-
telladn ((n) = 1 jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n. Tamén funktion
kddnteisalkiosta unitaarikonvoluution suhteen kiytetddn merkintda p*. Kyse
on siis Mdbiuksen funktion unitaarianalogiasta. Verrattuna yleisen osittain
jarjestetyn joukon P Mdobiuksen funktioon p, funktion p* arvot on suhteel-
lisen helppo méaaratd. Voidaan nimittdin osoittaa, ettd kun w(n) tarkoittaa
luvun n eri alkutekijoiden lukumé&éaraa, niin

*(n) = 1 kun n =1,
pAn) = (—=1)*™)  kun n > 1.
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Olkoon nyt S = {z1,x9,...,2,} C Z, &érellinen, | S = {wy,ws,...,wy,}
ja f mielivaltainen reaaliarvoinen aritmeettinen funktio. Nyt matriisi (5*)y,
missa siis

((5%) )i = f(syut(zs, z;)),
on reaalinen ja symmetrinen, joten sen ominaisarvot ovat kaikki reaalisia.

Niiden positiivisuus sen sijaan riippuu funktion f ominaisuuksista.
Koska 1 on puolihilan (Z, ||) pienin alkio, voidaan kirjoittaa

fd(0>z) = fa(1,2) = f(2).

Nyt
(faxm)(Lx) = > fa(Lyply,x) = > fy)uly, ).

Ulyllz yllx

Cly.) = ¢ (g)

Mikéli y||x, on liséksi

seké
6(y,z) = G) ,
ja saadaan
S fwnl ) =3 f (5) = (f 0 1)),
yllz yllz
Mikéili nyt

(f *v p*)(wi) >0
jokaisella w; €] S, niin lauseen [3.1] nojalla

R((S%)1) 2 e~ i (f # p1%) (@),

1<i<n

Esimerkiksi, jos f(n) = n® jollakin o € R, niin matriisia (5*); voidaan
kutsua joukon S SYUT-potenssimatriisiksi. Kun nyt J; tarkoittaa Jordanin
totienttifunktion unitaarianalogiaa, niin

(f #u p)(n) = Jo(n) >0

jokaisella n € Z,. Edelld mainittu ehto on siis voimassa, valittiinpa joukon
S alkiot miten tahansa. Erikoistapauksessa a = 1 tarkoittaa .JJ: Eulerin to-
tienttifunktion unitaarianalogiaa. Tarkempia tietoja Jordanin totienttifunk-
tion sekd sen unitaarianalogian arvoista 1oytyy ldhteesta [13].
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Esimerkki 3.2 ([7], Example 3.2). Tarkastellaan sitten tapausta (P, =) =
(Z4,|). Nyt lukujen z;,z; € Z. suurin alaraja on niiden suurin yhteinen
tekija, toisin sanoen

x; N\ Ty = Syt(l’i,l’j).

Olkoon jélleen S = {z1,z9,...,2,} C Z, aérellinen, | S = {wy, wq, ..., wy,}
ja f mielivaltainen aritmeettinen funktio. Téssa tapauksessa merkinnalla g
tarkoitetaan tavanomaista Mobiuksen funktiota ja laskutoimituksella x Di-
richlet’n konvoluutiota. Aivan samoin kuin edellisessé esimerkissd voidaan
osoittaa, etta jos

(f * p)(w;) >0
jokaisella w; € .S, niin lauseen perusteella

R((S)g) = ¢ - min (f % ) (a,).

1<i<n

Téssédkin tapauksessa kyseisté tulosta voitaisiin soveltaa aritmeettiseen funk-
tion f(n) = n®, missd o € R,. Hong ja Loewy ovat kuitenkin késitelleet t&-
mén tapauksen kattavasti artikkelissaan [5].

4 Meet-suljetun joukon meet-matriisin ominais-
arvoista

Ennen artikkelia [7] kaikki kirjallisuudessa esitetyt SYT- ja vastaavien matrii-
sien ominaisarvoihin liittyvét tulokset koskivat vain reaalisia (ja symmetrisia)
matriiseja. Seuraavaksi esitettéava lause [£.1 on edelleen tété kirjoitettaessakin
ainoa yritys maarittdéd rajoja kompleksisen (ja symmetrisen) meet-matriisin
ominaisarvoille. Hankalaksi tdmén tapauksen tekee se, ettd vaikka reaalisen
ja symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat kaikki reaalisia, sama ei pade
yleisesti symmetrisille kompleksisille matriiseille. Esimerkiksi matriisilla

0 i
3l
on symmetrisyydestd huolimatta ainoana ominaisarvona i. Kompleksisten
matriisien ollessa kyseessé ei siis voida puhua ominaisarvojen ylé- tai alara-
joista. Sen sijaan voidaan tiettyjen olosuhteiden vallitessa rajata kompleksita-
sosta ne alueet, jotka sisaltavit kaikki meet-matriisin ominaisarvot. Taméan
onnistumiseksi on joukon S kuitenkin oltava meet-suljettu. Téssé tapauk-
sessa funktiota f koskevia oletuksia ei puolestaan tarvitse tehdé lainkaan.

Liséksi lauseen [£.1] seurauksena saadaan seurauslause [4.1], joka koskee meet-
suljetun joukon S meet-matriisia semimultiplikatiivisen funktion f suhteen.
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Lause 4.1 ([7], Theorem 4.1). Olkoon (P,=,A,0) paikallisesti ddrellinen
meet-puolihila, jossa on olemassa pienin alkio 0. Oletetaan lisiksi, ettd jouk-
ko S = {x1,2q,..., 2.}, missi x; < x; = 1 < j, on ddrellinen ja meet-
suljettu joukon P osajoukko. Olkoon f : P — C mielivaltainen funktio. Tal-
loin jokainen matriisin (S); ominaisarvo kuuluu alueeseen

U{zec]le- sl < 6 masial - 17l
k=1 T

MisSsSa

di = Z (fd*ﬂ)<672)~

z=x;
zZz;, kun j<i

Todistus. Olkoon E joukon S insidenssimatriisi ja D = diag(dy, ds, ..., d,),

missé R
di= > (faxp)(0,2).

2=x;
zAzj, kun j<i

Lauseen nojalla (S); = EDET. Kaytetdin merkintdd |A| tarkoitta-
maan matriisista A saatua matriisia, jonka ¢. rivin ja j. sarakkeen alkiona on
matriisin A vastaavan alkion itseisarvo. Lisdaksi merkitdian |A| < |B], mikali
la;;| < |bi;| jokaisella i, 5 € {1,2,...,n}. Nyt kompleksilukujen kolmioepéyh-
talon nojalla

(S)/| = |EDE"| < B|D|E".

Matriisi | D| puolestaan voidaan esittda muodossa
|D| = AAT,

missi AT = A = diag(ly,ls,...,l,) on n X n-matriisi, jossa

li=+/di = Z (fax 1)(0,2)].

zZAz;, kun j<i

Matriisi
EA(EAN)" = EAATET

on esimerkin 2.4 nojalla positiivisesti semidefiniitti, joten huomautuksen
nojalla sen spektraalisédde

p(EAATE") = ||[EAATE"|||,.
Nyt spektraalinormin alimultiplikatiivisuuden sekd huomautuksen 2.7 nojalla

IBAATE |[g <N Els - [[AA"]5 - 1B 5 = IZE"5 - [T
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ja koska insidenssimatriisi £ kuuluu joukkoon K'(n), on liséksi oltava
IBE"|5 < Cu.

Koska
|AAT g = max|di],

1<i<n

saadaan arvio

pBANTET) < | BE| - [|AAT]|; < C - s .

1<i<n

Kéaytetadn seuraavaksi lausetta . Asetetaan siind A = (5); ja B =
E|D|ET = EAATE". Koska

P(EAA'EY) = by < Oy - max|d| — |f (o A )| = Co - max |di] — | f(x)],

voidaan lauseen [2.7| avulla paitelld, ettd jokainen matriisin (S); ominaisarvo
kuuluu alueeseen

O{ZGC

k=1

= o] < Co- el = 1)}

]

Mikali joukko S on meet-suljettu ja funktio f saa joukossa S vain reaalisia
arvoja, voidaan lauseen avulla tietenkin l16ytad myoOs yldraja matriisin
(S) suurimmalle ominaisarvolle (téssd tapauksessa kaikki ominaisarvot ovat
siis reaalisia ja positiivisia).

Huomautus 4.1. Jos joukko S on alhaalta suljettu, niin lauseen 2.11|nojalla

S Faxm)0,2) = (fax p)(0, 7).
z=x;
zZ£x;, kun j<i

Tamé seuraa siitd, ettd jos z € P ja z < z; jollakin x; € S, on oltava
z = xy, jollakin x € S, missé k < 4. Termid (fy*pu)(0, z) el siis oteta mukaan
summaan. Téssa tapauksessa lauseessa [4.1| on siis

max |di| = max [(fq* ) (0, 2:)].
Esimerkki 4.1 ([7], Example 4.1). Olkoon (P, <X,A) = (Z, |, syt) ja olkoon
S = {x1,29,...,2,} joukon P &érellinen osajoukko, missi x;|z; = i < j.
Olkoon liséksi o € C. Maaritelladn nyt aritmeettinen funktio f : Z, — C,
missi f(n) = n® jokaisellan € Z, . Tassa n® tarkoittaa siis kyseisen komplek-
siluvun padarvoa, jonka suuntakulma on positiivinen ja pienin mahdollinen.
Tallin

(f * p) (i) = Jalzi),
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missd J, on Jordanin totienttifunktion kompleksinen yleistys. Lauseesta
seuraa nyt, ettd jokainen matriisin (S); ominaisarvo kuuluu alueeseen

n

L« . N\ _ o Re(a)
U{ZGC) |z — a2} < C, 121%>;|Ja(xz)] x, }

k=1
Tassa siis
|f<'rk>| _ ‘xz’ _ |(€logzk)Re(oz)+iIm(a)| — |eRe(a) log zy, | eilm(a) log:pkl
_ ‘eRe(a) logmk| . |ei(Im(a) log:vk)| _ ’(6log:pk)Re(a)| — .T?e(a),

=1

kun log x;. tarkoittaa luvun z; luonnollista logaritmia.
Tapauksessa @ = 1 on

(f * p) () = (1),

missé ¢ on Eulerin totienttifunktio, ja jokainen matriisin (S); ominaisarvo
kuuluu joukkoon

O {ZEC
k=1

Seuraava seurauslause késittelee meet-suljetun joukon join-matriisia se-
mimultiplikatiivisen funktion f suhteen.

|z — x| < C,, - max p(x;) — xk} :

1<i<n

Seuraus 4.1 ([7], Corollary 4.1). Olkoon (P, =,A,V,0) paikallisesti ddrel-
linen hila, jossa on olemassa pienin alkio 0. Olkoon S = {z1,29,...,2,}
joukon P ddrellinen, meet-suljettu osajoukko, missd x; < x; = 1 < j. Ol-
koon vield f : P — C semimultiplikatiivinen funktio, jolle on vield voimassa
f(z) # 0 jokaisella x € P. Tdlloin voidaan mddaritelld funktio g : P — C,
missd g(x) = ﬁ jokaisella x € P. Nyt jokainen matriisin [S]y ominaisarvo
kuuluu alueeseen

U {Z cC ‘ |2 = f(zw)] < lrggle(xm O max|dif — |f(93k)|} 7
k=1

MiSSa

b= Y (g2
z2=x;
24z, kun j<i
Todistus. Semimultiplikatiivisuusoletuksen seké lauseen [2.16] nojalla
151y = F(S),F,
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missa F' = diag(f(z1),. .., f(z,)). Kompleksilukujen kolmioepéyhtalosta saa-
daan jalleen
[F(S)gF| < [F|-[(S)g] - | F].

Késittelemalld matriisia |(5),| samaan tapaan kuin lauseen {4.1] todistuksessa
saadaan matriisi |F'| - [(S)y| - |F| esitettyd muodossa B*B, missd B € R™*".
Matriisi |F'| - |(S)y| - | F'| on siis esimerkin [2.4] nojalla positiivisesti semidefi-
niitti, jolloin huomautuksen perusteella

PUFL-[(S)l - 1F1) = [IIFL-1(S)l - 1Fllls < WIFIs - NSl
2 2
= (uas 7 GD? WSl = a2l (Sl
Témén jalkeen voidaan jatkaa normin [[|(S),l] ¢ arviointia kuten lauseen
todistuksessa, ja viite seuraa. O]

5 Alaraja tietynlaisen positiivisesti definiitin join-
matriisin pienimmalle ominaisarvolle

Tassa luvussa todistetaan luvun [3| meet-matriiseihin liittyvaa lausetta
vastaava tulos join-matriiseille. Toisin sanoen, tavoitteena on 16ytéaa alaraja
tietynlaisen positiivisesti definiitin join-matriisin pienimmélle ominaisarvolle,
kun funktion f oletetaan olevan reaaliarvoinen ja joukon S C P pelkastaén
adrellinen. Lauseen [5.1]todistus on hyvin samanlainen lauseen [3.1] todistuksen
kanssa. Téstéd syystd seuraavasta todistuksesta on jatetty pois kohtia, jotka
olisivat taysin identtisia lauseen todistuksen kanssa.

Lauseen kayttoa havainnollistetaan tarkastelemalla PYJ-matriiseja.
Ongelmana tosin on, ettd lauseen kiyttdminen edellyttdd suurimman alkion
1 € P olemassaoloa. Tami vaikeus on kuitenkin voitettavissa, kuten esi-
merkissa nahdaan. PYUJ-matriisien kasitteleminen sen sijaan joudutaan
tassd sivuuttamaan pienimmén yhteisen unitaarimonikerran olemassaoloon
liittyvien ongelmien vuoksi.

Lause 5.1 ([7], Theorem 5.1). Olkoon (P,=,V,1) paikallisesti ddrellinen
join-puolihila, jossa on lisiksi suurin alkio 1. Olkoon f funktio P — R ja
S ={z1,29,...,2,} joukon P ddrellinen osajoukko, missi x; = x; = i < j.

Merkitadn lisiksi 1S = {wy, we, ..., wy}. Mikdli (@ * f,)(w;, 1) > 0 kaikilla
w; €15, niin

R((S)5) > co - min{(p* fu)(wi, 1) | 1 < i < n}.

Todistus. Olkoon A = (a;;) n X m-matriisi, missé

0 muulloin.

a;j = { \/(M* fu)(wj7i)7 jOS X j wy,
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Téssékin tapauksessa voidaan yleisyytta rajoittamatta olettaa, ettd w; = x;
jokaisella i € {1,2,...,n}.
Matriisi A voidaan jélleen jakaa osiin siten, etté

A=[B|C]
missd B on n X n-matriisi ja matriisi C' on kokoa n x (m — n). Télléin
AA" =BB"+CC".

Koska matriisit AAT ja BBT ovat molemmat positiivisesti semidefiniitteji,
ovat k(AAT) ja k(BBT) niiden matriisien pienimmit ominaisarvot tissé
jarjestyksessé. Lisaksi

k(AAT) > k(BBT).

Tarkastellaan sitten n x n-matriisia B = (b;;), missé

bij: { (M*fu)(l‘]vi)a jOS xijxja
0

muulloin.

Olkoon E nyt joukon S insidenssimatriisi ja D = diag(dy,...,d,), missi

di =/ (n* fu) (@i, 1),
Matriisi B voidaan talloin esittdd muodossa
B=E"D.

Lisaksi
det(B) = det(E") det(D) = 1" - [ [ \/ (1 * fu)(z:.1) > 0,
i=1
joten matriisi B (ja samalla my6s matriisi BBT) on siis kiiéintyvi. Lisiksi B
on positiivisesti definiitti. Nyt huomautuksen nojalla reaalisen Hermiten
matriisin (BBT)™! = (B7!)TB~! suurin ominaisarvo on H‘(BBT)A‘HS.
Samalla sen kiiéinteisluku on matriisin BB” pienin ominaisarvo x(BBT).
Huomautuksen [2.7 nojalla

NETE) | = IE~ ') s = (B E|, = [|(EET)|-
Lisdksi samalla tavalla kuin lauseen todistuksessa saadaan

1
D2 -1 — K}
(D)7 Mittycin (0% fu) (@1 1)

ja

T\—1 2\—1 T\—1 2\—1 1
BBY s < @57 s - NIEEDH s < [P s - -
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Téastd voidaan nyt paatella, etta

1 N
k(AAT) > k(BB = —————— > ¢, - min (u* f,)(z;, 1).
(A47) 2 w(BB) = gy, = i e D

]

Kuten luvussa 3| huomattiin, meet-matriisin pieninté ominaisarvoa koske-
vaa lausettal3.1|voitiin sellaisenaan kiyttad SYT-matriiseihin. Join-matriisien
pienintd ominaisarvoa koskevan lauseen |5.1| soveltaminen PYJ-matriiseihin
sen sijaan ei sellaisenaan onnistu, silld hilassa (Z,, |, syt, pyj) ei ole olemassa
suurinta alkiota. Ongelma pystytdan kuitenkin kiertdméan, kuten Korkee ja
Haukkanen ovat tehneet [[9], s. 54|. Keksiméllddn menetelmélld heiddn on-
nistui kdantda join-matriisien determinantteihin liittyvét tuloksensa koske-
maan PYJ-matriisien determinantteja. Seuraavassa esimerkissé lausetta 5.1
sovelletaan PYJ-matriiseihin samanlaista lahestymistapaa kayttaen.

Esimerkki 5.1 ([7], Example 5.1). Olkoon (P, =) = (Z,|), f aritmeettinen
funktio ja S = {x;, o, ..., x,} joukon Z, &éarellinen osajoukko. Nyt lukujen
x;, T; € Zy pienin yliraja on niiden pienin yhteinen monikerta, toisin sanoen

x; V x; = pyi(z;, x;).
Merkitdan sitten

S:\/SZPYj<£L'1,$2,...,.fL'n)

seka
T,={z€Zy ||s}.

Joukkoon T kuuluvat siis kaikki luvun s positiiviset tekijat, erityisesti z; € T
jokaisella z; € S. Nyt (T, |, pyj, s) on paikallisesti dérellinen join-puolihila,
S C T on aéarellinen ja puolihilassa on liséksi suurin alkio s (jolle siis pétee
x|s jokaisella x € Ty).

Matriisi [S]; on siis reaalinen ja lauseen nojalla positiivisesti semi-
definiitti, joten x([S]f) on matriisin [S]; pienin ominaisarvo. Mikéli nyt

(o fu)(wi, 8) > 0

jokaisella w; €1 .9, niin

R(1S17) 2 ¢ min (ux £,) (i, s).

1<i<n
Téssa
e f)9) =3 (%) rw.
zy|s
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kun summalausekkeessa esiintyva p tarkoittaa lukuteoreettista Mobiuksen
funktiota. Siis jos

6 Join-suljetun joukon join-matriisin ominais-
arvoista

Téssd luvussa kiydadn 1api luvun 4] lausetta [4.1] ja seurauslausetta [4.1] vastaa-
vat tulokset join-suljetun joukon join-matriisille. Naisté jalkimmaéinen koskee
siis join-suljetun joukon join-matriisia semimultiplikatiivisen funktion f suh-
teen.

Lause 6.1 ([7], Theorem 6.1). Olkoon (P,=,V,1) paikallisesti ddrellinen
join-puolihila, jossa on olemassa suurin alkio 1. Oletetaan lisiksi, etti jouk-
koS ={z1,29,...,2,}, missd x; <X x; =i < j, on ddrellinen ja join-suljettu
joukon P osajoukko. Olkoon f : P — C mielivaltainen funktio. Tdlloin jo-
kainen matriisin [S]y ominaisarvo kuuluu alueeseen

U{zec| k- sl < maxjal - 1t}
k=1 -

mMissa

di = Z (N*fU)(Zai>

r;<z
zj Az, kun i<j

Todistus. Olkoon E joukon S insidenssimatriisi ja D = diag(dy, ds, ..., d,),
missa
di= Y (uxf)z1)

z; =<z
x; Az, kun i<j

Lauseen nojalla [S]; = ET DE. Nyt kompleksilukujen kolmioepéyhtélon
nojalla
S]] = |[E"DE| < E"|D|E.

Matriisi |D| voidaan taasen esittédd muodossa

|ID| = ATA,
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missi AT = A = diag(ly,ls,...,l,) on n X n-matriisi, jossa

li=vd;= Z (1% fu) (2, 1)

x; <z
zj Az, kun i<j

Matriisi
(AE)'AE = E"A"AE = E"|D|E

on esimerkin [2.4] nojalla positiivisesti semidefiniitti, joten huomautuksen
nojalla sen spektraaliside

p(ETATAE) = ||[E"ATAE|| .
Nyt spektraalinormin alimultiplikatiivisuuden seké huomautuksen [2.7|nojalla
[E*ATAE]| < [[[E"]]5 - [|A"Alls - N1EIls = [[EE]]5 - [ AAT]]
ja koska E € K(n), on lisdksi oltava
EE" |5 < Cn.
Koska
lAATls = mecx |dil,

1<i<n

saadaan arvio

p(BTATAE) < | BB [| AN, < Co - s,

1<i<n

Kéytetddn jalleen lausetta [2.7) ja asetetaan A = [S]; seki B = ET|D|E =
ETATAE. Koska

AE"ATAE) = by < Gy - max|di| — [ (w Vap)| = Co - max|di] = |f ()],

voidaan padtelld, ettd jokainen matriisin [S]; ominaisarvo kuuluu alueeseen

U {Z eC ‘ [z = f(zx)] < Gy - max|d;| — |f(9:k)|}-
k=1 -

O

Huomautus 6.1. Jos joukko S on ylhdalta suljettu, niin lauseen[2.14] nojalla

;32
zj Az, kun i<j
Tamaé seuraa siitd, ettd jos z € P ja z; < z jollakin z; € S, on oltava
z = xy, jollakin x, € S, missé ¢ < k. Termid (u* f,)(z, 1) ei siis oteta mukaan
summaan. Téalloin lauseessa [6.1] on siis

max [di] = max| (s x f,)(i, 1),

1<i<n 1<i<n
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Seuraus 6.1 ([7], Corollary 6.1). Olkoon (P,=,A,V,1) paikallisesti ddrel-
linen hila, jossa on olemassa suurin alkio 1. Olkoon S = {z1,29,..., 20}
joukon P ddrellinen, join-suljettu osajoukko, missi x; X z; = i < j. Ol-
koon wvield f : P — C semumultiplikatiivinen funktio, jolle on vield voimassa
f(z) # 0 jokaisella x € P. Tdlloin voidaan mddaritelld funktio g : P — C,
missd g(x) = ﬁ jokaisella x € P. Nyt jokainen matriisin (S); ominaisarvo
kuuluu alueeseen

LnJ {ZEC
k=1

MisSsSa

2 . . . . E—
= o) < x| (@) Co - paaxla] = (o)},

di = Z (N*gu)(z7i)'

;2
zj Az, kun i<j

Todistus. Semimultiplikatiivisuusoletuksen seké lauseen [2.15/ nojalla
(5); = F[S],F,

missa F' = diag(f(z1),. .., f(x,)). Kompleksilukujen kolmioepayhtaloa kéyt-
téden saadaan

|F[S]F| < [F[-[[S]gl - | F.

My®s matriisi |F'| - |(S)y] - |F'| on muotoa B*B, missd B € R™*". Esimerkin
2.4] nojalla se on siis positiivisesti semidefiniitti, jolloin huomautuksen
perusteella

P(F| 118yl - 1F) = IF]-1[STgl - |l < WF - NSl
= (max | F(@))” - I[Slylls = max |/l - STyl -

1<i<n

Témén jalkeen normin |[|[S],]]| ¢ arviointia jatketaan kuten lauseen [6.1] todis-
tuksessa, mista padstadn viitteeseen. ]

7 Vakioiden ¢, ja (), estimointia

Edeltavissa luvuissa esitettyjen lauseiden soveltamiseksi kiaytannossa tarvi-
taan luonnollisesti tietoa myos vakioista ¢, ja C,,. Mikéli vakioiden tarkkoja
arvoja ei haluta tai voida maarittaé, voidaan vakion ¢, asemasta kiyttaé sen
alarajaa ja vakio C), korvata ylarajallaan. Tamén luvun tavoitteena on 16ytaéa
laskennallisesti yksinkertaiset rajat néille arvoille. Aloitetaan tarkastelemalla
vakiota C,,.
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7.1 Vakion C, ylaraja

Ennen vakion C),, arvioimisen aloittamista on hyva tuntea seuraava lause.
Siind A < B tarkoittaa siis, ettd a;; < b;; jokaisella i, j € {1,2,...,n}.

Lause 7.1 ([6], s. 491). Olkoot A, B € R™". Jos 0 < A < B, niin p(A) <
p(B).

Olkoon X, € K(n) sellainen alakolmiomatriisi, jossa kaikki diagonaalilla
ja sen alapuolella olevat alkiot ovat ykkosid. Matriisi X on siis joukon K(n)
suurin alkio relaation < mielessd. Merkitdan viela My = Xng .

On varsin helppo nidhdé, ettéd jos X;, X5 € K(n) ja X; < Xo, niin

X, X < X, X7
Nyt jokaisella X € K(n) patee X < X, ja edelleen
XXT < XX = M,.
Lauseen nojalla nyt
P(XXT) < p(XoXT) = p(Mo).
Téasté ja lauseesta voidaan siis paatelld, etta

C = p(Mp) = p(XoXJ) < ||| X0 X | -

Nyt
(11 1 1 1]
1 2 2 - 2 2
1 2 3 --- 3 3
M,=X X, =1|. . . ) ) ;
1 23 -+ n—1 n—-1
1 2 3 . n—1 n

ja voidaan maaritelld ylaraja

T, = |Myll = /(MG M) = \/tx(M).

Matriisin Mg diagonaalialkiot puolestaan ovat

(M) =
(M) = (n—1)-2° + 12
(M2)33 = (n —2)-3% + 1% 4 22

(M) (n-tyn-1) =2-(n —1)* + 12+ 22 + ...+ (n—2)°
(n—1)(n—1)
(M3)pn = 12+ 22 + ... +n?
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joten laskemalla ndmé yhteen ja ottamalla neliojuuri saadaan

To=+vV2n—1)+2n—=3)-4+2n—5)-9+---+3-(n—1)2 +n2

Nain 16ydetty ylaraja 7T, on itse asiassa varsin hyva arvio vakiolle C,,. Esi-
merkiksi C5 = 5.04892, T5 = 5.09902, C5 = 12.3435, T = 12.4499 seka
Cy = 36.6604, Ty = 36.9459. Mikéli tdma ei vield riitd, voidaan vield parem-
pia ylarajoja 16ytdéd sopivien siirtymien avulla. Tamé onnistuu valitsemalla
ensin riittédvin pieni luku ¢ € [0, 1] ja laskemalla sitten funktion

Tu(t) =t + [ Mo — tL]| o

arvo. Oleellista on, ettd lukua t ei valita liian suureksi, silld muuten C, <
T, (t) ei valttdmatta ole endd voimassa. Suuremmilla luvun n arvoilla néyt-
téisi olevan mahdollista valita myds hieman suurempia parametrin ¢ arvoja.
Aina turvallinen valinta on t = 0, silla 7,(0) = T,,. Tapauksessa n = 3 voi-
daan valita ¢ = 0.5, jolloin saadaan parannettu ylaraja 73(0.5) = 5.05522.
Kun n = 5, valinta ¢t = 0.7 tuottaa ylarajan T5(0.7) = 12.3812 ja tapaukses-
sa n = 9 valinnalla ¢t = 1 saadaan Ty(1) = 36.9459. Téssa esitetyt valinnat
antavat suuntaa parametrin ¢ valinnalle myos muilla luvun n arvoilla. Esi-
merkiksi, kun n > 9, voidaan hyvin todennékoisesti aina valita t = 1.

7.2 Vakion ¢, alaraja

Edellisessa alaluvussa [7.1]16ydettiin vakion C,, ylaraja varsin helposti. Alara-
jan, erityisesti hyvan sellaisen, loytdminen vakiolle ¢, on huomattavasti vai-
keampaa, silla matriisiteoriasta ei tunnu juurikaan olevan apua sellaisen et-
simisessa. Tehtavan haasteellisuus nékyy siing, ettd tdhédnastinen matemaat-
tinen kirjallisuus ei tunne yhtéén téillaista alarajaa. Seuraava lause parantaa
tatéd tilannetta hieman.

Lause 7.2. Vakiolle ¢, pdtee

1 n—1
(?) = o

Todistus. Olkoon X, € K (n) se matriisi, jolle pitee ¢, = k(X X{). Merki-
tadn lisdksi M, = XOXOT. Olkoon

g(\) = det(My — AL,) = (=1)" A" + ano A" 4 -+ + a1 A + ag € Z[A]
matriisin M karakteristinen polynomi. Nyt

g(0) = ag = det(My — 0 - I,,) = det(M,) = det(X, X7 )
= det(Xp) det(XJ) =1"-1" =1,
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silla ala- ja ylakolmiomatriisin determinantti on triviaalisti diagonaalialkioi-
den tulo. Olkoot sitten Ay, Ao, ..., A, € R, matriisin M ominaisarvot, missé

0<cp,=AM< <<\, <,
Talloin g(\) voidaan kirjoittaa muotoon
9O = (1) (A= A= Aa) -+ (A= o),
mista edelleen saadaan

1= ag = )\1 )\2 R )\n < cn(Cn)"_l S Cn(Tn)n_l.

~—
=Cn Scn <Cn
Viite seuraa, kun tdmé epéyhtilo jaetaan termilld (7,,)"~! > 0. O

Erityisesti suurilla luvun n arvoilla lause ei tuota erityisen hyvia ala-
rajaa vakiolle ¢,. Parempaan on kuitenkin vaikea pystya. Edes se, milla jou-
kon K (n) matriisilla X, pitee ¢, = k(XoX{), ei etukiiteen ole kovin selvi.
Seuraava, jo artikkelissa [7] esitetty otaksuma pyrkii vastaamaan tdhén ky-
symykseen.

Otaksuma 7.1. Olkoon X, = [(Xy);;], missd

jos j > 1,

jos j =1,

josi > j jat+ 7 on parillinen,
7051 > 7 ja 1+ 7 on pariton.

(Xo)ij =

—_ O = O

Tilloin ¢, = k(Xo X{).

Otaksuman paikkansapitdvyys on osoitettu laskennallisesti tapauksissa
n = 2,3,...,7. Niitd suuremmilla luvun n arvoilla asiasta ei ole varmaa
tietoa, vaan ongelma on yhé tata kirjoitettaessakin avoin.

Mikéli otaksuman oletetaan olevan voimassa, voidaan sita kiyttaa paran-
tamaan lauseessa esitettyd vakion ¢, alarajaa. Tétd varten pitdd vain

48



laskea

100 00
110 001711010 1 T
0 11 00 01101 0
ot ot 001 loo110 1
XoXo =101 0 :
L o1 00000 1 1
1o|loo0o000 0 1
L 1_
(11010 i
12111
01211
=111 31 :
0111 3

minké jalkeen saadaan
P(X0Xy) = p(My) < [|Mo| p = tr(Mg Mo) = tr(Mg).

Kun nyt mééritellaan S,, = || M|, voidaan lauseen [7.2] todistuksessa kor-
vata (), matriisin M, itsensd suurimmalla ominaisarvolla p(Mj) ja vakio
T,, puolestaan luvulla S,. Ndin saadaan todistettua seuraava otaksuman
seurauslause.

Lause 7.3. Mikdli otaksuma[7.1] on voimassa, niin vakiolle ¢, pdtee

1 n—1
(s—n) = o

Kuten taulukosta 1| ndhdaén, ei kumpikaan vakiolle ¢, 16ydetyista alara-
joista ole erityisen hyvéa. Alarajan parantaminen saattaa kuitenkin edellyttaa
kokonaan uudenlaisten menetelmien kayttoa.

n—1
Huomautus 7.1. Alarajaa (%) voidaan hieman parantaa luvussa
esitetylld siirtymalld. Samanlainen siirtymé voidaan tehdd myos matriisille
n—1
M, jolloin saadaan parannettua alarajaa (%) . Mikali rajoja T}, ja S,
saadaan hiemankin pienennettyé, saadaan lauseen [7.2] ja seurauksen [7.3] ala-
rajoja kasvatettua selvésti, silla kasvu kertautuu alarajaan eksponentin n —1
mukaisesti. Huomionarvoista kuitenkin on, ettd lauseen |7.2| alarajaa saadaan

n—1
parhaimmillaankin parannettua vain lukuun <CL> asti. Lauseen ta-

n—1
1
pauksessa vastaava luku on (m) .
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Taulukko 1: Vakion ¢, ja sen alarajojen kayttdytyminen pienilld n:n arvoilla
n—1 n—1
" (z) (5) i
0.377964 0.377964 0.381966
0.0384615 0.0769231 0.198062
0.00170747 0.00674936 0.0870031
4.16233 - 1075 | 5.40833 - 107* | 0.0370683
6.36185 - 1077 | 2.05280 - 1075 | 0.0148276
6.64148 - 1079 | 8.16298 - 10~7 | 0.00581700

N O O = W N

8 Yleistettyjen meet- ja join-matriisien ominais-
arvoista

Tésté eteenpéin oletetaan, ettd (P, <, A, V, 0, 1) on hila, jossa on seké pie-
nin ettd suurin alkio. Joukkoa S C P tai funktiota f : P — C koskevia
oletuksia ei téssa vaiheessa ole tarpeen vahvistaa, vaan niitd koskevat lisa-
oletukset kannattaa tehd& tapauskohtaisesti. Téssa luvussa tavoitteena on
soveltaa aikaisempien lauseiden todistuksissa kiytettyja menetelmid matrii-
siin Mg f v 6, jonka erikoistapauksina meet- ja join-matriiseja voidaan pitaa.
Talla tavalla lukujen 3-6 paatulokset saadaan yleistettyd vieldkin suurem-
malle matriisijoukolle, esimerkiksi resiprookkimatriiseille, joissa ¢. rivin ja j.
sarakkeen alkiona on

f(xi \xj) tai f(@i V x)

f(xi V) f(@i Ny)

Vaikka matriisin Mg f 79 Jeterminanttia ja kidnteismatriisia koskevia tulok-
sia onkin kehitetty (ks [10]), sen ominaisarvoja ei (yleisessd tapauksessa) ole
aikaisemmin lainkaan tutkittu.

Maiéritelma 8.1. Olkoon Maﬁw [m;;] € C™*", missé

Sl Nay)* fa; Voa;)P
f@a) f(zy)°

mij =

jaa, B,7,0 € R ovat sellaisia reaalilukuja, ettd matriisi M g‘ ’fﬁ’%‘s on olemassa.

Mééritelmén kannalta on ongelmallista, mikili f(z) = 0 jollakin z € S.
Tapauksissa v = § = 0 tdma ongelma voidaan vélttad tekemélla sopimus, et-
td 0° = 1. Samanlaisiin vaikeuksiin kuitenkin joudutaan, mikili jompikumpi
osoittajassa olevista termeistd menee nollaksi ja sitd vastaava eksponentti on
negatiivinen. Yksi vaihtoehto olisi tehda funktiota f ja joukkoa S koskeva
lisdoletus siita, etté téllaisia ongelmatilanteita ei padse syntyméan. Parempi
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ratkaisu on kuitenkin pitdd S ja f mielivaltaisina ja kieltda sellaisten para-

metrien «, (3, ja 0 valitseminen, ettd matriisia Mg fﬁv ei voida muodostaa.

Seuraavassa huomautuksessa matriisin Mg fv olemassaolon ehdot kidydaan

lapi tarkemmin.

Huomautus 8.1. Matriisi M gfﬁv on olemassa, jos ja vain jos seuraavat
ehdot ovat voimassa:

1. Jos f(x) =0 jollakin x € S, niin v =0 = 0,
2. Jos f(z; Axj) =0 joillakin x;, z; € S, niin o > 0,
3. Jos f(x; Vx;) = 0 joillakin x;,z; € S, niin g > 0.

Esimerkki 8.1. Kuina=1jag=v=§=0, on Mé;?’o’o = (9)s. Jos taas
B=1ljaa=7=0=0onMg"" =[S];.

Ennen varsinaisiin tuloksiin paésemistd on kuitenkin tarpeen maéritella
kahden matriisin Hadamardin tulo ja matriisin Hadamardin potenssi. Kyse
on yksinkertaisesti matriisien alkioittaisesta tulosta ja potenssista.

Maédritelméa 8.2. Matriisien A = [a;5], B = [b;;] € C"*" Hadamardin tulo
on n X n-matriisi A o B, missi

(A o B)U = CLZ']‘ . bZJ

Maarittelytapansa johdosta Hadamardin tulo sopii hyvin yhteen matrii-
sien yhteenlaskun kanssa. On hyvin helppo huomata, ettad struktuuri

((C’N,X’n’ +, O)
on kommutatiivinen rengas. Siind 1-alkiona on matriisi J, missd (J);; = 1
jokaisella i,j € {1,2,...,n}.

Maéritelmé 8.3. Matriisin A = [a;;] € C"*" . Hadamardin potenssi on
n X n-matriisi A, missé
(A©)y; = afy.
Mikili o < 0 ja a;; = 0 jollakin 4,5 € {1,2,...,n}, ei matriisi A ole
maaritelty.

Huomautus 8.2. Mikidli D = diag(d;,ds,...,d,) ja a = ¢ € Q, niin
D9 = D9, Tisté syystd on mielekéistd méaritells

D* = diag(d{, ds, ..., d;)

jokaisella o € R. Siis esimerkiksi 0° = I. Tapauksessa o < 0 pitii sen sijaan
vaatia, ettd d; # 0 jokaisella i € {1,2,...,n}.
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Vaikka Hadamardin tulo toimii hyvin yhdessid matriisiyhteenlaskun kans-
sa, matriisien tavanomaisen kertolaskun kanssa tilanne on yleensa toinen.
Tietyissa erikoistapauksissa ne kuitenkin kdyttaytyvat miellyttavisti myos
kesken&dan.

Lemma 8.1. Olkoon A = [a;;], B = [b;j],C = [¢;5], D = [d;;] € C™™, missd
C ja D ovat diagonaalimatriiseja. Tdlloin

C(AoB)D = Bo (CAD).

Todistus. Koska

(C(Ao B)D);; = icik((AoB) = y Cik (i (Ao B) kldlj>

k=1 k=
= Z Cik (Z aklbkldl]> = Cike Qb -
k=1 I=1 -0,
kun l;é]
= Cik, ~Okjbrjdjj = Ciiijbijd;;
k=1 _—g
kun itk
= bij((ciiai;)dj;) = by <<Z Cz’k“kj) djj)
k=1
= b;; ((CA)ijdj;) = b (Z(CA)ikdk:j>
k=1
=b;;((CA)D);; = (B o (CAD));;,
niin véaite seuraa. ]

Seuraavaksi esitettivit lauseet kertovat, miten matriisi Mg J’? 70 yoidaan
esittdd matriisin (5); tai [S]; avulla. Seuraavassa fe tarkoittaa funktion f
potenssia, toisin sanoen f(x) = [f(x)]* jokaisella x € P.

Lause 8.1 ([10], Theorem 3.1 (Meet-oriented structure theorem)). Olkoot
a, 3,7,0 € R sellaiset vakiot, ettd matriisi Mg”fﬁ’%é on olemassa. Tdlloin

MG = FP7((8) jo-s 0 G)F~,
missd F = diag(f(z1), f(z2), ..., f(x,)) ja

1, Jjos x; 2 x; tai x; =X @y,

G), = e ‘
o {fﬂﬁﬁﬁay“rwmmn
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Lause 8.2 ([10], Theorem 3.2 (Join-oriented structure theorem)). Olkoot
a, 3,7,0 € R sellaiset vakiot, ettd matriisi Mgf”fﬁ’%a on olemassa. Tdlloin

M7 = F*([S]jo-0 0 G)F™,
missid F = diag(f(x1), f(xa), ..., f(z,)) ja

1, Jjos x;y 2 x; tai x; = wy,
(G)ij = {

Fo(@ina;) f (z: V)

e fo () muulloin.

Néihin struktuurilauseisiin voidaan nyt soveltaa jo aikaisemmin kéytossa
olleita menetelmia. Tama kuitenkin edellyttéa tapauskohtaisten lisdoletusten
tekemista.

Lause 8.3. Olkoot «, 3,7, € R sellaiset vakiot, ettd v = 0 ja matriisi
Mg”f’%” on olemassa. Olkoon f: P — R\{0} semimultiplikatiivinen funktio
ja } S = {wy,we, ..., wy}t. Mikdli ( 5‘_6 s 10)(0,w;) > 0 jokaisella w; €] S,
nun
GBIy > ¢ min (£ 0. x.) - min [£2(z:)]12~
(M) 2 en - min (fg "+ 0)(0,2:) - min [f(z:)]"

Todistus. Olkoon A = (a;;) n X m-matriisi, missé

a;j = { \/( :11_6 *#)(Oawj)v jOS wy j Ty,

0 muulloin.

ja F = diag(f(x1),..., f(z,)). Lauseen nojalla nyt (5)s-s = AAT.
Taaskin voidaan olettaa, ettd w; = x; jokaisella ¢ € {1,2,... n}.
Matriisi A jaetaan téssékin tapauksessa osiin

A=[B|C],

missé B on n X n-matriisi ja matriisi C' on kokoa n x (m — n). Koska f
on semimultiplikatiivinen funktio, on lauseessa maéaritellyn matriisin G
jokainen alkio 1. Toisin sanoen G = J. Kdyttamalld nyt lausetta [8.1] saadaan

M7 = FP(S) oms 0 QY™ = FP7(S) o 0 J) PP
_ Fﬁf’y(s%m_ﬂFﬁ*’Y — Fﬁ*’Y(AAT>F/D’*’Y

— F'7 (B | OB | CF) F*~ = F" ([B 1 C { g; D o
_ F(BB" 4+ CCT)F*~ — F*~"BBTF* 4 F*~/CCTF#
= (FFB)(FPFB)" 4 (FPC)(FC)T.
Téaten
M BB = (5 A A~ (O B) (B
= (FPC)(FC),
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ja koska matriisi (FP~7C)(F#~C)T on esimerkin nojalla positiivisesti
semidefiniitti, on Mgi’fﬂ’%7 = (FF~7B)(F°~7B)T. Lauseesta seuraa nyt,
etta

k(M) > k(FPB)(FPB)").

Tarkastellaan sitten n x n-matriisia B = (b;;), jolle pétee

bij:{ VT m0.)), jos 2, <

0 muulloin.

Olkoon E nyt joukon S insidenssimatriisi ja D = diag(dy,...,d,), missi

d = /(£ % ) (0, ).

Matriisi B voidaan talloin esittdd muodossa

B=FED.

Samoin perustein kuin matriisi (F#~7C)(F~7C)T, my6s matriisi (F#~YB)(F*~'B)T
on positiivisesti semidefiniitti. Lisaksi

det(F*'B) = det(F) det(E) det(D)

H 571H\/ w)(0,2;) £ 0,

=1

joten matriisi F*~YB on kidntyvi. Lisdksi matriisi F*~7B on positiivisesti
definiitti (0 ei voi olla sen ominaisarvo, silli muuten olisi det(F~7B) = 0).
Nyt huomautuksen nojalla reaalisen Hermiten matriisin

(P B)(F"'B)'|™" = (F"B)™)(F''B)™

suurin ominaisarvo on

(B B)(FB) ) = [[[[(F7B)(FB)] | 5
Téalloin huomautuksen perusteella
1
F°"BYFF B =
W(ETIB)ETTB)) = L (F B) (P B)T )
1

~ (P B)(F BT 1|

Positiivisuusoletuksen nojalla

1

1
(FS77 ) (0,20) 7 (fax u)((),xn))
1 1

— Imax = ~

1<isn (£o70 5 ) (0,2)  mingeien(f37 % ) (0, 2;)

@7l =

diag(

S
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Samaan tapaan

S S S
[f () PE=0 7 [ ()20
1

1
= max = — .
1<i<n [f(xi)]2(ﬂw) mmlgign[f(xi)]%ﬁﬂ)

[N

diag(
s

Nyt spektraalinormin alimultiplikatiivisuuden ja huomautuksen [2.7] pe-
rusteella

| [(F"B)(F*B)" IH\S
_ B~ T T pB- v -1
= ||(F*EDD E" (F*)") | 4

= H\(FB "ED ETFB ") 1\H

= |l DB ETT) |

< [[E*) lle \H (Bl - D> s - 12l - M=l
= 1@l - A& g - L) - )7

= [[@*) s - & Bl - =)l

= 1@ lls - BBl - IE) 7]

Joukon S insidenssimatriisi £ kuuluu nyt selvésti luvussa méaariteltyyn
luokkaan K (n). Téllsin x(EET) > c¢,, ja huomautusten [2.8 ja perus-

teella
1 1

K(EET) =

(EED)T [ =p(BET)™) = o
josta edelleen
1

T o = Cn
ICEET) g

Téasta voidaan nyt paatella, etta

1

p By . B— B—v T
(M%) 2 s(FB)FB)Y) = gy

S.f
S 1
= D) ls - [(EET) g - [[(F2E-0)1] ¢
B 1 1 1
" IEED) s D) ls MEED)1

i a=p ) i 2(8—)
> . ) . . .
> - min (f577+ p)(0,2:) - min [f (2:)]

]

Esimerkki 8.2. Mikili 8 = 0, voidaan lauseessa [8.3] luopua semimultiplika-
tiivisuusoletuksesta. T&lloin nimittdin ehto G = J toteutuu triviaalisti. Jos
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vield v = 0, ei my6skéén ole tarpeen rajata nollaa pois funktion f maalijou-
kosta. T#lloin puolestaan F#~7 = F? = I. Tilli tavalla lauseen , jossa siis
tarkastellaan matriisia M é:?,o,o = (9), voidaan nahdé seuraavan lauseesta
3.0l

Koska tarkasteltava struktuuri on hila, voidaan mille tahansa joukolle S
muodostaa sekd meet- ettd join-matriisi minka tahansa funktion suhteen. So-
veltamalla lauseen [8.1| sijaan lausetta |8.2]ja jatkamalla sitten samaan tapaan
kuin lauseen [5.1|todistuksessa saadaan hieman erilainen ldhestymistapa mat-
riisin Mg ’]’?’7’7 pienimmélle ominaisarvolle.

Lause 8.4. Olkoot o, 3,7,0 € R sellaiset vakiot, ettd v = 0 ja matriisi
M;frm on olemassa. Olkoon f: P — R\{0} semimultiplikatiivinen funktio
ja 1t S = {wy,wy, ..., wn}. Mikili (n* f7=*)(w;,1) > 0 jokaisella w; €t S,
nimn
GBYTY > o L mi B=a\(r. 1) . min [F2(z)]eY
(M) 2 en - min (o f,7%) (@i, 1) - min [f(a)]*7.
Todistus. Sivuutetaan. Todistus saadaan muuttamalla sopivasti lauseen (8.3

todistusta (samalla tavalla kuin lauseen todistus saadaan muokkaamalla
lauseen [3.1| todistusta). O

Esimerkki 8.3. Myo6s lause 5.1] seuraa melko suoraan lauseesta Téssa
tapauksessa o = 0, jolloin lauseessa madritellylle matriisille G pétee
G = J myo6s ilman semimultiplikatiivisuusoletusta. Liséksi v = 0, joten
F*™7 = I riippumatta siitd, kuvaako f jonkin joukon S alkion nollaksi.
Funktion f maalijoukon rajaaminen ei siis télloinkdan ole tarpeen.

Lauseet [8.3] ja [8.4] tarjoavat siis kumpikin hieman erilaisen menetelmén
arvioida matriisin Mg fmv pienintd ominaisarvoa (kunhan f ja S téyttavét
molempien lauseiden oletukset). Usein toinen néistd tuottaa kuitenkin tois-
ta paremman alarajan. Mikéli joukko | S on suuri verrattuna joukkoon 1 S
verrattuna (molemmat ovat dérellisid), lauseen todistuksessa arvioinnin
ulkopuolelle jéivin matriisin (F?~7C)(F~7C)T mukana menee suuri mié-
ré informaatiota "hukkaan”. Talloin lause tuottaa hyvin todennékdisesti
paremman alarajan. Jos taas joukko 1 S on joukkoa | S selvasti suurempi,
on syytd kiyttda lausetta [8.3]

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa joukko S on suljettu jomman-
kumman laskutoimituksen A tai V suhteen. Ensimmaéisessé tapauksessa saa-
daan yleistettyé lausetta seuraavasti.

Lause 8.5. Olkoon S meet-suljettu joukko, f : P — C funktio ja o, 5,7,d €
R sellaiset vakiot, ettd v = § ja matriisi Mg"’f’%7 on olemassa. Oletetaan
lisdksi, ettd

(8.1) fa)fe) |-
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aina, kun i,j € {1,2,...,n}. Talléin matriisin Mg"f’%7 kaikki ominaisarvot
kuuluvat joukkoon

n

U { & C | |2 = fw) ™" < Co- xmax | f ()P - mmax |di] — |f<xk>\a+“7} ,

1<i<n
k=1

MiSSa

d= 3 (0.,

z2=x;
zFfx;, kun j<i

Todistus. Ehdosta (8.1 saadaan, ettd lauseessa maaritellylle matriisille
G = [g;;] pétee
’ f(@i) f ()

jolloin |G| < J. Olkoon E nyt joukon S insidenssimatriisi, D = diag(dy, d, . .., d,)

sekd
1 )
A = |D|z = diag(\/|d1|, /|dal, - -,V |dn|),
di= > (fi7xw0,2).

Eamti)
zZAz;, kun j<i

Lauseen nojalla (S)a-s = EDE". Lihdetéén liikkeelle lauseen [8.1] tu-
loksesta. Nyt kdyttdamaélla ensin lemmaal8.1|ja sitten edelld mainittuja tietoja,
saadaan

<1,

missé,

MG = [F7(8) o 0 GYFP | = |(F7(8) s FP1) 0 G
=[F77(8) s FP| 0 |G| < |(FP7(8) pan FP ) 0
=|F7(8) fa-a PP = [FP7|(S) pams || P77
=|F|""|EDE"||F|" <|F|""E|D|E"|F|"™
=|F|°PY"EAATET|F)P~" = (|F|°P7EA)(|F|P7EA)T.

Lauseen [7.1] nojalla nyt
p([F1777((S) gl |F)P77) < p(|F| " EAATET|F|77).
Liséiksi
p(|F|" " EAATE"|F)P7) = |||F)P " EAATE"|F|°7||
< [[1E17 s N2l (AN s A2 s 1211

= [[IEPE s [ BE | 11D
< max |f(z;)[*P) - C,, - max|dy].

1<i<n 1<i<n
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Koska (Mgﬁ”"s)” = f(2;)*TP=% seki

(F17NS) po-s |F1P )i = | f (i) |77,
seuraa lauseesta , ettd matriisin M;»]{fw ominaisarvot kuuluvat edelli

mainittuun joukkoon (asetetaan siis A = Mg,}s,%s ja B = |F|*77|(S) fa-s||F|P77).
[

Esimerkki 8.4. Lause [4.1] seuraa nyt suoraan lauseesta [8.5 kun valitaan
a=1jap=~=09=0. Ehto (8.1) nimittdin toteutuu triviaalisti.

Esimerkki 8.5. Olkoon S meet-suljettu joukko. Tarkastellaan resiprookki-
matriisia, jossa ¢. rivin ja j. sarakkeen alkiona on % Tassé tapauksessa
i/\Lj
siisa = —1, f=1ja~y=09=0. Mikili nyt
‘ fl@i Naj) fa; Vay)
f(z:) f ()

aina, kun 7,5 € {1,2,...,n}, niin lauseen nojalla matriisin MS_}’LO’O
ominaisarvot kuuluvat joukkoon

O {zEC
k=1

<1

E— . . 2. S —
=11 < G ) s~ 1.

misséa

b= Y (2 e,2),

z2=3x;
zZAz;, kun j<i
Jokainen yhdisteeseen kuuluva joukko on siis kompleksitason kiekko, jonka
keskipisteend on 1. Valitsemalla naista kiekoista se, jonka séde on suurin, huo-
mataan, ettd kaikki muut kiekot siséltyvét siithen. Kaikki matriisin Mg }’1’0’0

ominaisarvot kuuluvat siis mainittuun kompleksitason 1-keskiseen kiekkoon.

Seuraavassa lauseessa esitetdén lausetta [8.5] vastaava, lauseeseen 8.2 pe-
rustuva lause join-suljetulle joukolle S.

Lause 8.6. Olkoon S join-suljettu joukko, f : P — C funktio ja «, 3,7, €
R sellaiset vakiot, ettd v = § ja matriisi Mg’f”” on olemassa. Oletetaan
lisciksi, ettd

(8.2)

’f(xi/\xj)f(xi\/xj) agl

aina, kun i,j € {1,2,...,n}. Tdlloin matriisin Mg’f”” kaikki ominaisarvot
kuuluvat joukkoon

U {Z eC ‘ |2 = flan) P2 < Gy 1r£1a<x\f(:1:i)\2(aﬂ) - max|d;| — \f(:zk)|°‘+/32v} 7
k=1 <i<

1<i<n
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mMissa

b= 3 (ux (=),

T3z
zj Az, kun i<j
Todistus. Ehdosta (8.1) saadaan, ettd lauseessa madritellylle matriisille
G = [gi;] pétee

[0}

<1,

o] = 'f i N j) f(z; V)
9 f(IJ)

jolloin |G| < J. Olkoon E Jalleen Joukon S insidenssimatriisi,

D = diag(dy, ds, . .. ,d,) seki

A = |D|2 = diag(\/|d1], V] da], - .., \/|dn]),

missé

di= 3 (uefe).

T; 3%
zj £z, kun i<j

Lauseesta saadaan, ettéd [S];s-o = ETDE. Kiytetdén nyt lauseen
tulosta, jolloin
(MG 777 = |Fo([S]sw 0 G)F*| = [(FO[S] g5 F* ") 0 G
IS F 0 |G < (B (S] oo F ) 0 T
=[F*S] pamn PO = [FO|[S] oo | [ F77
=|F|*7|E"DE||F|*" < |F|*"E"|D|E|F|*™
=|F|* "ETAATE|F|* = (|F|*"E"A)(|F|*"ETA)".

Lauseen [7.1] nojalla nyt
p(IF*7[S] oo |[F|*77) < p(|F|*"ETAATE|F|*77).
Liséksi

p(|FI*"ETAATE|F|*7) = ||||F|a‘7ETAATE]F|a‘7H|S
< NEP s WE (5 AAT|g IEs [[[1F1°7]]] o
= [[[IE |5 ([ EET (|5 N DIl

< 2(a—) | .
< max|f(z z)[P - Gy max |d].

Asetetaan nyt lauseessa A = Mg”f’ﬁm ja B = |F|*77|[S]s-al||F|*7.
Viite seuraa nyt siité, etta (Mgfvv)m = f(2;)*P2 seki

(IF1* NS pama | F|*)ia = |f () |72
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Esimerkki 8.6. Lause[6.1on lauseen [8.6]suora seuraus, kun asetetaan 5 = 1
jaa=v=47¢=0. Ehto (8.2)) tayttyy nytkin triviaalisti.

Esimerkki 8.7. Olkoon S join-suljettu joukko. Tarkastellaan resiprookki-

matriisia, jossa i. rivin ja j. sarakkeen alkiona on ;Ezo?g Nyt siis o = 1,
iV
b =—1jay=40=0. Mikéli lisdksi
‘f(l'z‘ Ay)f(zi V)|
f(@:) f(x;) B
aina, kun 7,5 € {1,2,...,n}, niin matriisin M ;:]71’0’0 ominaisarvot kuuluvat

joukkoon

U

k=1

n

{Z eC ‘ |z — 1] < C, - max|f(z;)* - max|d;| — 1},
1<i<n 1<i<n

misséa

d= > (£,

;32
zj Az, kun i<j

Samalla tavalla kuin esimerkissé [8.5] téssdkin tilanteessa voidaan siis 16ytéd
sellainen kompleksitason 1-keskinen ympyré, jonka sisé- ja reunapisteiden
joukkoon kaikki matriisin M 51,’;1’0’0 ominaisarvot kuuluvat.

Huomautus 8.3. Mikili funktio f on semimultiplikatiivinen, on

=1

flai Nay) fla vag) | _ ‘f(xz Nap)flai V)|
fi) f(z;) i) f ()

aina, kun 7,7 € {1,2,...,n}. Mikili lausetta (tai lausetta halutaan
soveltaa semimultiplikatiiviseen funktioon f, on ehto (8.1]) (ehto (8.2))) siis
automaattisestl voimassa.

Tarkastellaan lopuksi seuraavaa, historiallisestikin merkittéavasa esimerk-
kid. Artikkelissaan [I5] Wintner esittaa sellaisen n x n-matriisin suurinta
ominaisarvoa koskevia tuloksia, missé ¢. rivin ja j. sarakkeen alkiona on

(Syt(i,j)y

pyi(, )

ja a € R. Seuraavassa esimerkissid edelld kehitettyd teoriaa sovelletaan té-
hén matriisiin. Tavoitteena ei niinkddn ole 16ytda uutta tietoa ko. matrii-

sin ominaisarvoista, vaan lahinna antaa havainnollinen esimerkki lauseen [8.5
kéytosta.
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Esimerkki 8.8. Wintnerin tarkastelemassa tilanteessa on siis S = {1,2,...,n}
ja joukon P voidaan ajatella olevan joukon S join-sulkeuma. Joukko S on
meet-suljettu, silld jokaisella i, j € S pétee

1 <syt(i,7) <i,j <n.

Lisdksi téssé tapauksessa f = —a, v = 0 = 0 ja funktio f = idp, joka trivi-
aalisti on semimultiplikatiivinen. Ehto (8.1)) pétee siis automaattisesti. Nyt
lauseen nojalla matriisin M g,f—a,o,o kaikki ominaisarvot kuuluvat jouk-

koon .
U {z eC

k=1

|z — 1| < C,, - max i >* - max |d;| — 1} :
1<i<n 1<i<n

missa
h= Y (@)
z|i
214, kun j<i
ja * tarkoittaa tavallista Dirichlet'n konvoluutiota. Koska ainoa ehdot z | i
ja z1j, kun j < i toteuttava luku z on luku i itse, sievenee d; muotoon

di = (W3 * p) (i) = Jaa (i),

missd Jo, tarkoittaa Jordanin totienttifunktiota. Kyseinen termi on vieldpé
positiivinen, kun o > 0. Liséksi aivan kuten resiprookkimatriisienkin tapauk-
sessa, myOs tamé yhdiste luhistuu yhdeksi 1-keskiseksi kompleksitason kie-
koksi. Koska matriisi Mg ?“’0’0 on kuitenkin reaalinen ja symmetrinen, ovat
kaikki sen ominaisarvot reaalisia. Nain ollen edelld 16ydetty kiekko surkas-
tuu edelleen suljetuksi reaalilukuvéliksi, jonka keskipisteend on 1. Matriisin
My ,f—a,o,o ominaisarvot kuuluvat siis joukkoon

{ZER‘ |z — 1| € O, - max i ?* - max JQQ(i)—l}.

1<i<n 1<i<n
Tarkastellaan vield erikoistapausta, jossa a = % Talloin
1A% % = idp * p = ¢,

missd ¢ tarkoittaa Eulerin totienttifunktiota. Edelleen matriisin D alkiot

tulevat nyt muotoon

Koska jokaisella i € Z, pétee ¢(i) < ¢ — 1, on maxj<i<, ¢(i) < n — L.

Lisiiksi maxj<j<, i~ ! = 1 ja kyseinen maksimi saavutetaan, kun i = 1. Siispa

1 1
- 1100 . . -
matriisin Mg, " ominaisarvot kuuluvat kaikki joukkoon

{zER‘|z—1|§C’n-(n—1)—1}.
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