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Tutkimuksessa tarkasteltiin matemaattisen gjattelun ilmaisemista kirjallisen kielentdmisen avulla
Tarkoituksena oli tutkia kirjallisen kielentdmisen hyddyllisyyden kokemista sek& oppilaan etta
opettgjan nakokulmasta: oppilaalle hyotyna matemaattisen ongelman ratkaisuvéineend, ja
opettgalle hyotynd oppilaiden kielennysten kautta. Tutkimuksessa selvitettiin myds, millaiset
oppilaat Kkirjallisesta kielentamisestd mahdollisesti hyotyvét, eli tutkimuksessa tarkasteltiin, miten
matemaattisen agjattelun kirjallisen kielentamisen hyodyllisyyden kokeminen on yhteydessa
oppilaan matematiikan osaamiseen, Kkirjoittamisen loogisuuteen ja mieluisuuteen, hanen
kasitykseensa itsestd matematiikan osagjana seké hanen sukupuoleensa ja luokkatasoonsa.

Tutkimus toteutettiin helmi-maaliskuussa 2010. Tutkimusnayte koostui kolmesta eri luokka-
asteelta ndytteessd oli mukana kaksi luokkaa. Lisdksi tutkimukseen osallistuivat luokkien opettajat,
joita oli viisi. Oppilaita oli yhteensi sata, joista tytt6ja oli 43 ja poikia 57. Oppilaista 35 oli
kolmasluokkalaisia, 36 viidesluokkalaisia ja 29 seitsemésluokkalaisia. Tutkimus on empiirinen ja
sijoittuu fenomenologis-hermeneuttiseen viitekehykseen. Tutkimuksessa kaytettiin mixed methods -
ldhestymistapaa, jonka mukaisesti kvantitatiivista sek& kvalitatiivista tutkimusotetta yhdistettiin
aineiston hankinnassa, analysoinnissa ja tulkinnassa. Tutkimusaineisto koostui kyselylomakkeen
avulla hankitusta aineistosta, opettagjien teemahaastatteluista seka opettgien antamista arvioinneista
oppilaiden matematiikan osaamisesta ja kirjoittamisen loogisuudesta. Aineistoa analysoitiin
kvantitatiivisesti tilastollisin menetelmin seka kvalitatiivisesti teemoittelun keinoin.

Tutkimustulosten mukaan monet oppilaat ja opettgat kokevat hyotyvansd oppilaiden
kirjallisesta kielentdmisestd matematiikassa. Tulokset antavat viitteitd Sitd, ettd erityisedti
keskitasoiset matematiikan osagjat kokisivat hyotyvansd matemaattisen gjattelun kirjalisesta
kielentdmisestd. Lisaksi Kirjoittamisen mieluisuus on merkitsevasti yhteydessad kirjallisen
kielentdmisen hyodylliseksi kokemiseen matematiikassa. Luokka-asteen mukaan tarkasteltuna
kolmannen luokan oppilaat kokevat omin sanoin Kirjoittamisen hyddyllissmmaks kuin viides- tai
seitsemasluokkalaiset. Muuten tutkimustulosten perusteella el voi méritelld, minkdlaiset oppilaat
tal osagjat kokevat hy6tyvansi matemaattisen gjattelun kirjallisesta kiel entdmisesté.

Suurimmaksi  hyddyksi kirjallisessa kielentamisessd matematiikassa nahtiin  gjattelun
jasentaminen ja parempi matematiikan tehtd&van ymmaértaminen. Sen kahdesta tutkimastamme
osasta, omin sanoin Kirjoittamisesta ja piirtdmisestd, piirtdminen koettiin hyddyllisemméksi kuin
omin sanoin kirjoittaminen. Opettgien kannalta kirjallinen kielentdminen matematiikassa koettiin
hyodylliseks tyovalineeks oppilaita arvioidessa. Lisdks tulosten mukaan se mahdollistaa
opettgjille muun muassa kaikkien oppilaiden matemaattisen gjattelun tarkastelun. Tutkimustulokset
eivat ole yleigtettavissy, silla tarkoituksena e ollut [6ytéa yleispdtevia totuuksia, vaan tulokset
kuvaavat koettua hyottya kirjallisesta kielentdmisesta matematiikassa. Tasta nékokulmasta ne
antavat suuntaa jatkotutkimuksille. Tulosten perusteella voidaan todeta kirjallisen kielentamisen
matematiikassa olevan yksi mahdollinen ty6tapa, jonka kayttokelpoisuutta opettgjan kannattaisi
kokellla omassa luokassaan, silla se hyddyttda opettgjien liséksi monia oppilaita matematiikassa.

Avainsanat: matematiikka, matemaattinen gjattelu, kielentdminen, matemaattisen gattelun
kielentdminen, kirjallinen kielentaminen, kirjallisen kielentéamisen hyodyllisyys
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1 JOHDANTO

Sosiaalinen konstruktivismi on télla hetkella vallalla oleva oppimiskésitys, joka korostaa tiedon
sosiaalista ja kulttuurillista alkuperda. Siind yksilo ndhd&an aktiivisena tiedon konstruoijana eli
omien tietorakenteldensa muodostgana. Tietoa e siis voida sellaisenaan vélittda oppijalle, vaan
oppijan on itse muokattava se osaksi aiempia tietorakenteitaan. (Rinne, Kivirauma & Lehtinen
2004, 31, 177-180.) Myods suomalainen perusopetuksen opetussuunnitelma pohjaa
oppimiskasityksensa sosiaaliselle konstruktivismille (ks. Opetushallitus 2004, 18). Muun muassa
edelld mainittujen syiden johdosta opetusmenetelmien pitdisi olla sosiaalisen konstruktivismin
ehtojen mukaisia; sellaisia, jotka kannustavat oppilasta pohdintaan ja tiedon rakentamiseen ulkoa
oppimisen sjaan. Sen vuoks onkin tarkedd kehittdd ja tutkia uusia opetusmenetelmia ja
tyoskentelytapoja, jotka toteuttavat sosiaalista konstruktivismia.

Erés sosiaalisen konstruktivismin mukainen tydskentelytapa on matemaattisen gjattelun
kielentaminen (ks. Joutsenlahti 20033, 188-196). Kielentamisella tarkoitetaan oman ajattelun
ilmentamista suullisesti ja kirjallisesti. Talloin esityksessd kaytetd&n matematiikan symbolikielen
lisdksi myos matematiikkaan liittyvad luonnollista kieltd, luonnollista kieltéa ja mahdollisesti my6s
kuviokielta. Matemaattinen gjattelu tuodaan siis kielentamisen avulla nékyvaksi muille oppilaille
ja opettajalle, eli kielentdmisen tuloksena voidaan ndhda gjattelu- jaltai laskuprosessin eteneminen.
Kielentdessaan henkilo perustelee ja reflektoi kielen avulla gjatuksiaan seka kasityksidan itselleen
ja mahdollisesti myds muille, jolloin hdn my6s jasentdd omea matemaattista ajatteluaan.
Kielentdminen toteuttaa sosiaalista konstruktivismia, koska kielentdmisen avulla oppija konstruoi
ja muokkaa itse matemaattisen kasitteen tai asian sisdltoa sekad yhdistdd uutta tietoa ailkaisemmin
oppimaansa. Nan opitusta asiasta ja sen yhteydesta muihin matematiikan osa-alueisiin muodostuu
kokonaisvaltainen ja looginen kasitys. Taman johdosta myts ymmaérrys sisdllosta syvenee.
Matemaattisen gattelun kielentamista peruskoulussa perustelee myds se, ettd perusopetuksen
opetussuunnitelmaa ohjaa siihen tavoittelllaan ja lahtokohdillaan. (Ks. Joutsenlahti 2003a.)

Vaikka kielellisen kommunikaation hyddyistd matematiikan opetuksessa on kirjoitettu (esim.
Suomessa asiaa on kasitellyt kirjallisuudessa ja tutkimuksissa ainoastaan Jorma Joutsenlahti
(20034, 2009, 2010). Aiheesta on tehty myds muutama opinnaytetyod (esim. Autonen & Mélartin



2004, Oinonen & Takaniemi 2005) ja liséksi olemme itse tutkineet aikaisemmin kirjallisen
kielentéamisen mielekkyyttd omassa kandidaatin tutkielmassamme (ks. Mé&cklin & Nikula 2009).
Koska tutkimustietous aiheesta on varsin suppeaa, on matemaattisen ajattelun kielentamista
jasen kaytt6a perusteltava viela lisdtutkimuksen keinoin. Oman tutkimuksemme kautta haluamme
varmistua matemaattisen gjattelun kielentamisen hyodyista Verrattuna kirjalliseen kielentamiseen
suullinen kielentéminen on lagjati jo kayttssi kouluissa — vahintéan opettajien puolesta, silla he
tuovat matemaattista gjattelua esiin opetuksessaan puheen kautta selittdesséén tehtévida, niiden
ratkaisuja seka ratkaisumalleja. Suullisen kielentamisen hy6tyja matematiikassa on myos tutkittu
jonkin verran, kun taas matemaattisen agjattelun kirjallinen kielentdminen on melko uusi
tyoskentelytapa, elka se siten ole vield kovinkaan lagjassa kdytossd. Tasta johtuen haluammekin
selvittad, onko sen kayttamisestd hyotya oppilaille jaltal opettajille matematiikan sanallisia tehtavia
ratkottaessa. Lisaksi haluamme selvittdd, hyodyttdakod kirjallinen kielentéminen tietyn tyyppisia
oppilaita tai osagjia muita enemman. Opettgiien kohdalla tarkoituksenamme on tutkia, kokevatko
he oppilaiden kirjallisen kielentdmisen hyddyttavan heidan omaa tyoskentelyaan. Néiden aiheiden
ja ndkodkulmien kautta aiomme [6ytd4 vastauksen siihen, onko matemaattisen gjattelun kirjallisen

kielentdmisen kaytto perusteltua matematiikan sanallisiatehtévia ratkoessa.



2 TUTKIMUKSEN TAUSTAA

Tutkimuskohteeksemme valitsemamme ilmi6 matemaattisen gjattelun kirjallinen kielent&dminen on
kielentamisen yks aue, jonka tutkimus on sek& Suomessa ettd kansainvélisesti vasta aluillaan.
Suomessa alhetta on késitellyt ja tutkinut kirjallisuudessa Jorma Joutsenlahti, ja tdman liséksi
aiheesta on tehty muutama opinnaytety0. Kansainvalinen tutkimustietous kielentdmisestéa on myos
melko vahédistg, vaikka kielellisestd kommunikaatiosta matematiikassa on Kirjoitettukin varsin
paljon (esim. Hgines, Lee, Meaney, Morgan).

Kielentamiseen liittyen Suomessa on tehty muutama opinndytetyo, joihin lukeutuvat ainakin
kaksi pro gradu -tutkielmaa (Autonen & Melartin 2004, Oinonen & Takaniemi 2005). Molemmat
tutkielmat kasittelevat kuitenkin pddasiassa suullista kielentamist&: Autonen ja Melartin (2004)
ovat tydssaan tutkineet esiopetusikdisten lasten matematiikan kielentamistg, heidan valmiuksiaan
kielentémiseen, opettgjan roolia seké havainto- ja toimintamateriaalia, kun Oinonen ja Takaniemi
(2005) ovat tarkagtelleet l&hinna suullista kielentamista opetusharjoittelijoiden ndkokulmasta.
Vaikka Autosen ja Melartinin (2004) tutkimus liittyykin pé&asiassa suulliseen kielentdmiseen, he
puhuvat myds kuvallisesta ja muilla tavoin kielentdmisestd. Oinosen ja Takaniemen (2005)
tutkimuksessa kielentdminen on puolestaan nadhty hyodylliseksi niin yksilolle kuin koko
oppimisyhteisollekin. Kuitenkin tutkimuksessa on kaynyt myos ilmi, etteivét oppilaat — eteenkdan
matematiikassa hyvin tal kirjoittamisessa heikosti menestyvdt — kokeneet kielentédmistd aina
mielekkaéks tal tarpeelliseks. Forsblom (2003) puolestaan on tutkinut geometrian
oppimateriaaleja. Tutkimuksen aikana oppilaat kayttivdt matemaattista kielentamista seké
suullisessa ettd kirjallisessa muodossa, ja vaikka tutkimus el kielentamistéa suoranaisesti
tutkinutkaan, siina kavi ilmi, etta opettaja pystyy havainnoimaan oppilaan geometrisen agjattelun
tasoa kielentdmisen kautta.

Tampereen yliopiston opettgjankoulutuslaitoksella Hameenlinnan yksikdssa toteutetaan
lehtoreiden Jorma Joutsenlahden ja Pirjo Kuljun johdolla Sanan lasku -projektia, joka on
matematiikan ja didinkielen didaktiikkojen yhteinen tutkimusprojekti. Projektin tavoitteena on
tutkia, mita annettavaa matematiikalla ja &idinkielelld on toisilleen sekd 16ytda uudenlaisia

opiskelu- ja opetuskaytanteita kyseisiin oppiaineisiin. Talla hetkella projektissa tutkitaan



matemaattisen  gattelun  kielentamistd ja  adidinkielen  kielioppisisdltojen  opiskelua
ongelmanratkaisuna korostaen oppilaan strategista kompetenssia. (Ks. Joutsenlahti & Kulju 2010,
77; Kulju & Joutsenlahti 2010, 163.) Kevaalla 2010 valmistuu projektiin liittyen useita kandidaatin
tutkielmia Tampereen opettajankoulutuslaitokselta Hameenlinnan yksikdsta.

Joutsenlahti on tutkinut Sanan lasku -projektiin liittyen lukion ensmmasen vuoden
opiskelijoiden kokemuksia matemaattisen gattelun kirjallisesta kielentamisesta (Joutsenlahti
2010). Tutkimuksen tarkoituksena oli tutkia, miten opiskelijat kokevat kielentdmismallien (ks.
lukua 3.3.2) kéayttokelpoisuuden sanallisten tehtévien ratkaisuissa sekd minkdlaisia
kielentamismalleja opiskelijat kayttavat. Tutkimuksessa selvisi, ettd opiskelijoiden mielesta
kirjallinen kielentaminen jésentdd omaa ajattelua itselle seka lukijalle, selkeyttdd ratkaisun
esittamista muille, toimii muistin tukena ja helpottaa opettgan arviointitydta Huonoina puolina
opiskelijat na&kivét tekstin tuottamisen tydlayden, kirjallisen kielentdmisen aikaa vievan prosessin
ja ratkaisun liian pitkéksi koetun pituuden. Kirjallisesti kielennetyissa ratkaisuissaan opiskelijat
kayttivét Joutsenlahden esittémia kolmea kielentdmismallia eli kertomus-mallia, tiekartta-mallia ja
paivakirjaamallia, joiden kayttd heille oli ohjeistettu. Né&iden mallien lisdks tutkimuksen
yhteydessa [6ytyi my6s uusi kielentdmismalli, jonka Joutsenlahti nimesi kommentti-malliksi (Mt.).

Olemme my0ds itse tutkineet matemaattisen gattelun Kkirjallista kielentamista omassa
kandidaatin tutkielmassamme. Tutkimuksessa tarkastelimme matemaattisen gjattelun kirjallisen
kielentdmisen onnistumista ja mielekkyyttd. Tarkemmin eriteltyna tutkimme millaisia yhteyksia
kirjallisen kielentamisen onnistumisella ja mielekkyydella on &idinkielen ja matematiikan
osaamiseen seka kielentavan oppilaan sukupuoleen.  Tutkimme my6s onko matematiikan
osaamisella ja sukupuolella yhteyttd siihen, miten hyodylliseksi oppilaat kokevat kirjallisen
kielentdmisen. (Ks. Mé&cklin & Nikula 2009.)

Tutkimuksessamme selvisi, ettd adinkielen osaamisella ei ole juurikaan yhteytta kirjallisen
kielentdmisen mielekkyyteen eikd onnistumiseen. Kuitenkin oppilaan  suhtautuminen
kirjoittamiseen oli yhteydessa kirjallisen kielentamisen mielekkyyteen. Toisin sanoen oppilaat,
jotka pitivéat kirjoittamisesta, kokivat Kkirjallisen kielentamisen mielekkd8ksi ja péinvastoin.
Matematiikan ja kirjallisen kielentamisen mielekkyyden vdlilla oli myds ndhtévissa selked yhteys
siten, etta matematiikassa heikosti menestyvét kokivat kirjallisen kielentdmisen mielekkaand, kun
taas matematiikassa hyvin menestyva eivdt ndhneet Kkirjallista kielentdmistd mielekkdana
toimintana. Matematiikan osaamisen jakirjallisen kielentdmisen onnistumisen valilla ei kuitenkaan
ollut havaittavissa yhteyttd, kun taas matematiikan osaamisen ja kirjallisen kielentamisen hyddyn

kokemisen valilla oli ndhtévissi suuntaa antava yhteys, jonka mukaan matematiikassa heikompi



oppilas koki hydtyvansa kirjallisesta kielentédmisesta hyvin menestyvaa enemman. (Ks. Macklin &
Nikula 2009.)

Sukupuolten vélilla oli havaittavissa hiukan eroa kirjalisen kielentdmisen hyodyn
kokemisessa siten, etta tytot kokivat hyotyvansa siitd enemman. Myds kirjallisen kielentdmisen
onnistumisessa sukupuolten valilla oli eroa, silla tytét onnistuivat kirjallisessa kielentamisessa
selkeasti paremmin kuin pojat. Sukupuolten valilla el kuitenkaan ollut merkitsevaa eroa kirjallisen
kielentamisen mielekkyydessd, vaikka olikin ndhtavissa, etta tytot kokivat kielentdmisen hiukan
poikia mielekkdammaksi. (Ks. Mé&cklin & Nikula 2009.) Kandidaatin tutkielmamme tulokset eivét
ole yleistettavissa, silla tutkimuskohteenamme toimi vain yksi neljasluokka, jossa oli 22 oppilasta.



3 MATEMAATTINEN AJATTELU JA SEN
KIELENTAMINEN

Sosiaalisen konstruktivismin mukaan kieli on keskeistd oppimisessa, ymmartamisessa seka
keskindisessa vuorovaikutuksessamme (mm. Brown 2001, 193; Vygotsky 1982, 18; Zevenbergen
2000, 201). Kieli onkin yksi tarkea osa sosiaalista kanssakdymistdmme, misté johtuen Vygotsky
(1982, 18) painottaa erityisesti sen kommunikatiivista funktiota. Lisdksi kieli on muun muassa
yks niista tekijoisté, joka sitoo meiddt osaksi omaa kulttuuriamme. Zevenbergen (2000, 202)
korostaakin kielen merkitysta yhteison jéseneksi tulemisessa: jotta voi olla oikeutettu yhteison
jasen, pitda oppia yhteison yhteinen kieli. Parjatakseen siis matemaattisessa ymparistossa — etenkin
jos haluaa padastd matemaattisen yhteisdon jaseneksi — on opittava kieli, jonka avulla
matemaattisessa tilanteessa kommunikoidaan. Koulumaailmassa matematiikan tunti jo itsessdén
muodostaa matemaattisen tilanteen ja yhteison, jossa j&senten tulee pystyd muun muassa
keskustelemaan yhdessd matematiikasta, jotta opetus ja oppiminen ovat mahdollisia. Esimerkiksi
opetuksessa opettaja selventaa oppilaille matemaattisten prosessien etenemista suullisesti kielen
avulla kommunikoiden eli kielentden. Lisdksi kieli on keskeisessa asemassa myos, kun oppilaat
ilmaisevat opettgjalle jaltai luokalle, miten ovat matematiikan ongelman ratkaisseet. He siis tuovat
esille matemaattista gjatteluaan kielen avulla, eli kielentévéat matemaattista gjatteluaan. (Ks. Brown
2001, 193; Senn-Fennell 2000, 227; Vygotsky 1982, 18.)

Tybssamme tutkimme matemaattisen gattelun kirjallista kielentdmistd, joka on tiiviisti
yhteydessa niin matemaattiseen gatteluun kuin kieleen. Tasta johtuen tarkastelemme seuraavaksi
matemaattista gjattelua ja matemaattista kieltd seka niithin nojaavaa matemaattisen gjattelun
kielentdmistd, jossa tuodaan matemaattisen kielen avulla esille omaa matemaattista gjattelua.
Kielentdmisessa kieltd kaytetddn kuitenkin eri tavoin, mink& vuoksi onkin tarkasteltava
matemaattisen kielen eri tyyppejd Myos kielen kayttotilanteesta riippuva kielen vaihtelu eli
rekisteri vaikuttaa kielentamisen tuotokseen, joten sen huomioiminen on valttamaonta

kielentamista tarkasteltaessa.



3.1 Matemaattinen ajattelu

Ajattelulle on olemassa lukuisia méritelmid, jotka ovat muuttuneet gankuluessa (Saariluoma
1990, 24-38). Yrjonsuuren (1998b, 29) mukaan gattelu ja myos tietdminen ovat tiiviissé
yhteydessd sek&@ toimintaan ettd kokemukseen. Kyvykkyys valikoida tietoa ympéaroivasta
tilanteesta, yhdistda uutta kokemusta aikaisempiin kokemuksiin ja muokata siten syntynytta uutta
tietoa mahdollistaa gjattelun. Sen tavoitteena on toimintatapojen tuottaminen: kun yksilo tarkkailee
jonkin kasitteen kayton toiminnallisia seurauksia, han oppii ymmartadméaan sen sisdllon ja alan.
(Mts. 29.)

Myo6s matemaattinen ajattelu on lagja kasite, jonka méérittely el ole helppoa ja yksiselitteista
Tasta jontuen matemaattiselle gjattelulle on erilaisia, toisistaan poikkeavia maéaritelmié (Leppdaho
2007, 29-30.) Kasitys matemaattisen gjattelun luonteesta riippuukin siitéd, missa yhteydessa sita
tarkagtellaan, silla matemaattinen gjattelu on yhteydessa muutoksiin gjassa ja ympéristossa seka
ihmisten muuttuviin lahtokohtiin muutoksien kokemisesta (Brown 2001, 192). Tarkastelun
lahtokohtia matemaattiselle gjattelulle voivat siis olla esimerkiksi opiskelijaa ymparo6iva kulttuuri,
hénen ongelmanratkaisutaitonsa ja taitonsa prosessoida informaatiota seka hanen matemaattiset
kykynsa ja uskomuksensa (Joutsenlahti 2005, 51-63). Té&ssa luvussa kasittelemme Burtonin,
Y rjénsuuren ja Joutsenlahden nékemyksia matemaattisesta gjattelusta.

Burton (1984, 35) kuvailee matemaattista gjattelua ajattelutyyliksi, joka on liitettavissa
selkeasti matemaattiseen toimintaan. Han ajattelee matemaattisen gjattelun koostuvan neljasta
prosessista, jotka ovat tasmentdminen, otaksumien arvaileminen, yleistdminen ja vakuuttuminen
(mts. 37-38). My0s Yrjonsuuri (1998b, 29, 33) gattelee Burtonin tavoin. Liséksi hén jaottelee
matemaattisen toiminnan algoritmiseen ja reflektoivaan ajatteluun (Yrjonsuuri 1998a, 135).
Algoritmista gjattelua kuvaa taitotieto, jolloin kyse on kognitiivisen taidon kayttamisesta
esimerkiksi silloin, kun puhuttua kielté kdannetdan symboleiks tai pdinvastoin. (Y rjonsuuri 1998a,
135.) Algoritmista gjattelua kaytetédn siis esmerkiks laskutoimituksissa ja lukujen
millaiseen matematiikan sisdltéon oppilas keskittyy. (Yrjonsuuri 1998b, 35.) Kyseisen periaatteen
kayttdminen merkitseekin taitoa toimia tietylla tavalla. Algoritmisen gattdun avulla yksilo
kykenee ratkaisemaan tehtdvan ja kehittdmé&an tuloksia (Lepp&aho 2007, 30), €li toisin sanoen
algoritminen agjattelu antaa tyokalut matemaattisten tehtdvien ratkaisemiseen ja tulosten
kehittamiseen (Y rjonsuuri 19983, 135).

Reflektoiva agjattelu puolestaan on pohdiskelemista, joka mahdollistaa kehittdmé&an
oivalluksia deduktiivisten padtelmien tekemiseen (Yrjonsuuri 1998a, 135-136). Yrjonsuuren
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(19984, 135-136) mukaan se on dlyllista leikkid, jota pelataan yleisesti hyvéksyttyjen sééntdjen
mukaan. Reflektoivasti gjatteleva oppija kykenee pohtimaan valintojensa ja ratkaisujensa
perusteita sekd& seurauksia Taman liséksi han pyrkii  ymmartdméan ja hallitsemaan
kokonaigtilannetta. Yhdessa algoritminen ja reflektoiva agjattelu mahdollistavat lagjojen ja
syvélisten oppimistulosten syntymisen. (Yrjonsuuri 1998b, 35.)

Joutsenlahden (2004, 367; 2005, 103) madrittely poikkeaa edella olevista Burtonin ja
Yrjonsuuren médrittelyistd. Han on méaritellyt matemaattisen ajattelun matemaattisen tiedon
avulla, silla hanen mukaansa oppijan matemaattinen gjattelu on merkityksellisten matemaattisten
yhdistelmét seka strategiatiedot. Matemaattisen ajattelun tarkoituksena on kasitteiden ja
késitejarjestelmien ymmartaminen tai ongelmanratkaisuprosessista selviytyminen. Prosessiluonne
onkin keskeisessa asemassa matemaattisessa gjattelussa ja tamé gjatteluprosessi on riippuvainen
oppilaan kyvyistd, asenteista, uskomuksista sekd senhetkisistd tiedoista ja taidoista, silla ne
Suuntaavat ja rajaavat gattelua. (Joutsenlahti 2004, 367; 2005, 103.) Tassd tutkimuksessa
matemaattisen gjattelun ymméarretd8n olevan Joutsenlahden maéritelman mukaista.

Joutsenlahden maédrittelyssa kayttama matemaattinen tieto jaetaan usein kahteen osaan:
konseptuaaliseen ja proseduraaliseen tietoon (ks. esim. Leppaaho 2007, 30; Joutsenlahti 2005, 82—
87). Néiden lisdksi myoOs strategiatieto voidaan lukea matemaattisen tiedon osa-alueeksi
(Joutsenlahti 2005, 103). Konseptuaalisen tiedon voi ymmartéa dynaamisena tietona, jolloin siihen
ssityy késitteen sisallon liséksi sen kehityksen kautta muodostunut synty seka sen osien
riippuvuuksien suhteen ymmartaminen (Haapasalo 1998, 66). Konseptuaalista tietoa voidaan
kutsua myods kéasitteelliseksi tiedoksi. Tatd kadtteellista tietoa syntyy oppijalle mielekkaan
oppimisen kautta, jolloin oppija todella ymmaértda oppimansa eiké vain opi sita ulkoa. (Joutsenlahti
2005, 82-83.) Se lisdantyy pddasiallisesti siten, etté aikaisemman tiedon avulla yhdistelldan uusia
tietoja mielekkadlla tavalla. Esimerkiksi, kun oppilas hallitsee murto- ja desimaalilukuihin liittyvan
konseptuaalisen tiedon, kykenee han niiden avulla ymmartdméan myds prosenttikasitteen.
(Haapasalo 1998, 66.) Tieto on siis konseptuaalista vain siina tapauksessa, etta yksilo itse tiedostaa
informaatioyksikdidensa suhteet (Joutsenlahti 2005, 82). Konseptuaalista tietoa on taldin
mahdollista gjatella oppilaan tietoverkkona, jota hanen tulee kayttéd ja konstruoida tietoisesti
(Leppéaho 2007, 31).

Proseduraalisen tiedon voi jakaa kahteen osaan: ensimmaiseen sisdltyy symbolien ja niiden
kayttoon liittyvien sdantbjen ymmartaminen, kun toiseen lukeutuu perdttdisista, lineaarisesti
etenevistd askelista muodostuva tieto. Ensimmaisessa osassa esitetty tieto voi olla symbolikielen

lisdksi esitetty esimerkiksi piirrosten, taulukoiden tai konkreettisten esineiden avulla. Toisessa
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osassa tieto on mahdollista kuvata prosessing, jolla on tarkoin méérétty alkutilanne. Prosessi etenee
vaihe vaiheelta kayttéen seuraavan vaiheeseen siirtymisessa edellista vaihetta. (Haapasalo 1998,
67-68.) Proseduraalinen tieto on siis oppilaan tietoa sitd, kuinka hén voi kayttéa eri menetelmia
suorituksen aikana. Se el valttamétta vaadi tietoista ymmartamista, eteenk&an silloin, kun suoritus
on automatisoitunut. Merkittdvin ero konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon vélilla onkin
tietoinen ymmartaminen. (Leppéaho 2007, 31.)

Joutsenlahti (2005, 89) esittéa Hiebertin ja Lefevren mukaan, ettel kaikki tieto ole jaettavissa
konseptuaaliseksi ja proseduraaliseksi tiedoksi. Naita tietoja kutsutaan strategiatiedoiksi. Strategiat
ovat henkisid operaatioita, joiden avulla kognitiivisia prosesseja ohjaillaan ja kontrolloidaan.
Kyseessd e kuitenkaan ole vain perusoperaatiot, vaan myds metakognitiot ohjaavat strategioiden
sédtelyd. Matematiikkaan liittyvissa strategioissa on kyse menetelmistd, joissa kaytet&dan
matemaattisia kasitteitd, lauseitaja algoritmeja. (Joutsenlahti 2005, 89.)

Kuitenkaan tiedon jakaminen osa-alueesiin ei ole aukoton, silla kaikki matemaattinen tieto el
ole jaoteltavissa naihin osiin. Toisaalta jokin tieto voi myds siséltéd useammankin tiedon osa-
alueeseen liittyvia piirteitd. (Joutsenlahti 2003b, 6.) Ymmaértava ja pysyva oppiminen vaatiikin
konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon toisiinsa liittymistd ja toistensa muodostumisen
tukemista (Haapasalo 1998, 68.) Esimerkiks proseduurien mieleenpalauttaminen ja kdyttaminen
on helpompaa, kun ne ovat gattelussa linkittyneet useisiin tietoyksikdihin. Talléin on helpompaa
havaita, kuinka niita voi kayttaa erilaisissakin, totutusta poikkeavissa matemaattisissa ongel missa.
(Joutsenlahti 2005, 86-87.)

3.2 Matemaattinen kieli

Konstruktivismi korostaa kielen asemaa oppimisessa. Tama on Zevenbergenin (2000, 201)
mukaan kiinnittényt huomion myos kielen rooliin matematiikan opettamisessa ja oppimisessa.
Kielen avullahan me kommunikoimme oppitunneilla, ja se on néin ollen térked apuvaline myos
matematiikan opetuksessa ja oppimisessa. Tasté huolimatta matematiikan yhteydessa kaytettavaa
kieltd el saa ndhda vain apuvélineend, silla matemaattisessa yhteydessa kielenkayttd on tarkeataito
esimerkiksi opitun asian ymmartamisen ja sisdissamisen mahdollistamiseksi (ks. mm. Lee 2006;
Morgan 1998; 2001; Zevenbergen 2000). Kielella on myos oleellinen rooli matemaattisten
gjatusten ja ideoiden luomisessa, sdilyttamisessa ja ilmaisemisessa (Brown 2001, 192).
Seuraavassa tarkastelemme matemeaattista kieltd ja sen eri tyyppeja seka liséksi kasittelemme myos
kielenkayttotilannetta, silla konteksti luo osaltaan myos edellytyksid kielenkaytélle (ks. mm.
Halliday 1974; Senn-Fennell 2000).
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3.2.1 Matemaattisen kielen tyypit

Kommunikaatiossa kieli on vuorovaikutuksen kannalta avainasemassa silloin, kun lapset kayttavat
aktiivisesti matematiikkaa, silla kielenkayttda vaaditaan asioiden esittdmiseen, puhumiseen,
kuuntelemiseen, kirjoittamiseen ja lukemiseen. Kuitenkin matematiikassa kaytetyn kielen rooli on
monimutkainen muun muassa siitéa syysta, ettéd matemaattinen kieli, tai toisin sanoen matematiikan
kieli, tulkitaan osittain vieraaksi kieleksi samalla tavalla kuin italia on sitd osaamattomille vieras
kieli. (Rowland 1995, 54). Muun muassa myos Lee (2006, 2; ks. myds Pimm 1987) tukee eddllista
Rowlandin ndkemystd, silla hdnen mukaansa useille oppilaille matemaattisten ajatusten ilmaisuun
oppiminen on kuin vieraan kielen oppimista matematiikka sisdltda oman erityissanastonsa ja
ilmaisutapansa, jotka tekevat matemaattisten ajatusten esittdmisen mahdolliseksi. [Iman sanaston,
kasitteiden ja esitystapojen hallintaa seka ymmarrysta on vaikea puhua tété matematiikan kielta.

Monien vuosien kuluessa matemaattinen kieli on kehittynyt nykyiseen muotoonsa (Senn-
Fennell 2000, 225), vaikka keskustelua siité edelleen kaydaankin. Usiskin (1996, 231) esittéd asian
yleisen keskustelun kannalta niin, ettd matematiikka omaa monin tavoin kielellisia piirteitd, mutta
hén el kuitenkaan rinnasta matematiikkaa kieleksi samalla tavoin, kuin englanti on kieli. Usein
matematiikasta kuullaankin puhuttavan muodollisena kielend tai symbolisena kieleng, ja tasta
syysta matematiikan oppimisen pitéisi erota kielen oppimisesta. Lisdksi matemaattinen Kieli
nahd&an usein vain kirjallisena symbolikielend, silla sen el alun perin ole gjateltu olleen puhutussa
muodossa.  Kuitenkin — muiden kielten lailla, my6s matematiikkaa voidaan esittéé niin kirjallisesti
kuin suullisestikin, muodollisessa tal vapaamuotoisessa esitysmuodossa. Lisdksi matematiikan
avulla pyritéan kommunikoimaan seka kéyttamaan ja ymmartamaan kasitteitd. Matematiikalla on
myos kielelle ominaiset piirteet, kuten kielioppi tal yleiset séanntt, joiden mukaan matematiikka
esitetéan. (Usiskin 1996, 231-233; ks. my6s Pimm 1987, 2.) Nén ollen voidaan sanoa, etta
matematiikka on kieli.

Jokaisella kielella on oman sanastonsa liséksi oma kielioppinsa. My6s matematiikka sisaltda
oman kielioppinsa, silla muun muassa matematiikan kielessa "3 + 4x" on lauseke ja"3x = 9" seka
"3+ 4x > 2" ovat virkkeita (ks. Usiskin 1996, 232). Leen (2006, 18) mukaan matematiikan kieli on
opittava, jotta voidaan tuoda gatuksia esiin ja kayttda kasitteitd. Matematiikan kielen opiskelu
onkin verrattavissa vieraan kielen opiskeluun, koska se vaatii sanaston, kieliopin ja muoto-opin
omaksumista. Lisaksi se edellyttéad niin sanotusti kielen kulttuuriin vihkiytymistd, silla tama
kulttuuri antaa oman vaikutuksensa gjatusten ja kasitteiden ilmaisuun. (Mts. 18.) Maematiikan

kielella onkin hyvin rakennettu lauseoppi, jota kaytetddn myds muiden kielten yhteydesss, kun
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opiskellaan matematiikkaa (Usiskin 1996, 232; ks. myds Pimm 1987, 19-20, 161-178 & Lee
2006, 16-17).

Kun matematiikka kerran on kieli, se on opittava, jotta sité voi kayttéd. Rowland (1995, 60)
pitéd kuitenkin matemaattisen kielen oppimista vaikeampana kuin vieraan kielen oppimista, koska
matemaattisessa kielessa on uusien sanojen lisdksi sanoja, joille l0ytyy vastine omasta
ymparysmitaksi. Nain ollen on mahdollista ik&n kuin pukea matemaattiset merkitykset ja
ongelmat sek& matemaattiset gjatukset luonnollisen kielen vaatteisiin (mts. 60). Tahan liittyen
Meaney (2005, 120) on kayttanyt artikkelissaan Bubbin mukailemaa Ballardin ja Mooren jaottelua
kolmesta kielen tyypistd, joita kaytetd&dn matematiikassaa. Nama kielen tyypit ovat kyseisen
matematiikan symbolikieli. Joutsenlahti ja Silfverberg (2007, 344) puolestaan ovat mukailleet
samaa jakoa, mutta toisin kuin edella mainitussa Bubbin mukaelmassa, he esittavét ndiden kolmen
matemaattisen kielen tyypin menevan osttain paéllekkain.

Edella mainittuja matemaattisen kielen tyyppejd voidaan havainnollistaa Meaneyn (2005,
120) artikkelista |I6ytyvan Bubbin esimerkin, jossa méaritetéan ampérin yldreunan kehds, avulla
Kun luonnollisella kielella ilmaistaan @mpérin yldreunan kehd, voitaisiin esimerkiksi sanoa:
"Kaytetdan nyorid mittaamaan, kuinka pitka on ampéarin ylareunan ympérysmitta”. Vastaava
esimerkki voisi olla matematiikkaan liittyvalla luonnollisella kielella ndin: ” Lasketaan ympyréan
kehan pituus.”, kun matematiikan symbolikielella esitettyna kyseinen esimerkki puolestaan olisi
muodossa ” p=2ar”. (Mts. 120.) Taméan perusteella matematiikassa kaytettava luonnollinen kieli on
matemaattisia ongelmia. Vastaavasti matematiikkaan liittyva luonnollinen kieli on matemaattisen
ongelman esittamista matemaattisin kasittein ja termein, kun taas matematiikan symbolikieli
tarkoittaa matemaattisia lukuja, merkkejéa ja symboleja, joilla on yhteisesti sovittu merkitys. (Ks.
Meaney 2005, 120.)

Artikkelissaan Joutsenlahti (2009, 76) liittéd matematiikkaan liittyviin kieliin myos
kuviokielen. MOT kielitoimiston sanakirja 2.0:n mukaan kuvio on hahmotettavissa oleva
kokonaisuus, joka koostuu viivoista, pisteistd, pinnoista tai niiden yhdistelmastd, eika yleensa
tarkasti vastaa todellista esinettd. Joutsenlahti (2009, 76—77) kayttdd té&d samaa lahdetta
mééritelleessdan kuviota ja kuviokieltd, eli nain ollen matemaattinen kuviokieli sisdltéa edella
mééritellyn kaltaisia kuvioita, jotka voivat muodostaa myos kuvia. Matemaattisella kuviokielelld ei
sis kuitenkaan tarkoiteta matematiikan symbolikieltd, vaan kuviokieleen kuuluvat esimerkiksi
matemaattiset piirrokset ja konstruktiot kuten geometriset kuviot.
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Edella esitetty jaottelu matemaattisen kielen tyypeistéa e kuitenkaan ole aukoton, koska,
kuten aikaisemmin mainitsimme, matemaattisen kielen tyypit ovat osittain paéllekkaiset. Tata
Joutsenlahti ja Silfverberg (2007, 344) perustelevat monilla matematiikan ilmauksilla, kuten
lukusanoilla ja -merkinn6illg, jotka kuuluvat kaikkien matemaattisten kielten tyyppien sisdlle.
Véitetta tukee myos Hginesin (2000, 36) gattelu, silla han on sitd mieltg, ettd lukusanat ovat osa
lasten luonnollista kieltd Usein lapset kayttavétkin paljon luonnollisen kielen sanoja
matematiikassa korvaamaan matematiikkaan liittyvan luonnollisen kielen sanat, kun eivét tieda tai
ole varmoja matemaattisten kasitteiden tasmallisesta kéyttamisesta — tai kuten Rowland (1995, 60—
61) asian esittdd, usein lapset saattavat kayttaa tiedostamattaan luonnollista kielté niin sanotusti
epaluonnolliseen, tassa tapauksessa matemaattiseen tarkoitukseen. Nan ollen onkin perusteltua
kéayttaa lasten ja oppilaiden kanssa matemaattisen kielen eri tyyppejd, ja varsinkin Lee (2006)
painottaa matemaattisen kielen tyyppien téarkeytté oppilaan oppimisen ja ymmartamisen kannalta.
Usiskin (1996, 241-242) puolestaan korostaa kielen eri tyyppien merkitystd matematiikassa
kommunikaation merkityksessa. Kuviossa 1 on estetty Joutsenlahden ja Kuljun (2010, 81)
jalostama versio matemaattisen gjattelun kirjalliseen kielentémiseen mahdollisesti kaytettavista
kielista ja niiden yhteyksistd toisiinsa. Lisdks kuvio 1 havainnollisaa matematiikassa
mahdollisesti kaytettdvia kielentyyppejd seka niiden valisia yhteyksa Oman tutkimuksemme
kannalta tarkastelumme keskidssd ovat kuviossa esitetyt matemaattisen kielen tyypit seka niita
ympéaroiva kayttotilanne eli rekisteri (ks. lukua 3.2.2).
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Matematiikan
kieli

Tyylilaji

Rekisteri

Luonnollinen

Kuviokieli Kieli

KUVIO 1. Matematiikan sanallisten tehtévien ratkaisuissa mahdollisesti esiintyvét kielet (MSK on
matematiikan symbolikieli, MLK on matematiikkaan liittyvéa luonnollinen kieli jaMKK
on matematiikkaan liittyva kuviokieli) ja systeemis-funktionaalisen kieliteorian tasoja.
(Joutsenlahti & Kulju 2010, 81).

Meaney (2005, 119) nadkee térkedna sen tavan, jolla matemaattisia objekteja nimetdan (ks.
myo6s lrons & lrons 1989, 85-86), silla kayttamalla tarkkoja kéasitteita matemaatikot pystyvéat
esittaméan asiansa tiiviisti. Toisaalta erityisien matemaattisten ilmausten kayttdmisen sijaan
voidaan kuitenkin kayttda luonnollista kieltd, koska jokapaivéisilia termeilla saavutetaan myos
matemaattisia tarkoitusperia (mts. 119). Nan ollen eri matemaattisen kielen tyypit eivét sulje
toisiaan pois, vaan voivat tdydentda toisiaan, kun yksi matemaattisen kielen tyyppi e riita
matemaattisessa esityksessa. (Ks. myos Joutsenlahti & Silfverberg 2007, 344.) Kielenkéayttgja
saattaa Sis kayttéé useaa eri kielen tyyppia samanaikaisesti eli samoista matemaattisista asioista
voidaan puhua seka luonnollisella kielella etta matematiikkaan liittyvalla luonnollisella kielella
Luonnollisen kielen avulla siis voidaan oppia matematiikkaan liittyvaa luonnollista kielta seka

luonnollisen kielen kaytt6 matematiikan opiskelussa on valttaméatonta. Pelkastéan matematiikan
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symbolikielen ja matematiikkaan liittyvan luonnollisen kielen kéyttd saattaa syntya esteeks
matemeatiikan oppimiselle.

Matematiikan kielen ei valttamétta gatella parjaavan taysin itsenaisesti omana kielend, vaan
se tarvitsee muun muassa luonnollisen kielen sanoja tuekseen erityisesti, kun halutaan suullisesti
ta sanoin Kirjallisesti edittéd matemaattisia gjatuksia. Tasta huolimatta matematiikka on kieli
kielten joukossa, silla yks kielen ominaispiirre on sanojen lainaaminen (Usiskin 1996, 233-234).
Sen liséksi ettd matematiikan kieleen lainataan sanoja luonnollisesta kielestd, tilanne voi olla myos
pain vastainen, silla esimerkiksi alun perin (englanninkielinen) matematiikan sana "triangle”, on
lainattu englannin kieleen tarkoittamaan triangelisoitinta ja sen merkitys on lagjentunut myds
ihmissuhteisiin (" a relationship involving three persons’, kolmiodraama) (Usiskin 1996, 233-234).

Matematiikan siis ollessa kieli se siséltéa lainattuja sanoja muista kielista. Matemaattisia ongelmia

matemaattisen kielen tyypeistd ja miten han kayttéd tuodessaan gjatteluaan esiin. Seuraavaksi

tarkastelemme kielen kayttotilannetta matemaattisessa yhteydessa.

3.2.2 Matemaattisen kielen rekisterit

Koulumatematiikassa hyddynnetddn kaikkia kuviossa 1 (ks. my6s lukua 3.2.1) esitettyja
matemaattisen kielen tyyppeja. Oppitunnin aikana opettaja voi esimerkiks uutta asiaa opettaessaan
ratkaista matemaattista ongelmaa kayttéen kirjallisesti matemaattisia symboleja ja samalla selittda
taululle tekemia merkintdjéén kayttéen matemadttisia termeja ja késitteitd (i kayttden
matematiikkaan liittyvéa luonnollista kieltd). Lisdksi han voi esittéd kaytdnnon esimerkkeja
kayttéen luonnollista kieltd ja mahdollisesti viela piirtéa asiaa selventévid kuvia opetuksensa
tueksi. Matemaattinen opetustilanne maarittéa opettgan kayttdamaa kieltd, hanen kayttdmia sanoja
ja sanastoa seka tavan, jolla han puhuu. Té&ta tilannesidonnaista kielen vaihtelua, kayttétilannetta,
kutsutaan kielen rekisteriksi (Halliday 1974, 32; 1978, 31-32).

Hallidayn (1974, 32; 1978, 31-32) mukaan kielen rekisteri viittaa siis puhutun tai Kirjoitetun
kielen vaihteluun kayttttilanteesta riippuen. Rekisteri on myds semanttinen kasite, joka voidaan
mééritelld merkitysten muotona, joka sisdltda kieliopillisten ja fonologisten piirteiden liséksi
ilmauksia. Nama ilmaukset ja piirteet ovat tyypillisa kyseisille merkitysten muodoille tai
késittavét jo itsessdan merkitykset. Esimerkiksi ilmaus "Olipa kerran..." antaa kuulijalle merkin,
etta hanelle kerrotaan satu (Halliday & Hasan 1985, 38-39.)
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Siita huolimatta etté kielen rekisteri viittaa yleisesti puhutun tai Kirjoitetun kielen vaihteluun,
néilla molemmilla kielen eri muodoilla on omat rekisterinsd. Lisdksi viela kirjoitetunkin kielen eri
rekisterit eroavat toisistaan aiheeltaan, kirjoituksen tavoitteeltaan seka viestimeltéan. Kirjoitetun
kielen rekistereiden eroavaisuuksiin vaikuttavat myos léhett§d, vastaanottga jatilanne. Nain ollen
ilmaisu Kirjoitetussa kielessd voikin olla kayttétilanteen mukaan joko persoonallista tai
persoonatonta, tietyn mallin mukaista tai vapaamuotoista. (Koppinen, Lyytinen & Rasku-Puttonen
1989, 14-15.) Toisin sanoen kielen rekisterejd on useampia esimerkiks kirjoitetun kielen
rekiserin sisdlla N&n on myds matematiikan rekisterissd. Esimerkiksi koulumatematiikan
rekisterissa kaytetty kieli poikkeaa tiedematematiikan rekisterin kayttdmasta kielesta (ks. Lee
2006, 7; Meaney 2005).

Kielen rekisterit siis viittaavat siihen, etté erilaisissatilanteissa ja eri konteksteissa kaytettava
kieli on erilaista. Rekisteriteorian tarkoituksena onkin tuoda ilmi niit4 perusperiaatteita, jotka
hallitsevat kielen vaihtelua, jotta on mahdollista ymmért&a, mitka tilanteelliset tekijat méérittelevéat
kielellisia piirteita (Halliday 1974, 32; 1978, 32). Nain ollen eri rekistereitd on kielen rekisterin
sisdlla useampia, jolloin, kuten Pimm (1987, 78) esittda Hallidayn artikkelin pohjalta, rekisteri voi
sisiltéd spesifgja sanoja, joilla el ole merkitysta niin sanotussa tavallisessa kielessd. Lisdksi
erityissanasto saattaa olla suurellekin osalle véestosta tuntematonta, tastd hyvana esimerkkind
toimivat tietotekniikkaan liittyvat sanat "bitti" ja "pikseli" (Pimm 1987, 78).

Molemmilla aikaisemmin mainitsemillamme matemaattisen kielen tyyppeihin lukeutuvilla
luonnollisella kielella sek& matematiikkaan liittyvéala luonnollisella kielellda on myds omat
rekisterinsd. Leen (2006, 12) mukaan luonnollisen kielen rekisteri viittaa kielen kayttamista
késitteiden ilmaisuun ja luonteenomaiseen kaytantddn argumentoida. Joutsenlahti (2009, 76-77)
puolestaan liittéa luonnollisen kielen rekisteriin jonkun puhutun kielen kirjoitettuja sanoja seké
niihin liittyvid sdantoja eli kielioppeja. Nama sanat ja séanntt taasen muodostavat ilmauksille omat
merkityksensd, jolloin niita kaytetdan rekisterin edellyttamélla tavalla (Halliday & Hasan 1985,
38-39).

Leen (2006, 12-13) mukaan matematiikan rekisteri on kehittynyt monien vuosisatojen
aikana edellytyksend keskustelulle matemaattisista gjatuksista ja prosesseista. Se on tapa kayttaéa
symbolegja, erityissanastoa, tasméllisia ilmauksia ja kieliopin rakenteita samalla, kun esitystapa on
kaavamainen seka persoonamuodoltaan passiivissa. (Ks. lisdksi Pimm 1987, 70, 76-77,
Zevenbergen 2000, 202). Meaney (2005, 118) kuitenkin liittdd matematiikan rekisteriin
sisdltyvaksi symbolien ja lausekkeiden liséksi myds sellaiset luonnollisen kielen sanat, jotka
ohjaavat matemagattista tekstid. Téasta esimerkkind han kayttéd sanoja"jos ... niin sitten" ja "koska"

(mts. 118). Matematiikan rekisteri on myos jatkuvasti kehittyva ja muuttuva, silla matemaattiseen
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diskurssiin yhdistyy uusia ideoita, ja koska silla on yhteys luonnolliseen kieleen, joka on jo
itsessdan muuttuvaa ja kehittyvaa (Lee 2006, 12-13).

Matemaattinen kieli kayttdd matematiikan rekisterin edellyttdamia spesifejd sanoja ja
esitystapoja (Lee 2006, 20; Zevenbergen 2000, 202-203). Kuitenkin Morganin (1998, 9-10)
mukaan matemaattisen kielen médritteleminen on vaikeaa, sSill& usein yleiset keskustelut
matemaattisesta kielestd yrittavéat kasittdd sen kokoelmana lisdyksid luonnolliseen kieleen elka
valttdméttd omana kielendan. Tasta huolimatta joitain symboleja ja termeja luetaan kuuluvaksi
matemaattisen kielen erityissanoiksi ja niita kaytetdan joko yksinoikeudellatai epatavallisin tavoin
matemaattisessa yhteydessd. Kuitenkin  kun kielta kéytetédn erilaisissa matemaattisissa
yhteyksissg, erilaisilla muodoilla, joita matemaattinen kieli ottaa, on merkitseva ero, elka ole
selvéd, etd pekkd matematiikan rekisteri  pystyy suoriutumaan niiden erilaisista
kayttotarkoituksista ja merkityksista. Esimerkiksi peruskoulun tekstikirjassa ja akateemisessa
tutkimuksessa kaytettévat matemaattiset kielet eroavat todennakoisesti toisistaan olennaisesti niin
siséltéménsa aineiston kuin argumenttien ilmenemismuotojen perusteella. Kuitenkin miké tahansa
teksti, joka voidaan yleisesti tunnistaa matemaattiseksi, sisiltéa jotain kielellisesti yhteista muiden
matemaattisten tekstien kanssa. (Mts. 10.)

Matematiikan rekisteri siis sisdltéd matematiikan kielen kayttoon vaadittavat késitteet ja
termit, eli erityissanaston. Lee (2006, 15) luokittelee matematiikan rekisteriin lukeutuvat sanat
kolmeen eri kategoriaan:

1) sanat, jotka kuuluvat Iluonnolliseen Kkieleen, mutta niita kaytetddn myos
matemaatti sessa yhteydessa
2) sanat, joillaon merkitys vain matemaattisessa kielessd, kuten hypotenuusa

3) sanat, joillaon eri merkitys matemaattisessa kielessa ja luonnollisessa kielessa, kuten

piiri.

Kuten ryhmittelyn ensimmaisesta kategoriasta voidaan huomata, matematiikan rekisteriin sisaltyy
sanoja, jotka kuuluvat myos luonnolliseen kieleen. Nain ollen voidaan gatella, ettd kuten
matemaattisen kielen tyypit myos rekisterit ovat ogttain paallekkaisid. Esimerkiksi lapset kayttavét
apunaan jokapdivaisid, luonnollisen kielen rekisteriin kuuluvia sanoja opiskellessaan ja
kayttéesséan matematiikkaa (ks. Lee 2006, 11), mikad on heille luontaista, silla luonnollinen kieli
ssdltéa sanoja, joita matemaattinen kieli on ottanut omakseen, ja joita kaytetédn matemaattisia
gjatuksia editettdessd. Tasta hyvand esimerkkind edelleen toimivat lukusanat, jotka ovat

luonnollinen osa lapsen kayttaméa kielta (ks. mm. Hgines 2000, 36). Vastaavasti myds Meaney
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(2005, 118) toteaa matemaattisen kielen sisdltavan seka arkipéivaisia termeja etta termejd, joita
kaytetaén vain matemaattisessa keskustelussa.

Matematiikan rekisteriin lukeutuviin luonnollisen kielen ja matematiikkaan liittyvan
luonnollisen kielen rekistereihin Joutsenlahti (2009, 76) liséa kuviokielen rekisterin, joka koostuu
kuvion médrittelystd ja kuvioiden muodostamiseen mahdollisesti liittyvistd sdannoista
Kuviokielen rekisteria hén perustelee matematiikan geometrian osa-alueella, koska kuviot,
erityisesti geometriset kuviot, ovat keskeisid geometrian tehtavissa ja ne toimivat ajattelun apuna
visuaalisesti hahmottaville oppilaille erilaisia matemaattisia ongel mia ratkaistessa.

Kidta siis kaytetéén, jotta pystytédn esittdmdan kunkin rekisterin sisdltamia kastteita,
termgjd seka ilmauksia ja ndin tuomaan ilmi omaa gattelua vuorovaikutuksellisesti.
Aikaisemmassa luvussa esittelemiamme matemaattisen kielen tyyppeja kaytetdankin ilmentamaan
matemaattista gattelua matematiikan rekisterissa  eli  kéyttdtilanteessa.  Toisin - sanoen
matemaattisessa  kontekstissa  kielenkayttgid valitsee matematiikan rekisterin  puitteissa
kayttdmansd sanaston ja esitysmuodon. Téaten kielenkéayttotilanteessa voidaan kayttda joko
luonnollista kieltd tai matematiikkaan liittyvaa luonnollista kieltd — tai jopa molempia. Tama ei
kuitenkaan ole sama asia kuin kielen rekisteri ta tiettyyn rekisteriin siséltyvé sanat, slla
rekisteriin sisdltyvid sanoja kaytetddn kielellisena valineena asian ilmaisemiseen. Sanat
muodogtavat dis kielen, jolla asia esitetddn, ja tdma kayttotilanteessa kaytettdva, toisiinsa
liittyvista sanoista muodostuva kieli voi matemaattisessa yhteydessa olla luonnollista,
matematiikkaan liittyvéd luonnollista tai kirjallisesti esitettyna jopa symbolista kielta
Matematiikan rekisteri siséltéd siis luonnollisen kielen, matematiikkaan liittyvéan l[uonnollisen
kielen ja symbolikielen ihan yhta lailla kuin ndihin kaikkiin liittyvé erityiset sanat, sanastot,
sanonnat seké kielioppisdannét. Asian esittga vain valitsee tietoisesti tai (osittain) tiedostamatta
rekisterin sisalla, mitéa ndista kaikista han kayttda voiden, néin ollen, antaa ilmauksille jopa uusia
merkityksid. Matemaattisessa kontekstissa kielenkayttgja ilmaiseekin itseddn yleensa pédasiassa
matematiikan rekisterissa sen edellyttamien sééntéjen mukaisesti, mutta voi kayttéa yhta hyvin
my6s muun muassa luonnollisen kielen ja kuviokielen rekistereita

Tarkastellessamme matemaattisen gattelun  kirjallisen  kielentamisen hyodyllisyyttd,
matemaattinen kieli ja sen kayttotilanteet sijoittuvat koulukontekstiin, Koulussa matematiikan
tunneilla oppilaat seuraavat ja sisdistavét opetusta, oppivat kielen kautta uusia asioita, ratkaisevat
mekaanisia ja sanallisia tehtavia yksin ja ryhmissa seka esittévéat omia ratkaisujaan muille. Omassa
tutkimuksessamme tutkimme matemaattisen gattelun kirjallista kielentémisté sanallisten tehtévien
ratkaisuvélineendg, joten tarkastelumme painottuu sanallisten tehtévien yhteydessd ilmeneviin

matemaattisen kielen tyyppeihin ja kayttétilanteisiin. Usein matematiikan oppimateriaalit ohjaavat
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oppilaita kayttamaan sanallisen tehtévan ratkaisussa ainoastaan vain matematiikan symbolikielta
(Joutsenlahti 2009, 72). Toisin sanoen ne ohjaavat kayttamaan tiettya rekisterid, jonka sisdlla
matemaattisen kielen tyyyppejd el kaytetd monipuolisesti. Oppilaiden tulisi kuitenkin oppia
k&yttamadn matemaattisen kielen tyyppeja lagjemmin ja vaihtelevasti matemaattisissa yhteyksissa,
silla se lisdd heidan ymmaérryksensa tasoa seké mahdollistaa matemaattisten asioiden esittamisen
(ks. lukua 3.1). On oletettavaa, etta rikkaamman kielen kaytto sanallisen tehtéavan tehtévanannossa,
ohjaisi oppilaita k&yttamaan monipuolissmmin matemaattisen kielen eri tyyppeja ja sita kautta
kehittdmaan omia matemaattisia taitojaan.

3.3 Matemaattisen ajattelun kielentaminen

Matematiikan kielentamisella tarkoitetaan oman matemaattisen gjattelun ilmentamista suullisesti ja
kirjallisesti. Sen avulla voidaan jasentéd omaa gjattelua ja tehda gjattelu nakyvaksi muille. Kielen
avulla kielentdva henkilo perustelee ja reflektoi ajatuksiaan ja kasityksidan itselleen tai muille.
Kieli voi olla puhuttua tai kirjoitettua &aidinkieltd, kuvia, ilmeitd eleita tai symbolikielta
(Joutsenlahti 2003a, 188-191.)

Kielentdessa henkilo kayttda apunaan kaikkia tal ossa matemaettisen kielen tyypeista
ilmaistessaan ja jasentdessdan omaa matemaattista ajatteluaan, esimerkiksi ratkaistessaan
matemaattista ongelmaa tai selittéessdan jotain matematiikan kasitettd. Kuten luvussa 3.2.1 on
esitetty, matemaattisen kielen tyyppeja ovat siis luonnollinen kieli, matematiikkaan liittyva
luonnollinen  kieli, matemaattinen symbolikieli ja matematiikkaan liittyvd kuviokieli.
Matemaattisen agjatteddun  kielentdmisen muotoja puolestaan ovat suullinen ja kirjalinen
kielentdminen. Suullisesti kielentdessa henkilo ilmaisee omaa matemaattista gjatteluaan omin
sanoin luonnollisella kielella jalta matematiikkaan liittyvalla luonnollisella kielella suullisesti.
Kirjallisesti kielennettéessa henkil® kayttda apunaan kaikkia tai osaa matemaattisen kielen
tyypeista jasentdessédn omaa matemaattista gjatteluaan symbolien, sanojen ja mahdollisesti my6s
kayttotilanteesta €li matemaattisen kielen rekigterista. Kielentdessadn henkilo siis kayttaa kielta
Joko puhutussa tai kirjoitetussa muodossa. Nailla molemmilla kielen ilmenemismuodoilla on oma
rekisterinsg, jossa kieli vaihtelee viela omanlaisekseen matemaattisesta yhteydesta riippuen.
Kielentgja kayttda kielentdessdan siis matemaattista kasitteistoa ja erityissanastoa, jotka siséltyvét

matematiikan rekisterin edellyttamia esitysmuotoja ja -tapoja, joilla han ilmaisee gjatteluaan.
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Seuraavaksi kerromme sellaisista kielentamisen hyvisté puolista, jotka koskettavat seka
suullista etta kirjallista kielentamistd. Tulevissa alaluvuissa perehdymme puolestaan tarkemmin
kirjallisen kielentdmiseen seka sen kayton perusteluihin ja muutamiin negatiivisiin puoliin.
Kéytamme muun kirjallisuuden ohella ldhteind Leen ja Morganin teoksia, vaikkei niissa
kéytetakdan suoranaisesti termié kielentdminen. Sisallollisesti he kuitenkin késittelevdt samaa
aihetta, joten kielentamis-termin kéyttd heidan gjatuksiinsa viitatessa on perusteltua.

Luokkatyoskentelyssd matematiikan tunnilla runsas kielentdminen ja kommunikointi ovat
tarkeitd, koska niiden avulla oppilaat saavat paremmat mahdollisuudet oppia. Lisdksi se antaa
opettagjalle keinoja auttaa ja edistéa oppilaiden oppimista. (Lee 2006, 1.) Kielentdessaan oppilaan
taytyy pohtia esitettdvan asian tai kasitteen sisaltog, minka vuoks hén samanaikaisesti myos
konstruoi sen siséltoa. Oppilas muokkaa opittua ainesta omien ennakko-odotustensa, uskomustensa
ja kokemustensa kautta seka reflektoi omaa gjatteluaan. (Joutsenlahti 2003a, 192.) Kielentdminen
saa oppilaan tietoiseksi omasta gjattelustaan ja tétd kautta sekéd kehittéa ettd uudelleen organisoi
oppilaan matemaattisia tietoja ja taitoja seka auttaa hanta paremmin muistamaan opitun aineksen
(Lee 2006, 4). Kun oppilas kielentdessdan jasentdd omaa matemaattista gjatteluaan, opittu tieto
saattaa muuttua konseptuaaliseksi, silld se verkottuu kielen avulla muihin tietoyksikdihin
(Joutsenlahti 2003b, 10, ks. Lee 2006, 6-7).

Oppilaan lisdksi hanen kielentdmisestdan hyotyvdt myos sitd seuraavat oppilaat, silla

avulla. (Joutsenlahti 2003a, 192.) Runsas kielentdmisen kayttd opetuksessa kehittddkin oppilaiden
argumentointi- ja kommunikointitaitoja (Joutsenlahti 2009, 75). Kielentdessdan oppilaan taytyy
perustella esimerkiksi ongelmanratkaisuprosessinsa kulkua sek& tekemidan valintojaan ja
ratkaisujaan, kun taas kielentdmistd seuraavan oppilaan on vastavéitetta esittdessddn kyettava
perustelemaan oma ndkemyksensa. Argumentoinnin yhteydessa oppilaan taidot arvioida itsedén ja
muita kehittyvéatkin ja téta kautta oppilas saa myos uusia keinoja kehittdd omaa oppimistaan (Lee
2006, 61). (Ks. myods Masingila & Prus-Wisniowska 1996, 95.)

Kun oppilas |0ytéé kielentamisen avulla uusia keinoja edetd oppimisessaan, han pystyy myos
ottamaan enemman vastuuta omasta oppimisestaan. Nan ollen han pystyy itse asettamaan omia
tavoitteitaan ja pohtimaan keinoja niiden saavuttamiseksi. Sen seurauksena oppilas tuntee
hallitsevansa oppimisprosessin kulkua ja on sen vuoks motivoituneempi ja kiinnostuneempi
oppimaan matematiikkaa ja ratkaisemaan matemaattisia ongelmia. Kielentdmisen myéta myos
oppilaan kyky kayttéa puheessaan matemaattisen kielen eri tyyppeja kehittyy ja tdman seurauksena
hén voi osallistua matemaattisiin keskusteluihin. (Lee 2006, 69—70.) Lisdksi kun oppilaan ilmaisu
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ja ongelmanratkaisu keinot kehittyvét, han kykenee ratkaisemaan myos aiempaa vaativampia
matemaattisia ongelmia (mts. 4).

Matemaattisen idean esittamiskeino vaikuttaa paljon oppilaan ilmaisuun. Siksi olisi térkeda,
ettd oppilas saisi ilmaista asiansa haluamallaan tavalla. Joutsenlahden (20033, 192; ks. my6s Lee
2006, 3, 44) mukaan, oppilaan ilmaistessa asian omalla tavallaan opettgja ja muut oppilaat saavat
selkedn kuvan siitd, miten kielentdva oppilas on kéasitteen tai opiskeltavan asian ymmartanyt.
Oppilaan oman gjattelun kielentdmista apuna kayttéen opettgja siis pystyy havainnoimaan taman
gjattelua sekd seuraamaan ja tukemaan oppilaan oppimista ja kehittymistd (Joutsenlahti 2003a,
192, ks. Lee 2006, 2). Talodin opettga tulee tietoiseksi oppilaan gjattelusta, eikd hanen tarvitse
arvailla, mista oppilaan virheet johtuvat. Vaarinymmarrysten ilmaantuessa hén saa helposti selville
niiden syyt ja voi ndin ollen ohjata oppilasta laajentamaan matemaattista tietoaan ja/tai korjaamaan
kasitystédan tai ratkaisuprosessiaan. (Lee 2006, 3-4.)

Opettajan on myos hyva kiinnittéa huomiota oppilaan tuotoksesta antamaansa pal autteeseen,
koska tarkoituksenmukainen palaute auttaa oppilasta parhaiten. Palautteen annon seurauksena
oppilaan tulee tietdd, mitd han on tehnyt hyvin ja missa hanella on vield korjattavaa tai
parannettavaa. Hyva palaute auttaa oppilasta eteneméan oppimisessa. Jos oppilas e ymmarra
opettgjansa antamaa palautetta, e han mydskaén voi kehittda toimintaansa sen avulla. Erés tapa
antaa palautetta ja auttaa oppilasta etenemaddn on kysymysten esittaminen. Tall6in on térkeds, etta
kysymykset ovat oikeanlaisia eli sellaisia, jotka ohjaavat oppilasta pohtimaan ja oivaltamaan,
miten hanen tulee edetd. (Lee 2006, 56-57.) Opettgan tehtdvdna on myos vamistella
tarkoituksenmukaiset jarjestelyt tunnille (Joutsenlahti 2003a, 192), jotta oppilaiden kielentdminen

olisi mahdollisimman tavoitteellista.

3.3.1 Kirjallinen kielentdminen

Usein matematiikan sandlisen tehtdvan ratkaisu koostuu ainoastaan laskulausekkeesta,
laskutoimituksista ja tuloksesta — tai mahdollisesti vain jostain néistd (ks. Morgan 2001, 232).
Joutsenlahden (2009, 74) mukaan olisi kuitenkin térkedd, ettd matemaattisen ongelman
kirjallisessa ratkaisussa kaytettdisiin symbolikielen liséksi myds kuviokieltd, matematiikkaan
liittyv&a luonnollista kielta ja mahdollisesti my6s luonnollista kieltd. My6s Pimm (1987, 118-122)
esttag, ettd matematiikkaa voidaan esittéa kirjalisessa muodossa sanallisesti, symbolisesti tai
molempia hyddyntéen.

Joutsenlahden (2009, 72) mukaan peruskoulun matematiikan oppimateriaalit eivéat rohkaise

oppilasta kielentamaan kirjallisesti ratkaisuprosessiaan, silla ne ohjaavat kayttdmadan pelkéastdan
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matematiikan symbolikielellista esitystapaa. Ne ohjaavat oppilasta yleisesti saman kaavan mukaan:
muodostamaan lausekkeen ja laskemaan laskun. Koska symbolikieli on suppeaa, se el tue
monipuolisesti kielenkdyttn etuja matemaattisen gjattelun ilmaisemiseksi. (Mts.) Kun oppikirja ei
ohjaa oppilasta kielentamaén, ei ole ollenkaan ihme, ettd sanallisen tehtdvan ratkaisu sisaltéa vain
symbolikielella esitetyn laskun tai pahimmassa tapauksessa vain pelkan tuloksen. Tasta johtuen
oppilaan gjattelu ja ratkaisuprosessi eivét tule ndkyviksi ratkaisun tarkastelijoille. Siksipa pelkkaa
matematiikan symbolikielta sisiltava niukka esitys voi jéada tehtdvaa tuntemattomalta ikatoverilta
(Joutsenlahti 20033, 188) tai opettgjalta ymmartamatta.

Luonnollisen kielen ja kuvioiden kaytto kirjallisessa ratkai suprosessi ssa auttaa Joutsenlahden
(2009, 74) mukaan sekd oppilasta ettd muita ratkaisun tarkastelijoita, vaikka toisaalta rikas
kielenkaytto kirjallisessa esityksessa tyollistdakin oppilaita. Usein oppilaat ndkevétkin kirjallisen
kielentdmisen vaikeana ja tyolaana (Morgan 1998, 71). Joutsenlahti (2003b, 11) on kuitenkin sitd
mieltg, etta kirjallisen kielentamisen hyodyt ovat niin suuria, etta sen kéyttdminen on perusteltua
tyolaydestddn huolimatta (ks. Lee 2006, 61), silla se parantaa kastteiden ymmaértamista ja
argumentointitaitoja.  Morgan (2001, 233) puolestaan perustelee kirjallisen kielentdmisen
valttaméattomyytta tiedon jakamisella muille oppilaille ja opettgalle seké gjatusten jasentamisella
itse kielentavélle oppilaalle. Koska kirjallinen kielentaminen selkiyttéd oppilaan matemaattista
gjattelua, se ndin ollen myds kehittéa oppilaan matemaattista ymmarrysta ja edistda oppimista
(mts. 233; Shield & Swinson 1996, 35).

Joutsenlahti (2009, 75) ja Morgan (2001, 234) molemmat pitavat térkeand, etta
kielentdmisprosessista jéa jonkinlainen konkreettinen tuotos, johon voi tarvittaessa palata yha
pystyy palaamaan prosessissaan taaksepain reflektoiden ja tarvittaessa muuttaen sitda (Morgan
2001, 234). Kielentdmisen toteuttaminen Kkirjallisesti takaa myGds opitun asian paremman
muistamisen (Lee 2006, 1).

Morgan (2001, 235) esittda, etta kielentémisen avulla voidaan muuttaa oppilaiden asenteita
matematiikkaa kohtaan positiivisempaan suuntaan: monet gjattelevat matematiikan olevan erilléan
muusta ihmisen toiminnasta, mutta kielentamisen avulla se tuodaan |&hemmaksi ihmisen
kokemusmaailmaa. Matemaattisten taitojen ja tietojen hallitsemisen osoittaminen térkedksi
arkieldmassd saattaa motivoida ja siten myos orientoida oppilasta tavoittedlisempaan
matematiikan opiskeluun. Kielentdmisessa pitdd Morganin (2001, 235) mukaan kuitenkin ottaa
huomioon my6s oppilaan kielelliset taidot seka asenteet Kirjoittamista kohtaan. Jos oppilas kokee
kirjoittamisen epamieluisana tai vaikeana, matematiikan Kirjallisen kielentdmisen vaatimus tuskin

muuttanee oppilaan asennetta matematiikasta positiivisempaan suuntaan.
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Kirjallisesti kielennetyssa esityksessd ajattelu- ja ratkaisuprosessi on my0s muiden,
erityisesti opettgan, tarkasteltavissa. Koska opettgat kayttavat oppilaiden kirjallisia tuotoksia
yhtena térkedna osana matematiikan arviointia, ovat kirjallisesti kielennetyt esitykset hyva apu
oppilaan taitoja kartoittaessa. Kirjallinen esitysmuoto e kuitenkaan ole ongelmaton: Morgan
(2001, 237) muistuttaakin, ettd lukijan tulee gjatella tekstia aina sen kontekstissaan ottamalla
huomioon muun muassa kielentdvan oppilaan omat kokemukset, koska niilla on vaikutusta niin
esityksen muotoon kuin sisdltoéon. Kuitenkin kéyttéessaan useita arvioinnin eri keinoja opettaja saa
Morganin (2001, 237) mukaan oppilaan taidoista kattavamman kuvan. (Ks. myods Masingila &
Prus-Wisniowska 1996, 95-103.) Taman vuoks matemaattisten taitojen arvioinnissa kannattaakin
kayttaa pelkkien symboliesitysten lisdksi myos kirjallisesti kielennettyja esityksia

Verrattuna suulliseen kielentamiseen Kkirjallisesti kielentdesséan oppilaalla on enemman
aikaa pohtia ilmaisuaan sekd selkeyttéd ja konstruoida omia ajatuksiaan. Toisaalta suullisesti
jarkevyydesta ja oikeellisuudesta. Lisdks han saa kuulijoilta tarvittaessa myds apua ja tukea
esitykseensa vuorovaikutuksellisessa tilanteessa. Nain ollen, ilman niin sanottuja kuulijoita,
kirjallisen esityksen ollessa kyseessa lukijoita, kirjallisesti kielennetyn ratkaisun taytyy olla
selkedmpi ja ymmaérrettdvampi kuin suullisen esityksen, koska sen lukijalla el vélttamétta ole
mahdollisuutta kysya kielentgjalta selventavia kysymyksia. (Morgan 2001, 233, Pimm 1987, 115.)
Tasta johtuen kirjalinen kielentdminen osoittautuu usein  suullista  kielentamista
haasteellisemmaksi ja hitaammaksi. Kielentaminen kirjallisesti voi myos hidastaa joidenkin
oppilaiden matemaattisia saavutuksia, silla he saattaisivat edeta nopeammin ilman kirjoittamisen
vaatimusta (Morgan 1998, 71).

Lee (2006, 81) huomauttaa, etta kirjallisen kielentdmisen kéytto e ole aina tarpeellista ja
perustdtua.  Kirjallista kielentdmistd el pida kayttda esimerkiksi silloin, kun lasketaan
yksinkertaisia paassdlaskuja tal silloin, kun olisi térkeda keskustella vaikkapa oman kasityksensa
selkiyttamiseksi. Joskus kirjoittamisen vaatimus saattaa myos keskeyttdd oppilaan gjatuksen, eika
siten auta oppilasta etenemaan tyossédn. Leen mielestéa kirjallisesti kielentdminen ei myodskaan ole
tarpeellista ryhmétoité tehdessa. (Mts. 81.) Toisaalta kirjallisen kielentdmisen kéyttd ryhmétyota
tehdessa on perusteltua esimerkiksi silloin, kun kyseisté tydtapaa ja oman matemaattisen gjattelun
ilmaisemista harjoitellaan. Seuratessa toisten oppilaiden ilmaisua, voi 16ytda uusia keinoja myos
omaan ilmaisuun ja ongel manratkaisuun. Vaikka Lee (2006, 81) |0ytéa kirjallisesta kielentémisesta
huonojakin puolia, han kuitenkin ndkee asian niin, ettd on olemassa runsaasti tilanteita, joissa
kirjallinen kielentdminen on perusteltua. Esimerkiksi, kun tarvitaan konkreettista esitysta

kielentdmisestd ta oppilaan taytyy kertoa omasta prosessisaan muille, on kielentamisen
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esittaminen kirjallisesti aheellista. Kielentéminen on perusteltua myos silloin, kun oppilas
tyoskentelee hiljaisesti yksin tai kun hén ratkaisee vaikeaa monivaiheista tehtévéa. (Mts. 81.)
Edellisten perusteella nayttéisi siis silt, etta kirjallista kielentamista el kannata valttamétta kayttaa
aina, vaan vain silloin, kun se on tarkoituksen mukaista oppimisen kannalta. Opettagjan taytyy
pohtia, milloin ja mink&laisissa oppimistilanteissa se hanen ryhméll&an olisi tavoitteellista

Omassa tutkimuksessamme tarkastelumme keskittyy siihen, miten oppilaat hyotyvéat
matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentamisesta sanallisten tehtévien ratkaisuvalineena seka,
miten opettgjat hyotyvét tyossdan oppilaiden kielennetyista tuotoksista. Joutsenlahti (2009) on
luonut ratkaisumalleja, joiden avulla sanallisia tehtévid voi ratkaista kirjallista kielentémista apuna
kayttéen, ja joita olemme myds itse tutkimuksessame hyddyntaneet. Seuraavaks tarkastelemme

kyseisia malleja ja niiden kayttoa koulumatematiikassa.

3.3.2 Sanallisten tehtavien ratkaisumallit

Joutsenlahti (2009, 78-82) on kehittanyt nelja sanalisten tehtévien ratkaisumallia: standardi-,
kertomus-, tiekartta- ja paivakirjaamallin. Néiden lisdksi han [6ys tutkimuksessaan syksylla 2009
vield yhden ratkaisumalin, jonka hé&n nimes kommentti-malliks (Joutsenlahti 2010).
Ratkaisumallit toimivat malliesimerkkeina rakenteista, joiden mukaan matematiikan sanallisen
tehtdvan voi ratkaista. Han kuitenkin painottaa, etta esitetyt mallit ovat hypoteettisia ja siksi niiden
kehittdminen vaatii kenttatutkimusta. (Joutsenlahti 2009, 82.) Nyttemmin mallga on kaytetty
Joutsenlahden tutkimuksessa seka omassa, aikaisemminkin mainitsemassamme kandidaatin
tutkielmassamme.

Standardi-mallilla (kuvio 2, liite 1) Joutsenlahti (2009, 78) tarkoittaa perinteista mallia, johon
peruskoulun oppikirjatkin yleensd ohjaavat. Taa mallia kayttéessa tarkeimpédna el pidetd
ratkaisijan tai edityksen tarkastelijoiden ymmarrystd, vaan esitystavan sd@nnonmukaista
noudattamista ja standardi-mallilla toteutetussa esityksessd kaytetdankin pelkastéan vain
matematiikan symbolikieltd. (Mts. 78.) Usein oppikirjat ohjaavat noudattamaan standardi-mallin
mukaista esitystapaa, jolloin matematiikan rekisteriin liittyvéa ilmaukset ja esitystavat eivé ole
monipuolisesti kaytossa. Néin ollen kirjallisesti matematiikassa kaytettava kieli el juuri vaihtele,
vaan hyodyntéd suurimmaksi osaksi symbolikieltd Neljdssa muussa edella mainitussa
Joutsenlahden (2009, 79-81) kehittelemassd kielentdmismallissa odotetaan  kaytettdvan
monipuolisesti kaikkia matemaattisen kielen tyyppegd Taldin kielen vaihtelu on sen
kayttotilanteessa rikkaampaa ja tehtéavien esityksissd on mahdollista hyddyntdd koko matematiikan
rekisteria
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Kertomus-mallissa (kuvio 2, liite 2) ratkaisuprosessi etenee vaihe vaheelta siten, etta
jokainen vaihe kuvataan sanallisesti ja mahdollisesti myds kuvio(ide)n avulla. Tyypillisesti
mallissa kerrotaan véliotsikoiden avulla, mitd seuraavana aiotaan selvittéa ja miksi. Tall6in
matemaattinen esitys on myds lukijan ymmarrettavissa ja helposti seurattavissa, minka johdosta
hé&nen on helppo arvioida ratkaisua ja havaita, mistd mahdolliset puutteet tai virheet johtuvat.
Laskulauseke laaditaan vasta prosessin lopussa eikad alussa kuten tavallisesti, koska sen gjatellaan
tilvistavan ratkaisuprosessi symbolikielelle. (Joutsenlahti 2009, 79.)

Standardi-malli Keromus-malli

Luonnolingn kialis Euiviokial

M atermatiitian symboliia

Lionnolingn Kiells Eaviokiel

M atermatiitan syrmboliie
Matermatiitian sy rrboliiaf Luonnolinan kil &kl

M atermatiitian symboliia

Luonnolingn kel Kuiviokial

TEHTAILAN RATEAISL

Matematilian syrmbaliciel

¥ Lyonnoiinen Ll

KUVIO 2. Standardi- ja kertomus-mallit (Joutsenlahti 2009, 78).

Tiekartta-mallissa (kuvio 3, liite 3) ratkaisuprosessin kulku esitetdan ja perustellaan aluksi
kokonaisin lausein seké tarvittaessa myds kuvioin. Mainittuja matemaattisen kielen tyyppeja apuna
kayttéen ratkaisija jasent@é itselleen koko prosessin kulun ja antaa siten lukijalle vélineen, jolla
esityksen etenemisen saa selville. Kun prosessin kulku on esitetty sanallisesti, muutetaan se
symbolikielen laskulausekkeeksi. Taman jalkeen ratkaistaan tehtdvd edelle esitetyn reitin
mukaisesti matematiikan symbolikielellg, jolloin mallin loppuosa on vastaava kuin standardi-malli.
Tasta johtuen voidaan ajatella, ettd niin standardi- kuin tiekartta-mallissa prosessi etenee samalla
tavalla, mutta tiekartta-mallissa tehddan nékyvaks gjattelu, joka standardi-mallissa j&4 esityksen
seuragjilta piiloon. (Joutsenlahti 2009, 80.)

Paivakirjaamallin (kuvio 3, liite 4) tarkoituksena ei niink&an ole prosessin ymmarrettavaksi
tekeminen lukijoille vaan ratkaisijan oman gjattelun jasentdminen. Ongelmanratkaisija kayttéa

prosessissaan padsaantOisesti standardi-mallia, mutta tarvittaessa han jasentda ja selkiyttdd omaa
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gjatteluaan kirjallisesti kielentamélla. (Joutsenlahti 2009, 80-81.) Kommentti-mallissa (kuvio 4,
liite 5) puolestaan tuotos on kahdessa sarakkeessa siten, etté ensin kielent&gja ratkaisee vasemmalle
puolelle laskutoimituksen matemaattisella symbolikielelld, jonka jalkeen han kommentoi vaihetta
oikeaan sarakkeeseen luonnollisella kielella ja/tai matematiikan liittyvalla luonnollisella kielella
(Joutsenlahti 2010.)

Tiekartta-rmalli Pam akirja-malli
Matermatiian symbaliie
B
=L
S
T Liannaifinen &gl B kel
=
=
o g L
b || Matemnatitkan symbolikiel ) -
H Matermatifian symboniies
W L uannoiinen kil Lyannafingn fiafl

KUVIO 3. Tiekartta-ja Paivakirja-mallit (Joutsenlahti 2009, 80).

Kommentti-malli

Matematiikan Luonnollinen
symbolikieli

KUVIO 4. Kommentti-malli (Kuvio tehty mukaillen Joutsenlahden (2009) luomia
esimerkkikuvioita kielentdmismalleista.)
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Kaikissa kielentdmismalleissa vastaus annetaan esityksen lopussa kokonaisena virkkeend,
vastaukseensa tarvittavat yksikot. Koska alkuperdinen ongelma on esitetty luonnollisella kielell§,
on luonnollista esittdd myos vastaus luonnollisella kielella. (Joutsenlahti 2009, 81.) Nain ollen
vaikka konteksti on matemaattinen, oppilas el kéyta ainoastaan matematiikan rekisteriin lukeutuvia
esitystapoja jaltai -muotoja vaan hén kayttéa myos luonnollisen kielen, kuviokielen ja kirjoitetun
ta puhutun kielen rekisterin sisaltdmia ilmaisukeinoja niin kuin rekisterit edellyttavat. Oppilas siis
kayttaa kielta seka kielen rekistereja monipuolisesti, mika vahvistaa hanen kielellisia valmiuksia
niin matemaatti sessa yhteydessa kuin muutenkin.

3.3.3 Matemaattisen ajattelun kielentdminen perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteissa

Seuraavassa  tarkastelemme matemaattisen gjattelun kielentamisen ilmenemista
opetussuunnitelmassa, jolla tarkoitamme opetushallituksen perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteita vuodelta 2004. Kasittelemme kielentdmistd vuosiluokkien 3-5 sekéa 6-9 tavoitteiden
mukaisesti ja lisdksi tarkastelemme, miten viidennen luokan ja yhdeksdnnen luokan hyvan
osaamisen kriteerit ottavat kielentéamisen huomioon.

Yleisesti ottaen opetussuunnitelma ohjaa kehittémé&n muun muassa gattelu-,
ongelmanratkaisu- ja sosiaalisiataitoja ja nain ollen opetuksessa kaytettavien tyotapojen pitéisikin
tukea oppilaiden keskindaistd, vuorovaikutteista oppimista. (Opetushallitus 2004, 19.) Myo6s
matematiikka on perusopetuksen opetussuunnitelman (Opetushallitus 2004, 158) mukaan ndhtavéa
sosiaalista vuorovaikutusta edistavand. Molempien tarkastelemiemme luokka-asteryhmien
tavoitteissa esitetdan, ettd oppilaan tulisi kyetd perustelemaan toimintaansa ja paatelmiéan.
Vuosluokilla 3-5 oppilaan tulisi oppia esittamaan ratkaisujaan muille, kun taas ylemmilla luokilla
hénen pitdisi osata ilmaista gjatuksiaan yksiselitteisesti. Lisaksi molempien ryhmien tavoitteisiin
kuuluvat kysymysten kysyminen ja p&dtelmien esittdminen havaintojen perusteella. (Opetushallitus
2004, 161-165.)

Y lipdétéédn matematiikan opetuksen tulisi antaa mahdollisuuksia matemaattisen gattelun
kehittdmiseen (Opetushallitus 2004, 158), ja vuosiluokkien 3-5 yhtena olennaisena tavoitteena
onkin matematiikan opetuksessa kehittéd matemaattista gjattelua (Opetushallitus 2004, 160).
Vuosluokilla 6-9 painotetaan matemaattisten gatusten esittémistd, silla yksi keskeisimmista
perustaidoista on harjoitella tasmallisga ilmaisua (Opetushallitus 2004, 163). Tahan liittyy

olennaisesti kasitteiden kaytto ja ymmartaminen, silla ilman matemaattisia kéasitteitd, on vaikeaa
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ilmaista matemaattista gjattelua tai prosessia tasmallisesti. Kasitteiden kayttdminen puolestaan on
yhteydessa kielentdmiseen, kuten ajatusten esille tuominenkin. Molempien luokka-asteryhmien
tulisikin opetussuunnitelman (Opetushallitus 2004, 160-167) mukaan kyeta kayttdmaan kasitteita
monipuolisesti.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet vaativat oman agjattelun kielentamista
varsinkin vuosiluokilla 3-5, sillé ne asettavat tavoitteeksi, etta "oppilas perustelee toimintaansa ja
padtelmiddn seka esittdd ratkaisujaan muille” (Opetushallitus 2004, 161). Vuosiluokilla 6-9
kehitetédn loogista gjattelua vaativia toimintoja ja kyseisten toimintojen kautta harjoitellaan myds
gjattelun esittamista unohtamatta gjattelun tukemista muun muassa piirroksin (Opetushallitus 2004,
164). Lisaksi vuosiluokkien 6-9 akana harjoitellaan matemaattisten tekstien tuottamista
(Opetushallitus 2004, 164), eli kielentamista vaaditaan ylemmill& luokilla jopa kirjallisena. Tama
el kuitenkaan ndy pééttdarvioinnin kriteerieissa arvosanalle kahdeksan yhdeksannen luokan
jalkeen, silld arviointiperusteiden mukaan oppilaan — saadessaan vahintéan arvosanan kahdeksan —
tulis kielentéd ainoastaan suullisesti: "[oppilas] osaa kayttéa puheessaan loogisia elementtgja
kuten ja, tai, jos niin, e, on olemassa, el ole olemassa’ ja funktioiden yhteydessa oppilaan tulisi
kyetd kertomaan sanallisesti lukujonon muodostumisen pohjalla olevan séédnnotn (Opetushallitus
2004, 165-166). Vadaavasti viidennen luokan jalkeen hyvin matematiikkaa osaavan oppilaan
pitaisi pystyd kayttaméan matematiikkaan liittyvia késitteitd ongelman ratkaisussa ja kyetd
esittamaan niitd muun muassa kuvin, symbolein, sanoin ja luvuin. Oppilaalta edellytetddn myods
taitoa kuvata reaalimaailman tilanteita ja ilmiditd matemaattisesti kayttéen apunaan esimerkiksi
vertailua ja luokittelua. Taman lisdksi oppilaan pitdisi pystya "kommunikoimaan havainnoistaan ja
gatuksisaan monipuolisesti, toimimalla, puhumalla, kirjoittamalla ja symbolien avulla".
(Opetushallitus 2004, 160-163.) Vaikka viidennen luokan hyvan osaamisen kriteerit painottavat
enemman suullista kuin kirjallista kielentamistd, on kirjallinen kielentdminen mainittu muun
kielentdmisen joukossa.

Kuten yll& olevasta voidaan péételld, oppilaalta edellytetédn matemaattisen kielentdmisen
taitoa. Taito el ole pelkastddn yhteydessa koulumatematiikkaan, vaan opetuksella pitdisi pyrkia
antamaan oppilaalle valmiuksia toimia my6s matematiikkaa vaativissa jokapéaivaisissa tilanteissa.
Kielentdminen puolestaan on téssi avainasemassa, silla kuten aikaisemmin olemme todenneet,

kielentdmisen avulla voidaan jasentd8 omia g atuksia ja reflektoida ympérill & olevaa maailmaa.
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4 OPPILAS MATEMATIIKAN OPPIJANA

Aiemmassa tutkimustaustassa on kéynyt ilmi, ettd oppilaiden matematiikkakuvat poikkeavat
toisistaan. Matematiikkakuvalla nayttéisi olevan vaikutusta matematiikkaan ja sen osa-aueisiin
muutoinkin monin eri tavoin. Tutkimuksissa on myods havaittu, ettéa sukupuolten valilla on eroja
matematiikassa, kuten sen osaamisessa eri osa-alueilla ja matematiikkakuvissa. Myds aidinkielen
eri osa-alueilla on |6ydetty sukupuolten valisia eroja. (ks. essm. Huisman 2006, L appalainen 2003,
2008, Linnakyla, Kupari, Tornroos & Reinikainen 2005, Niemi 2004, 2008.) Edella mainittujen
gyiden perusteella onkin tehty oletuksia siitg, ettd tytot saattaisivat kokea mieluisammaks ja
hyodyllisemméksi oman &didinkielen kayton matemaattisia ongelmia ratkaistessa (Joutsenlahti
2010, 73; Linnakyld ym. 2005, 112). Onkin siis oleellista tutkia matemaattisen ajattelun kirjallisen
kielentamisen hyotyja ohella my6s sitd, onko oppilaan matematiikkakuvalla, osaamisella
didinkielessd ja matematiikassa sek& sukupuolella yhteyttd kirjallisen kielentamisen hyddyn
kokemiseen sanallisia tehtdvid ratkaistessa. Seuraavaks perehdymmekin siihen, mité
matematiikkakuva tarkoittaa seka tarkastelemme suomalaisten lasten matematiikkakuvia yleisesti
ja sukupuolen kannalta aiemman tutkimuksen pohjalta. Lisdksi, aiempaan tutkimustaustaan
nojaten, tarkastelemme myo6s sukupuolten valisid eroja matematiikan osaamisessa seka hiukan

my0s didinkielessa ja kirjoittamisessa.

4.1 Matematiikkakuva

Matematiikkakuva koostuu yksilon subjektiivisista tunteista ja tiedoista, joihin hanen asenteensa ja
uskomuksensa seka kasityksensa matematiikasta ovat liitoksissa (Pietila 2002, 23). Kaasila,
Hannula, Laine ja Pehkonen (2007, 350) jakavat matematiikkakuvan Pehkosen ja Pietilan sekd Op
't Eynden, de Corten ja Verschaffelin jaottelujen pohjalta kolmeen komponenttiin:

1) uskomukset itsestd matematiikan oppijana ja opettgana

2) uskomukset matematiikasta, sen opetuksesta ja oppimisesta seka

3) uskomukset sosiaalisesta kontekstista, jossa oppiminen ja opettaminen tapahtuvat.

Pietila (2002, 24) sisdlyttéd ensmmaiseen, itsed8n koskevia uskomuksia kéasittelevadn

komponenttiin matematiikkaan liittyvét tavoitteet ja motiivit, tunteet matematiikkaa kohtaan seka
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arvion omigta kyvyista ja taidoista matematiikan opiskelussa. Toisen, matematiikan oppimisen ja
opettamisen uskomuksia kasittelevén komponentin hén gattelee koostuvan kasityksistd ja
uskomuksista matematiikan oppimisesta ja opettamisesta seka siitd, mitd ja minkdaista
matematiikka on. (Mts. 24, vrt. Pehkonen 1998, 47-48.) Kolmanteen, sosiaaliseen kontekstiin
liittyvia uskomuksia koskevaan, komponenttiin siséltyy uskomukset luokan sosio-matemaattisista
normeista sek& uskomukset luokan sosiaalisista normeista, joihin liittyvéat oppilaiden ja opettajan
roolit jatoiminta (Op 't Eynde, de Corte ja Verschaffel 2002, 28).

Pehkosen (1998, 47) mukaan matematiikkakuvan jakaminen erillisiin osa-alueisiin on
keinotekoista, silla todellisuudessa monet uskomukset sisdltyvét useisiin eri matematiikkakuvan
osa-dueisiin. Kuitenkin matematiikkakuvan jakaminen komponenttethin on hanen mielestdan
perusteltua, silld se selventaé ja auttaa jasentdamédan matematiikkakuvaa. (Mts. 47.)

Pietilan (2002, 22) mukaan matematiikkakuvan komponentit koostuvat tiedosta, tunteista,
uskomuksista, kasityksistd ja asenteista. Tieto on jaoteltavissa objektiiviseen ja subjektiiviseen
tietoon (mts. 20). Objektiivinen tieto on yleisesti hyvaksyttya ja usein se myos perustuu tieteellisiin
tutkimuksiin (mts. 20, ks. myos Furinghetti & Pehkonen 2002, 43). Subjektiivinen tieto ei
puolestaan ole objektiiviseksi hyvaksyttyd, mutta yksilo pitéa sitd kuitenkin totena (Furinghetti &
Pehkonen 2002, 43). Objektiivinen ja subjektiivinen tieto saattavat joskus olla pééllekkéisia
esimerkiksi siind tapauksessa, etté yksilon subjektiivinen tieto hyvaksytdan yleisesti objektiiviseksi
tiedoks (Pietila 2002, 20).

Tunteet ovat Pietilan (2002, 21) mukaan seké positiivisia etta negatiivisia tuntemuksia, jotka
ilmenevét ja katoavat yleensd suhteellisen nopeasti. Tunteet syntyvét ihmisen tulkitessa tilanteita,
mista johtuen ne saattavat vaihdella suurestikin tilanteesta riippuen. Tunteissa ja tiedoissa on
nahtavissa pédallekkaisyyttd, silla yksilolla voi olla tietoa tunteesta tai tieto saattaa synnyttdd
erilaisiatunteita. (Mts. 21.)

Uskomukset ovat yksilon henkilokohtaisia nékemyksid, jotka vaikuttavat héanen
toimintaansa, mutta jotka harvemmin ovat kuitenkaan yleisesti hyvaksyttyja objektiivisia tietoja
(Pietila 2002, 22). Pietilan (2002, 22) mukaan uskomukset koostuvat pelkéastdan subjektiivisesta
tiedosta tai seka subjektiivisesta tiedosta etta tunteesta. Pehkonen (1995, 12; ks. myds Furinghetti
& Pehkonen 2002, 43) kuitenkin esittad, ettd uskomukset ovat yksilon vakiintunutta subjektiivista
tietoa, joka sisdtéa myds hanen tunteitaan. Tiedon ja uskomuksen erottaminen toisistaan voi
joskus olla vaikeaa, sillatieto on aina sidoksissa alkaansa ja saattaakin siks muuttua gan kuluessa
(Pehkonen 1998, 50-51). Toisin sanoen aiemmin totena pidetty asia saattaa gjan kuluessa muuttua
uskomukseksi tai toisin pain. Kasityksiksi kutsutaan uskomuksia, jotka yksilo itse tiedostaa (Pietila
2002, 22).
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McLeodin mukaan yksilolla on matematiikkaan liittyvia asenteita. Ne koostuvat melko
pysyvista vaikkakin intensiivisista tunteista. (Pietila 2002, 22.) Nama asenteet ovat osittain
paallekkasia uskomusten kanssa, silla molempiin liittyy seka tunteita ettd subjektiivista tietoa. Ne
kuitenkin eroavat siten, ettd asenteisiin liittyy selkeésti enemman tunnetta, kun taas uskomuksiin
liittyy enemman tietoa. Asenteet syntyvét uskomusten perusteella, kun yksilo arvioi onnistumisen
tal epdonnistumisen syitd omien uskomustensa pohjalta. (Pietila 2002, 22.)

Pehkonen (1995, 23) toteaa, ettd oppilaan matematiikkakuvaan vaikuttavat myos hanen
[ahiympéristonsd jasenten matematiikkakuvat. Esimerkiksi se, millaisia matematiikkakuvia yksilon
ystavilla, luokkatovereilla, vanhemmilla, sukulaisilla sekd matematiikan opettgalla ja muilla
opettgjilla on saattaa vaikuttaa oppilaan oman matematiikkakuvan muotoutumiseen (mts. 23).
Opettajan onkin siis tiedostettava oma matematiikkakuvansa ja pohdittava, miten se oppilaille
ilmenee.

Oppilaan oma matematiikkakuva ohjaa hanen toimintaansa matematiikan opiskelussa
Esimerkiksi oppilaan motivaatio, aiemmat matematiikkakokemukset sek& matematiikan taidot ja
tarpeet oppijana vaikuttavat sithen, miten oppilas toimii matemaattisissa yhteyksissa. (Pehkonen
1995, 22). Opiskelukokemukset taasen ovat yhteydessd matematiikassa menestymiseen,
itsetuntoon ja itsetyytyvaisyyteen. ltsetunto puolestaan vaikuttaa matematiikan opiskeluun ja
opiskelun kautta saadut kokemukset matematiikkakuvaan. (Pietila 2002, 19.)

Suomalaislasten matematiikkakuvista kansallisia tutkimuksia ovat tehneet Opetushallituksen
ohella my6s yksittéiset tutkijat. Niemi (2004) on tutkinut kuudesluokkalaisten asenteita
matematiikka kohtaan vuonna 2000. Tutkimuksessa oppilaat vastasivat kysymyksiin, jotka
koskivat heidan kasityksidan itsesta matematiikan oppijina seka suhtautumista matematiikan
oppiainetta ja opiskelua kohtaan (mts. 147). Oppilaiden asenteet matematiikkaa kohtaan olivat
jonkin verran myonteisid. Asteikolla yhdesta viiteen arvo kolme tarkoittaa neutraalia asennetta,
kun sen dlittavat arvot kielteista ja ylittédvat myonteista asennetta. Oppilaat uskoivat omaan
matematiikan osaamiseensa, silla summamuuttujan keskiarvoks tuli 3,48. Myds omaan rooliinsa
oppijana oppilaat suhtautuivat myonteisesti (ka=3,31), sill& useimmat ndkivét olevansa lahjakkaita
ja jaksavansa ponnistella oppimisen eteen. Suhtautuminen matematiikkaan oppiaineena oli myds
myonteista (ka=3,29). Yleisesti ottaen oppilaat siis kokivat viihtyvansa matematiikan tunneilla ja
pitavansa matematiikan opiskelusta. Asenne matematiikan hyotymista kohtaan oli muista poiketen
neutraali (ka=3,01). (Mts. 147—-152.)

Niemi (2008) kartoitti kuudesluokkalaisten asenteita uudelleen vuonna 2007. Hanen
tutkimuksensa selvitti oppilaiden matematiikasta pitamistd, kasitysta oppiaineen hyddyllisyydesta
seka oppilaan kasitysta omasta osaamisestaan. Talla kertaa, aiemmagta tutkimuksesta poiketen,
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oppilaat kokivat matematiikan olevan oppiaineena heille hyodyllinen (ka=1,2 asteikolla -2— +2).
Myos késitys omasta osaamisesta oli myonteinen (ka=0,5). Oppiaineesta pitdminen oli kuitenkin
neutraalia (ka=0,0). Asennekartoituksen keskiarvoksi tuli 0,5, minka perusteella néyttda silta, etta
oppilaat asennoituvat matematiikkaa kohtaan myonteisesti. Sukupuolten vdlilla oli kuitenkin
hiukan eroja asennoitumisessa, silla poikien asennevéittamien keskiarvo oli 0,6 ja tyttdjen 0,5.
(Mts. 44-45.)

Huisman (2006) tutki vuonna 2006 kolmasluokkalaisten suhtautumista matematiikan
opiskeluun. Tulosten mukaan oppilaat suhtautuivat matematiikan opiskeluun myonteisesti
(astelkolla 1-4 keskiarvo oli 3,1). Sukupuolten valilla oli ndhtévissd hiukan eroja siten, etta
poikien suhtautuminen oli tytt6j& myonteisempaa (tytot ka= 3,0, pojat ka= 3,1). Edella mainittujen
tutkimustulosten perusteella voimmekin siis todeta, ettd suomalaisten alakouluikisten lasten
asennoituminen matematiikkaa kohtaa on hiukan myonteistd. Kuitenkin siten, ettd pojat

asennoituvat matematiikkaan jonkin verran tyttja myonteisemmin.

4.2 Matematiikka ja sukupuoli

Sukupuolierot matematiikassa ovat herdtténeet ja heréttavdt edelleen kohtalaisen paljon
tutkimuksellista huomiota niin kansallisesti kuin kansainvalisesti. Esimerkiksi Opetushallituksen
teettamat kansalliset oppimistulosten arvioinnit ja kansainvéliset PISA-tutkimukset tarkastelevat
oppilaiden taitoja muun muassa sukupuolen n&kokulmasta. Yleisen keskustelun perusteella
voidaan todeta, ettd erot matematiikan osaamisessa painottuvat paasdantoisesti poikien
paremmuuteen, vaikka erot ovat kuitenkin pienid. Lisdksi tutkimukset ovat oppilaiden saavutusten
ohella painottuneet ainakin matematiikkaan liittyviin asenteisiin ja valintoihin. (Ks. mm. Meyer &
Fennema 1988; Hanna 1996; Grevholm & Hanna 1995; Hannula, Kupari, Pehkonen, Résanen &
Soro 2004, 170; Leder 1992, 597-608; Walkerdine 1998.)

Sukupuolten valiseen tasa-arvoon koulutuksessa on viime vuosikymmenina Kiinnitetty
erityishuomiota, ja sitd on kartoitettu kaikissa kansainvélisissd arvioinneissa kuten PISAssa
(Linnakyld, Kupari, Tornroos & Reinikainen 2005, 105). Yks kasvatustavoitteista peruskoulussa
onkin sukupuolten valinen tasa-arvo, misté johtuen opetuksen seurauksena e sukupuolten valilla
tulisi olla eroja osaamisessa eikd asenteissa (Hannula ym. 2004, 170). Kuitenkin muun muassa
Meyer ja Fennema (1988, 407) korostavat sitd, etta matematiikan osaamisessa ja kinnostuksessa on
eroja poikien ja tyttdjen valilla Erot ovat pienid alakoulussa, mutta suurenevat jatkuvasti ja ovat
voimakkaimmillaan aikuisidssa (Meyer & Fennema 1988, 407). Monissa tutkimuksissa seka

kansallisesti etta kansainvélisesti on |0ydetty eroja sukupuolten vélilla (Hannula ym. 2004).

34



Kansainvdlisesti 15-vuotiaiden nuorten oppimistuloksia tarkastellaan ainakin PlSA-tutkimuksen
perusteela. Tutkimuksessa Kkartoitetaan lukutaidon, matematiikan, luonnontieteiden ja
ongelmanratkaisun taitoja (OECD). Kansallisesti Suomessa oppimistulosten kartoitusta tekee
puolestaan Opetushallitus. Seuraavassa tarkastelemme lyhyesti tyttdjen ja poikien vélisia eroja
muun muassa oppimistuloksissa ja asenteissa erityisesti matematiikan kohdalla

Vuoden 2003 PISA-tutkimuksessa on tyttGjen ja poikien valilla havaittu pienid eroja
matematiikan osaamisessa (Linnakyla ym. 2005, 108). Tutkimuksessa tuli ilmi poikien pieni
paremmuus tyttjen suorituspistemaériin verrattuna, silla sukupuolten vélisten keskiarvojen ero oli
7 pigtetta (tytot 541 ja pojat 548 pistettd). Tulos on kuitenkin tilastollisesti merkitseva. Samassa,
vuoden 2003 PISA-tutkimuksessa, on todettu matematiikan osaamisen olevan kaikista vahvimmin
yhteydessi ongel manratkaisuun. (Linnakyla ym. 2005, 108, 112). Nan ollen voisi gatella poikien
suoriutuvan paremmin ongelmanratkaisussa, mutta tulos olikin péinvastainen: tytét (553 pistettd)
osoittivat paremmuutensa poikiin verrattuna 9 pisteelld (Linnakyla ym. 2005, 113). Tama on
mahdollisesti selitettavissa tyttdjen paremmilla tuloksilla lukutaidossa, silla Linnakyla ja muut
(2005, 112) edittavat, ettd paemmuus lukutaidossa ja positiivisempi asennoituminen koulua
kohtaan saattaisivat edistéé tyttojen tekstitaitoja vaativia ongelmanratkaisukykyja. Néin ollen voisi
gjatellakirjallisen kielentédmisen matematiikan sanallisten tehtavien yhteydessa hyodyttavan tyttoja
enemman kuin poikia. Vastaavasti Niemen (2004) tutkimuksen perusteella vois olettaa tyttdjen
menestyvan paremmin matematiikassa kirjallisen kielentamisen avulla, koska tyt6t suoriutuivat
tuottamistehtévissad paremmin kuin pojat. Myds Joutsenlahti (2010, 73) esittéa gatuksensa giita,
etta tytot saattaisivat kayttda kirjallista kielentamista mielelldén tyovélineeng, silla se antaisi
heidan kayttda luonnollista kieltd matematiikan tehtavien ratkaisussa. Han perustaa gattelunsa
tutkimustuloksiin, joiden mukaan tyt6ét ovat lukutaidoltaan, kielentuntemukseltaan ja
kirjoitustaidoltaan poikiin verrattuna parempia sek& suhtautuminen adinkieleen ja sen opiskeluun
on tyttdjen osalta positiivisempaa kuin poikien. Y lip&ddtddn monissa kansallisissa tutkimuksissa
tulee ilmi, etta sukupuolten vdliset erot didinkieleen liittyen ovat tyttdjen hyvaksi. Nain on myos
kirjoitustaidon, joka on oman tutkimuksemme kannalta olennaisin osa-alue adinkielestd ja
kirjallisuudesta, kohdalla. (Ks. mm. Huisman 2006, L appalainen 2003, 2008, Linnakyl&d ym. 2005,
Korkeakoski 2001, Metsédmuuronen 2006, Niemi 2008.)

Y lipdétaédn suomalaisnuorten kohdalla osaaminen matematiikassa on tasaista, varsinkin
muihin maihin verrattuna, vaikka oppilaiden osaaminen vaihteli huippuosaamisesta heikkoon
(Tornroos & Kupari 2005, 15, 22). Kansallisella tasolla vuonna 2007 tehdyssa tutkimuksessa pojat
menestyivét tyttoja yleisesti paremmin lukuun ottamatta geometrian osa-aluetta, jossa tyt6t

osoittivat paremmuutensa poikiin verrattuna (Niemi 2008, 66). Kuitenkaan tutkimustuloksiin
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nojaamalla el voida sanoa, ettd pojat olisivat tyttdja parempia matematiikan taidoiltaan, sillg,
poiketen edelld esitetyista tuloksista, Niemen (2004) kuudesluokkalaisten arviointia koskevassa
tutkimuksessa vuonna 2000 tyt6t olivat keskimaarin poikia parempia matematiikan osa-alueilla
geometriaa lukuun ottamatta. My0dsk&an Opetushallituksen arvioinnissa 7/2006 tytt6jen ja poikien
vdlilla el ole eroja matematiikan osaamisessa (Huisman 2006, 51.)

Peruskoulun opetussuunnitelman mukaan matematiikka on osa yleissivistystda ja luo
mahdollisuuksia myds néin ollen myos jatkokouluttautumiselle (ks. Tornroos & Kupari 2005, 35).
Tahan liittyen Tornroos ja Kupari (2005, 35) esittavat PISA-tutkimuksen tulosten olevan
elamadan. Monelle oppilaalle el vélttamétta ole itsestéén selvyys, ettd matematiikka on taito, jota
tarvitaan luokkahuoneen ulkopuolella. Né&n ollen oppilaiden voi olla vaikeaa yhdistéa
matemaattista kayttotilannetta eli rekisteria (ks. lukua 3.2.2) koulumaailman ulkopuolelle. Taméa
olisikin térkedtaito, sillarekisterista toiseen siirtyminen mahdollistaa tiedon ja taidon soveltamisen
jandin ollen edistéd oppimista.

Vaikka pé&éllisin puolin saattais vaikuttaa siltd, ettd poikien gatellaan olevan parempia
matematiikan osagjia kuin tytét, e ylla olevien tulosten perusteella kyseistd johtop&&tosta voi
kuitenkaan esittéd. Sukupuolten sisdiset erot vaihtelevat ja sukupuolten vailla ilmenevét erot ovat
pienid tal saattavat jopa — tutkimuksesta riippuen, osoittaa tyttdjen osaamisen paremmaks kuin
poikien. Tasta johtuen Hannula ym. (2004, 170) esittdvétkin sukupuolten osaamiserojen
pohtimisen gjanhukaksi. Sen sijaan merkittdvammat erot sukupuolten valilla on havaittavissa
asenteissa matematiikkaa kohtaan ja matematiikan valinnoissa (Hannula ym. 2004, 177).
Seitsemasiuokkalaisten poikien asenteet matematiikkaa kohtaan ovat myonteisempia kuin
samanikaisten tyttdjen asenteet (Kupari, Reinikainen, Nevanpdd & Tdrnroos 2001, 126). Liséksi
tyttojen luottamus omiin matemaattisiin kykyihin on heikompi kuin pojilla (N&&ténen 2000, 28) ja
heilla on alhaisemmat arviot kyvyistéan matematiikassa (Hannula ym. 2004, 170). Tamén voidaan
gjatella liittyvan Néadtasen (2000, 28) gjatukseen siitd, etta matematiikasta kiinnostuneen tytén on
vaikea pdasta matematiikkaa harrastavaan poikavaltaiseen joukkoon ennen kuin hdn on osoittanut
olevansa matematiikassa vahintddn yhtd hyva kuin pojat. Myds Soro (2002, 74) on
tutkimuksessaan havainnut tyttdjen olevan jossain suhteessa poikia huonommassa asemassa
matematiikan suhteen. Hannula ym. (2004, 177-178) esittavdt asenteiden todenndkdisesti
selittavdn myos sukupuolten valisia eroja matematiikan valintojen kohdalla: tyttdjen kiinnostus
esimerkiksi matematiikan pitkdan oppiméardan lukiossa tai suuntautuminen teknisille aloille eri

koulutusasteilla on heikompaa kuin poikien (ks. myos Meyer & Fennema 1988, 407).
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Vaikka opetuksen ja opettgan tulis olla tasapuolista, vélittéd opettgja tiedostamattaan
ennakko-odotuksiaan seka uskomuksiaan ja toimii eri tavoin eri sukupuolia kohtaan, vaikka
tietoisesti sukupuolirooleja e tuotaisikaan esille (ks. mm. Hannula ym. 2004, 190; Leder 1992,
610-611; Meyer & Fennema 1988, 419). Nain ollen opettgat saattavat tiedostamattaan tuoda
kaytokselléén esiin sukupuolittuneisuutta ja vahvistaa sukupuoliin liittyvia eroja, mika puolestaan
ilmenee opetuksen kautta oppilaissa. Soron (2002) tutkimus vahvistaa tété kasitystd, etta opettgjat
saattavat tiedostamattaan vahvistaa sukupuoleen liittyvia eroja. Kuitenkaan opettgaa e pida
Nadtdsen (2000, 23) mukaan syyllistdd, koska vélitetyt asenteet heijastuvat alun perin
yhteiskunnasta asti. Han uskookin useimpien matematiikan opettgiien tekevan parhaansa ollen
oikeudenmukaisia ja tekevan sen, mink& ndkevét oppilailleen parhaaks (mts. 21). Opettgjan on
kuitenkin hyva tiedostaa mahdollinen vaikutuksensa oppilaisiin, jotta oikeudenmukainen toiminta
toteutuisi mahdollisimman hyvin esimerkiksi tarkastelemalla omaa toimintaansa ta varomalla
sukupuolittumisen korostamista. Hannulan ym. (2004, 190) mukaan opettgat varovatkin

sukupuolierojen esille tuontia, ja oppilaat puolestaan ovat hdmmastyneitd, jos heilté niita kysytaan.
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5 TUTKIMUKSEN KULKU

5.1 Tutkimusongelmat

Tutkimuksemme tarkoituksena on selvittéd matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentamisen
hyodyllisyyttéa sekd oppilaan etté opettgan ndkokulmasta. Ensmmaisessa pddongel massamme
tutkimme kirjallisen kielentdémisen hyotya ratkaisuvdliineena oppilaan kannalta Hyotya
seuragjalle.  Tarkastdlemme myds kielentdmisen koettuja hyvid ja huonoja puolia
Tarkoituksenamme on liséksi tutkia alakysymysten avulla, kokevatko jonkin tietyn tyyppiset
oppilaat hyotyvansa erityisesti kirjallisesta kielentdmisesta ratkaisuvalineena. Tutkimme siis, miten
matemaattisen gjattelun Kirjallisen kielentamisen hyddyllisyyden kokeminen on yhteydessa
oppilaan matematiikan osaamiseen, Kkirjoittamisen loogisuuteen ja mieluisuuteen, héanen
kasitykseen itsesta matematiikan osagjana sekd hanen sukupuoleensa ja luokkatasoonsa. Toisessa
padongelmassa tutkimme, hyotyyké opettgja oppilaan matemaattisen agjattelun Kirjallisesti
kielentdmisestd. Tarkastelemme siis, kokevatko opettgjat saavansa apua oppilaiden kielentamisesta
arviointi- ja opetustyohonsa.

Téassa tutkimuksessa kirjoittamisen loogisuus koostuu jérjestelméallisesta tekstin etenemisesta
jakirjoituksen jasentamisesta niin, etta lukijan on vaivaton seurata tekstin kulkua. Kirjoitettu teksti
on loogista ja etenee johdonmukaisesti, kieli on suhteellisen virheetontd ja tekstin rakenne,
valimerkit sek& oikeinkirjoitusséannét ovat pédkohdittain ja luokka-asteen oppisisatdjen
mukaisesti oikein.  Kirjoittamisen loogisuuden kuvauksen muodostimme Peruskoulun
opetussuunnitelman perusteiden (Opetushallitus 2004) vaatimusten ja tavoitteiden pohjalta
Kirjoittamisen mieluisuutta tutkiessamme tutkimme sitd, kuinka paljon oppilaat pitéavét

Kirjoittamisesta.
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Ongelmamme on jasennetty seuraaviks tutkimuskysymyksiksi:

1. Miten oppilaat hyotyvéa matemaattisen ajattelun kirjallisesta kielentamisest&?

1.1. Minkdlainen yhteys on matematiikan osaamisella ja matemaattisen gjattelun Kirjallisen
kielentéamisen hyodylliseksi kokemisella?

1.2. Minkdlainen yhteys on oppilaan késityksella itsest&&n matematiikan osagjana ja
matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentamisen hyoddylliseksi kokemisella?

1.3. Minkalainen yhteys on kirjoittamisen loogisuudella ja matemaattisen gjattelun kirjallisen
kielentamisen hyodylliseksi kokemisella?

1.4. Minkdlainen yhteys on kirjoittamisen mieluisuus ja matemaattisen gattelun kirjallisen
kielentamisen hyodylliseksi kokemisella?

1.5. Minkalainen on mahdollinen ero sukupuolten valillA matemaattisen gjattelun kirjallisen
kielentamisen hyodylliseksi kokemisessa?

1.6. Minkdlaisia ovat mahdolliset erot luokkatasojen vélilla matemaattisen gjattelun kirjallisen
kielentamisen hyodylliseksi kokemisessa?

2. Miten opettgjat hyotyvat oppilaan matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentéamisesta?

Koska valitsemamme tutkimusnayte on suhteellisen pieni, emme pyri tutkimuksellamme
loytaméaan yleistettavia tuloksia vaan [dhinnd ymmartamaan tutkimuskohteemme oppilaiden ja
opettajien kokemaa hy6tya tutkimastamme ilmidsta. Tarkoituksenamme on pikemminkin kuvataja
tulkita ja ndin ollen selvittdd, kannattaako ilmi6ta tutkia tarkemmin — mahdollisesti isommalla
kohderynméllg, jolloin tulokset olisivat vyleistettavampia Lisdksi ldhestymme ilmioté
koulutyoskentelyn nékokulmasta, kannattaako matemaattisen agjattelun kirjallista kielentdmista
kayttda oppilaiden kanssa, eli onko siita oppilaille jaltal opettgille hyotya

5.2 Tutkimusote

Empiirinen tutkimuksemme sijoittuu  fenomenologis-hermeneuttiseen  viitekehykseen, silla
tutkimme ensisijaisesti oppilaiden ja opettgien kokemuksia. Fenomenologia painottaakin
nimenomaan kokemuksia ja niiden tulkintaa, ja taman tulkinnan myoété tutkimukseemme tulee
mukaan hermeneuttinen ulottuvuus (ks. Laine 2007, 29, 31). Gupta (2006, 16) esittéad, etta
empiirisessa viitekehyksessd kokemus maarittda kasitystemme, uskomustemme ja teorioittemme

kelposuutta maailmasta, silla kokemus on meidéan ensisijainen epistemologinen auktoriteetti ja
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opas. Muokkaamme ja parannamme késityksamme ja uskomuksiamme kokemustemme
perusteella, ja kokemus on viime kadessa se minka perusteella uskomme jonkin asian olevan niin
kuin se on (Gupta 2006, 16). Tietomme maailmasta ja ilmidisté rakentuu siis kokemuksen varaan.

Tutkimuksemme on kuvailevaa deskriptiivista tutkimusta, silla haemme pédasiassa vastausta
kysymykseen miten apukysymyksien millainen avulla L&hestymme aihettamme seké
kvalitatiivisen ettd kvantitatiivisen tutkimusotteen mukaisesti, ja toteutamme nén ollen mixed
methods -lahestymistapaa. Kyseisessd ldhestymistavassa kvantitatiivinen ja kvalitatiivinen
tutkimusote tulee ilmi aneiston hankinnassa, analyysissa ja tulkinnassa tai osassa ndista
(Tashakkori & Creswell 2007, 4). Omassa tutkimuksessamme mixed methods -léhestymistapa
toteutui kaikissa edella mainituissa kohdissa. Lahestymistapa toteutuu tutkimuksessamme myos
triangulaation avulla. Triangulaatiolla tarkoitetaan useiden aineistojen, teorioiden, menetelmien
jalta tutkijoiden kayttoa tutkimuksessa (Eskola & Suoranta 1998, 69). Tutkimuksessamme
triangulaatio nékyy erilaisissa aineistoissa ja menetelmissd. Lisdks triangulaatio toteutui
tutkimuksessamme myo6s tutkijoiden kohdalla, silla tutkimuksen toteutti kaksi tutkijaa
yhteistyossa.

5.3 Tutkimuksen toteutus

Toteutimme tutkimuksen Kanta-Hameessa. Tutkimusndyte koostuu kuudesta luokasta: kahdesta
kolmannesta luokasta, kahdesta viidennesta luokasta ja kahdesta seitsemannestd luokasta.
Pa&&dyimme ndytteen kokoon perustelusti: Jos ndyte olisi ollut pienempi, emme olisi saaneet
tarpeeks kattavaa aineistoa. Valitun kokoisella naytteell&a saimme kattavan ja riittavan aineiston,
joten emme ndhneet tarpeelliseksi mydskédn suuremman ndytteen hankkimista. Lisdks, koska
tutkimuksemme on sekoitus seké kvalitatiivista ettd kvantitatiivista tutkimusta, on ndytteemme
kohtalaisen suuri. N&in ollen ker&8mamme aineisto on tarpeeksi kattava kvantitatiiviseen
analyysiin, mutta viela analysoitavissa kvalitatiivisesti.

Naytteeseen valittiin luokkia kolmelta eri luokkatasolta, koska yhtena tutkimuksemme
tentdvana oli vertailla kielentamisen hyddyn kokemista eri luokkatasojen valilla La&hetimme
séhkopogia (liite 6) tutkimuksestamme Kanta-Hameen alueen kolmannen, viidennen ja
seitseménnen luokan opettgille ja kysyimme heidan kiinnostustaan osallistua projektiimme.
Tutkimukseemme valikoitui ensimmaisena kiinnostuksensa ilmaisseet |uokat. Pyysimme
tutkimusluvan (liite 7) luokkien oppilaiden huoltgjilta. Lupien perusteella tutkimukseen osallistui
100 oppilasta, joista kolmannella oli 35, viidennelld 36 ja seitsemannelld 29 oppilasta. Heista 57
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oli poikia ja 43 tytt6ja. Haastateltavia opettgia oli viisi, sillda molempia seitsemansia luokkia opetti

sama matematiikan opettaja.

5.3.1 Aineiston hankinta

Hankimme aineistoa kvantitatiivisin ja kvalitatiivisin menetelmin: Kerdsimme aineistoa
suunnitelmallista kysely- ja haastattelu-, eli survey-tutkimusta toteuttaen. Kyselymme oli
kontrolloitu kysely, jonka toteutimme informoidun kyselyn periaatteen mukaan (Hirsjdrvi, Remes
& Sagjavaara 1997, 186-186, Uusitalo 1991, 91): olimme itse pakala jakamassa
kysymyslomaketta, jolloin kohderyhmdlla oli mahdollisuus kysya tutkimuksesamme ja
lomakkeesta. Teetdttdmassamme tutkimuslomakkeessa oli seka vastausvaihtoehdoiltaan suljettuja
vaitteita ettd avoimia kysymyksia (liite 8). Avoimissa kysymyksissi oppilailla oli mahdollisuus
tuoda esiin heidan omia gjatuksiaan vastaukselle jatettyyn tilaan ilman valmista vastausmallia, kun
taas véitteemme perustuivat asteikkoihin, jolloin vastausvaihtoehdot oli annettu valmiiksi. Naméa
antamamme vastausvaihtoehdot noudattivat jarjestysasteikollista sekéa moniportaista Likertin
asteikkoa, jota kaytetdan mielipidevaittamissa (Heikkila 1998, 53; Hirgarvi ym. 1997, 189).
Kayttdmassmme asteikossa oli viisi porrasta: Taysin eri mielta (1), Jokseenkin eri mieltéa (2), En
osaa sanoa (3), Jokseenkin samaa mieltd (4) ja Taysin samaa mieta (5). Lomakkeessamme
kaytimme kuitenkin numeroiden tilalla plus- ja miinusmerkkga (1=--, 2=-, 3=0, 4=+, 5=++),
koska ajattelimme, ettd esimerkiksi kolmasluokkalaisten on nan helpompi hahmottaa
vastausvaihtoehdot.

Vaittama koskivat Kkirjoittamisen mieluisuutta, oppilaan matematiikan osaamista ja
matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentdmisen hyoddylliseksi kokemista. Avoimet kysymykset
koskivat kirjallisen kielentamisen hyodylliseksi kokemistas Osan kaytetyista véittdmistd ja
kysymyksistd muodostimme itse, mutta suurin osa oli kuitenkin sellaisia, joita on k&ytetty aiemmin
my6s muissa tutkimuksissa kuten Niemen (2004) perusopetuksen oppimistulosten kansallisessa
arvioinnissa vuonna 2000 seka Joutsenlahden (2005, 2010) tutkimuksissa. Olemme myo6s itse
kéayttaneet osaa véittamistéa aiemmin kandidaatin tutkielmassamme.

Opettgjien teemahaastatteluissa selvitettiin opettgjien kokemuksia matemaattisen gjattelun
kirjallisesta kielentdmisesta tutkimusongelmiemme nékokulmista (liite 9). Teemahaastattelu
perustuu tiettyyn tiedossa olevaan aiheeseen, vaikka kysymysten tarkka muoto ja jérjestys
puuttuvat (Hirsjarvi ym. 1997, 197), eli se on néin ollen puolistrukturoitu haastattelumenetelméa
(Hirgarvi & Hurme 2000, 47). Teemahaastattelu myods mahdollistaa samojen aihealueiden
késittelyn kaikkien haastateltavien kanssa, koska se kohdentaa haastattelun aiheen tiettyyn teemaan
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ta teemoihin, joista haastattelutilanteessa keskustellaan (Hirgjérvi & Hurme 2000, 47-48).
Haastattelun ohella saimme opettgjilta heidan tekemét arvioinnit oppilaiden matematiikan
osaamisesta ja kirjoittamisen loogisuudesta, eli kdytimme tutkimusmateriaalina myos valmista
aineistoa. Valmista aineistoa el kerdté itse vaan sen on tuottanut joku muu, ja niitd ovat muun
muassa viralliset tilastot ja tilastorekisterit, tilastotietokannat, arkistojen materiaalit, aikkaisempien
tutkimusten tuottamat materiaalit sek& muut dokumenttiaineistot (Hirgjarvi ym. 1997, 175-179).
Tutkimuksemme valmis aineisto koostui sSiis opettgien antamista arvioista oppilaiden
matematiikan osaamisesta ja kirjoittamisen loogisuudesta. Opettajat arvioivat oppilaansa
padasiassa antamamme neliportaisen asteikon mukaisesti. Asteikon vaihtoehdot olivat
erinomainen, hyva, tyydyttdvd ja véttava Matematiikan arvioinnit olivat kuitenkin
syyslukukauden arviointeja todistuksista. Jos arviointi oli tehty numeerisesti, muutimme sen itse
sanalliseen muotoon siten, ettda numero 5 tarkoitti valttavad, 67 tyydyttavdd, 8 hyvaa ja 9-10
erinomaista. Kirjoittamisen loogisuutta e arvioida todistukseen, vaan se on osa didinkielen
kokonaisuutta, mink&a vuoksi opettgilla el ollut siita valmista arviointia. Opettgat arvioivatkin
oppilaidensa kirjoittamisen loogisuuden antamamme méaaritelmén (ks. lukua 5.1) mukaisesti ja
kayttivéat arvioinnin perusteena méaarittdmadmme neliportaista asteikkoa. Seitsemasuokkalaisten
kirjoittamisen loogisuuden arvioinnit saimme kyseisten luokkien omilta aidinkielen opettgilta,
koska ylékoulun puolella opettajat ovat aineenopettajia eika tutkimukseemme osallistunut opettaja
néin ollen opeta kyseisille luokilla @dinkielta

Koska matemaattisen gjattelun kirjallinen kielentaminen ei ollut oppilaille eika myoskdan
opettgjille ennestéan tuttu tyoskentelytapa, taytyi meidan tutustuttaa heidé siihen, jotta he
pystyivét osallistumaan tutkimukseemme. Toisaalta oli myos hyva, ettéd kirjallinen kielentaminen
el ollut luokilla kéytossd, koska jos lapset olisivat kéyttaneet sitd aiemmin, he eivé olisi luultavasti
pystyneet arvioimaan sen hyddyllisyyttd verrattuna muihin tydskentelytapoihin samalla tavalla
kuin nyt toteuttamassamme tutkimuksessa. Lisdksi, kun oppilailla e ollut aiemmin kasitysta
matemaattisen gattelun kirjallisesta kielentdmisestd, he hankkivat sen opetugaksomme aikana.
Kaikilla luokilla oli kaytetty aiemmin jonkin verran suullista kielentamista. Mielestdmme tama oli
hyvg, silla oppilailla oli jo jonkinlainen kasitys matemaattisten ongelmien ilmaisemisesta oman
luonnollisen kielen avulla.

Kaikki tutkimukseen osalistuneet luokat ja niiden opettgjat tutustuivat Kirjalliseen
kielentdmiseen pitamiemme kahden oppitunnin avulla Osalle luokista pidimme kaksi erillistd
oppituntia ja osale yhden kaksoistunnin. Enssmmaisten tuntien alussa ratkaismme oppilaiden
kanssa yhdessa kaksi matematiikan sanallista tehtévaa (esimerkkitehtavét liitteessa 10) kirjallisen

kielentdmisen avulla. Oppilaille ei kerrottu Joutsenlahden luomien mallien nimia (ks. lukua 3.3.2),
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vaan ratkaisimme heidan kanssa yhdessi tehtévét kertomusmallin ja tiekarttamallin mukaisesti.
Painotimme, etté el ole olemassa yhté tai edes kahta oikeaa tapaa ratkaista kirjallista kielentamista
apuna kéyttden vaan jokainen voi kielentdd tavalla, joka itsestd tuntuu parhadta.
Esimerkkitehtdvien jalkeen oppilaat ratkaisivat itsendisesti sanallisia tehtavia kirjallisen
kielentamisen avulla. Opastimme heita tarvittaessa. Pitdmiemme oppituntien jalkeen projekti eteni
siten, ettd oppilaat kielensivét opettajan ohjauksella muutaman tehtavan viikossa vajaan kuukauden
gjan. Oppilaiden loppujakson aikana kielentamét tehtavét olivat seka heidan oman oppikirjansa
tehtavia etta meidan tekemié tehtéavia

Paadyimme tekemaan itse tehtévia oppilaille, koska mielestdmme oppikirjan tehtavéat ovat
usein tarinallisesti kovin suppeita eivatka siten ohjaa kielentdmiseen. Joutsenlahtikin (2009, 72)
sanoo, ettd oppikirjojen sanalliset tehtéavéat ohjaavat usein oppilaita kayttdmadan ratkaisuissa
pelkastédn matematiikan symbolikielta Talldin kdytdssa oleva kielen rekisteri on sellainen, joka
hyddyntda varsin suppeasti matemaattisen kielen eri tyyppegd Onkin oletettavaa, ettd rikas
luonnollisen kielen ja matematiikkaan liittyvan luonnollisen kielen kayttd ohjaisivat oppilaita
kéayttdmadn sanallista kielté ja kuvioita tehtévien ratkaisuissa. Talldin oppilas toimisi rekisterissa,
jossa kaytetdan kattavasti kaikkia matemaattisen kielen tyyppeja. Oppilaidenhan tulisi koulussa
oppia kayttdmaan kaikkia matemaattisen kielen tyyppejd, silla niiden avulla hén voi oppia uusia
asioita, ratkaista matemaattisia ongelmia seké keskustella matematiikasta ja esittéa muille omaa
matemaattista gatteluaan (ks. lukua 3.3). Edelld mainittujen asioiden perusteella uskommekin
runsaan luonnollisen kielen kayton teht&vénannossa helpottavan oppilaan kielentéamisprosessia ja
lisddvan motivaatiota tehtavan ratkaisemista kohtaan. Tasta syystd teimmekin kielentamigaksoa
varten tarinamaisia sanallisia tehtavig, jotka olivat vahintéan kaksi vaiheisia. Osassa tehtavista oli
myos ylimdaraista tietoa. Liitteessa 11 on ndhtévissa muutamia esimerkkeja tekemistamme
tehtavistd, joita oppilaat ratkoivat matemaattisen gjattelun kirjallista kielentamista hyddyntéen.

Kielentdmigakso gjoittui helmikuulle 2010. Toteutimme sen ennen aineiston kerdamistg,
jotta oppilailla ja myOs opettgilla olisi késitys ja kokemus matemaattisen gattelun kirjallisesta
kielentdmisestd ja sen hyodyllisyydestd. Kyselyt toteutettiin helmikuussa 2010 ja haastattelut
helmi- ja maaliskuun 2010 aikana.

5.3.2 Aineiston analyysi

Analysoimme aineistoa sek& kvantitatiivisin etta kvalitatiivisin menetelmin: kvantitatiivisesti
SPSS-ohjelman avulla ja kvalitatiivisesti teemoittelemalla ssamiemme vastauksien sisdltdja sekéa

analysoimalla ja tulkitsemalla niitd. Perusamme kvalitatiivisen analyysimme siis teemoitteluun
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tuomalla esiin teemahaastattelun ja avointen kysymysten vastauksista syité matemaattisen gjattelun
kirjallisen kielentamisen hyddylliseksi kokemiseen. Tematisoinnin avulla nostamme esiin
perustelut, miks kirjallinen kielentdminen koetaan hyodylliseksi tai miksi sitd el koeta
hyodylliseksi, seka ylipdatédn sen hyvé ja huonot puolet. Lisdksi analysoimme opettajien
ndkokulmaa siitd, miten he kokevat oppilaan kirjallisen kielentamisen mahdollisesti auttavan heita
omassa tydssaan.

Kvantitatiivisessa analyysissa muodostimme aluksi  oppilaiden kyselylomakkeiden
vastauksista summamuuttujat, jotka koskivat omaa kasitystd omista matematiikan taidoistajaomin
sanoin Kkirjoittamisen hyodyllisyydestd Jalkimmaisen summamuuttujan oli aluksi tarkoitus
késitella matemaattisen gjattelun kirjallista kielentamistd, mutta koska oppilaat kokivat kuvan
piirtdmisen hyodyttavan heita eri tavalla kuin omin sanoin kirjoittamisen, tutkimme kirjallisen
kielentdmisen hyoddylliseksi kokemisen kohdalla kuvan piirtdmisen sek& omin sanoin
kirjoittamisen hyodyllisyytta erillisind. Omin sanoin kirjoittamisen hyodyllisyydestd muodostettu
summamuuttujan avulla tarkastelemme nimenomaan oppilaan mahdollisesti kokemaa hy6tya omin
sanoin kirjoittamisesta.

Testasimme molempien summamuuttujien reliabiliteetit Cronbachin alfa -testillg, jolla
varmisimme, etteivdt ssamamme tulokset ole sattumanvaraisia (alffa > .7). Ensimmaisen
summamuuttujan  mindkuva matematiikassa, afan arvo on .89. Yhdigimme siihen

"Mielesténi olen hyva matematiikassa.”
- "Minullaon usein onnistumisen kokemuksia opiskellessani matematiikkaa.”
- "Pystyn selviytyméan vaikeistakin matematiikan tehtavista.”
- "Maematiikka on minulle vaikeampaa kuin useimmille muille.”
- "Minden ole kovin hyva matematiikassa.”
- "Epdonnistun usein matematiikassa.”
Vaittaméat "Matematiikka on minulle vaikeampaa kuin useimmille muille.”, "Min& en ole kovin
hyvd matematiikassa.” ja ” Epdonnisgun usein matematiikassa.” kadnsimme vaittamiksi
"Matematiikka el ole minulle vaikeampaa kuin useimmille muille.”, ” Min& olen melko hyva
matematiikassa.” ja” En epdonnistu usein matematiikassa.”.
Summamuuttujaan omin sanoin kirjoittamisen hyodyllisyydesta sisallytimme vaittamét
"Minun mielesténi sanallisten tehtévien ratkaisemisessa kannattaisi kirjoittaa perusteluja

nakyviin laskutoimitusten oheen.”



- "Matematiikan tehtavan selittdminen omin sanoin auttaa minua tehtévan ymmartamisessa
jaratkaisemisessa.”

- "Ratkaisen tehtdvan mieluiten siten, ettd kirjoitan omin sanoin, mita lasken.”

- "Minusta omin sanoin kirjoittaminen sanallista teht&vaa ratkaistaessa on turhaa.”

- "Aion jatkossakin kirjoittaa omin sanoin matematiikan opiskelussa.”

- "Omin sanoin kirjoittaminen auttaa muita ymmartamaan, miten olen tehtavan tehnyt.”

- "Pidan omin sanoin kirjoittamisesta sanal lista tehtavaé ratkaistessa.”
joista véittama ”"Minusta omin sanoin kirjoittaminen sanallista tehtévéé ratkaistessa on turhaa.”
k&annettiin muotoon ”"Minusta omin sanoin kirjoittaminen sanallista tehtévaé ratkaistessa el ole
turhaa.” . Myo6s tama summamuuttuja on reliaabeli, silla sen Cronbachin alfan arvo on .85.

Tutkimme ensimmaista pd&ongel maamme ja 0saa sen alakysymyksista seka kvantitatiivisesti
ettd kvalitatiivisesti. Ensimméisen pddongelmamme kvantitatiivista analyysia syvensimme
oppilaiden ja opettgien ndkemysten pohjalta Tarkastdimme siis oppilaiden matemaattisen
gjattelun kirjallisen kielentdmisen hytdyn kokemista avointen kysymysten avulla. Taman liséksi
analysoimme myos teemahaastatteluissa ilmi tulleita opettgien ndkemyksia Kirjallisesta
kielentdmisestd ja sitd, miten hyodyllisena tyGtapana opettgat sen omilla oppilaillaan nékevét.
padongelman alaongelmia kvantitatiivisesti. Neljgd ensimméista alaongelmaamme tutkimme
Spearmanin korrelaation keinoin, koska sen avulla saadaan selville muuttujien vélisia yhteyksia
Viidennessa alaongel massamme k&ytimme Mann-Whitney U-testid, koska se tuottaa tietoa kahden
ryhman vélisista eroista tutkittavassa ilmidssa. Kuudennessa alaongelmassamme kaytimme taasen
Kruskal-Wallisin testid, koska sitd kéytetdan tutkittaessa useammaan kuin kahden ryhman vélisia
eroja tutkittavassa muuttujassa. Kayttamamme kvantitatiiviset testit ovat epdparametrisia, silla
aineistomme el noudata normaalijakaumaa. Ensimmaistd, kolmatta ja viidettd alaongelmaamme
tarkastelimme myos  kvalitatiivisesti  opettajien  haastatteluiden  perusteella  Toista
padongelmaamme tutkimme vain kvalitatiivisesti opettgjien haastatteluiden pohjalta
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6 TULOKSET

Naytteemme koostuu yhteensa kuudesta luokasta. Kolmelta eri luokka-asteelta tutkimukseemme
osallistui siis kultakin kaksi luokkaa: kaksi kolmatta, kaks viidetta ja kaksi seitsemétta luokkaa.
Y hteensa oppilaita on kaikilla luokilla 100 ja heisté 43 on tyttoja ja 57 poikia. Kolmansilla luokilla
oppilaita on yhteensa 35, viidensilla luokilla 36 ja seitsemansilla luokilla 29. Taulukossa 1 on

havainnollistettu jakautuma viela tarkemmin.

TAULUKKO 1. Tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden
luokittain (n=100).

jakautuminen  sukupuolittain  ja

Sukupuoli
Tyttd Poika Yhteensa
Luokka 3. luokka 19% 16% 35%
5. luokka 13% 23% 36%
7. luokka 11% 18% 29%
Yhteenséa 43% 57% 100%

Tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden matematiikan osaaminen (taulukko 2) nayttaisi
yleisesti ottaen olevan véhintddn hyvan tasoista, silla matematiikan osaamisen keskiarvo
arviointiasteikolla 1-4 on 3,03, mediaani 3. Yleisimmét arvosanat ovat hyva (3) ja erinomainen
(4), joita molempia on 35 prosenttia eli yhteensa 70 prosenttia oppilaista on saanut hyvan tai
erinomaisen arvosanan. Tyydyttdvien arvosanojen osuus on 28 prosenttia ja valttavia on vain 2
prosenttia. Matematiikan osaamisen jakauma on kallellaan hyvan osaamisen suuntaan. Tulosten
perusteella ndyttaisi myos silté, etta pojat ovat hiukan tyttdja parempia, silla 72 prosenttia pojista ja

67 prosenttia tytoista ovat matematiikan taidoissa hyvan tai erinomaisen tasoisia.
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TAULUKKO 2. Matematiikan osaaminen (n=100).

Sukupuoli
Tyttd Poika Yhteensa
Matematiikan osaaminen Valttava 1% 1% 2%
(n=100) Tyydyttava 13% 15% 28%
Hyva 15% 20% 35%
Erinomainen 14% 21% 35%
Yhteenséa 43% 57% 100%

Matematiikan osaaminen ndkyy oppilaiden kasityksissa itsestéén matematiikan osagjana,
slla ndmé kaks muuttujaa korreloivat tilastollisesti merkitsevasti keskenddn (p=.000). Niiden
varianssista on yhteistd 33,6 prosenttia eli niilla on yhteisté vaihtelua 33,6 prosenttia. Hyvilla
matematiikan osagjilla on todenmukainen kasitys itsestédn matematiikan osagjana, silla mita
parempi oppilas on matematiikassa, sen positiivisempi mindkuva hanella on matematiikan
osagjana (r=.580). Vakka 23 prosenttia vastagjista ovat epétietoisia omasta osaamisestaan
matematiikassa, padsaantoisesti ndytteemme oppilaiden kasitykset itsestéan matematiikan osagjana
ovat positiivisia 67 prosenttia omaa positiivisen mindkuvan matematiikan osagjana, kun vain
kymmenesosa & néde itseddn hyvana matematiikan osagjana. On kuitenkin havaittavissa, etta
kasitykset itsesta matematiikan osagjana poikkeavat tyttojen ja poikien valilla Kun tytista 47
prosenttia gjattelee olevansa vahintddn hyvan tasoisia osagjia ja 23 prosenttia heikkoja osagjia,
pojista 82 prosenttia gjattelee olevansa vahintdan hyvan tasoisia osagjia, eikd yksikaan pojista née
itsedan heikkona osagjana. 30 prosenttia tytdista ja 18 prosenttia pojista eivét osaa kuvata omaa
matemaattista minakasitystaan.

Myds kirjoittamisen loogisuus on yleisesti ottaen ndytteemme oppilaiden joukossa hyvaa.
Arviointiasteikolla 14 keskiarvo on 2,90, mediaani 3 ja moodi 3. Yksi neljésosa oppilaista on
saanut erinomaisen Kirjoittamisen loogisuudesta, kun hyvan tason omaa 43 prosenttia oppilaista.
29 prosenttia on tyydyttavalla tasolla ja vélttavia on vain 3 prosenttia. Kuitenkin myds
kirjoittamisen loogisuudessa on ndhtavissa selkeita eroja sukupuolten valilla siten, etté tytot ovat
siind poikia parempia. Vahintédn hyvalle tasolle yltda loogisessa kirjoittamisessa 91 prosenttia
tytoista ja 51 prosenttia pojista. Tyydyttavan tasoisia kirjoittgjia tytoistd on 9 prosenttia, kun
tyydyttavan arvion on saanut 44 prosenttia pojista. Véalttavia kirjoittgjia tytdissa ei ole ollenkaan,

kun pojista heitd on 5 prosenttia.
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Kirjoittamisen mieluisuutta tarkastedimme véittdman: "Pidan kirjoittamisesta” mukaan.
Vastausvaihtoehdot noudattivat aikaisemmin esittelemddmme Likertin asteikkoa ja tdla asteikolla
1-5, keskiarvo on 3,47, mediaani 4 jamoodi 4. Viidesosa vastagjista el osannut ilmaista kantaansa,
pitédkod vai eikd pida kirjoittamisesta. Yhteensd 57 prosenttia kuitenkin pitéa kirjoittamisesta
vahintdan jonkin verran, kun 17 prosenttia vastagjista el juuri pida kirjoittamisesta, ja vain 6
prosenttia oppilaista suhtautuu kirjoittamiseen kielteisesti. Kuten kirjoittamisen loogisuudessa
myos Kirjoittamisen mieluisuudessa on eroja sukupuolten valilla Tytdistéa 70 kokee kirjoittamisen
mielekkadksi, kun pojista néin kokee vain 47 prosenttia Kirjoittamista ei koe mieluisaksi 12
prosenttia tytdista eika 32 prosenttia pojista pida kirjoittamisesta.

Tutkimusnaytteesssamme sukupuolten véliset erot oppilaiden matematiikan osaamisessa,
késityksessa itsestd matematiikan osagjana, kirjoittamisen loogisuudessa ja Kkirjoittamisen
mieluisuudessa ovat pitkélti samanlaisia, kuin mitd aiemmissa kansallisissa ja kansainvalisissa
tutkimuksissa on kartoitettu (Ks. mm. Huisman 2006; Lappalainen 2003; 2008; Linnakyla ym.
2005; Korkeakoski 2001; Metsamuuronen 2006; Niemi 2004, 2008).

6.1 Miten oppilaat hyotyvat matemaattisen ajattelun kirjallisesta
kielentdmisesta?

Tarkastelimme matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentédmisen hyodyllisyytta sen kahden eri osa-
alueen avulla omin sanoin Kkirjoittamisen ja kuvan piirtdmisen. Toisin sanoen tutkimme,
hyotyvétkoé oppilaat luonnollisen kielen, matematiikkaan liittyvan luonnollisen kielen jaltai
kuviokielen kayttdmisestd matematiikan sanallisia tehtévia ratkaistessaan (esimerkki tehtévia
oppilaiden kielennyksista liitteissa 2, 3, 4, 5 ja 12 seka tehtévista liitteissa 10, 11 ja 12).
Tarkastelemme ongelmaa ensin oppilaiden kokemuksen ndkokulmasta ja sitten kielennyksen
seuragjan ndkokulmasta.

Omin sanoin Kkirjoittamisen hyodyllisyydestd tekem@&mme summamuuttujan mukaan
neljannes oppilaista kokee hyttyvansd siita ratkaistessaan sanallisia tehtavia. Yhta iso osa
oppilaista el juuri koe hyotyvdnsd omin sanoin Kirjoittamisesta, ja oppilaita, jotka eivét koe
hyotyvansa kirjoittamisesta ollenkaan on 8 prosenttia. Muuttujaan on yleisimmin vastattu
vaihtoehto 3, dglla 42 prosenttia oppilaista e osannut ilmaista mielipidettéén. Kuvio 5
havainnollistaa vastausten jakautumista omin sanoin kirjoittamisessa koetun hyodyllisyyden
kohdalla. Omin sanoin kirjoittamisen hyddylliseksi kokemisen summamuuttujan keskiarvo on 2,87

jamediaani 3.
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Omin sanoin Kirjoittamisen koettu hyodyllisyys

KUVIO 5. Omin sanoin kirjoittamisen koettu hyddyllisyys (n=100)

Kuvan piirtamisen hyodyllisyytta ratkaisuvédlineend tarkastdimme vaittdman ”Kuvan
piirtdminen auttaa minua tehtévan ratkaisemisessa.” mukaan. Vastausten jakautuminen on esitetty
pylvasdiagrammina kuviossa 6. Tulosten perusteella voimme sanoa, etta kuvan piirtaminen auttaa
oppilaita enemman kuin omin sanoin kirjoittaminen, silla 42 prosenttia kokee hy6tyvansa kuvan
16 prosenttia el koe hy6tyvansa kuvan piirtémisesta yhtdan. Vastausten keskiarvoksi muodostui
3,13 ja yleisin vastaus on 3, mik& nékyy siing, ettd 28 prosenttia oppilaista el osannut sanoa,

auttaako kuvan piirtdminen heitd. My6s mediaani oli 3.
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Kuvan piirtaminen auttaa minua tehtavan ratkaisemisessa.

KUVIO 6. Kuvan piirtdmisen koettu hyddyllisyys (n=100)

Tarkastelimme omin sanoin kirjoittamisen ja kuvan piirtamisen hyotyja ratkaisuvalineena
myo6s kyselylomakkeemme avointen kysymysten pohjalta. Kysyimme oppilaita, auttaako omin
sanoin kirjoittaminen heitd. Tulokset poikkesivat hieman véittamien perusteella saamastamme
tiedosta. Ensinndkin vain 3 prosenttia oppilaista e ole osannut vastata, auttoiko kirjoittaminen
heitd. Muut vastaukset ryhmittelimme kahteen kategoriaan: auttoi ja e auttanut. Ensimméainen
ryhma sisdltéa myos vastaukset, joiden mukaan omin sanoin Kirjoittaminen auttaa vastaajaa joskus.
Yhteensa 56 prosenttia oppilaista kokee omin sanoin kirjoittamisen auttavan heitd, kun 41
prosenttia ndkee, ettei omin sanoin Kirjoittamisesta ole heille hyotya Myds piirtamisen osalta
tulokset ovat poikkeavia. Jalleen oppilaita, jotka eivét tieda kantaansa on véhan (4 %). Oppilaita,
jotka kokevat piirtdmisen auttavan heitd, oli 77 prosenttia. 19 prosenttia oppilaista piirtaminen ei
nayta tuloksemme mukaan auttavan.

Tarkastelemme hy6tya kielennyksen seuragjalle véitteen ” Omin sanoin Kirjoittaminen auttaa
muita ymmartamaan, miten olen tehtévan tehnyt.” avulla. 32 prosenttia vastagjista e osaa ilmaista
ollenkaan hyotdyttavan ratkaisuprosessin tarkastelijoita. Heiddn mielestédn siis luonnollisella,
matematiikkaan liittyvalla luonnollisella tai kuviokielella esitetty sanallisen tehtévan ratkaisu ei
auta toisa ymmartamdan ratkaisua ja sen etenemistd juurikaan paremmin kuin pelkadlla

symbolikielella esitetty ratkaisu. Kuitenkin l&hes puolet, 47 prosenttia oppilaista on sitd mielta, etta
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kielennetty esitys auttaa heitd ymmartamaan toisen tekemaé ratkaisuprosessia paremmin kuin
pelkka symbolikielinen esitys.

Tarkastelemme laatimiemme avointen kysymysten avulla niitd tekijoitg, jotka vaikuttavat
matemaattisen  gattdun  kirjalisen  kielentamisen  hyddyllisyyteen  ratkaisuvalineena
Tarkastelemme téssa yhteydessa myos osittain hyoddyllisyyteen liittyvia kirjallisen kielentamisen
hyvia ja huonoja puolia. Oppilaat, jotka kokevat omin sanoin kirjoittamisen hyddyttavan heita edes
joskus, perustelivat kokemaansa hyddyllisyytta eri tavoin. Suurimmaksi syyks nousi, ettd omin
sanoin Kkirjoittaminen auttaa heita ymmartamaédn paremmin sanalista tehtdvda ja sen
ratkaisuprosessin etenemista. Lahes puolet vastagjista on téta mieltd. Muita harvemmin mainittuja
gyitda omin sanoin Kirjoittamisen hyddylle ovat matemaattisten taitojen kehittyminen ja omien
virheiden huomaaminen helpommin. Erds poika kolmannelta luokalta totesa: ” Omin sanoin
kirjoittaminen auttaa esim. jos on pistanyt plussan, mutta ensin on pistényt sen omin sanoin ylos.
Tarkistan huomaamatta, ettd olen pistanyt plussan vaikka on pitdnyt pistdd miinus.” Monet
oppilaat kokevat, etta omin sanoin kirjoittaminen auttaa heitd nimenomaan vaikeiden tehtévien
kohdalla: ” Kylla ja ei joissakin tehtéavissa auttoi ja joissakin €. Yleensd auttoi vaikeissa laskuissa,
mutta kun tuli helppo tehtdva, se oli turhauttavaa.” (Poika 5. luokka). Lisdks omin sanoin
kirjoittamisen koetaan auttavan padttelemisessi vaikean tehtavan kohdalla ratkaisuprosessin
hahmottaminen voi olla hankalaa, jolloin kirjallinen kielentdminen auttaa oivaltamaan prosessin
kulkua.

Kirjallisen kielentdmisen hyodyn liséksi tehtavan parempi ymmértéaminen ndhdadn myos
yhtena ty6tavan hyvéna puolena: ” Omin sanoin kirjoittamisessa on se hyva puoli etté tajuan itse
paremmin.” (Poika 3. Ik, eri kuin aiemmin) Muina hyvina puolina omin sanoin kirjoittamisessa
oppilaat nékevét sen, etta pysyva omin sanoin kielennetty esitys auttaa muita oppilaita ja opettgjaa
ymmaéartdmaan, mita oppilas on tehnyt: ” Se ettd muut ymmértaa tehtan [tehtdavan] miten sen on
tehnyt.” (Poika 3. luokka, eri kuin aiemmin). Myo6s oppilas itse voi mydhemmin palata
tarkastelemaan ratkaisuaan ja ymmartéd, mitd on laskenut. Talla tydtavalla oppilas oppii myo6s
kertomaan paremmin omasta ratkaisuprosessistaan, ja ymmartamisen lisaksi muistamaan opitun
asian. Esiin nousi hyvand puolena myos kirjoitustaitojen paraneminen. Osa oppilaista pitéa
tyGtapaa myos hauskana menetelméng, osittain esimerkiks sen takia, etta el ole yhtéa ainoaa tapaa
ratkaista tehtavasa, kun kaytetdan luonnollista kieltad Léhes kaks kolmasosaa kokee kirjallisen
kielentdmisen hyvand puolena tehtdvan paremman ymmaértdmisen ja tyOtavan antavan avun
laskemiseen. Muita edella kerrottuja hyvié puolia ei ole mainittu yhté usein, vaikka ne vastauksista

ilmi tulivatkin.
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Suurin syy, miks omin sanoin Kirjoittamisen el koettu auttavan, on sen tarpeettomuus. Nan
vastasi lahes yksi viidesosa oppilaista ja monet t&han oppilasryhméén kuuluvat vastagjat kertovat
olevansa niin hyvid matematiikassa tai osaavansa muutenkin ratkaista matematiikan tehtavig, etta
eivat siks sita tarvitse. Toiset taas kokevat olevansa matematiikassa niin heikkoja, etta eivat née
omin sanoin kirjoittamisen auttavan heita nimenomaan sen vuoksi, etta he kokevat matematiikan
muutenkin niin vaikeana: ” Ei auta, koska harvemmin edes tajuan mitd tehtavassa pitais tehda,
enkd osais omin sanoin kertoa miten se tehtava lasketaan.” (Tyttd 7. luokka). Osa oppilaista
sanoo omin sanoin Kirjoittamisen vievan keskittymisen pois laskemisesta ja ndin ollen sekoittavan
heitd. Lisdks toisille omin sanoin kirjoittaminen on vaikeaa, koska he eivat keksi, mita heidan
pitéisi kirjoittaa. N&n ollen ratkaisuprosessin pdgpaino on talloin laskemisen sijaan
kirjoittamisessa. Myos tybtavan ty6lays ja aikaa vievyys nahd&én sen huonoina puolina

Oppilaat, jotka kokevat piirtamisen auttavan heitd matematiikan sanallisen tehtévén
ratkaisussa, nékevédt useita perusteita sen kayttamisessd. Suurimmaksi syyks nousee jdlleen
tehtdvan ymmartaminen, ja ndin onkin vastannut yli puolet. Oppilaat siis kokevat ymmartavansa
tehtdvan ja sen kulun paremmin, kun voivat kayttéa kuvaa apuna. Osa oppilaista on kuitenkin sita
mieltd, etta piirtdminen auttaa heitd vain vaikeissa tehtavissg, ja jotkut kokevat kuvan selkeyttévan
kehittdd heidan matemaattisia taitojaan seka auttaa oppimaan ja muistamaan opitun paremmin.
Liséksi kuva auttaa tehtavan tarkistamisessa, silla se auttaa havaitsemaan mahdollisia virheita
omasta laskusta helpommin.

Vaikka noin viidesosa oppilaista ilmoittaa, ettei kuvan piirtdminen auta heitd matematiikassa,
kokevat osaavansa ratkaista matematiikan tehtéavia muutenkin. Muutama on sité mieltg, etta kuvan
piirtdminen vain sekoittaa heidan laskemistaan. Liséks usea oppilas ndkee, ettd kuvan piirtaminen
on tyolasta ja vie paljon aikaa. Moni oppilas el kuitenkaan ollut eritellyt syitd, vaikka olivatkin
vastanneet, ettei kuvan piirtdminen auta heité

Matemaattisen gjattelun kirjallinen kielentdminen ja sen sanallinen sek& kuvallinen muoto
jakavat oppilaiden mielipiteita Yleisesti ottaen voimme todeta, etta piirtdminen koetaan
hyodyllisemmaéks kuin kirjoittaminen. Vaikka jotkut oppilaat kokevat hy6tyvansa vain toisesta
kirjallisen kielentdmisen muodosta, osa oppilaista kuitenkin hydtyy molemmista. Joitain oppilaita
taasen el kumpikaan muoto naytd auttavan. Osasta vastauksista kdy siitd huolimatta ilmi, etta
oppilaat, jotka eivdt koe matemaattisen gattelun kirjallisen kielentdmisen hyddyttévan heitd

itsedan, ndkevét etta siita saattaa olla apua joillekin muille.
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Haagtatellessamme opettgia emme erotelleet matemaattisen gjattelun kirjallista kielentamista
piirtdmiseen ja omin sanoin Kkirjoittamiseen, vaan puhuimme ainoastaan Kkirjallisesta
kielentamisesta. Jotkut opettajat saattoivat ottaa piirtamisen erikseen esiin, mutta siing tapauksessa
he viittasivat sen hyodyllisyyteen tyoskentelyn apuvalineena. Heidadn kokemansa huonot puolet
kirjallisessa kielentamisessa tuntuivatkin koskevan vain omin sanoin Kirjoittamista, silla he
ndkeva omin sanoin kirjoittamisen ja tehtéavan vaiheistamisen olevan joskus turhaa, sillé oppilaat
osaavat usein tehdd tehtavdt muutenkin. Lisdks ty6tapa on hidas ja sanallisen esityksen
tekemiseen menee aikaa. Nain ollen sen kéyttaminen el aina opettgien mielesté ole perusteltua.
Joillekin oppilaille kirjoittaminen sasttaa myoOs tuottaa vaikeuksia, jolloin Kirjoittaminen ja
sanallinen muotoilu vievét oppilaan huomion ratkaisuprosessista kirjoittamiseen.

Yleisesti opettgat ndkevdat matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentamisen hyodyllisena
tyoskentelymuotona. Se antaa oppilaalle monipuolista harjoitusta ja jasentdd sekd kehittda
gjattelua, ja ndin ollen antaa uusia keinoja ldhestya matemaattisia ongelmia seké tuo esille uusia
ratkaisutapoja. Vaiheittain eteneminen voi myos madataa kynnystd léhtea liikkeelle
ongelmanratkaisuprosessissa silloin, kun oppilas e vattamétta heti hahmotakaan laskun
etenemistéd. Talldin oppilas voi siis edetd tehtavassa vaihe kerrallaan, ja mahdollisesti oivaltaa
matkan varrella, mita seuraavaksi pitéa tehda. Kirjallisen kielentdmisen kanssa paépaino onkin
ratkaisuprosessissa ja sen vaiheittaisuudessa, jolloin vastauksella el ole niin suurta merkitysté.
Toisin sanoen kun oppilaan téytyy edeta prosessissa vaiheittain, eika ole vélig, tietddko oppilas
tehtdvan vastauksen laskua aloittaessaan. Tehtdvén osiin jakaminen ja vaiheistaminen auttavat
my6ds hahmottamaan tehtévaa kokonaisuutena. N&@in asiaan pystyy paneutumaan paremmin ja
tehtdvad voi pohtia syvéllisemmin. Tamén ansioista huolimattomuusvirheet vahenevét, kun taytyy
pysdhtya tarkastelemaan tehtdvénantoa ja ratkaisuprosessia. Erds opettga kuvailee kirjallisen

kielentdmisen hyvia ja huonoja puolia nain:

Mun mielestd se [ matemaattisen ajattedlun kirjallinen kielentaminen] oli hyvan
tuntunen tapa niinkun ohjata oppilaita siihen, ettd mietitdan vaiheittain, koska
hirveen useinhan ne lahtee liikkeelle siitd, etta ne aattelee, etté niiden pitaa heti
|oytaa se taydellinen laskukaava, milla ne laskee koko laskun viiden eri vaiheen
kautta. Ja kun ne el sita pysty keksimaan, niin sit ne ei padse liikkeelle ollenkaan.
Eli tavallaan toi, mita teen ensin, lasken sen, mita teen dtten, niin vois olla
semmonen tapa, jolla ne niinku padsee liikkeelle siihen laskuun. Hirveen tyolas,
sen naki, etta joillekin oppilaille oli hirvean hidasta se kirjoittaminen, ettd ne
jotenkin niinkun tuskailis sen kanssa, etta miten tdhan laitetaan ja mitd ma tanne
kirjotan. Mutta et etta jollain lailla niinku kuitenkin hyva idea se, et se vahan
jasentaa.
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Toinen viidennen luokan opettgista myods pitdd matemaattisen gattelun kirjalista
kielentdmistd hyvana tyoskentelytapana myds siksi, ettel siind ole yhta ainoaa tapaa kielentéa.
Sanallinen tai kuvallinen muoto toimii oppilaalle apuvélineena eika ndin ollen ole olennaista, onko
kielentdmisessa noudatettu tiettya kaavaa tai mallia. Han harmittelikin, ettei p&dssyt kokeilemaan
kirjallissa kielentdmista nuorempien oppilaiden kanssa, jolloin oppilaat olisivat helpommin
saattaneet lahted kehittelem&an omia ratkaisutapojaan. Opettgat nakevétkin, etta kirjallinen
kielentaminen sopii tyoskentelytavaksi oppilaille heti monivaiheisten sanallisten tehtévien alettua
eli kolmannesta luokasta eteenpéin koko peruskoulun agjan. Alkuluokille kirjallinen omin sanoin
kielentaminen el heidan mielestdan sovellu, silla alkuluokkien oppilaiden luku- ja kirjoitustaidot
eivdt anna heille siihen valmiuksia. Lisdksi akuluokkien matematiikan sanalliset tehtavat ovat
usein yksivaiheisia ja liian yksinkertaisia tyoskentel ytapaan nahden.

Seuraavaks tarkastelemme |d&hemmin oppilaan matemaattisen agjattelun  Kirjallisen

kielentamisen koettua hyotya tutkimusongelmaamme liittyvien alakysymysten avulla

1.1 Minké&lainen yhteys on matematiikan osaamisella ja matemaattisen ajattelun kirjallisen
kielentamisen hyodylliseks kokemisella?

Matematiikan osaamisen ja matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentdmisen hyodylliseksi
kokemisen vélinen yhteys on heikko. Yhteys ei ole merkitsevg, silla matematiikan osaamisen ja
omin sanoin kirjoittamisen p-arvo on .092 ja matematiikan osaamisen ja kuvan piirtémisen p-arvo
on .055. Molempien korrelaatiokertoimet ovat negatiivisia (r=-.169 ja r=-.192). Nain ollen tulos
antaa viitteita ditd, ettd hyva matematiikan osagat eiva koe hyotyvansa Kkirjallisesta
kielentdmisestd niin paljon kuin helkommat matematiikan osagat. Tassd on hyva kuitenkin
huomioida, ettd matematiikan osaamisen jakauma on vino, silla yhteensa 70 prosenttia oppilaista
0N osaamisen tasoltaan hyvatai erinomainen.

Yleisesti erinomaiset matematiikan osagjat kokevat, ettd omin sanoin Kkirjoittaminen
matematiikan yhteydessd el auta heita juuri yhtéén tai ei auta ollenkaan (45,7 %). Vain 11,4
prosenttia heistd kokee, ettda he hyotyvdt omin sanoin kirjoittamisesta melko paljon. Hyvista
osagjista isohko osa kokee hydtyvansa omin sanoin kirjoittamisesta, silla 34,3 prosenttia kokee sen
hyodylliseksi, kun vain 17,2 prosenttia e koe hyotyvansa juurikaan tai ei hyddy ollenkaan.

Oppilaat, joiden matematiikan osaaminen on tyydyttévas, jakautuvat varsin tasaisesti niihin,
jotka kokevat hyotyvansa (32,2 %) omin sanoin kirjoittamisesta ja niihin, jotka elvédt koe
hyotyvansa (35,7 %). Osaamiseltaan vélttavia oppilaita naytteessamme on vain kaksi, joista toisen
vastaukset ovat selkedsti rigtiriitaisia keskend&n omin sanoin Kirjoittamisen osalta ja toisen

puolestaan piirtamisen kohdalla. Néin ollen emme pida aineistoa téltd osin edes viitteita antavana.
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Yleisesti ottaen oppilaat kokevat hydtyvansa piirtamisestd. Hyvistéa osagjista 37,1 prosenttia
kokee piirtdmisen auttavan heitd matematiikassa, kun vain 28,5 prosenttia on sitd mielta, ettel
piirtdminen auta heitd My0s tyydyttéavan tasoisista matematiikan osagjista isompi osa koki
piirtdmisen hyodylliseksi. Heistd puolet pitda piirtamistd hyodyllisend, kun ainoastaan 10,7
prosenttia el koe piirtamisen auttavan heita Erinomaisten osalta tulokset olivat hieman poikkeavia.
Heistakin jopa 40 prosenttia kokee hyotyvansa piirtdmisestd, mutta kuitenkin 45,7 prosenttia on
sitd mieltd, ettel piirtdminen auta heité juuri yht&an tai ollenkaan.

Myoskadn opettgat eivdt nde selkeitd eroja kirjallisen kielentédmisen hyodyllisyydessa
oppilaiden matematiikan osaamiseen ndhden. Opettaat kokevat, etté hyville osagjille kirjallinen
kielentaminen on tarpeetonta, koska he osaavat laskea muutenkin. Yleisesti opettgien
kommenteista pé&étellen voimme kuitenkin sanoa, ettd keskitason osagjat nayttadisivét hyotyvan
tyotavasta eniten. Tulostemme mukaan sen kayttd on perusteltua heille varsinkin vaikeiden
tehtdvien kohdalla. Opettgien mukaan tyttapaa kannattaakin hyddyntdd |8hinna oppilaille
vaikeammissa tehtavissa, silla kirjallinen kielentdminen vie paljon aikaa, eik& sen kayttd ole
perusteltua helpoissa tehtdvissd. Heidan mukaansa hyvéatkin osagjat hyotyisivat kirjallisesta
kielentamisesta erittéin haastavien tehtévien kohdalla silloin, kun he eivét valttamétta nde heti
tehtdvanannosta ratkaisuprosessin etenemistd. Moni opettgja uskoo heikkojen kohdalla huonon
osaamisen tulevan niin voimakkaasti vastaan, ettel kielentdmisestékdén ole apua sanallisen

tehtavan ratkaisemisessa.

1.2 Minké&lainen yhteys on oppilaan kasityksella itsestddn matematiikan osagjana ja
matemaattisen ajattelun kirjallisen kielentdmisen hyodylliseksi kokemisella?

Omin sanoin Kirjoittamisella, yhtena kirjallisen kielentdmisen osa-alueena, ei ole merkitsevaa
yhteytta oppilaan kasitykseen itsestédn matematiikan osagjana (p=.699 ja r=-.039). Piirtamisella
sen sijaan on tilastollisesti merkitseva yhteys oppilaan késitykseen itsestd8n matematiikan osagjana
(p=.015). Negatiivisen korrelaatiokertoimen (r=-.242) perusteella muuttujien varianssista 5,9
prosenttia on selitettdvissd toistensa avulla. N&@in ollen yhteys, vaikka onkin tilastollisesti
merkitseva, on melko heikko.

Tuloksemme perusteella siis néyttdisi siltg, etta itsestd8n heikomman késityksen omaavat
oppilaat hyodtyvét piirtamisesta jokseenkin enemman kuin paremman kasityksen omaavat oppilaat.
Taulukosta 3 ndemme, ettd kukaan itsestéan heikon késityksen omaava oppilas e koe, ettei
hyotyis kuvan piirtamisestd. Myos paremman mindkasityksen omaavat oppilaat kokevat kuvan
piirtdmisen auttavan heitd, mutta heidan joukossaan on myods oppilaita, jotka eivét koe hyotyvansa

piirtdmisesta.
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TAULUKKO 3. Taulukko oppilaan kasityksestéa itsestddn matematiikan osagjana ja kuvan
piirtdmisen hyodyllisyydesta (n=100).

Kuvan piirtdminen auttaa minua tehtévéan ratkaisemisessa.
Ei auta Ei osaa sanoa Auttaa Yhteenséa
Oppilaan kasitys Negatiivinen kasitys 0% 4% 6% 10%
itsestd matematilkan Ei osaa sanoa 4% 7% 12% 23%
osaajana
Positiivinen kasitys 26% 17% 24% 67%
Yhteenséa 30% 28% 42% 100%

1.3 Minkd&lainen yhteys on kirjoittamisen loogisuudella ja matemaattisen ajattelun kirjallisen
kielentdmisen hyodylliseks kokemisella?

Kirjoittamisen loogisuudella ja omin sanoin kirjoittamisella on tilastollisesti merkitseva (p=.020),
vaikkakin heikko yhteys (r=-.231). Muuttujien varianssista on yhteista 5,3 prosenttia Saamamme
tuloksen mukaan nayttéisi siis siltd, etta mité loogisemmin oppilas osaa kirjoittaa, sitd vahemman
han hy6tyy omin sanoin kirjoittamisesta

Kirjoittamisen loogisuus ja matematiikan osaaminen korreloivat keskendén tilastollisesti
merkitsevasti (p=.000). Positiivinen korrelaatiokerroin (r=.454) osoittaa, etta hyvat matematiikan
osagjat kirjoittavat loogista tekstid. Nain ollen, kun hyva matematiikan osagat eivdt koe
hyotyvansd omin sanoin Kirjoittamisesta (ks. tutkimusongelma 1), ja ndm& samat oppilaat
kirjoittavat loogista tekstid, on saamamme tulos johdonmukainen. Muuttujien varianssista on
selitettvissa toistensa avulla 20,6 prosenttia Piirtamisen hyodyllisyydella ja kirjoittamisen
loogisuudella el puolestaan ole yhteytta (p=.324 jar=-.100).

Havaitsemamme korrelaatio matematiikan osaamisen ja kirjoittamisen loogisuuden valilla
tukee opettgjien kasitysta ditd, ettd hyva matematiikan osaaminen on yhteydessa kirjoittamisen
loogisuuteen. Heidén mukaansa siis loogista tekstid kirjoittavat oppilaat ovat yleensa hyvia myos
matematiikassa, eivaka siten tarvitse Kkirjalisen kielentdmisen apua, kuten myos
tutkimusongelmamme 1.1 tulos osoittaa. Opettgat kokevat, etteivat kirjoittamiseltaan ja
lukutaidoltaan heikot oppilaat hyddy kirjallisesta kielentdmisestg, silla he elvat valttamétta edes
ymmaérrg, mita heidan tulisi laskea, ja nain ollen heidan voi olla mahdotonta ilmaista kirjallisesti

laskuprosessia.

56



1.4 Minkalainen yhteys on kirjoittamisen mieluisuudella ja matemaattisen ajattelun
kirjallisen kielentamisen hyodylliseks kokemisella?

Kirjoittamisen mieluisuus on yhteydessd matemaattisen agjattelun kirjallisen kielentamisen
hyodylliseksi kokemisen kanssa, silla kirjoittamisesta pitdminen korreloi tilastollisesti
merkitsevasti seka omin sanoin kirjoittamisen (p=.000) etta kuvan piirtamisen hyodyllisyyden
kanssa (p=.008). Kirjoittamisen mieluisuudella on yhteista varianssia omin sanoin kirjoittamisen
hyodyllisyyden kanssa 21,3 prosenttia, ja piirtdmisen hyodyllisyyden kanssa 7,0 prosenttia.
Tuloksemme mukaan, jos oppilas pitéa kirjoittamisesta hdn kokee hyotyvansd omin sanoin
kirjoittamisesta (r=.461) seka piirtamisesta (r=.265). Nan ollen voimme siis sanoa, etta jos oppilas
kokee Kkirjoittamisen mieluisaksi, han kokee myds matemaattisen gjattelun Kkirjallisen
kielentamisen  hyodylliseksi. Tama tulos e ole yllatava verrattuna edellisten
tutkimusongelmiemme tuloksiin, silla kirjoittamisen loogisuus ja mieluisuus eivét ole yhteydessa
toisiinsa (p=.303 jar=.104).

1.5 Minké&lainen on mahdollinen ero sukupuolten vélilla matemaattisen ajattelun kirjallisen
kielentamisen hyodylliseks kokemisessa?

Sukupuolten vélilla ei ole merkitsevéd eroa matemaattisen gattelun kirjallisen kielentamisen
hyodyn kokemisessa: Sukupuolten vélilla el ilmene eroja siing, kokevatko he omin sanoin
Kkirjoittamisen auttavan heita (p=.676). Myoskdan kuvan piirtamisen hyodyllisyys el eroa
tilastollisesti merkitsevasti tyttéjen ja poikien valilla (p=.058). Vaikka tytot nayttaisivét
jarjestyslukujen keskiarvojen mukaan kokevan omin sanoin kirjoittamisen seka kuvan piirtémisen
hyodyllisemméks kuin pojat, ero on kuitenkin niin pieni, ettd ne ovat voineet hyvinkin johtua
sattumasta (taulukko 4). Myoskdan opettgjat eivat havaitse eroa sukupuolten vdilla kirjallisen
kielentdmisen hyodyllisyydessa. Taulukosta 5 on kuitenkin ndhtévissa, ettd eroa sukupuolten

valillaon hiukan, vaikkei setilastolisesti merkitsevaa olekaan.

TAULUKKO 4. Jrjestyslukujen keskiarvot omin sanoin Kkirjoittamisen ja piirtamisen
hyodyllisyyden kohdalla sukupuolittain tarkasteltuina.

Tytot Pojat
Kirjoittamisen hyodyllisyys 51,90 49,45
Piirtamisen hyodyllisyys 56,66 45,85
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TAULUKKO 5. Kirjallisen kielentdmisen koetun hyodyllisyyden jakautuminen
(tytdt n=43, pojat n=57).

sukupuolittain

Kirjallisen kielentdmisen Omin sanoin kirjoittamisessa Piirtamisessa
koettu hyodyllisyys

Tyto6t Pojat Tytot Pojat
Hyotyy 32,5% 19 % 51 % 35 %
Hyotyy vahan 21 % 28 % 7% 19%
Ei hyody 14 % 4 % 9% 21 %
Ei osaa sanoa 32,5% 49 % 33 % 25 %
Yhteensa 100 % 100 % 100 % 100 %

1.6 Minkalaisia ovat mahdolliset erot luokkatasojen vdlilla matemaattisen ajattelun

kirjallisen kielentdmisen hyodylliseks kokemisessa?

Erot luokkatasojen vdlilla ovat tilastollisesti merkitsevia omin sanoin kirjoittamisen suhteen

(p=.012), mutta eivdt kuvan piirtdmisen suhteen (p=.218). Jarjestyslukujen keskiarvojen

perusteella kolmasluokkalaiset kokevat hyotyvansd omin sanoin Kirjoittamisesta viides- ja

seitsemésluokkalaisia enemman (taulukko 6), kun jalkimmaisten luokkatasojen valilla el juuri ole

eroa. Kuvan piirtdmisen hytdyn kokemisen suhteen luokkatasojen erot ovat niin pienig, etta ne
voivat johtua sattumasta (3.luokka: 56,93, 5.luokka: 45,42, 7.luokka: 49,05).

TAULUKKO 6. Omin sanoin kirjoittamisen hyddyllisyyden jarjestyslukujen keskiarvo Kruskal-
Wallisin testin mukaan.

Jarjestyslukujen

Luokka-aste | Lukumaara keskiarvo
Omin sanoin 3. luokka 35 62,19
kirjoittamisen 5. luokka 36 43,99
hyddyllisyys

7. luokka 29 44,48

Yhteensa 100
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Y hteenveto matemaattisen ajattelun kirjallisen kielentéamisen hyoddysta oppilaalle
Tulostemme valossa voimme todeta, etta matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentdmisesta on
hyotya monille oppilaille. Suoraan emme voi sanoa, minka tyyppiset oppilaat hyotyvét siitg, elka
kirjallisesta kielentdmisesta hy6tyminen nayttéisi olevan selvéasti yhteydessa oppilaiden taitoihin
ta muihin ominaisuuksiin. Analyysimme antaa kuitenkin viitteita siitg, etta ndytteemme oppilaista
keskitason osagjat matematiikassa hyotyvéat kirjalisesta kielentamisestd eniten. Myds
kirjoittamisesta pitdvéat oppilaat tuntuvat hyotyvan matemaattisen ajattelun kirjallisesta
kielentamisestd. Lisdksi voimme sanoa, ettd kolmannen luokan oppilaat kokevat omin sanoin
kirjoittamisen hyddyllisemmaksi kuin viides- ta seitsemésluokkalaiset. Yleisesti matemaattisen
gjattelun kirjallisen kielentdmisen kahdesta tarkastelemastamme muodosta piirtaminen hyodyttéa
oppilaita enemman kuin omin sanoin Kirjoittaminen, vaikkakin — oppilaasta riippuen — molemmat
saatetaan kokea hyddylliseksi.

Sen liséksi ettd moni oppilas kokee hydtyvansa itse matemaattisen gjattelun kirjallisesta
kielentdmisestd, osa vastagjista nékee tyotavasta olevan hyotya myos kielennyksen tarkastelijalle.
Taméan ohella kirjallisen kielentdmisen hyodyiksi ndhtiin sen oman gjattelun jasentamisen,
matemaattisen ongelman ymmaértamisen ja asian muistamisen edistaminen. Nain ollen kirjallinen
kielentdminen matematiikassa edesauttaa my6s oppimista.

Vaikka monille oppilaille matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentdmisestéa on heidan
mukaansa hy6tyd, osa naytteemme oppilaista e koe hydtyvansa siitd. Suurin syy tdhan on sen
tarpeettomuus. joko kirjallisesta kielentdmisestd hyotyméttomét oppilaat kokevat olevansa niin
hyvia laskijoita, etta parjddvéa ilman kielentamista tai sitten he eivdt kykene muutenkaan
selviytymaan matemaattisista ongelmista ja kirjallisen kielentdmisen vaatimus sekoittaa heitd
entisestédn. Lisaksi se vie enemmén aikaa ja hidastaa ndin ollen ratkaisuprosessia. Osa oppilaista,
jotka eivét koe hyttyvansd matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentamisestd, nékevéat etta siita
saattaa kuitenkin olla apua muille oppilaille heidan tyoskentelyynsd matematiikan parissa. Nén
ollen voimme todeta, ettd kirjallisen kielentamisen kayttdminen matematiikassa el aina ole
perusteltavissa, mutta se on kuitenkin hyva tyodskentelymuoto oppilaille, jotka kokevat sit&
hy6tyvansa.

6.2 Miten opettajat hyotyvat oppilaan matemaattisen ajattelun kirjallisesta
kielentdmisesta?

Suurin osa haastattelemistamme opettgjista kokee hydtyvansa oppilaan matemaattisen ajattelun
kirjallisesta kielentamisestd. He kokevat saavansa apua omaan arviointitydhonsa, kun pystyvét
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kirjallisesti kielennetysta esityksestd seuraamaan oppilaan gjattelua. Néin ollen he kokevat, etta
heidan on helpompi huomata, missa vaiheessa ratkaisuprosessia mahdollinen virhe on tapahtunut,
ja minka tasoisesta ajatusvirheesta on kyse. Liitteistd 2, 3, 4 ja 5 on havaittavissa, kuinka
matemaattisen gjattelun kirjallinen kielentdminen auttaa oppilaan agjatuksen seuraamisessa. Liséksi
liitteestd 12 voi katsoa, kuinka virheiden syyt ovat helposti ndhtévissd, kun ratkaisuprosessi on
kielennetty kirjallisesti. Toinen viidennen luokan opettgista kommentoi oppilaiden kirjallisista
kielennyksisté saamaansa hyotyé:

Sis kyllahén se nimenomaan Sité ajattelua, oppilaan ajattelua avaa minullekin.
Sen djaan, etta ma ndan epamadraset numerot perakkain ja mietin, et mit se on
ajatellu, niin ma nyt oikeesti naan, ettéd miks se on tehny nédin. Ai tossa kohtaan se
on menny virheellisesti ajattelemaan sen juttunsa. Koska enhdn mé ehdi kaikkien
kahdenkymmenenviiden kanssa tai yhdeksantoistakaan kanssa niinku jutella, etta
miks olet laskenut tehtavan nain. Mut et jos tommosia paasis aina valilla
tekemaan, niin niista niinku aika helpolla nakee sen, etta milla tasolla se ajattelu
litkkuu. Et arviointiin ja just sithen niinku ongelmien huomaamiseen, etta pystyy
jo ndkemaan, etta kella on perustavaa laatua olevia ymmartamisongelmia siella.
Useampi opettga tuo esiin kirjallisen kielentamisen edun suulliseen kielentdmiseen
verrattuna, koska he pystyva tarkastelemaan kaikkien oppilaiden matemaattista gattelua
kirjallisesti  kielennetyistd esityksistd. Opetudtilanteessa vain  muutamalla oppilaalla on
mahdollisuus tuoda ilmi omaa gjatteluaan suullisesti, koska aika on rgjallinen. Monen oppilaan
gjattelu jaa kaymétta |&pi, eivatka kaikkien ratkaisustrategiat tule néin ollen ilmi opettgjalle tai
muille oppilaille. Kirjallisesta esityksesta opettajan on mahdollista huomata, etté gattelutapoja on
monia. Ratkaisuprosessi ei siis valttdmétta ole vaarg, vaan se on saatettu ajatella oletettua eri
tavalla. Liittessa 4(2) oleva oppilaan kirjallisesti kielennetty ratkaisuprosessi on hyva esimerkki
tastd. Jos oppilas olisi esittényt ratkaisunsa vain matematiikan symbolikielelld, olisi ratkaisun
seuragja voinut arvella ratkaisuprosessin olevan virheellinen. Kuitenkin kun oppilas on kielentényt
ratkaisunsa, hanen omalaatuinen ja myos oikea péattelyketju tulee seuragjalle ilmi. Kirjallisesta
kielentdmisestd on hyotya myos koetehtéavien ratkaisuja arvioitaessa, kun opettgjan on mahdollista
nahda, millatasolla oppilaan gjatus liikkuu. Vain ylakoulun matematiikan opettgja el koe saavansa
oppilaiden kielentamisesta apua omaan tyohonss, silla hdn on oppinut havaitsemaan, missé

mahdollinen virhe on tapahtunut.

6.3 Tulosten tarkastelua

Kuten olemme aikaisemmin tulosten yhteenvedossa todenneet, moni oppilas hy6tyy matemaattisen

gjattelun kirjallisesta kielentamisestd, vaikka suoraan emme voikaan mééritelld, minkalaiset
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oppilaat (esimerkiksi tietyn tasoiset laskijat) siita hyotyvéat. Sen lisaksi, ettd moni oppilas hyotyy
kirjallisesta kielentdmisestd, myos opettajat kokevat padsdantdisesti hydtyvansa siitd, kun oppilas
on kayttanyt luonnollista, matematiikkaan liittyvda luonnollista ja/tai kuviokielta sanallista
tehtdvad ratkaistessaan. He myods nékevat, ettd paésevét kirjallisesti kielennetyn esityksen kautta
paremmin tarkastelemaan oppilaiden ratkaisuprosessia, matemaattista gattelua ja heidan
tekemidén valintoja. Seuraavassa kaymme [@pi saamiamme tutkimustuloksia ja niihin vaikuttavia
tekijoita. Lisdks tarkastelemme niit& muiden tutkijoiden saaman tiedon valossa.

Oppilaiden mielipiteet kirjallisesta kielentdmisestd vaihtelivat niin tapauksittain  kuin
tutkimuslomakkeemme véitteiden ja avointen kysymysten kohdalla. Tarkastellessamme avoimia
kysymyksid, tulimme siihen tulokseen, ettd erot avointen kysymysten vastausten ja véitteiden
vastausten vélilla saattavat johtua dSiitd, ettd oppilaat, jotka olivat hiukan epévarmoja
vastauksistaan, valitsivat helposti vastausvaihtoehdon ”en osaa sanoa’. Toisin sanoen silloin kun
oppilas koki esimerkiks kuvan auttavan hanta vain joskus, hadn e ehka osannut valita
vaihtoehtojen ”jokseenkin samaa mieltd’ ja ”"jokseenkin eri mieltd’ valilla ja péatyi Siten
valitsemaan vaihtoehdon “en osaa sanod’. Avoimissa kysymyksissa oppilailla oli kuitenkin
mahdollisuus kirjoittaa vastauksensa itse ilman annettuja vaihtoehtoja, jolloin he saivat ilmaista
kantansa vapaasti ja perustellen. Nén ollen he pystyivét halutessaan tuomaan epardintinsd esiin
kertomalla kirjallisen kielentdmisen auttavan heita joskus ja mahdollisesti eri tavoin. Myos
Joutsenlahden (2010) tutkimuksessa on tullut ilmi, ettd vastausjakauma oli painottunut
vaihtoehtoon "En osaa sanoa.”. Han on tulkinnut jakauman painottumisen syyksi sen, etteivét
tutkimukseen osallistuneet olleet vield muodostaneet mielipidettdan matemaattisen ajattelun
kirjalliseen kielentdamiseen vaan pohtivat asiaa viela. Kyseisessa tutkimuksessa on tosin tutkittu
ailemmin edittelemiemme kielentamismallien (ks. lukua 3.3.2) kéyttokelpoisuutta. Omassa
tutkimuksessamme jakauman painottumisen "En osaa sanoa.” -vaihtoehtoon voi myos ajatella
johtuvan lyhyesta tutkimusjaksostamme ja siitg, ettel tyoskentelytapa ollut oppilaille ennestéan
tuttu. Nain ollen lyhyen aan puitteissa oppilaat elva valttamétta pystyneet muodostamaan
kokonaisvaltaista ké&sitysta matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentamisen hyodyllisyydesta.

Joutsenlahti (2010) on tutkinut, miten lukiolaisopiskelijat kokevat kielentdmismallien
kayttokelpoisuuden sanallisten tehtavien ratkaisuissa. Meiddn ensimméinen padongelmamme,
jossa selvitdmme oppilaiden kokemaa Kkirjallisen kielentamisen hyotya, on sis pitkalti
samankaltainen kuin Joutsenlahden tutkimusongelma. Omassa nédytteessimme 56 prosenttia
oppilaista koki hydtyvansa omin sanoin kirjoittamisesta ja jopa 77 prosenttia koki hyotyvansa
piirtdmisesta sanallisen tehtévan ratkaisussa. Oppilaita, jotka eivdt kokeneet hyttyvansd omin

sanoin Kirjoittamisesta oli 41 prosenttia ja heitd, jotka eivét kokeneet hy6tyvansa piirtdmisesta on
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19 prosenttia. Joutsenlahden (2010) tutkimuksen ndytteestd 53 prosenttia oppilaista koki, ettéd omin
sanoin Kkirjoittaminen auttaa heita tehtdvan ymmartamisessa ja ratkaisemisessa. 75 prosenttia
vastagjista koki saavansa apua kuvan piirtamisestd. Oppilaita, jotka eivét kokeneet hyotyvansa
omin sanoin kirjoittamisesta oli 13 prosenttia ja heitd, joiden mielestd kuvan piirtéminen ei
auttanut, oli 3 prosenttia. (Joutsenlahti 2010.) Koska Joutsenlahden (2010) tutkimuksessa saadut
tulokset ovat pitkdti samankaltaisa kuin omamme, ne tukevat saamiamme tuloksia. Samoin
tuloksamme tukevat Withinin ja Withinin (1998, 168) tutkimuksessa ilme tulleet seikat
Kirjoittamisesta matematiikan yhteydess4, sillé se voi avata oppilaalle itselleen hdnen gjatteluaan ja
selkeyttda sitdé Heidan tutkimuksessaan lapset  olivatkin - kommentoineet omin  sanoin
kirjoittamisesta |dhes samaan tyyliin kuin omaan tutkimukseemme vastanneet oppilaat (ks. lukua
6.1), ja vastauksista vélittyi lasten arvostus kirjoittamisen antamista mahdollisuuksista kehittéa
uusia gjatuksia ja saada g atuksensa kuuluviin (Within & Within 1998, 168).

Joutsenlahti (2010) on tutkinut myos kirjallisen kielentdmisen hyvia ja huonoja puolia.
omaa gjatelua. Muita esille tulleitta syita olivat muistin tukeminen ja esityksen jasentyminen
lukijalle. (Joutsenlahti 2010.) My6s omassa tutkimuksessamme kyseiset syyt nousivat selkeasti
esille. Muita l6ytdmiamme hyvia puolia olivat matemaattisten taitojen kehittyminen seka apu
Esimerkiksi Lee (2006) ndkee kielentamisen edistdvan oppimista ja liséksi han on sita mieltg, etta
Se auttaa opitun asian muistamisessa. Myds Morgan (2001) sek& Shield ja Swinson (1996) ovat
samaa mieltd ja Selter (2009, 321) nostaa esiin mahdollisuuden ratkaista matemaattisia ongelmia
omien strategioiden kautta seka |6ytéa ja selittdd uusia ratkaisumallga. Taman ndkokulma tuli
esiin  my0s opettgia haadatellessas kielentdminen edistda lapsia kehittelemddn omia
ratkaisustrategioita Irons & Irons (1989, 86) esittavatkin, ettda kielenkayttd matematiikassa
mahdollistaa strategioiden lagjentamisen ja uusien ratkaisutapojen kehittelemisen. Liséksi heidan
mukaansa kieli auttaa rakentamaan matemaattista ymmartamista nimenomaan kasitteiden kohdalla.
Matematiikan sanalliset tehtéavat on kuitenkin esitetty matemaattisten kéasitteiden avulla, ja
ymmaértddkseen tehtavan, oppilaan taytyy ymmaértda siihen liittyvéat késitteet. Nain he voivat
muodostaa selkedmman kasityksen tehtavasta ja sen ratkaisemisesta. (Irons & lrons 1989, 85-86.)
Myds aikaisemmin esitteleméssdmme kirjallisuudessa nostetaan esiin tutkimuksessammekin saatu

Morganin (1998, 71) mukaan kirjallinen esitystapa on usein oppilaille vaikea ja tyolas.
Tahan liittyviks syiks voidaan ndhda Joutsenlahden (2010) tutkimuksessa esiin nousseet

haittapuolet matemaattisen agjattelun kirjallisessa kielentdmisess& tekstin tuottamisen tyolays,
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tyotavan aikaa vievyys ja ratkaisun tilanvievyys. Omassa tutkimuksessamme ratkaisun
tilanvievyys ei noussut esille, vaikka muut Joutsenlahdenkin (2010) I6ytamat syyt tulivatkin ilmi.
Tutkimuksessamme suurimmaksi  syyksi matemaattisen agjattelun kirjallisen  kielentamisen
hyodyttomaks kokemiseen nous sen tarpeettomuus, kun moni oppilas koki turhaks kielentéa
ratkaisuaan kirjallisesti luonnollisella kielelld, matematiikkaan liittyvalla luonnollisella kielella
jalta kuviokielella Suurin osa nain vastanneista koki kirjallisen kielentamisen turhana, koska
tunsivat osaavansa muutenkin matematiikkaa niin hyvin. Toisen &&ripdan oppilaat puolestaan
kokivat kirjallisen esitystavan sekoittavan heitd entisestddn, mista johtuen he kokivat kirjallisen
kielentamisen vaikeuttavan laskemista. My0Os opettgjat nakivét, ettd kirjallinen kielentdminen on
osittain turhaa. Heidan mielestdan hyvét laskijat eivét tarvitse kirjallista kielentamista ja heikkojen
laskijoiden kohdalla sanallinen esitystapa saattaa aiheuttaa vaikeuksia entisestéén. Luvussa 3
olemme esitelleet Leen (2006) ja Morganin (1998, 2001) samansuuntaisia gjatuksia Varsinkin
helppojen tehtavien kohdalla kirjallinen kielentdminen on tarpeetonta, koska se saattaa turhauttaa
muutenkin osaavaa oppilasta. Molemmat ovatkin sita mieltd, ettd kirjallinen kielentdminen on hyva
tyGtapa, kun sita kéytetdan tavoitteellisesti. Toisin sanoen he nékevét, etta sen kéyttd e aina ole
valttamatontd, vaan sité pitéis kayttaa, silloin kun siitéd on hyotya oppilaalle itselleen. (Lee 2006,
Morgan 1998, 2001)

Emme pysty tulostemme valossa méarittelemdan, minkdlaiset oppilaat kokevat
matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentamisen hyodylliseksi. Tuloksemme kuitenkin antavat
viitteita siitd, etté keskitason matematiikan osagjat kokevat hyétyvansa kirjallisesti kielentémisesta
enemman kuin heikot tai huippuosagjat. Hyvét osagjat ymmartavét tehtévéat ja osaavat ratkaista ne
nopeasti ilman gjatustensa j&sentelyd, kun taas heikkojen matematiikan osagjien kohdalla gjatusten
Kirjoittamiseen paneutuminen vie gatukset ja keskittymisen pois kyseessa olevasta tehtavasta pois
kysymysten vastauksista, jolloin saamamme tulos keskitason matematiikan osagjien hyotymisesta
matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentamisesta voi hyvinkin olla suuntaa antava. Kuitenkin,
tulokseemme vaikuttaa varmasti se, ettd ndytteemme oppilaiden jakautuminen matematiikan
0Saamisessa on Vvino siten, etta matematiikan taidoissa hyvia ja erinomaisia osagjia on selkeasti
enemman kuin tyydyttévia ja valttéavia osagjia. Jos oppilaiden jakautuminen matematiikan
osaamiseen ndhden olisi tasaisempaa, olisi matematiikan osaamisen ja kirjallisen kielentamisen
hy6dyn kokemisen valiltd mahdollisesti 10ytynyt vahvempi korrelaatio.

Koska tutkimustieto dgiitd, ketka erityisesti voisivat hyotyd matemaattisen gjattelun

tutkimusten valossa. Kuitenkin muita tutkimuksessa tarkastelemiamme oppilaiden ominaisuuksia,
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kuten matemaattista osaamista, sukupuolten vélisd eroja ja kasitystd itsestd matematiikan
osagjana, on tarkasteltu niin kansallisesti kuin kansainvélisestikin. Joutsenlahti (2009, 73) esitt&3,
etta tutkimustulosten valossa voi olettaa, etté tytoille kirjallisen kielentdmisen kayttod olisi mieluisa
tyovaline matematiikan sanallisten tehtévien ratkaisuun. Lisdksi han nékee, ettad taitavien
luonnollisen kielenkayttgjien, joilla t&ssh tapauksessa tarkoitetaan nimenomaan tyttoja,
matematiikan mindkuva saattais parantua, kun oppilas vois ilmaista itseédén osaamallaan tavalla
(2009, 73). Omat tutkimustuloksemme eivét kuitenkaan tue Joutsenlahden (2009) olettamuksia,
silla tulostemme mukaan tyttojen ja poikien vdilla el ollut eroja. Mydsk&an loogiset Kirjoittajat
eivdt kokeneet sanallisen esitysmuodon hyddyttavan heitda sen enempda kuin heilkommat
kirjoittgat kokivat. Uskomme kuitenkin havaitsemamme positiivisen korrelaation kirjoittamisen
loogisuuden ja matematiikan osaamisen vdlilla vaikuttavan téhén. Myos opettajien kokemukset
oppilaistaan tukevat johtopaétostamme korreloivista matematiikan ja kirjoittamisen taidoista.

Sen sijaan kirjoittamisen mieluisuus on merkitsevasti yhteydessa kirjallisen kielentéamisen
hyodylliseks kokemiseen matematiikassa. Varsinkin omin sanoin kirjoittaminen on yhteydessa
kirjoittamisen mieluisuuteen. Tulos e kuitenkaan ole kovin yllétavd, dlla Kkirjallisesta
kielentdmista toteutettaessa sanallisesti kielentgja kayttda luonnollista kielta ja kirjoittaa laskujen
joukkoon gjatuksiaan ja perustelujaan. Morgan (2001, 234) esittdd muiden saaman tutkimustiedon
valossa, etta matematiikka ja kirjoittaminen ovat samankaltaisia toimintoja, mika saattaisi osittain
selittéé kirjallisen kielentamisen hyodyllisyyden ja kirjoittamisen mieluisuuden yhteytta

Painvastaisesti kirjoittaminen matematiikan yhteydessa on joidenkin oppilaiden osalta koettu
hyvinkin turhaksi. Monille luonnollisen kielen kayttd matemaattisessa yhteydessé on jaksomme
aikana ollut uusi kaytantd, eli he ovat tutussa kielenkayttttilanteessa joutuneetkin kayttamaan
alemmasta poikkeavaa kieltd Koska matematiikan tunti muodostaa oman kielenkayttétilanteen,
sen aikana kaytetédn kayttttilanteen vaatimia sanoja ja ilmauksia. Oppilaat olivat kuitenkin
tottuneet k&yttamaan vain tiettyja matematiikan rekisterin sisdltamia ja edellyttamia esitysmuotoja
ja -tapoja nimenomaan Kirjoitetun kielen rekisterin yhteydessd. Koska tutkimuksessamme oli
olennaista, ettd oppilaat kayttivat kirjoitetun kielen rekisterissa luonnollista kielta tavallisen
symbolikielen sijaan, on kirjallisen kielentamisen kéyttd saattanut vaikeuttaa oppilaiden
tyoskentelyd. Oppilaiden omat kommentitkin ilmensivéa tétd Slla osan mielestd oli vaikeaa
ymmaértd4, miksi heidan piti kirjoittaa luonnollisella kielella laskujen lomaan.

Luokka-asteittain tarkasteltuna kolmasluokkalaiset kokivat hyotyvansd matemaattisen
gattelun kirjallisen kielentdmisen toisesta tarkastelemastamme osa-alueesta, omin sanoin
Kirjoittamisesta enemmén kuin viides- tai seitsemasluokkalaiset. Tulokseen on saattanut vaikuttaa
s, etta kolmasluokkalaiset tekiva tehtdvid ja ndin ollen kayttivéa kirjallista kielentdmista
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enemman kuin viidensien tai seitsemansien luokkien oppilaat. Tasté johtuen kolmansien luokkien
oppilaiden on ollut ehk& mahdollista muodostaa mielipiteensa esittelemdmme tydtavan hyodysta
vahan paremmin kuin kahden muun luokka-asteen oppilaiden.

Alakoulun puolella monivaiheiset sanalliset tehtdvét alkavat esiintya pédasiassa vasta
kolmannella luokalla, ja talléin kirjallinen kielentaminen tyotapana e oikeastaan sovellu
nuoremmille oppilaille. Kolmannen Iuokan oppilaat my6s vasta hakevat tyoskentelytottumuksia ja
totuttelevat itselleen sopiviin toimintatapoihin, jolloin heidén on helpompi omaksua uusia
tyoskentelymenetelmid kuin vanhempien, jo tottuneiden tyoskentelijoiden. Liséksi laatimamme
tarinamuotoiset ja jonkin verran erikoisemmat tehtévét ovat saattaneet motivoida nuorempia
oppilaita tarttumaan innokkaammin uuteen ty6tapaan, jolloin sen hyddyllisyys ja tehtavien kivuus
ovat mahdollisesti kulkeneet kds kadessd. MyoOs osa opettgjista kertoi huomioitaan lapsia
innostaneista tehtavistd. Vastaavasti ylempien luokkien oppilaat olivat opettgjien mukaan
saattaneet kommentoida tehtédvia aika helpoiksikin, jolloin he eivdt kokeneet kirjalisen
kielentdmisen auttavat heitd niiden ratkaisemisessa. Téhan liittyen Lee (2006, 4) esittdakin, etta
oppilaille tulis antaa sopivan haastavia tehtévia niin, ettd ne ovat vaikeita, mutta oppilaiden
taitojen puitteissaratkottavia. Vaikeustason tulisi siis olla oppilaan tasoon néhden mahdollisimman
korkea, jotta he tietéavét oppivansa tehokkaasti (L ee 2006, 4).

Opettgjien kannalta olennaiseksi nousi arvioinnin nakokulma oppilaan kielentaessa
matemaattista agjatteluaan kirjallisesti. Sanallisesti kielennetystd esityksesta on mahdollista
tarkastella oppilaan gjattelun kulkua ja mahdollisia virheita (ks. liite 2,3,4,5 ja 12). Within ja
Within (1998, 161) tuovat esiin gjatuksensa Siita, ettd opettajat voivat hyodyntda Kirjoittamista
matematiikassa muun muassa oppilaan arviointiin, heidan gattelunsa seuraamiseen ja numeerisen
ymmaértamisen kehittdmiseen. Myo6s Lee (2006) ja Joutsenlahti (2003a) ndkevat molemmat, etta
oppilaan kirjallisesta kielennyksesta on apua opettgjalle arviointiin ja gattelun seuraamiseen.
Opettgja saa kuvan muun muassa siitd, miten oppilas on opetetun asian tai kasitteen ymmartanyt
(Joutsenlahti 2003a, Lee 2006), eli kuten Selter (2009, 321) asian ilmaisee, lasten tuotokset antavat
opettgjalle autenttista tietoa oppilaastas Myos vaarinymmarrysten kohdalla opettga saa
luonnollisella kielelld esitetysta ratkaisusta poimittua virheellisen gjatuksenkulun (Lee 2006). (Ks.
my6s Masingila & Prus-Wisniowska 1996, 95.) Olemme poimineet eréan naytteemme oppilaan
tekeman tehtévan, josta kay ilmi kuinka kielentéaminen tuo esiin virheellisen gjatuksenkulun (liite
12). Opettgat toivat haastatteluissa esiin erdén kirjallisen kielentamisen edun suulliseen
kielentdmiseen verrattuna. Heildan on mahdollista tarkastella kirjallisesta esityksesta kaikkien
oppilaiden gjatuksia, kun taas oppitunnilla ei gjan rajallisuuden vuoksi ole mahdollista kuulla

kaikkien oppilaiden matemaattisia gjatuksia (ks. myds Joutsenlahti 2003a, 193). Pysyva tuotos
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my6s mahdollistaa oppilaan matemaattisen taitojen perusteellissmman arvioinnin. Kirjallinen
kielentdminen el kuitenkaan rajaa suullisen kielentamisen kaytt6a pois. Morgan (2001) sanoo, etté
eri arvioinnin keinoja kayttdesséén opettga pystyy muodostamaan kattavamman kuvan oppilaan
osaamisesta, ja Selter (2009, 322) korostaa nimenomaan oppilaiden kirjallisten tuotosten tukea
autenttiselle jaavoimelle arvioinnille.

Tutkimuksemme tarkoituksena e ole |oytéd vyleistettavia tuloksia. Pyrimmekin
tutkimusnaytteemme puitteissa |0ytamadn oppilaiden ja opettgjien mahdollisesti kokemaa hyotya
oppilaiden kirjallisesta kielentamisestd matematiikassa. Tutkimuksemme perusteella voimme
todeta, ettd matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentdmisestd on hyotya molemmille, niin
oppilaille kuin opettgjillekin. Opettajille kirjallinen kielentdminen antaa apua oppilaan
arvioimiseen, kun taas oppilaat pystyvét paremmin jasentaméan gjatteluaan. Tyotavan kayttod el
kuitenkaan ole aina perusteltua eikd valttamétta sovi kaikillee. Emme voikaan nimeta tietyn
tyyppisia osagjia tai oppijia, jotka erityisesti hyttyvét kirjallisesta kielentamisestd. Hyddyn
kokeminen voi myos olla sidoksissa tilanteeseen tai tehtdvadn, silla moni oppilaista oli sitd mielta,
ettd omin sanoin kirjoittaminen tai piirtdminen auttaa heité vain joskus, etenkin vaikeiden tehtévien
kohdalla. Nan ollen voimme tutkimuksemme valossa todeta, ettd kirjallinen kielentaminen
matematiikassa on yks mahdollinen tyOtapa, jonka kayttokelpoisuutta opettgjan kannattaisi
kokellla omassa luokassaan, silla se hyOdyttéd opettgjan itsensd lisdksi monia oppilaita

matematiikassa.
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/ LOPUKSI

7.1 Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimuksen luotettavuuden tarkastelu perustuu reliaabeliuden eli tutkimuksen ja mittaustulosten
toistettavuuteen sekd validiuden eli pédtevyyden kriittiseen arvioimiseen. Toistettavuutta ja
patevyyttd on mahdollista parantaa eri tavoin. Tassa tutkimuksessa luotettavuutta lis88 muun
muassa triangulaation kayttd. Triangulaatiolla tarkoitetaan useiden aineistojen, menetelmien,
teorioiden jaltai tutkijoiden kayttoa tutkimuksessa (Eskola & Suoranta 1998, 68). Sen tavoitteena
on hankkia kokonaisvaltaisempi nakemys tutkittavasta ilmitstd, mista johtuen sen avulla saadaan
usein luotettavampia tuloksia kuin vain yhtéd menetelmés, teoriaa, aineistoa jaltai tutkijaa
kéytettéessa (mts. 68). Vaikka Eskola ja Suoranta (1998, 70-71) ovat Sitd mielta, etta
triangulaation kaytto tuottaa parhaimmillaan mielenkiintoisia tutkimuksia, se voidaan kuitenkin
kyseenalaistaa, silla erilaisten aineistojen kayttd samanalkaisesti el valttamétta ole sopivaa.
Tutkimusmenetelmien taustalla saattaa olla erilaiset ihmiskéasitykset, elka tutkimusmenetelmien
yhteensovittaminen sen vuoks vélttamétta onnistu (mts. 71). Itse olemme kuitenkin sitd mielta,
etta triangulaation kaytt6 omassa tutkimuksessamme e ole ongelmallista: Tutkimuksemme
pohjautuu viitekehyksemme mukaisesti fenomenologis-hermeneuttiseen ihmiskasitykseen, minka
pohjalta olemme myo6s valinneet menetelmét, jotka sithen soveltuvat. Menetelmien yht&aikainen
kayttd onnistuu my6s moitteetta, koska ne taydentévét toisiaan ja tuovat tutkittavaan ilmioon
erilaisia nakkulmia

Omassa tutkimuksessamme toteutuu tutkijatriangulaatio, aineistotirangulaatio ja
menetelmétriangulaatio. Tutkijatriangulaation mukaisesti tutkimuksemme toteuttaa kaksi tutkijaa.
Sen gatellaan lisddvan tutkimuksen luotettavuutta, silla tutkijoiden on keskusteltava
ndkemyksistddn ja paddstdva tutkimuksen kannalta olennaisista valinnoista yksimielisyyteen
(Eskola & Suoranta 1998, 69). Useampi tutkija tuo tutkimukseen lagjempia ja useampia
ndkokulmia kaytettdvaksi. Menetelmétriangulaatio toteutuu, kun tutkimuskohdetta tutkitaan eri
aineigonhankinta- ja tutkimusmenetelmilla Useat tutkimusmenetelmé voivat tutkia kohdetta
useammista nakokulmista, mik& parantaa sen luotettavuutta. (Mts. 69—70.) Hankimme aineistoa

seka kvalitatiivisin etta kvantitatiivisin menetelmin puolistrukturoitujen teemahaastattelujen sekéa
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kyselylomakkeen Likert-asteikollisten ja avoimien kysymysten keinoin. Aineistoa analysoimme
kvantitatiivisesti  SPSS-ohjelman  avulla ja  kvalitatiivisesti  teemoittelun  keinoin.
Aineistotriangulaatiota kaytettédessa tutkimuksessa kaytetédn ja yhdistelléan erilaisia aineistoja
keskendan (mts. 69). Omassa tutkimuksessamme, kuten juuri kavi ilmi, k&yttamamme aineisto
koostui haastatteluista ja kyselylomakkeiden méérallisista ja laadullisista vastauksista.

Seuraavaks tarkastelemme tutkimuksemme reliaabeliutta ja validiutta sekéa kvantitatiivisen
etta kvalitatiivisen tutkimusotteen kannalta. Reliaabeliudella tarkoitetaan mittaustulosten ja
tutkimuksen toistettavuutta, mista johtuen reliaabelin tutkimuksen tulisi tuottaa ei-sattumanvaraisia
tuloksia (Hirsjdrvi, Remes & Sajavaara 1997, 216). Tutkimuksen validiudella eli patevyydella
tarkoitetaan mittarin kykya mitata sit, mita pitaisikin (mts. 216).

Kerasimme kvantitatiivisen aineisomme itse laatimamme kyselylomakkeen avulla

Ihmistieteissi kyselylomakkeen validiuden tarkastelu voi olla vaikeaa, silléa koskaan ei voi olla

Osaa véttdmistamme oli  kuitenkin kaytetty aiemmin Niemen (2004) perusopetuksen
oppimistulosten kansallisessa arvioinnissa vuonna 2000 ta Joutsenlahden (2005, 2010)
tutkimuksissa. Niiden toimivuutta on siis testattu aiemmin, ja voimme olettaa niiden mittaavan
sitd, mita pitaisikin. Kyselylomakkeen vastausten lisdksi kaytimme kvantitatiivisessa analyysissa
myGs opettgien tekemid arviointeja oppilaiden matematiikan osaamisesta ja kirjoittamisen
loogisuudesta. Arviointien pitéisi olla valideja, koska opettgat ovat muodostaneet matematiikan
arvosanat perusopetuksen opetussuunnitelman tavoitteiden mukaisesti. Kirjoittamisen loogisuuden
he puolestaan ovat arvioineet antamamme, perusopetuksen opetussuunnitelman vaatimusten
pohjalta tehdyn méadritelman mukaisesti. Tutkimuksen validiuteen vaikuttaa myos tilanne, jossa
aineisto kerdaan. Toteutimme kvantitatiivisen aineiston kerdamisen informoituna lomakekyselynéa
Olimme siis itse paikalla oppilaiden tayttéessa lomakkeet, jolloin heilla oli mahdollisuus kysyéa
ymmaértaneet. Tutkijoiden paikalla olo takasi my6s sen, ettd kaikki oppilaat saivat lomakkeen
tayttoon samanlaiset ohjeet. Lisdksi voimme todeta, ettd lomakkeentyttttilanteet olivat
rauhallisia. Nain ollen oppilailla oli mahdollisuus vastata lomakkeeseen rauhassa keskittyen ja
itsendisesti. Lisdksi varmistimme, ettd kaikilla oli kaytettvissd tarpeeks aikaa lomakkeen
tayttamiseen.

Kvantitatiivisen  analyysimme  reliaabeliutta  olemme  selvittdneet  tutkimalla
tutkimuksessamme  kaytettyjen summamuuttujien luotettavuudet Cronbachin alfan avulla
Saamamme reliabiliteetit olivat korkeita ja siten vahvistivat kvantitatiivisen analyysimme

reliaabeliutta.  Mitd suurempia reliabiliteetit ovat, dtd vdhemman tuloksissa on
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sattumanvaraisuutta. Tutkimuksemme kvantitatiivinen osuus on myos toistettavissa, koska olemme
esitelleet tarkagti tutkimuksen kulun. Lisdksi laadittua kyselylomaketta voi kayttéa sellaisenaan,
jolloin voi olla varma, ettéa se tutkii samaa asiaa kuin omassa tutkimuksessammekin.

Kvalitatiivinen tutkimus ei samalla tavalla pyri objektiivisuuteen kuin kvantitatiivinen
tutkimus. Tutkijan onkin myonnettava ja tiedostettava, ettd han toimii tutkimuksessa keskeisena
tutkimusvaineend. (Eskola & Suoranta 1998, 210.) Tutkimuksemme reliaabeliutta lisda kuitenkin
tutkijatriangulaatio, silla kaikki tutkimuksessamme tehdyt valinnat ja paétokset ovat kahden
tutkijan valisen keskustelun tuloksia. Niissd on siis otettu huomioon useampia ndkokulmia.
Hirgéarvi ja Hurme (2001, 186) ehdottavatkin, ettd kvalitatiivisessa tutkimuksessa yksi
reliaabeliuden méaritelmd voisi olla se, etta kaksi tai useampi arvioija péaétyy tuloksista
yksimielisyyteen keskustelun avulla.

Tutkimuksemme reliaabeliutta lis8d myos se, ettd olemme saaneet tutkimuksestamme
samansuuntaisia tuloksia kuin aiemmassa kirjallisuudessa on esitetty (ks. Hirgarvi ym. 216).
Toisin sanoen toiset tutkijat ovat péétyneet samankaltaisiin tuloksiin kuin me. Lisaks tutkimuksen
reliagbeliuteen valkuttaa myos sen toistettavuus. Siksipd olemmekin kuvailleet tarkasti
tutkimuksemme kulun ja vaiheet. Laadullisen tutkimuksen toistaminen on usein kuitenkin vaikeaa,
koska, kuten jo mainitsimme, tutkija on suuressa roolissa seka aineiston keruussa etta analyysissa.

Kvalitatiivisesti kerésimme ja analysoimme teemahaastattelut ja kyselylomakkeen avoimet
kysymykset. Avointen kysymysten kohdalla téytyy pohtia samaa validiusongelmaa kuin Likert-
astelkollisten véittamienkin: Ovatko oppilaat ymmaértaneet kysymykset tarkoitetulla tavalla?
Avoimissa kysymyksissa vaadittiin kuitenkin myos perustelut omalle vastaukselle, joten uskomme,
etta niista olisi kaynyt ilmi, jos oppilas oliss ymmaértanyt kysymyksen vadrin. Samoin kuin
avointen kysymysten kohdalla, myds teemahaastattelun kohdalla voidaan miettid, ovatko
haastateltavat ymmaértaneet haastattelijoiden kysymykset oikein. Kuitenkin haastattelijoiden
ollessa haastettelutilanteessa, heidan on mahdollista arvioida keskustelun aikana haastateltavien
vastauksia, joista hyvin pitkalti tulee ilmi, onko kysymys ymmarretty vai ei.

Teemahaastattelun rungon muodostimme itse, joten emme nojanneet siind aiempiin
tutkimuksiin.  Uskomme kuitenkin sen validiuteen, koska olemme muodostaneet sen
hankkimamme tietdmyksen pohjalta ja samme haagtattdlujen avulla vastaukset
tutkimusongelmiimme. Teemahaastattelun avulla tutkija voi lisdksi varmistaa tutkimuksen
kannalta olennaisten asioiden kasittelyn. Se antaa tutkijalle myds mahdollisuuden ottaa esille
omaan tietamykseensa perustuvia ndkokulmia. Teemahaastattelun validiutta liséd myos se, etta se

antaa kohteelle mahdollisuuden nostaa esiin asioita, joita tutkija ei strukturoidussa haastattelussa
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huomaisi kysya Talloin teemahaastattelun myo6ta saattaa nousta esiin uusia, jopa oleellisia,
nakokulmia.

Tutkimuksemme tulosten kannalta olennaista on myds ennen aineiston keruuta toteutettu
kielentamisjakso, jonka aikana oppilaat harjoittelivat ja kokeilivat kielentdmista meidan ja
opettgjien ohjauksessa. Olemme kuvanneet  kielentdmisjakson  toteutuksen tarkasti
menetelmaosiossa. Luulemme kuitenkin, ettel sen toteuttaminen valttamétta onnistuisi juuri
samala tavalla uudestaan. Toteutukseen on nimittéin vakuttanut, kuten laadullisessa
tutkimuksessa yleensdkin, tutkijat ja myos tutkimuskohteet eli opettgat ja oppilaat. Myos
kielennettavilla oppikirjan tehtavilla on ollut vaikutusta jaksoon.

Tutkimuksen luotettavuutta tarkastellessa on  hyva kiinnittéd huomiota myds
yleistettavyyteen. Aineiston koon ja luonteen vuoks tuloksemme eivédt ole yleistettavissi
Tutkimuksemme tarkoituksena ei kuitenkaan ollut yleist@minen, vaan oppilaiden ja opettgien
matemaattisen gattelun  kirjallisen kielentdmisen hyddyn kokemisen kuvaaminen ja
ymmértdminen. Té&a kautta tarkoituksenamme oli 10yt&8d mahdollisia perusteita kirjallisen
kielentdmisen kokeiluun ja kayttoon peruskoulussa seké selvittdd, miten aiheen tutkimusta

kannattaisi tulevaisuudessa jatkaa.

7.2 Pohdinta

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittéd matemaattisen agjattelun kirjallisen kielentamisen
hyodyllisyytta sekd oppilaan ettd opettgjan nékokulmasta. Aiheemme oli jaettu kahteen
padongelmaan. Ensimmaisessa tutkimme Kirjallisen kielentdmisen hy6tya oppilaalle oppilaiden
kokemusten ja opettgien ndkemysten pohjalta. Tamén tutkimusongelmamme kohdalla
tarkastelimme alakysymysten avulla, minkdlaiset oppilaat voisivat hyotya kirjallisesta
kielentdmisestd matematiikassa. Tahan liittyvia ominaisuuksia olivat matematiikan osaamisen ja
Kirjoittamisen loogisuuden taso, kirjoittamisen mielekkyys, oppilaan kasitys itsestdan
matematiikan osagjana, sukupuoli sekd luokkataso. Tarkastelimme ensmmaista ongelmaamme
kahdelta kannalta: oppilaan oman kokeman hyddyn seka kielennyksen seuragjan kannalta. Toinen
padongelmamme keskittyi tarkastelemaan opettgian hy6tymistd, kun oppilas kielentda kirjallisesti
matemaattista gjatteluaan.

Onnistuimme aineistomme avulla saamaan vastaukset kaikkiin tutkimuskysymyksiimme.
Vaikka kaikki tulokset eivét olekaan tilastollisesti merkitsevid, saimme kuitenkin ka&yttokelpoista
tietoa kirjallisen kielentdmisen hyddyllisyyteen liittyen: Tulostemme mukaan moni oppilas ja

opettgja kokivat hyotyvansd kirjallisesta kielentamisestd matematiikassa. Oppilaat  kokivat
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kirjallisen kielentdmisen jé&sentdvan heiddn gatuksiaan ja auttavan heitd ymmaéartdmain
matematiikan tehtdvan paremmin. Kirjallisen kielentamisen kahdesta tutkimastamme osa-alueesta
oppilaat kokivat piirtdmisen auttavan heitd enemman kuin omin sanoin Kirjoittamisen, vaikka
poikkeuksiakin 10ytyi. Tutkimuksemme antaa viitteita siitd, etta keskitason matematiikan osagjat
kokevat hydtyvansd matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentamisestd enemman kuin hyvét tai
heikot osagjat. Lisdks Kkirjoittamisen mieluisuus oli yhteydessd kirjallisen kielentdmisen
hyodylliseksi kokemiseen matematiikassa: mitd enemman oppilas piti kirjoittamisesta, sen
hyodyllisemmaksi han koki kirjallisen kielentamisen.

Luokkatasoja tarkastellessa tuloksemme mukaan kolmasluokkalaiset nayttivat hyotyvan
matemaattisen gattelun kirjallisen kielentamisen toisesta osasta, omin sanoin Kirjoittamisesta
enemman kuin viides- tai seitsemasluokkalaiset. Muiden tarkastelemiemme ominaisuuksien
suhteen emme voi tulosten perusteella tehda johtopddtoksia kirjallisen kielentamisen koetuista
hyodyistd matematiikassa.

Opettgien kohdalla kielentdminen Kkirjallisesti matematiikassa naytti koetun hy6dyn
painottuvan oppilaan arviointiin ja hénen gattelunsa tarkasteluun: Kirjallisesti kielennetty esitys
antol suurimman osan opettgiien mielesta mahdollisuuden seurata kaikkien oppilaiden
matemaattista gjattelua ja ratkaisustrategioita. Nain ollen kirjalinen kielentdminen ndhtiin apuna
oppilaan arviointiin, kun tuotoksista oli mahdollista huomata mahdolliset virheet paremmin.

Tutkimusndytteemme suhteellisen pienen koon vuoks, tuloksemme eivét ole yleistettavissi.
Tutkimuksen tarkoituksena ei ollutkaan yleistaminen vaan Idhinné tutkimuskohteemme oppilaiden
ja opettgiien kokeman matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentdmisen hyddyn ymmartaminen ja
kuvaaminen. Tavoitteenamme olikin siis tutkia ilmiota koulutydskentelyn nakokulmasta;
kannattaako matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentdmisen kayttoa kokeilla oppilaiden kanssa.
Lisaks tarkoituksenamme oli tulosten kautta pohtia, kannattaako ilmi6té tutkia tarkemmin ja, jos
kannattaa, niin miten.

Koska tutkimuksessamme kévi ilmi, ettd monet oppilaat ja opettajat kokivat matemaattisen
gjattelun kirjallisen kielentamisen hyodylliseksi, voimme todeta, ettd sen kayttd sanallisia tehtavia
ratkoessa on perusteltua. Opettgjien kannattais ainakin esitella kirjallinen kielentdminen yhtend
sanallisten tehtévien ratkaisun tyovalineend oppilaille, jotta he saisivat tutustua siihen. Kuten
tuloksemmekin osoittivat, kaikki eivét hyody Kkirjallisesta kielentdmisestd, mutta on erittain
oletettavaa, ettd ainakin osa oppilaista loytais siité itselleen hyvan tyoskentelymuodon. Lisaksi he,
jotka kokisivat sitd hyotyvansd, voisivat kayttdd sita apuna aina tarvittaessa, silla kuten

tuloksemmekin osoittivat, kielentamisen kaytto e kuitenkaan ole aina perusteltua ja tarpeellista.
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Olemme tyytyvaisia kayttamiimme menetelmiin, silla saimme niiden avulla kattavat
vastaukset tutkimusongelmiimme. Olemme kuitenkin sitd mieltd, etta olisimme voineet kéayttda
menetelmia vieda paremmin. Jos tekissimme tutkimuksen uudelleen muokkaisimme
kyselylomaketta tarkoituksenmukaisemmaksi. Lisdissmme siihen muutaman vaittdman, jotta
saisimme viela kattavamman kuvan piirtdmisen hyédyllisyydesté ja kirjoittamisen mieluisuudesta
Tallaisia vaittamia voisivat olla essmerkiksi: ”Piirtdminen sanallista tehtdvaa ratkaistessa auttaa
aiheellista muokata avoimia kysymyksia siten, ettd ne vastaisivat kattavammin piirtamisesta
koettuun hyotyyn. Tuloksemme nimittéin olivat hiukan kattavampia omin sanoin Kirjoittamisen
osalta. Teemahaastatteluun ja ana ysointimenetel miimme olemme tyytyvéisia

Menetelmien lisdksi olemme pohtineet kielentdmisjakson onnistumista. Toteutimme jakson
suhteellisen lyhyend, mista johtuen kaikki oppilaat eivét ehk& saaneet tdysin kokonaisvaltaista
késitysta matemaattisen gjattelun kirjallisesta kielentémisesta tyoskentelymuotona. Pitempi jakso
olis voinut olla tarkoituksen mukaisempi, kun oppilailla olisi ollut aikaa tutustua tydtapaan
paremmin. Lisdksi useat oppilaat sanoivat, etta koska tehtavét olivat heille helppoja, he eivét
hyotyneet matemaattisen gattelun kirjallisesta kielentamisesta. Olisikin varmasti ollut hyvé, jos
tehtévien joukossa olisi ollut niin vaativia tehtavig, ettd ne olisivat olleet lahjakkaimmillekin
oppilaille vaikeita. Télloin he olisivat saattaneet kokea kirjallisen kielentamisen hyddyn eri tavalla,
mihin opettgjatkin olivat kiinnittaneet huomiota. Myds Lee (2006, 4, 81) ndkee tehtévien
haastavuuden térkedn& Tehtdvien ollessa riittdvan haastavia, oppilaat voivat oppia uusia asioita
tehokkaammin. Ja eteenkin kielentamisen yhteydessa tehtavien tulee olla haastavia, silla
kirjallisesti kielentdminen el ole perusteltua helppojen tehtévien kohdalla (mts. 4, 81).

Oman tutkimuksemme myo6ta esiin nousi uusia tutkimusideoita. Koska tutkimuksestamme
saamat tulokset eivat ndytteemme pienuuden takia ole yleistettdvissd, matemaattisen ajattelun
kirjallisen kielentamisen hyotyja olisi oleellista tarkastella suuremmalla tutkimusnaytteella. Néin
ollen hyddyista saatava kuva olisi kattavampi ja yleistettavampi. Tutkimuksemme avulla sasmme
tietoa siitg, ettd kirjallisesta kielentamisesta on hyétya. Jatkossa olisi mielenkiintoista tietdd, missé
tilanteissa tai minkdlaisten tehtévien yhteydessi matemaattisen gjattelun kirjallinen kielentaminen
olis hyotdyn kannalta perusteltua. Lisdksi vois tutkia myos kirjallisesti kielennetyn esityksen
esittamisen hyodyllisyytta seka esittgjan etta seuragjan nékokulmasta. Kielentamisen avulla oppilas
voi tuoda esille oman gjattelunsa myo6ta ratkaisustrategioitaan. Jatkotutkimusaiheena vois téten
olla oppilaan ongelmanratkaisutaidot ja se, miten matemaattisen gjattelun kielentaminen kehittéa
niitd. Liséks opettgien kannalta kirjallista kielentdmistd voisi tutkia arviointimenetelmana ja

tyovalineend opetuksessa.

72



LAHTEET

Autonen, P. & Melartin, A. 2004. “Hel, kielennetd&n matematiikkaa’. Toiminta tutkimus
matematiikan kielentémisesta esiopetusryhméssa. Tampereen yliopisto. Opettagjankoulutudaitos,
Hameenlinnan toimipaikka. Pro gradu -tutkielma.

Burton, L. 1984. Mathematical thinking: The struggle for meaning. Journal for research for
mathematics education. Volume 15. Number 1. Reston, VA: National Council of Teachers of
Mathematics, 35-49.

Eskola, J. & Suoranta, J. 1998. Johdatus laadulliseen tutkimukseen. Tampere: V astapaino.

Forsblom, K. 2003. " Jee! Meilld on geometriaal” Oppimateriaali geometrisen gjattelun
kehittamiseen. Tampereen yliopisto. Opettgjankoulutuslaitos, Hadmeenlinnan toimipaikka. Pro gradu
-tutkielma.

Furinghetti, F. & Pehkonen, E. 2002. Rethinking characterizations of beliefs. Teoksessa G.C. Leder,
E. Pehkonen & G. Torner (toim.) Beliefs: a hidden variable in mathematics education? Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers, 39-57.

Grevholm, B. & Hanna, G. (toim.) 1995. Gender and mathematics education. An ICMI study in
Stiftsgérden Akersberg, H66r, Sweden 1993. Lund: Lund University Press,

Gupta, A. 2006. Empiricism and experience. New York, NY: Oxford University Press. E-kirja.
Viitattu 27.5.2010 http://helios.uta.fi:2065/lib/tampere/docDetail .action?docl D=10160603

Irons, R. R. & lrons, C. J. 1989. Language experiences. A base for problem solving. TeoksessaP. R
Trafton & A. P. Shulte (toim.) 1989 Y earbook. New directions for elementary school mathematics.
Reston, VA: The National Council of Teachers of Mathematics, 85-98.

Haapasalo, L. 1998. Konstruktivistisen pedagogiikan problematiikasta. Teoksessa P. Rasdnen, P.
Kupari, T. Ahonen & P. -Malinen (toim.) Matematiikka — nakokulmia opettamiseen ja oppimiseen.
Jyvéskyla Niilo M&ki Instituutti & Koulutuksen tutkimuslaitos, 52—79.

Halliday, M. A. K. 1974. Language and social man. Schools council programme in linguistics and
english teaching: Papers series|l. Volume 3. London: Longman.

Halliday, M. A. K. 1978. Language as social semiotic. The social interpretation of language and
meaning. London: Edward Arnold.

Halliday, M. A. K. & Hasan, R. 1985. Language, context, and text: aspects of language in a social-
semiotic perspective. Oxford: Oxford University Press.

Hanna, G. (toim.) 1996. Towards gender equity in mathematics education. Dordreckt: Kluwer
Academic Publishers.

Hannula, M. S., Kupari, P., Pehkonen, L., Rasdnen, P. & Soro, R. 2004. Matematiikka ja sukupuoli.

Teoksessa P. Rasanen, P. Kupari, T. Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematiikka — nakokulmia
opettamiseen ja oppimiseen. Jyvaskyla Niilo Maki instituutti, 170-197.

73


http://helios.uta.fi:2065/lib/tampere/docDetail.action?docID=10160603

Heikkild, T. 1998. Tilastollinen tutkimus. Helsinki: Edita Publishing Oy.

Hirgarvi, S. & Hurme, H. 2000. Tutkimushaastattelu. Teemahaastattelun teoria ja kaytanto.
Helsinki: Y liopistopaino.

Hirgéarvi, S., Remes, P. & Sgavaara, P. 1997. Tutki jakirjoita. Helsinki: Tammi.

Huisman, T. 2006. Luen, Kirjoitan ja ratkaisen. Peruskoulun kolmasluokkalaisten oppimistulokset
aidinkielessd jakirjallisuudessa seké matematiikassa. Oppimistulosten arviointi 7/2006. Helsinki:
Opetushallitus.

Hgines, M. J. 2000. Matematik som sprék. Verksamhetsteoretiska perspektiv. Malme: Liber AB.

Joutsenlahti, J. 2003a. Kielentaminen matematiikan opiskelussa. Teoksessa A. Virta & O.Marttila
(toim.) Opettaja, asiantuntijuus ja yhteiskunta. Ainedidaktinen symposium 7.2.2003. Turun
yliopisto. Kasvatustieteiden tiedekunnan julkaisusarja B: 72, 188-196.

Joutsenlahti, J. 2003b. Matemaattinen gjattelu ja kieli — mielenkiintoinen ulottuvuus uudessa
opetussuunnitelmassa. Teoksessa Projekteja ja prosesseja - opetuksen kaytantdja matematiikassa ja
viestinnassa. Tampereen yliopisto. Hadmeenlinnan normaalikoulun julkaisuja nro 8. Hameenlinna:
Hameenlinnan normaalikoulu, 3-12.

Joutsenlahti, J. 2004. Matemaattinen gjattelun lukiossa. Teoksessa P. Rasanen, P. Kupari, T.
Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematiikka — nak 6kulmia opettamiseen ja oppimiseen. Jyvaskyla
Niilo M&ki Instituutti, 363-380.

Joutsenlahti, J. 2005. Lukiolaisen tehtévaorientoituneen matemaattisen gjattelun piirteitd. 1990-
luvun pitk&n matematiikan opiskelijoiden matemaattisen osaamisen ja uskomusten ilmentéamana.
Acta Universitatis Tamperensis 1061. Tampere: Tampereen yliopistopaino Oy.

Joutsenlahti, J. 2009. Matematiikan kielentaminen kirjallisessa tyoskentelyssa. TeoksessaR.
Kaasila (toim.) Matematiikan ja luonnontieteiden opetuksen tutkimuspéivé Rovaniemella 7.-
8.11.2008. Lapin yliopiston kasvatustieteellisid raportteja 9. Rovaniemi: Lapin yliopistopaino, 71—

86.

Joutsenlahti, J. 2010. Matematiikan kirjallinen kielentdaminen lukiomatematiikassa. (Matematiikan

Joutsenlahti, J. & Kulju, P. 2010. Kieliteoreettinen |&hestymistapa koulumatematiikan sanallisiin
tehtaviin ja niiden kielennettyihin ratkaisuihin. Teoksessa E. Ropo, H. Silfverberg & T. Soini
(toim.) Toisensa kohtaavat ainedidaktiikat. Ainedidaktinen symposiumi 13.2.2009 Tampereella.
Tampere: Tampereen yliopistopaino, 77-89.

Joutsenlahti, J. & Silfverberg, H. 2007. Case-analyysi kulman kasitteen tulkinnasta. Teoksessa J.

Lavonen (toim.) Tutkimusperustainen opettgjankoulutus ja kestéava kehitys. Ainedidaktinen
symposiumi Helsingissé 3.2.2006 osa 1. Helsingin yliopisto. Tutkimuksia 285, 341-348.

74



Kaasila, R., Hannula, M. S, Laine, A. & Pehkonen, E. 2007. Millatavalla
luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuvan muutosta voidaan edistéa? Teoksessa J. Lavonen
(toim.) Tutkimusperustainen opettajankoulutus ja kestvé kehitys. Ainedidaktinen symposiumi
Helsingissa 3.2.2006 osa 1. Helsingin yliopisto. Tutkimuksia 285, 349-359.

Koppinen, M-L., Lyytinen, P. & Rasku-Puttonen, H.1989. Lapsen kieli ja vuorovaikutustaidot.
Helsinki: Kirjayhtyma.

Korkeakoski, E. 2001. Perusopetuksen didinkielen oppimistulosten kansallinen arviointi 6.
vuosiluokalla kevaalla 2000. Kirjoituskokeiden tulokset, asenteet didinkielta kohtaan ja yhteydet
taustamuuttujiin. Oppimistulosten arviointi 1/2001. Helsinki: Opetushallitus.

Kulju, P. & Joutsenlahti, J. 2010. Mitd annettavaa didinkielella ja matematiikalla oppiaineina voisi
ollatoisilleen? Teoksessa E. Ropo, H. Silfverberg & T. Soini (toim.) Toisensa kohtaavat
ainedidaktiikat. Ainedidaktinen symposiumi 13.2.2009 Tampereella. Tampere: Tampereen
yliopistopaino, 163-178.

Kupari, P., Reinikainen, P., Nevanpaa, T. & Tornroos, J. 2001. Miten matematiikkaa ja
luonnontieteitéd osataan suomalai sessa peruskoulussa? Kolmas kansainvalinen matematiikka- ja
luonnontiedetutkimus TIMSS 1999 Suomessa. Jyvaskylan yliopisto. Koulutuksen tutkimuslaitos.

Laine, T. 2007. Miten kokemusta voidaan tutkia? Fenomenologinen ndkdkulma. Teoksessa J.
Aaltola & R. Valli (toim.) Ikkunoita tutkimusmetodeihin 1. N&kokulmia aloittelevalle tutkijalle
tutkimuksen teoreettisiin 1ahtokohtiin ja analyysimenetelmiin. 2. korjattu ja tdydennetty painos.
Jyvéskyla PS-kustannus, 28-45.

Lappalainen, H-P. 2003. Osaat lukea — miten osaat kirjoittaa? Perusopetuksen 6. vuosiluokan
suorittaneiden aidinkielen ja kirjallisuuden oppimistulosten arviointi 2002. Oppimistulosten
arviointi 4/2003. Helsinki: Opetushallitus.

Lappalainen, H-P. 2008. On annettu hyvid numeroita. Perusopetuksen 6. vuosiluokan suorittaneiden
aidinkielen ja kirjallisuuden oppimistulosten arviointi 2007. Oppimistulosten arviointi 3/2008.
Helsinki: Opetushallitus.

Leder, G. C. 1992. Mathematics and gender: changing perspectives. TeoksessaD. A. Grouws
(toim.) Handbook of research on mathematics teaching and learning. A project of the National
Council of Teachers of Mathematics. New Y ork: Macmillan Publishing Company. 597-622.

Lee, C. 2006. Language for learning mathematics. Assessment for learning in practise. Maidenhead:
Open University Press.

L eppéaho, H. 2007. Matemaattisen ongel manratkai sutaidon opettaminen peruskoulussa.
Ongelmaratkaisukurssin kehittédminen ja arviointi. Jyvaskyla studies in education, psychology and
social research 298. Jyvaskylan yliopisto.

Linnakyld, P., Kupari, P., Térnroos, J., & Reinikainen, P. 2005. Sukupuolierot lukutaidossa,
matematiikan ja luonnontieteiden osaamisessa seka ongelmanratkaisussa. Teoksessa P., Kupari &
J., Vdijarvi (toim.) Osaaminen kestavélla pohjalla. PISA 2003 Suomessa. Jyvaskyl& Gummerus
Oy, 105-114.

75



Masingila, J. O. & Prus-Wisniowska, E. 1996. Developing and assessing mathematical
understanding in calculus through writing. Teoksessa P.C. Elliot & M. J. Kenney (toim.) 1996

Y earbook. Communication in mathematics, K—12 and beyond. Reston, VA: The National Council
of Teachers of Mathematics, 95-103.

Meaney, T. 2005. Mathematics as text. Teoksessa A. Chronaki & I. M. Christiansen (toim.)
Challenging perspectives on mathematics classroom communication. A volume in international
perspectives on mathematics education. Greenwich, CT: Information Age Publishing, 109-141.

Metsamuuronen, J. 2006. Aidinkielen ja kirjallisuuden oppimistulosten ja asenteiden muuttuminen
perusopetuksen ylempien vuosiluokkien aikana. Oppimistulosten arviointi 3/2006. Helsinki:
Opetushallitus.

Meyer, M. R. & Fennema, E. 1988. Girls, boys, and mathematics. Teoksessa T. R. Post (toim.)
Teaching Mathematics in Grades K-8. Reasearch Based Methods. Newton, MA: Allyn and Bacon,
Inc., 406—425.

Morgan, C. 1998. Writing mathematically. The discourse of investication. Studies in mathematics
education series 9. London: RoutledgeFalmer.

Morgan, C. 2001. The place of pupil writing in learning, teaching and assessing mathematics.
Teoksessa P. Gates (toim.) Issues in mathematics teaching. London: RoutledgeFalmer, 232—244.

MOQOT kielitoimiston sanakirja 2.0. Tulostettu 3.5.2010
http://mot.kielikone.fi/mot/uta/netmot.exe?motportal=80

Maéacklin, J. & Nikula, M. 2009. Kirjallinen kielentdminen matematiikassa. Kirjallisen kielentamisen
yhteys didinkielen ja matematiikan osaamiseen seka sukupuoleen alakoulussa. Tampereen yliopisto.
Opettgjankoulutuslaitos, Hameenlinnan toimipaikka. Kandidaatin tutkielma.

Niemi, E. K. 2004. Perusopetuksen oppitulosten kansallinen arviointi ja tulosten hyddyntaminen
koulutuspoliittisessa kontekstissa. Perusopetuksen matematiikan oppimistulosten kansallinen
arviointi 6. vuosiluokalla vuonna 2000. Turun yliopiston julkaisuja. C 216.

Niemi, E. K. 2008. Matematiikan oppimistulosten kansallinen arviointi 6. vuosiluokalla vuonna
2007. Oppimistulosten arviointi 1/2008. Helsinki: Opetushallitus.

N&dténen, M. 2000. Matematiikka, naiset ja osaamisyhteiskunta. Vantaa: Tummavuoren Kirjapaino
Oy.

Oinonen, L. & Takaniemi, J. 2005. “Kesken selityksen tulee ahaa-elamys’. Tutkimus
perusopetuksen 3.-5. -luokkalaisten matematiikkakuvista ja kielentdmisesta. Tampereen yliopisto.
Opettajankoulutuslaitos, Hameenlinnan toimipaikka. Pro gradu -tutkielma.

Opetushallitus. 2004. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004. Tulostettu 12.4.2010
http://www.oph.fi/ops/perusopetus/pops web.pdf

Op’'t Eynde, P., de Corte, E. & Verschaffel, L. 2002. Framing students’ mathematics-related beliefs.
A quest for conceptua clarity and a comprehensive categorizations. Teoksessa G.C. Leder, E.

76


http://mot.kielikone.fi/mot/uta/netmot.exe?motportal=80
http://www.oph.fi/ops/perusopetus/pops_web.pdf

Pehkonen & G. Torner (toim.) Beliefs: a hidden variable in mathematics education? Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers, 13-38.

Organisation for Economic Co-operation and Development (OECD). N.d. OECD Programme for
International Student Assessment (PISA). Viitattu 17.5.2010
http://www.pisa.oecd.org/pages/0,3417,en 32252351 32235731 1 1 1 1 1,00.html

Pehkonen, E. 1995. Pupils’ view of mathematics. Initial report for an international comparison
project. Department of teacher education. University of Helsinki. Research report 152.

Pehkonen, E. 1998. On the concept “ mathematical belief”. Teoksessa E. Pehkonen & G. Torner
(toim.) The state-of-art in mathematics-related belief research. Results of the MAVI activities.
University of Helsinki. Department of teacher education. Research report 195, 37—72.

Pietilg, A. 2002. Luokanopettajaopiskelijoiden matematiikkakuva. Matematiikkakokemukset
matematiikkakuvan muodostgjina. Helsingin yliopiston opettajankoulutuslaitos. Tutkimuksia 23.

Pimm, D. 1987. Speaking mathematically. Communication in classrooms. London: Routledge &
Kegan Paul.

Rinne, R., Kivirauma, J. & Lehtinen, E. 2004. Johdatus kasvatustieteisiin. Helsinki: WSOY .

Rowland, T. 1995. Between the lines: The languages of mathematics. Teoksessa J. Anghileri (toim.)
Children's mathematical thinking in the primary years. Perspectives on children's learning.
Children, teachers and learning series. London: Cassell, 54-73.

Saariluoma, P. 1990. Taitavan gattelun psykologia. Helsinki: Otava.

Selter, C. 2009. Stimulating reflection on word problems by means of students’ own productions.
Teoksessa L. Verschaffel, B. Greer, W. Van Dooren & S. Mikhopadhyay (toim.) Words and
worlds. Modelling verbal descriptions of situations. Rotterdam: Sense Publishers, 315-331.

Senn-Fennell, C. 2000. Oral and written communication for promoting mathematical
understanding: Teaching examples from grade 3. Teoksessa l. Westbury, S. Hopmann & K.
Riquart. Teaching as areflective practise. The German didaktik tradition. New Jersey: Lawrence
Erlbaum Associates, Publishers, 223-266.

Shield, M. & Swinson, K. 1996. The link sheet: A communication aid for clarifyin and developing
mathematical ideas and processes. Teoksessa P.C. Elliot & M. J. Kenney (toim.) 1996 Y earbook.
Communication in mathematics, K—12 and beyond. Reston, VA: The National Council of Teachers
of Mathematics, 35—39.

Soro, R. 2002. Opettajien uskomukset tytdistd, pojista ja tasa-arvosta matematiikassa. Turun
yliopiston julkaisuja. C 191.

Tashakkori, A. & Creswell, J. W. 2007. The new era of mixed methods. Journal of mixed methods
research. 1/07, 3—7. Tulostettu 3.5.2010 http://mmr.sagepub.com/cai/reprint/1/1/3

77


http://www.pisa.oecd.org/pages/0,3417,en_32252351_32235731_1_1_1_1_1,00.html
http://mmr.sagepub.com/cgi/reprint/1/1/3

Tornroos, J. & Kupari, P. 2005. Suomalaisnuorten matematiikan osaaminen. Teoksessa P. Kupari &
J. Vdijarvi (toim.) Osaaminen kestavalla pohjalla. PISA 2003 Suomessa. Jyvaskyla: Gummerus
Oy, 7-36.

Usiskin, Z. 1996. Mathematics as a language. Teoksessa P.C. Elliot & M. J. Kenney (toim.) 1996
Y earbook. Communication in mathematics, K—12 and beyond. Reston, VA: The National Council
of Teachers of Mathematics, 231-243.

Uusitalo, H. 1991. Tiede, tutkimus ja tutkielma. Johdatus tutkielman maailmaan. 1.—7. painos.
Helsinki: WSOY.

Vygotsky, L. S. 1982. Ajattelu jakieli. Suom. K. Helkama & A. Koski-Jannes. ESpoo:
WEeilin+Goos.

Walkerdine, V. 1998. Counting girls out. Girls and mathematics (new edition). London: Falmer
Press.

Within, D. J. & Within, P. E. 1998. The “write” way to mathematical understanding. Teoksessa L.
J. Morrow & M. J. Kenney (toim.) The teaching and learning of algorithms in school mathematics.
1998 Y earbook. Reston, VA" +: The National Council of Teachers of Mathematics, 161-169.

Yrjonsuuri, R. 1998a. Matemaattisen gjattelun opettaminen ja oppiminen. Teoksessa P. Rasanen, P.
Kupari, T. Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematiikka— ndkokulmia opettamiseen ja oppimiseen.
Jyvéaskyl& Niilo M&ki Instituutti & Koulutuksen tutkimuslaitos, 128-141.

Y rjonsuuri, R. 1998b. Opiskelun taidon ja matematiikan osaamisen arvioiminen. Helsingin
kaupungin opetusviraston julkaisusarja A12:1998.

Zevenbergen, R. 2000. " Cracking the code” of mathematics classrooms: School success asa

function on linguistic, social, and cultural background. Teoksessa J. Boaler (toim.) Multiple
perspectives on mathematics teaching and learning. Westport, CT: Ablex Publishing, 201-223.

78



LIITTEET

Liite 1: E9merkki standardi-mallista Liitel

o. 'Kapteeﬁi Mustaparta jérjestelee aarrearkkuaan. Han laittaa kultakolikot 20 kolikon
pinoihin ja hopearahat 10 kolikon pinoihin. Kuinka paljon kolikoita on yhteensa, kun
kultakolikkopinoja on 6 ja hopearahapinoja 97

fhgh

129 ' b

i/ /

N T

~0
= |
S
LN
e
<

—T
Q
V)
N
L
|

|

|

i

|




Liite 2: Esmerkki kertomus-mallista Liite2

4. ltku-livari itkea pillitti seitsem&n minuuttia aina, kun joku nimitteli hanta, ja kolme
kertaa kauemmin, jos han jai ilman paria likuntatunnilla — niin herkka han oli. Aina
kun hén sai joltain tyt6lta rakkauskirjeen, Itku-livari vollotti kolme kertaa kauemmin
kuin ilman paria jaatyaan. Eraana paivana han sai nelja eri rakkauskirjetta. Kuinka
kauan Itku-livari oli itkematta koulussa, kun koulua oli tuona péivana tasan viisi
tuntia?
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Liite 3: Esmerkki tiekartta-mallista Liite3

1. Pelle Hermanni jarjestaa kakunheittokilpailun ja jakoi kakun yhdeksaén osaan.
Kakusta saa siis heittaa kerralla vain i Maila heittadd 4 kertaa ja Uolevi 3 kertaa.

Kuinka monta kertaa Salme saa heittda, kun han heittaa kaikki jaljella olevat
kakkupalat?
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Liite4: Esmerkit paivakirja-mallista Liite 4(2)

17.Peppi oli menossa Tommin syntymépaiville ja kavi matkalla ostamassa lahjan. Hén
astui kaupan ovesta sis&an klo 13.00. Lahjanvalinta oli vaikeaa, joten Pepin
kauppareissussa kului 20 minuuttia ja Tommin kotiin ratsastamisessa vield 15
minuuttia.

a)Ehtiké Peppi ajoissa syntymapaivakutsuille, kun ne alkoivat klo 13.30?

b) Kuinka paljon nopeammin Pepin olisi taytynyt suoriutua kauppareissusta, jotta
hén olisi ehtinyt ajoissa kutsuille?
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Liite 4(2)

Kauppakeskuksen aulassa on kolme hissid. 42 mummoa kiirehtivat
alennusmyynneille ja santdavit hisseihin. Ensimmadiseen hissiin tunkeutuu 14
mummoa. Toiseen puolestaan ehtii 3 mummoa vahemman kuin ensimmaiseen
hissiin. Loput mummot dnkedavit vékisin kolmanteen hissiin. Lahteekd hissi
liikkeelle, kun seindssé olevan kyltin mukaan hissin sallittu kuormitus on 15
henkilda?
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Liite5: Esmerkki kommentti-mallista Liiteb

1. Kahden viikon Interrail-lippu maksaa aikuiselta 430 € ja lapselta puolet siita.
Reissulla on mukana 8 lasta ja 47 aikuista. Kuinka paljon matkustajat ovat
kuluttaneet lippuihin yhteensa rahaa, kun tiedetaan, etta kaksi aikuista matkustaa
ilman lippua?
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Liite 6: Kirje opettajille Liite6
Hei!

Olemme kaksi luokanopettajaopiskelijaa Hameenlinnan opettajankoulutuslaitokselta. Opiskelemme
neljannella vuosikurssilla ja tyostamme talla hetkella pro gradu -tutkielmaamme. Tutkielmamme
koskee matemaattisen gjattelun kirjallista kielentamistd. Etsmme tutkimukseemme ensisijaisesti 3.,
5.ja7. luokkia, jotkaolisivat kiinnostuneita oppimaan uuden, mielekk&an ja omaa ratkaisuprosessia
kehittavan tyoskentely- ja esitystavan matematiikan ongelmanratkaisuun. Kielentdmisen avulla
opettaja saa myos oppilaiden ohjaamiseen ja arviointiin uusia keinoja.

Kidentdmisella tarkoitetaan matemaattiseen prosessiin liittyvdd oman gattelun ilmentamista
luonnollisen kielen avulla suullisesti ja kirjallisesti. Sen avulla voidaan jdsentda omaa gjattelua ja
tehdd prosessi nékyvéksi muille, silla kielen avulla kielentdva henkild perustelee ja reflektoi
gjatuksiaan seka kasityksidan itselleen tai muille. Taman tutkimuksen kannalta oleellinen kasite on
kirjallinen kielentaminen, jolla tarkoitamme matematiikan yhteydessa kirjallisesti tuotettua

mit& on gjatellut matematiikan tehtavaa ratkaistessaan.

Tutkimustehtédvanamme on  selvittdd, ketka hyotyvat matemaattisen gjattelun  kirjallisesta
kielentamisesta. Selvitamme esimerkiksi, millaiset matematiikan ja kirjoittamisen osagjat hyotyvét
kielentamisesta seka 10ytyyko sukupuolten tai ikéryhmien vélilla eroa kielentamisen hyddylliseksi
kokemisessa. Olemme tutkineet kielentéamisen hydtya jo viime vuonna tekeméssamme kandidaatin
tutkielmassa, jossa havaitsimme osan oppilaista kokevan Kkielentdmisen hyodylliseksi.
Kohdeluokassamme esimerkikss heikommin matematiikassa menestyvéa oppilaat  kokivat
hyotyvansa kirjallisesta kielentamisestd enemman kuin hyvin menestyvét oppilaat.

Tarkoituksenamme olisi tavata kunkin tutkimukseen osallistuvan opettajan kanssa ennen joulua,
jotta voimme suunnitella kielentdmisjakson toteutusta. Aikomuksenamme olisi  toteuttaa
tutkimuksen k&ytanndn osa helmikuun 2010 aikana. Tuolloin kerdisimme tutkimukseen tarvittavan
aineiston, johon tarvitsemme opettgjien tekemia arvioita oppilaiden matematiikan osaamisesta ja
Kirjoittamisen sujuvuudesta. Taman lisdksi tarvitsemme oppilaiden kielentdmisjakson aikana
tekemid tehtdvia Osan tehtdvistd laatismme itse ja osan saisimme luokassa kéytettavien
oppimateriaalien tehtavista.

Tarkoituksenamme olisi opettaa jokaisessa luokassa yhdesta kahteen tuntiin matematiikan kirjallista
kielentdmistd, jonka jalkeen Kkielentamista kaytettdisiin  helmikuun akana yhtena
tyoskentelymuotona, osana normaalia matematiikan luokkatyoskentelyd Kielentdmisjakson
padtyttya  kerédmme  oppilaiden kokemuksia  kyselylomakkeella, joka  gisdltaa
monivalintakysymyksia sekd avoimia kysymyksia Syvennamme kyselylomakkeen vastauksia
opettgjien haastatteluilla

Toivomme, ettd saamme projektiimme mukaan innostuneita ja sitoutuvia luokkia. IImoittaisitteko
meille 13.11.2009 mennessa, haluatteko te osallistua tutkimukseemme? Toivomme myos, etta otatte
meihin yhteyttd, jos kiinnostutte tutkimuksestamme jaltai haluatte lisétietoa projektistamme.

Y hteistyGterveisin

Joanna Mé&cklin jaMarjo Nikula
joanna.macklin@uta.fi, 041-5467224
marjo.nikula@utafi, 040-7581267
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Liite 7: Tutkimuslupa Liite7
Hyvat vanhemmat! 25.11.2009

Opiskelemme Hameenlinnan opettajankoulutuslaitoksella ja teemme talla hetkelld pro
gradu -tutkielmaa matemaattisen ajattelun kirjallisesta kielentamisesta. Tarkemmin
sanottuna tutkimme, ketkd kokevat hyodtyvdnsa matematiikan ratkaisuprosessin
esittdmisesta omin sanoin kirjoittaen tavallisen numeerisen esityksen ohella.
Tutkimuskohteemme muodostuu kuudesta luokasta. Lapsenne opettaja on kiinnostunut
osallistumaan luokkansa kanssa pro gradu —tutkielmaamme. Kysymmekin nyt lupaa,
saako lapsenne osallistua tutkimukseemme. Oppilaiden nimia tai koulua ei julkaista
raportoinnin yhteydessa.

Meihin voi ottaa yhteyttd sahkopostitse, jos asiasta ilmaantuu kysymyksia.

Yhteistyoterveisin,
Joanna Méacklin ja Marjo Nikula

joanna.macklin@uta.fi, 040 5467224
marjo.nikula@uta.fi, 040 7581267

Palautus mennessa
Lapseni
____saa osallistua tutkimukseen
____ei saa osallistua tutkimukseen.

Huoltajan allekirjoitus ja nimenselvennys:
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Liite 8: Tutkimuslomake

Nimi:

Sukupuoli: __ tyttd _ poika
Luokka:

Koulu:

Vastaa seuraaviin vaittamiin laittamalla rasti (x) ruutuun.
++ TAYSIN SAMAA MIELTA

+ JOKSEENKIN SAMAA MIELTA

0 EN OSAA SANOA

- JOKSEENKIN ERI MIELTA

-- TAYSIN ERI MIELTA

Liite 8(2)

VAITTAMAT

++

Pidan kirjoittamisesta.

Kirjoittaminen on mielestani helppoa.

Mielestani olen hyva matematiikassa.

Minulla on usein onnistumisen kokemuksia opiskellessani
matematiikkaa.

Pystyn selviytymaan vaikeistakin matematiikan tehtavista.

Matematiikka on minulle vaikeampaa kuin useimmille muille.

Min& en ole kovin hyva matematiikassa.

Ep&onnistun usein matematiikassa.

Minun mielestani sanallisten tehtavien ratkaisemisessa kannattaisi
kirjoittaa perusteluja nakyviin laskutoimitusten oheen.

Matematiikan tehtavan selittdminen omin sanoin auttaa minua
tehtavan ymmartamisessa ja ratkaisemisessa.

Ratkaisen tehtavan mieluiten siten, etta kirjoitan omin sanoin, mita
lasken.

Kuvan piirtdminen auttaa minua tehtavan ratkaisemisessa.

Minusta omin sanoin kirjoittaminen sanallista tehtavaa ratkaistaessa
on turhaa.

Aion jatkossakin kirjoittaa omin sanoin matematiikan opiskelussa.

Omin sanoin kirjoittaminen auttaa muita ymmartamaan, miten olen
tehtavan tehnyt.

Pidan omin sanoin kirjoittamisesta sanallista tehtavaa ratkaistessa.




Liite 8(2)
Auttaako omin sanoin kirjoittaminen sinua sanallisten tehtévien ratkaisemisessa? Perustele

vastauksesi, eli kerro esimerkiksi, miksi auttoi ja miten auttoi tai miksi ei auttanut.

Auttaako piirtaminen sinua sanallisten tehtavien ratkaisemisessa? Perustele vastauksesi, eli kerro

esimerkiksi, miksi auttoi ja miten auttoi tai miksi ei auttanut.




Liite 8(3)

Mita hyvid puolia omin sanoin kirjoittamisessa on sinun mielestasi?

Mita huonoja puolia omin sanoin kirjoittamisessa on sinun mielestasi?




Liite 9: Teemahaastattelun runko Liite9
TEEMAHAASTATTELUN RUNKO

AIHE: Matemaattisen gjattelun kirjallisen kielentédmisen hyodyllisyys oppilaan ja opettgjan
nakokulmasta

1. Kirjalinen kielentdaminen yleisesti tyGtapana
2. Kirjallisen kielentdmisen hyvia ja huonot puolet
3. Kirjallisen kielentédmisen apu tai haitta

4. Hy6dyn kokeminen eri ominaisuuksien suhteen:
- matematiikan osaaminen
oppilaan kasitys itsestédn matematiikan oppijana
kirjoittamisen loogisuus
kirjoittamisen mieluisuus
sukupuoli

5. Ty6tavan soveltuminen eri luokkatasoille
6. Opettajan kokema hy6ty oman tyon kannalta

7. Muuta kommentoitavaa



Liite 10: Esimerkkitentavat Liite 10(2)

3. luokan esimerkkitehtavat

1.Vernerilld on 78 € ja Lyylilla 36 € rahaa. He yhdistévét rahansa ja ostavat kepposta varten
valepuvut. Puvut maksavat yhteensa 98 €. Kuinka paljon heille ja rahaa jaljelle?
Rahat yhteensa
78+36=114€ (lasketaan allekkain)
Rahaa jda
114-98=16 € (lasketaan allekkain)

Vastaus: Heille jd4 rahaa 16 euroa.

2.1soditi leipoi metsastgjdlle kiitokseksi kakun. Metsastgja soi kakusta% jaisoditi . Punahilkka

sOi kakun loppuun. Kuinka paljon kakkua han soi?

oo | ka3

| soditi ja metsastd)a soi
3/8+2/8=5/8
Punahilkalle jai
8/8-5/8=3/8

Vastaus: Punahilkka soi kakusta 3/8.

3.Kalle soi rehtorin suklaakakun salaa aamupéivan vdlitunnilla. Rehtori sagpui huoneeseensa
juuri, kun Kalle oli nielaisemassa viimeista kakkupalaa. Kalle l&hti pinkomaan rehtoria
karkuun. Rehtori santdsi peréaén ja Kalle akoi kiertéd koulua tarkoituksenaan vasyttda
rehtori. Kallen huonoks onneksi rehtorin kunto oli kuitenkin parempi kuin hdnen omansa.
Rehtori sai hanet kiinni 4 kierroksen jalkeen. Kuinka pitkdn matkan he juoksivat, kun
tiedetaan, ettd koulun pituus on 89 mjaleveys 34 m?



Liite 10(2)

34m

89m

Koulun piiri

89m+89m+34m+34m=246m (lasketaan allekkain)
Juoksumatka

246m x 4= 984m (lasketaan allekkain)

Vastaus: He juoksivat 984 metria.

5. luokan esimerkkitehtavét

1.Vernerilld on 78 € ja Lyylilla 36 € rahaa. He yhdistévét rahansa ja ostavat kepposta varten
valepuvut. Puvut maksavat yhteensa 98 €. Kuinka paljon heille ja rahaa jaljelle?
Rahat yhteensa
78+36=114€ (lasketaan allekkain)
Rahaa jaa
114-98=16 € (lasketaan allekkain)

Vastaus: Heille j44 rahaa 16 euroa.




Liite 10(3)

2.Vernerilla on 78 € ja Lyylilla 36 € rahaa. He yhdistavét rahansa ja ostavat kepposta varten
valepuvut. Puvut maksavat yhteensa 98 €. Kuinka paljon heille jda rahaa jaljelle?

Selvitan ensin, kuinka paljon rahaa Vernerilla ja Lyylilla on yhteensd. Téman jalkeen
lasken, kuinka paljon heille jaa rahaa ostosten jalkeen.

78+36=114€ (|asketaan allekkain)
114-98=16 € (lasketaan allekkain)

Vastaus: Heille j44 rahaa 16 euroa.

3.Punahilkan Isoaiti leipoi suden kukistaneelle metsastégjélle kiitokseks kakun. Metsastgja soi
kakusta%jatarjosi palkinnostaan myos isodidille, joka sdi kakustaiz. Punahilkka sai kunnian

sy6da makean mansikkakakun loppuun. Kuinka paljon kakkua han soi?

Murtolukujen lavennus

= | =
ca | kg

Metsastdj an ja isodidin sydma kakkumaara

E]
8

0o | w
go | b

Punahilkan sydmé kakkumé&ara

o | oo
g |t
£al L

3
Vastaus: Punahilkka soi kakustaE;




Liite 10(4)

prinsessa. Han petasi tytolle pehmean vuoteen, jossa oli 20 patjaa padllekkdin. Han laittoi
patjojen ale herneen, silla jos tytto oli oikea prinsessa, hdnen pitéisi tuntea herne patjojen
alta. Tyttd nukkuikin yonsa huonosti ja 10ysi aamulla patjojen alta litistyneen herneen.
Kuinka paljon pienen herneen péélla oli ollut y6ll& painoa, kun yksi patja painoi 1,3kg, tyttd
painoi 46,4kg ja lisdksi vuoteessa oli 0,8 kg painoinen peitto ja 0,3 kg painoinen tyyny?

Patjojen paino

1,3x2=26
eli patjat painavat 26kg

Patjojen, tyton, peiton ja tyynyn yhteispaino

11
26,0
46,4
0,8
+ 03
735

Vastaus: Herneen paalle oli painoa 73,5 kq.

prinsessa. Han petasi tytolle pehmean vuoteen, jossa oli 20 patjaa pdallekkadin. Han laittoi
patjojen ale herneen, silla jos tytto oli oikea prinsessa, hdnen pitédisi tuntea herne patjojen
alta. Tyttd nukkuikin yonsa huonosti ja 10ysi aamulla patjojen alta litistyneen herneen.
Kuinka paljon pienen herneen péélla oli ollut y6ll& painoa, kun yksi patja painoi 1,3kg, tyttd
painoi 46,4kg ja lisdksi vuoteessa oli 0,8 kg painoinen peitto ja 0,3 kg painoinen tyyny?

Aluksi lasken kuinka paljon patjat painavat yhteensd. Seuraavana sdlvitdn, kuinka
paljon patjat, tytto, peitto ja tyyny painavat yhteensa.

13x2=26
eli patjat painavat 26kg
26,0+46,4+0,8+0,3=73,5

Vastaus: Herneen paalle oli painoa 73,5 kq.




Liite 10(5)
7. luokan esimerkkitehtavat

1. Martta ja Markku valmistelevat Martan 11-vuotissyntymapéivid Hurjassa tohinassa he
kuitenkin vahingossa kaatoivat aukinaisen mehukanisterin olohuoneen uudelle parketille.
Kuivatessaan lattiaa he kuluttivat yhteensi nelja rullaa talouspaperia. Martta kulutti 34 m
talouspaperia ja Markku 8 m enemman. Kuinka pajon paperia oli yhdessa
talouspaperirullassa, kun tiedetdan, etta kakki nelja talouspaperirullaa olivat
samankokoisia?

Markku kulutti paperia
34m+8m=42m

Markku ja Martta kuluttivat yhteensa
34m+42m=76m

Y hdessa paperirullassa on

76m:4=19m

Vastaus: Yhdessa talouspaperirullassa on 19m paperia.

2. Martta ja Markku valmistelevat Martan 11-vuotissyntymépdivia Hurjassa tohinassa he
kuitenkin vahingossa kaatoivat aukinaisen mehukanisterin olohuoneen uudelle parketille.
Kuivatessaan lattiaa he kuluttivat yhteensi nelja rullaa talouspaperia. Martta kulutti 34 m
talouspaperia ja Markku 8 m enemman. Kuinka pajon paperia oli yhdessa
talouspaperirullassa, kun tiedetdan, etta kakki nelja talouspaperirullaa olivat
samankokoisia?

Ensn lasketaan, kuinka paljon Markku kulutti paperia. Sitten lasketaan, kuinka
paljon paperia kului yhteensa, jonka jalkeen selvitetdan, kuinka paljon on yhdessa
rullassa.

34m+8m=42m

3Am+42m=76m

76m:4=19m

Vastaus: Yhdessa talouspaperirullassa on 19m paperia.




Liite 10(6)

3. Tasakylkisen kolmion kantakulma on 37°. Kuinka suuri on huippukulma?

Kantakulmat yhteensa
37°-2=74°
Huippukulma

180° - 74° = 106°

Vastaus: Tasakylkisen kolmion huippukulma on 106°

4. Tasakylkisen kolmion kantakulma on 37°. Kuinka suuri on huippukulma?

Engn lasken kantakulmien summan. Seuraavana sdlvitan huippukulman suuruuden.
37°.2=74°

180° - 74° = 106°

Vastaus: Tasakylkisen kolmion huippukulma on 106°




Liitell
Liite11: Esmerkke a tehtavistd, joita oppilaat ratkaisivat kielennysjakson aikana

Susi vietti syntymapaividdn ja hotkais alkupalaksi 1,6 kg painoisen janiksen. Sitten se marssi
juhlimaan Punahilkan isodidin taloon ja soi paaruuaksi isoaidin, joka painoi 67,3 kg. Jakiruokana
seurasi Punahilkka. Kun metsastgja 10ysi suden, se painoi 134,2 kg. Kuinka paljon Punahilkka
painoi, kun susi painoi ennen ruokailua 36,3 kg?

Mommilén koulussa juhlitaan laskiaista, jonka kunniaksi ruokailun yhteydessa jaetaan
laskiaispullia. 2/9pullista sisdltéd mantelimassaa ja kermavaahtoa. Loppuihin oli tarkoitus laittaa
seka vadelmahilloa ettd kermavaahtoa, mutta keittdja vaahdotti osan kermasta kéyttokel vottomaksi
voiksi. Siksipa pullista vain 8/12:ssa oli seka hilloa ettd kermavaahtoa ja lopuissa pelkk&a hilloa.
Kuinka suuressa osassa pullia oli vain hilloa vélissa?

Kalervo ja Fanni lahtevét juhlistamaan talviloman alkua léheiseen pitseriaan. Heilla on rahaa
yhteensa 26€, joista Fannilla on 1/3. Molemmat ovat kovin nalkaisig, joten he tilaavat kokonaisen
perhepitsan. Kalervo sy pitsasta 4/12 ja Fanni 3/6. Kuinka paljon pitsasta jai jaljelle?

Kaksoset Anni ja Jasper saivat syntymapéivaahjaksi leikkimokin. Leikkimokki oli kirkkaan
keltainen ja siind oli tumman violetti ovi. Suorakulmaisen mokin oven puoleinen seind oli 3,7 m ja
viereinen seind kaks kertaa niin pitka kuin oven puoleinen seina

Naapurin Jukka oli Annin ja Jasperin kanssa leikkimdssa mokissd. Seuraavana yond han
kateuksissaan kietoi uuden leikkimokin spagettiin, sill& hanella oli kayttssdan taikaspagettia. Kun
keitetyn spagetin paét laittoi yhteen, ne tarrautuivat toisiinsa. Kuinka paljon keitettya taikaspagettia
Jukkatarvitsi, kun han kiersi spagettinarua kolme kertaa mokin ympari?

Salla pesee poniansa. Hanella on pihassa iso saavi, johon mahtuu vetté yhteensa 90 litraa. Han
kantaa saaviin vetta ampérilla, jonka pohjaympyran halkaisija on 32 cm. Ampéariin mahtuu 6 litraa
vettd ja Salla kantaa saaviin 12 ampaérillista. Ponin pesuun kuluu 53 litraa vettd. Kun Salla on
kuivaamassa ponia, poni potkaisee saavin kumoon ja ves laiskyy Sallan paélle. Kuinka paljon vetta
Salla saa niskaansa

Itku-livari itked pillitti seitsem@n minuuttia aina, kun joku nimitteli hantd, ja kolme kertaa
kauemmin, jos han jai ilman paria liikuntatunnilla — niin herkk& héan oli. Aina kun han sai joltain
tytolta rakkauskirjeen, Itku-livari vollotti kolme kertaa kauemmin kuin ilman pariajaétydan. Eréana
paivand han sai nelja eri rakkauskirjetta Kuinka kauan Itku-livari vollotti koulussa kyseisena
paivana?

Kati ndkee paingjaista, jossa han kulkee armottomassa lumimyrskyssa. Myrskyn keskelté ilmestyy
hirviéjoukko. Joukossa on molheja ja valngja. Mdlheilla on kullakin kaksi p&été ja molemmissa
paissa yksi sarvi. Lisdksi niilla on seitsemén jalkaa, kolme hantda seka kaksi suuta. Valneilla
puolestaan on vain yks pa4, jossa on kolme sarvea seka viisi silméa. Hirvidjoukkiolla on yhteensa
10 pé&étd ja 14 sarvea. Kuinka monta hirviota Kati kohtaa? Kuinka monta on molhej&? Enté valngja?

Kauppakeskuksen aulassa on kolme hissia. 42 mummoa kiirehtivat alennusmyynneille ja santéavat
hisseihin. Ensimmaéiseen hissiin tunkeutuu 14 mummoa. Toiseen puolestaan ehtii 3 mummoa
vahemman kuin ensimmaéiseen hissiin. Loput mummot ankeavét vakisin kolmanteen hissiin.
Léhteekd hissi liikkeelle, kun seindssa olevan kyltin mukaan hissin sallittu kuormitus on 15
henkil6&?



Liite 12

Liite 12: Esmerkki virheellisen ajattelun havaitsemisesta kirjallisen kielentamisen avulla

6. Karkkilaatikossa on tietty maara karkkeja. Jos sen jakaa tasapuolisesti kuuden
kaveruksen kesken, jokainen saa 72 karkkia. Palvi oli kuitenkin itsekas ja karkasi
ullakolle sybmaan niita itsekseen. Kun han oli sydnyt 330 karkkia, hanelle tuli huono
olo ja han joutui keskeyttamaan sydmisen. Kuinka monta karkkia jai sydmatta?

Jokomen saa 72 bardio /a /a/asid o Auwsi.

72 6=432
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