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Tiivistelma

Tamén pro gardu -tutkielman aiheena on propositionaalinen dynaaminen
logiikka (PDL). PDL on modaalilogiikan laajennus, joka tarkastelee tieto-
koneohjelmia. Luvussa 2 annetaan propositio- ja modaalilogiikkaa koskevia
maéaritelmia, jotka tukevat varsinaista aihetta. Luvussa 3 késitellaén PDL:n
peruskasitteitd. PDL:n ohjelmat ilmaistaan kaksipaikkaisina relaatioina tilo-
jen valilla ja ne tulkitaan siirroiksi, jotka muuttavat tilan toiseksi. Ohjelmia
muodostetaan muun muassa operaatioiden valinnan U, komposition ; ja ite-
raation * avulla. PDL:aan liitetaan adreton maara mahdollisuusoperaattorei-
ta modaalilogiikan yhden mahdollisuusoperaattorin sijaan. Jokaiseen ohjel-
maan « liitetddn oma operaattorinsa («). PDL:ssd joka ohjelmalla on oma
vastaava relaationsa, joita voidaan muodostaa annettujen relaatioiden avul-
la. PDL-semantiikka on modaalilogiikan semantiikan kaltaista. Kaavojen to-
tuutta tarkastellaan malleissa. PDL-malli on tilojen joukon W, relaation R
ja valuaation V' muodostama kolmikko. Kaava voi olla tosi jokaisessa PDL-
mallissa, jolloin kyseesséd oleva kaava on PDL-validi. Luvun 3 lopussa esite-
tdan PDL:n aksiomatisointi. Viimeisessa luvussa 4 maaritellidn bisimulaa-
tion kasite.

Kahtena péaaldahdeteoksena toimivat kirjat Modal logic (Blackburn, de
Rijke, Venema) ja Dynamic logic (Harel, Kozen, Tiuryn). Lahteini on kay-
tetty myos kirjaa Johdatus modaalilogiikkaan (Rantala, Virtanen), Stanford
encyclopedia of philosophy -verkkosivuston julkaisua Propositional dynamic
logic ja verkkojulkaisuja Game constructions that are safe for bisimulation
(Pauly) ja On definability in multimodal logics (Halpern, Samet, Segev).
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1 Johdanto

Tamén tyon aiheena on propositionaalinen dynaaminen logiikka (PDL). Pro-
positionaalisella dynaamisella logiikalla on sama rooli dynaamisessa logiikas-
sa kuin propositiologiikalla on predikaattilogiikassa. PDL pohjautuu ensim-
maisen kertaluvun predikaattilogiikkaan ja modaalilogiikkaan. PDL:ssé se-
litetdén ja tarkastellaan tietokoneohjelmia. Ohjelmat tulkitaan siirtymiksi,
joiden avulla siirrytédan tilasta toiseen.

Ohjelmien logiikan esittelivit Thiele ja Engeler toisséan 1960-luvun lopul-
la. Ideana oli liittda jokaiseen ohjelmaan oma modaalioperaattorinsa. Thie-
len ja Engelerin jalkeen aihetta tutkineita olivat muun muassa Floyd (vuon-
na 1967) ja Hoare (vuonna 1969). Ensimmaisen tarkan dynaamisen logiikan
kaltaisen logiikan, algoritmisen logiikan (AL), kehitti Salwicki vuonna 1970
julkaistussa tyossaan. Dynaamisen logiikan (DL) esitteli puolestaan Pratt
vuonna 1976.

Luvussa 2 tarkastelemme propositio- ja modaalilogiikkaa, mika tukee var-
sinaisen aiheen kasittelya. Liséksi edellytamme lukijalta logiikan perusasioi-
den tuntemista. Luvussa 3 tarkastelemme PDL:n peruskésitteitd. Késitte-
lemme aluksi PDL:n syntaksia (luku 3.1). Seuraavaksi méérittelemme PDL-
kehyksen ja -mallin (luku 3.2), minké jalkeen tarkastelemme totuutta mal-
lissa ja PDL-validisuutta (luvut 3.3 ja 3.4). Luvussa 3.5 esittelemme PDL:n
erdan aksiomatisoinnin. Luvussa 3.4 lauseen 3.2 ja luvussa 3.5 lauseiden 3.3
ja 3.4 todistuksissa emme ole esittaneet viitteitéd, mika ei kuitenkaan tarkoita,
etteiko lauseita olisi aiemmin todistettu. Viimeisessa luvussa 4 maéarittelem-
me bisimulaation késitteen.

Pédildhdeteoksina toimivat kirja Modal logic (Blackburn, de Rijke, Vene-
ma) ja verkossa rajoitettuna luettavissa oleva kirja Dynamic logic (Harel,
Kozen, Tiuryn). Lahteind ovat olleet myos kirja Johdatus modaalilogiikkaan
(Rantala, Virtanen), Stanford encyclopedia of philosophy -verkkosivuston
julkaisu Propositional dynamic logic ja verkkojulkaisut Game constructions
that are safe for bisimulation (Pauly) ja On definability in multimodal logics
(Halpern, Samet, Segev).

2 Esitietoja

Téassa luvussa annamme muutamia esitietoja, jotka tukevat varsinaisen ai-
heen kasittelyd. Kasittelemme aluksi propositiologiikkaa, minka jélkeen tar-
kastelemme modaalilogiikkaa.

2.1 Propositiologiikkaa

Maaritelma 2.1. (Vrt. [3, s. 71-72]) Propositiologiikan kielen aakkoston
muodostavat seuraavat perussymbolit:



e propositiomuuttujat eli lausemuuttujat py, pe, ps, . ..
e konnektiivit =, V, A, — ja <
e sulut (,).

Maéaritelma 2.2. (Vrt. [3, s. 72]) Perussymboleista muodostetaan proposi-
tioita eli kaavoja seuraavien kaavanmuodostussdantojen avulla:

1. propositiomuuttujat py, ps, p3, ... ovat kaavoja

2. jos A ja B ovat kaavoja, niin ~A, AV B, ANB, A — Bja A<+ B
ovat kaavoja

3. muita kaavoja ei ole.
Kaavoissa esiintyvit kaksoisnegaatiot voidaan sieventdd, silld A < ——A.

Maaritelma 2.3. (Vrt. [1, s. 10]) Olkoot A ja B propositiologiikan kaavoja.
Télloin kaavat AN B, A — B ja A <> B méaritelladn konnektiiveja — ja Vv
kayttéden seuraavasti:

e ANB ™ —(=AV =B) (konjunktio)

e A>BY -4vB (implikaatio)

e A»BY —(=(=AV B)V (=B V A)) (ekvivalenssi)

Masritelma 2.4. (Vrt. [3, s. 74]) Totuusjakauma v on kuvaus
v:{pn|n €N} = {t e},

missd {p, | n € N} on propositiomuuttujien joukko, ¢ on totuusarvo tosi ja
e on totuusarvo epatosi.

Masritelma 2.5. (Vrt. [3, s. 74]) Olkoon A kaava ja v totuusjakauma.
Lauseen A totuusarvo totuusjakaumalla v(A) méaéritelldan seuraavasti:

1. jos A = p;, niin v(A) = v(p;), missé p; on propositiomuuttuja

2. jos A = =B ja v(B) on madritelty, niin

t, josv(B)=e
v(4) = { e, ;os v(B) =t

3. jos A= BV C(C jav(B) jav(C) on maaritelty, niin v(A) = ¢, jos ja vain
jos v(B) =t tai v(C) = t.

Maéritelmien 2.3 ja 2.5 perusteella saadaan méaritettya kaavojen AA B,
A — B ja A < B totuusarvot.



2.2 Modaalilogiikkaa

Modaalilogiikka on logiikan alue, jossa tarkastellaan modaliteettien eli mo-
daalikasitteiden loogisia piirteita. Tassa tarkastelemme modaalilogiikkaa, jon-
ka modaliteetit ilmaisevat mahdollisuutta ja valttaméattomyytta (aleettinen
modaalilogiikka). Modaliteetit voivat kuvata myos esimerkiksi tietamisté (epis-
teeminen logiikka), uskomista (doksastinen logiikka) tai tdytymista ja salli-
mista (deonttinen logiikka) (ks. [5, s. 15-16]).

Modaalilogiikan kieli saadaan propositiologiikan kielesta lisdamaélla sithen
yksipaikkainen modaalioperaattori ¢. Operaattori ¢ ilmaisee mahdollisuutta.
Operaattorin duaalioperaattori O ilmaisee vélttamattomyytta ja se saadaan

mairittelemalld 0 %/ —=Q—. Yleisesti, operaattorin V duaalioperaattori on
muotoa V.

Masritelma 2.6. (Vrt. [5, s. 44]) Modaalilogiikan kielen aakkoston muo-
dostavat seuraavat perussymbolit:

e lausemuuttujat eli atomikaavat py, pa, ps, . ..

konnektiivit —, V, A, — ja <>

mahdollisuusoperaattori ¢

valttaméattomyysoperaattori [
e sulut (,).

Maaritelma 2.7. (Vrt. [5, s. 44]) Perussymboleista muodostetaan kaavoja
seuraavia kaavanmuodostussaantoja kayttaen:

1. atomikaavat pq, ps, p3,... ovat kaavoja

2. jos A ja B ovat kaavoja, niin ~A, AV B, ANB, A — Bja A<+ B
ovat kaavoja

3. jos A on kaava, niin QA ja [JA ovat kaavoja
4. muita kaavoja ei ole.

Mahdollisuusoperaattorin sisaltdva kaava QA ilmaisee sanallisesti, etté
kaava A on mahdollisesti tosi. Vastaavasti valttamattomyysoperaattorin si-
saltava kaava [JA sanallisesti tulkittuna ilmaisee, ettd kaava A on vélttamét-
ta tosi.

Maaritelman 2.3 perusteella konnektiivit A, — ja <> voidaan maéritella
konnektiivien — ja V avulla. Samoin vélttdméattomyysoperaattori [ voidaan
madritelld sen duaalioperaatorin ¢ avulla. Taten perussymboleiksi riittéisi
valita vain konnektiivit = ja V sekd mahdollisuusoperaattori ¢.



Sulkeiden kaytto auttaa jasentdméan kaavoja, mutta sulkuja voi jattad
merkitseméttd kahta seuraavaa saantod kayttden (vrt. [5, s. 45]): kaavojen
uloimpia sulkuja ei tarvitse merkita ja konnektiivien vaikutusalan ulkopuo-
lella olevat sulut voi jattaéa pois. Lisaksi konnektiivien vahvuudet méaaraavat
niiden suorittamisjarjestyksen suluttomissa kaavoissa. Vaikutusalat ja vah-
vuudet madraytyvat seuraavasti:

e negaation — seké operattorien ¢ ja [J vaikutusala on niitd valittomésti
seuraava kaava

e implikaatio — ja ekvivalenssi <+ ovat vahvempia kuin disjunktio V ja
konjunktio A.

Konnektiivit V ja A ovat liitdnnaisia, joten vain joko konnektiiveja V tai A
sisaltavissé kaavoissa sulut voi jattda merkitsematta.

Esimerkki 2.1. Olkoon A = (=p A ¢) — Or. Havaitaan, ettd A on kaava,
silla kaavanmuodostussdantojen perusteella

e koska p on kaava, niin —p on kaava
e koska —p ja g ovat kaavoja, niin =p A ¢ on kaava
e koska r on kaava, niin [Ir on kaava

e koska —p A ¢ ja Or ovat kaavoja, niin (—p A ¢) — Or on kaava.

Jos kaavasta A = (—p A q) — Or jattdd sulut kirjoittamatta, se saadaan
muotoon A = —-pAq — Or. Huomataan, ettd kaavat A ja A’ eivit ole samat,
silla kaavassa A tulee suorittaa konjunktio ennen implikaatiota. Suluttomassa
kaavassa A’ puolestaan suoritetaan ensin implikaatio, koska implikaatio on
vahvempi kuin konjunktio.

Esimerkki 2.2. Esitetdén kaava O—-p — —[(gA—r) muodossa, jossa esiintyy
vain konnektiiveja — ja V sekd mahdollisuusoperaattoreita . Kaava saadaan
muotoon

O-p — -0O(g A —=r) = -O-p Vv -O(g A —r)

(maaritelman 2.3 implikaation perusteella)
— 0PV O V T)
(duaalioperaattorin ja maaritelméan 2.3 konjunktion
perusteella)
=0pV O(mgVr)
(kaksoisnegaation perusteella).

Kaavaa QpV ¢(—q V) ei voida esittd ilman sulkuja muodossa QpV O—qVr,

silld talloin jalkimmainen mahdollisuusoperaattori ¢ koskisi vain kaavaa —¢q
disjunktion —q V r sijaan.



Seuraavaksi késittelemme modaalilogiikan semantiikkaa. Modaalilogiikas-
sa kaavojen totuuksia tarkastellaan kehysten ja mallien avulla. Tarkastelta-
vat kehykset muodostuvat maailmojen joukosta W ja relaatiosta R. Malleihin
liitetdan maailmojen joukon ja relaation lisdksi valuaatio V.

Maailmojen joukon W maailmoilla wy, wsy, ws, . . . tarkoitetaan niitd maa-
ilmoja, jotka ovat mahdollisia tarkasteltavassa tilanteessa. Relaatio R on
kaksipaikkainen relaatio maailmojen joukossa WW. Relaatio R ilmaisee, mitké
maailmat ovat mahdollisia maailman w suhteen. Valuaatio V' on kuvaus ato-
mikaavojen joukolta maailmojen potenssijoukolle P(W). Valuaatio V' kertoo
propositioiden totuusarvot kaikissa maailmoissa, jotka kuuluvat maailmojen
joukkoon W. Valuaation avulla siis tiedetdan, onko esimerkiksi propositio p
tosi vai epatosi maailmassa w. Taten monimutkaisten kaavojen totuusarvoja
eri maailmoissa voidaan selvittda valuaation ja relaation avulla. Maaritte-
lemme seuraavaksi Kripke-kehyksen ja -mallin.

Maaritelma 2.8. (Vrt. [1, s. 16]) Kripke-kehys on pari (W, R), missd W on
maailmojen joukko, W # (), ja relaatio R C W x W.

Lisadmallad Kripke-kehykseen valuaatio V' saadaan muodostettua Kripke-
malli, mika antaa aiheen seuraavalle maaritelmalle.

Maaritelma 2.9. (Vrt. [1, s. 17]) Kripke-malli on kolmikko (W, R, V'), missa
W on maailmojen joukko, W # (), relaatio R C W x W ja valuaatio V' : {p, |
n e N} — P(W).

Kripke-kehykset ja Kirpke-malllit on nimetty niiden kehittajan Saul Krip-
ken mukaan ja niitd voidaan merkita lyhemmin K-kehyksiksi ja -malleiksi.

Maaérittelemme vield erikseen multimodaalilogiikan mallin, koska silla on
samanlaisia piirteitd PDL-mallin kanssa. Modaalilogiikan kieleen liitetaan
yksi mahdollisuusoperaattori ¢ ja malliin yksi relaatio R. Multimodaalilogii-
kan kieleen puolestaan kuuluvat mahdollisuusoperaattorit ¢, Qo,...,On ja
malliin relaatiot Ry, R, ..., R,. Luvun lopussa annamme esimerkin multi-
modaalilogiikan mallista.

Maaritelma 2.10. (Vrt. [2, s. 4]) Multimodaalilogiikan malli on
M = (W,Ry, Ry, ..., R,, V), missd W on maailmojen joukko, W # (), relaatio
R, CW xW,i=1...n,javaluaatio V : {p, | n € N} = P(W).

Modaalilogiikassa ollaan kinnostuneita kaavojen totuuksista eri malleissa.
Kun tarkastelemme kaavojen totuusarvoja malleissa, otamme kdyttoon mer-
kintdtavan, joka kuvaa kaavan totuutta mallissa. Merkitsemme M,w F A,
jos kaava A on tosi mallin M maailmassa w € W. Jos kaava A on epd-
tosi mallin M maailmassa w, niin merkitsemme M,w ¥ A. Jos M,w E A
kaikilla w € W, niin sanotaan, ettd kaava A on wvalidi mallissa M .Télloin
merkitsemme M E A. Vastaavasti, jos kaava A ei ole validi mallissa M, niin
merkitsemme M E A.



Maaritelma 2.11. (Vrt. [1, s. 17-18]) Oletetaan, ettda M = (W, R, V) on
K-malli ja w € W. Kaava A on tosi mallin M maailmassa w seuraavien
totuusehtojen mukaisesti:

1. MywE p; < w e V(p;), missa p; on atomikaava
2. MfwE-As M,wkE A

3. MfjwEAVB& M,wk Atai MjwE B

4. MfwEANB &S M,wkF Aja M,wkF B

5. MiwE A— B< M,w¥ Atai M,wkE B

6. Miw F A<+ B < joko Mw F Aja M,w E B tai Mw ¥ A ja
M,wkE B

7. MfwuEQAS veW :wRv ja M,vE A
8. M,wkFUOA < Yve W : jos wRv, niin M,vE A.

Esimerkki 2.3. Olkoon malli M = (W, Ry, Ry, V) multimodaalilogiikan
malli, missa

W = {wl,wg,’LU3}, Rl = {(wl,wg), (wg,wl)},RQ = {(wg,wl), (wg,wg)} ja
V(p) = {wr, wa}.

Havainnoillistetaan mallia M kuvan avulla.

Kuvasta huomataan, etté relaatiot muodostavat niin sanottuja polkuja ti-
lojen valille. Polut osoittavat, kuinka tilat ovat yhteydessé toisiinsa. Kuvasta
nakyy proposition p totuusarvot eri maailmoissa. Néiden totuusarvojen ja
relaation avulla voidaan péatelld esimerkiksi kaavan [Jy(1p totuusarvot eri
maailmoissa, missa operaattorien alaindeksit ilmoittavat, mista relaatiosta
on kyse.



Kaavojen totuusehdot méaraytyvat multimodaalilogiikan malleissa sa-
moin kuin K-malleissa. Taten maéaaritelman 2.11 totuusehtojen perusteel-
la M,wi E O1p, M,ws ¥ O1p ja M,ws E O1p ja edelleen M, w; E yOqp,
M, ws E OaO1p ja M, ws ¥ Ty Oqp.

Annamme viela kaksi relaatiota koskevaa maaritelmaa.

Maaritelma 2.12. (Vrt. [1, s. 2-3]) Olkoon relaatio R C W x W. Télléin
relaatio R on

o refieksiivinen, jos wRw kaikilla w € W
e transititvinen, jos wRu ja uRv, niin wRv, kun w,v,u € W.

Masritelma 2.13. (Vrt. [1, s. 5-6]) Olkoon relaatio R C W x WW. Relaation
R refleksiivinen ja transititvinen sulkeuma R* on pienin sellainen relaation R
siséltava relaatio, joka on refleksiivinen ja transitiivinen. Téaten R* = N{R' |
R’ refleksiivinen ja transitiivinen, R C W x W ja R C R'}.

Relaation refleksiivin ja transitiivinen sulkeuma voidaan esittdd myos
muodossa R* = |J;°; R", missié R' = R ja R"™ = Ro R™.

3 Peruskasitteita

Propositionaalinen dynaaminen logiikka (PDL) on modaalilogiikan laajen-
nus, minkd vuoksi PDL on samankaltaista modaalilogiikan kanssa. Ohjel-
mien esiintyminen ja relaation muodostaminen PDL:ssa aiheuttavat eroja
PDL:n ja modaalilogiikan valilla.

PDL:ssé tarkastellaan ohjelmia, jotka ovat yleensa epadeterministisié eli
annettuun ohjelmaan ja annettuun alkutilaan liitetddn yhden sijasta usei-
ta mahdollisia lopputiloja. Ohjelmat ovat siirtymia, jotka muuttavat tilan
toiseksi. Ohjelmat esitetaén kaksipaikkaisina relaatioina tilojen valilla.

Modaalilogiikan tavoin PDL:&an liitetaén mahdollisuusoperaattori, mut-
ta PDL:ssé on adreton madara mahdollisuusoperaattoreita. Jokaiseen ohjel-
maan liitetdan oma operaattorinsa. Eri ohjelmien operaattorit erotetaan toi-
sistaan merkitsemallé kyseessa oleva ohjelma operaattorin sisalle. Esimerkiksi
ohjelmaan « liitettdva mahdollisuusoperaattori on (a). Vastaavasti joka oh-
jelmalla on oma vélttdméattomyysoperaattorinsa ja sille kaytetdan merkintaé
[, kun kyseessé on ohjelman a operaattori.

3.1 Syntaksi

Tassa luvussa kasitelladn PDL:n syntaksia. PDL:n syntaksin muodostaa kak-
si eri symbolijoukkoa, propositioiden eli kaavojen joukko ® = {A, B,C,...}
ja ohjelmien joukko IT = {«, 3,7, ... }. Kaavojen joukkoon kuuluu dérellinen
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méara atomikaavoja py, pa, . . ., p, ja niiden muodostamaa joukkoa merkitédan
symbolilla ®,. Vastaavasti ohjelmien joukkoon kuuluu déarellinen méara ato-
miohjelmia aq, as, . .. a, ja niiden muodostamaa joukkoa merkitdan symbolil-
la ITy. Monimutkaisemmat kaavat ja ohjelmat muodostetaan atomikaavoista
ja -ohjelmista.

Kaavojen joukkoon kuuluvat myos kaavat 0 ja 1. Kaavat 0 ja 1 voidaan

madritelld konnektiivien V ja A ja atomikaavan p; avulla seuraavasti: 0 et

p1 A ppjal = p1 V —p;. Taten maaritelman 2.3 perusteella 0 “ .

Maaéritelladn seuraavaksi sdannot kaavojen ja ohjelmien muodostamiseen.

Masritelma 3.1. (Vrt. [6, s. 2-3]) PDL:n kaavat muodostetaan seuraavia
kaavanmuodostussdantoja kayttaen:

1. atomikaavat py, ps, ..., p, ovat kaavoja
2. 0 ja 1 ovat kaavoja

3. jos A ja B ovat kaavoja, niin ~A, AVB, ANB,A— BjaA<+ B
ovat kaavoja

4. jos A on kaava ja « on ohjelma, niin (a)A ja [a]A ovat kaavoja.
5. muita kaavoja ei ole.
Téaten joukko ® on pienin sdantdjen 1- 5 avulla muodostettu kaavojen joukko.

Konnektiivit A, — ja <> maéaritelladn konnektiivien V ja — avulla maa-

ritelmén 2.3 tapaan. Samoin modaalioperaattorin (o) duaalioperaattori [

madritelladn kuten luvussa 2.2: («) ! —[a].

Masritelma 3.2. (Vrt. [1, s. 12-13]) Tavallinen PDL sisiltédé operaatiot va-
linta U, kompositio ; ja iteraatio *. Tavallisen PDL:n ohjelmat muodostetaan
seuraavia saantoja kayttaen:

1. atomiohjelmat ay, as, ..., a, ovat ohjelmia

2. jos « ja [ ovat ohjelmia, niin o U S on ohjelma
3. jos « ja (8 ovat ohjelmia, niin «; 3 on ohjelma
4. jos o on ohjelma, niin a* on ohjelma.

Taten joukko IT on pienin sdéntdjen 1- 4 avulla muodostettu tavallisen PDL:n
ohjelmien joukko.

Tavallisen PDL:n operaatioiden lisaksi operaatioita ovat myos kdanteiso-
peraatio ~, leikkaus N ja toisto 7. T&ll6in ohjelmia voidaan myds muodostaa
seuraavasti (vrt. [1, s. 23] ja [3, s. 177]):
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e jos a on ohjelma, niin o~ on ohjelma
e jos a ja [ ovat ohjelmia, niin o N /3 on ohjelma
e jos A on kaava, niin A? on ohjelma.

Maéaritelmén 3.2 perusteella voidaan todeta, ettd (aU ), (a; 3) ja (a*) ovat
modaalioperaattoreita, silld a U 3, a; 8 ja o ovat ohjelmia, kun « ja 3 ovat
ohjelmia.

Esimerkki 3.1. Merkkijono (U («; 3))* on ohjelma, silld maaritelman 3.2
perusteella

e koska « ja [ ovat ohjelmia, niin «a; 5 on ohjelma
e koska « ja a; 3 ovat ohjelmia, niin o U (a; ) on ohjelma
e koska a U («; 3) on ohjelma, niin (aU (a; #))* on ohjelma.

Ohjelmia voidaan selventda sanallisesti. Esimerkiksi seuraavat ohjelmat
sanallisessa muodossa saavat seuraavat merkitykset (vrt. [3, s. 166]):

e U f: tee a tai 8

e aNf: tee a ja B samanaikaisesti

«; B: tee ensin « sitten (8

o toista « ddrellisen monta kertaa

A?: jatka, jos kaava A on tosi, muuten lopeta

(o) A: on mahdollista, ettd kaava A on tosi ohjelman « suorittamisen
jéalkeen

[a]A: on vilttdmatonta, ettd kaava A on aina tosi ohjelman « suorit-
tamisen jalkeen.

Sulkeiden kaytossi pétevit samat sddnnot kuin modaalilogiikassa (ks. lu-
ku 2.2). Operaatiot U, N ja ; ovat liitdnnaisid. Téaten sulut voi jattaa kir-
joittamatta, kun ohjelma sisdltdd vain yhta kyseisistd operaatioista. Lisdksi
maéaarittelemme, etté operaatiot ; ja * ovat vahvempia kuin operaatiot U ja N
(vrt. [3, s. 166]).

Esimerkki 3.2. Ohjelman (A?; ) U (—A?; 5; ) sanallinen merkitys on: jos
A on tosi, tee o, muuten tee ensin [, sitten a.

Esimerkki 3.3. Esimerkin 3.1 ohjelma (aU(«; 3))* voidaan kirjoittaa ilman
toisia sulkuja muodossa (a U «; 3)*, koska operaatio ; on vahvempi kuin
operaatio U. Tall6in siis ohjelman merkitys ei muutu.
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3.2 Kehys ja malli

PDL-kehykset ja -mallit ovat modaalilogiikan Kripke-kehysten ja -mallien
muotoisia, joihin liitetddn maailmojen joukko W, relaatio R ja valuaatio V'
(ks. luku 2.2).

PDL:ssé puhutaan kuitenkin tilojen joukosta modaalilogiikassa kaytetyn
maailmojen joukko -nimityksen sijaan. PDL:ssé ohjelmat madrittavit siirty-
mia tilojen valilla ja siten muuntavat tiloja toisiksi. Téten on mielekkadmpaé
puhua tiloista sen sijaan, ettd maailma muuttuisi toiseksi maailmaksi.

PDL:sséa relaatio poikkeaa modaalilogiikan relaatiosta siten, etta jokai-
sella ohjelmalla on oma relaationsa. Téten relaatioita on useita, kuten multi-
modaalilogiikassakin (ks. maaritelmé 2.10 ). Merkitsemme PDL-mallin relaa-
tiota symbolilla R(«), missd o on ohjelma. Téten esimerkiksi atomiohjelmiin
a ja b liitettévat relaatiot ovat R(a) ja R(b).

Maaritelma 3.3. (Vrt. [1, s. 22]) PDL-kehys on pari (W, {R(«a) | a on
ohjelma}), missd W on tilojen joukko, W # () ja relaatio R(a) C W x W.

Maaritelma 3.4. (Vrt. [1, s. 22]) PDL-malli on M = (W, {R(«a) | « on
ohjelma}, V'), missd W on tilojen joukko, W # (), relaatio R(a) C W x W ja
valuaatio V' : {p, | n € N} — P(W).

Tavallisen PDL:n kehykset ja mallit ovat vastaavia kuin méaritelmien 3.3
ja 3.4 kehykset ja mallit, mutta relaatiota R rajoitetaan. Tavallisen PDL:n
operaatioita ovat U, ; ja *, joten tavallisen PDL:n ohjelmien joukkoon II kuu-
luvat atomiohjelmat ja operaatioilla U, ;, ja * muodostetut ohjelmat. Taten
tavallisen PDL:n kehykset ja mallit ovat muotoa (W,{R(a) | a € II}) ja
(M,{R(c) | @ € II}, V'), missa W ja V ovat kuten mééritelmissd 3.3 ja 3.4
ja R(a) CW x W (ks. [1, s. 23]).

Esitamme seuraavaksi relaatiota R ja valuaatiota V' koskevia maéaritelmia.

Maaritelma 3.5. Olkoot R relaatio ja « ja [ ohjelmia. Talloin

°
o)
o

-

|

R(a)” = {(w,v) | vR(a)w} (kdénteisrelaatio)
) = R(a) U R(f) (yhdiste)
) = R(a) N R(5) (leikkaus)

Rioz; 5)): R(a) o R() = {(w,v) | Ju(wR(a)u A uR(cx)v)} (yhdistetty
relaatio

o R(a*) = R(«a)* (refleksiivinen ja transitiivinen sulkeuma).

Maaritelma 3.6. (Vrt. [3, s. 168, 177]) Oletetaan, ettd w ja v ovat tiloja,
R on relaatio ja « ja 8 ovat ohjelmia. Télloin

e wR(a )v < vR(o)w
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wR(aU p)v & wR(a)v VwR(B)v
wR(aN p)v < wR(a)v ANwR(B)v
wR(o; f)v e {(w,v) | FJu e W : wR(a)u ANuR(S)v}

wR(a*)v < {(w,v) | In > 0 : Jug,uq,us, ..., U, : Ug = W, U, = ¥ ja
Vk=1,2,...,n: up_1 R()ug}

wR(ANv & {(w,v) |lw=vjaweV(A)}

Masritelma 3.7. (Vrt. [6, s. 4]) Olkoon V' valuaatio. Télloin

V(0)=10

V([a]A) = {w | Yv € W, jos wR(a)v, v € V(A)}

Esimerkki 3.4. Olkoon W = {1,2,3,4}, R(a) = {(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),
(4, 1)} ja R(b) ={(1,3),(2,1),(3,4),(4,3)}. Selvennetaan tilannetta kuvan
avulla:

Muodostetaan relaatiot R(a U b), R(a;b), R(a*) ja R(b*) ja havainnoillis-
tetaan muodostuneita relaatioita kuvien avulla.
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e Relaatio R(a Ub) on relaatioiden R(a) ja R(b) yhdiste.

R(aUDb)

e Relaatio R(a;b) on relaatioiden R(a) ja R(b) yhdistetty relaatio.

Taten

R(a;b) = R(a) o R(b) = {(1,1),(2,1),(2,4),(3,3), (4,3)}.

R(a;b)

o




e Relaatio R(a*) on relaation R(a) refleksiivinen ja transitiivinen sul-
keuma eli pienin sellainen refleksiivinen ja transitiivinen relaatio, joka
siséltdéd relaation R(a) (ks. mééritelma 2.13). Téaten relaatio R(a*)
siséltad relaation R(a) parit (1,2),(2,2),(2,3),(3,1) ja (4,1). Tarkas-
tellaan naité relaatiossa jo olevia pareja ja lisitdan pareja niin, etta
relaatiosta tulee transitiivinen.

Koska (1,2) € R(a") ja (2,3) € R(a"), niin taytyy olla (1,3) € R(a")
Koska (2,3) € R(a*) ja (3,1) € R(a"), niin téytyy olla (2,1) € R(a")
Koska (3,1) € R(a") ja (1,2) € R(a"), niin taytyy olla (3,2) € R(a")
Koska (4,1) € R(a") ja (1,2) € R(a"), niin téytyy olla (4,2) € R(a")
Koska (4,1) € R(a") ja (1,3) € R(a"), niin taytyy olla (4,3) € R(a")
Lisatéédn relaatioon R(a*) vield parit (1, 1), (3,3) ja (4,4), jolloin relaa-

tiosta tulee refleksiivinen. Taten relaatioksi R(a*) saadaan

R(a®) = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3), (4, 1),
(4,2),(4,3),(4,4)}.

e Relaatio R(b*) méadritetdén samoin kuin relaatio R(a*). Ensin tarkastel-
laan relaatioon R(b*) siséltyvid relaation R(b) pareja ja lisitaan pareja
niin, ettd relaatiosta tulee transitiivinen:

Koska (1,3) € R(b") ja (3,4) € R(b"), niin taytyy olla (1,4) € R(b").
Koska (2,1) € R(b") ja (1,3) € R(b"), niin taytyy olla (2,3) € R(b").
Koska edellisen kohdan mukaan téaytyy olla (2,3) € R(b") ja

(3,4) € R(b"), niin taytyy olla (2,4) € R(b").
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Lisaamalla relaatioon R(b*) viela parit (1,1),(2,2),(3,3) ja (4,4) re-
laatiosta saadaan refleksiivinen. Téten relaation R(b) refleksiivinen ja
transitiivinen sulkeuma on

R(b") = {(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,3), (3,4), (4,3),
(4,4)}.

R(b") @

3.3 Totuus

Tassa luvussa késittelemme kaavojen totuuksia malleissa. Merkitsemme
M,w F A, jos kaava A on tosi mallin M tilassa w € W. Jos kaava A on
epdtosi mallin M tilassa w merkitsemme M, w ¥ A.

Maaritelma 3.8. (Vrt. [1, s. 17-18]) Oletetaan, ettdi M = (W, {R(«) |
a € I}, V) on PDL-malli ja w € W. Kaava A on tosi mallin M tilassa w
seuraavien totuusehtojen mukaisesti:

1. M,wEp; < we V(p;), missd p; € &g

2. MfwkE A MwkE A

3. MfwEAVB& M,wkE Atai M,wkE B
4. MfwEANB<& M,wE AjaM,wE B

5. MfwFA—B& MwkEAtai MwkF B

6. Miw F A<+ B < joko M,w F Aja M,wE B tai Mw ¥ A ja
M,wkE B
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7. MiwE (o)A veW :wR(a)v ja MvE A
8. MwE[a]A& YveW: jos wR(a)v, niin M,v E A.

Kaavan A totuusjoukoksi mallissa M = (W, {R(«) | a € I}, V) sano-
taan niiden tilojen joukkoa, joissa kaava A on tosi. Kaavan A totuusjoukkoa
merkitdin notaatiolla || A[|M, ja titen ||A||M = {w € W|M,w E A}.

Masritelma 3.9. (Vrt. [5, s. 71]) Oletetaan, ettd M = (W, {R(a) | a €
I1}, V) on PDL-malli ja w € W. Talloin

o |[pill" = V(pi), missd p; € By
o [RAM =W\ [AM

o AV B|M=][AMuU|B|M
o [AAB|M =AM |B|IM

Esimerkki 3.5. Olkoon M = (W, {R(a) | € 11}, V) PDL-malli, missi
W ={1,2,3}, R(a) = {(1,3),(2,2)}, R(b) = {(1,2),(3,2)},V(p) = {1, 2} ja
V(q) = {3}. Muodostetaan relaatio R(a U b). Saadaan, etté

R(aUb) = {(1,2), (1,3),(2,2), (3,2)}.
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Taten maaritelmén 3.8 operaattorien totuusehtojen perusteella

M,1E (aUb)q, M,2 E =(aUb)q, M,3 E —=(aUb)g,
M, 1E [blp, M,2F [blp ja M, 3 E [b]p.
Talloin maaritelman 3.8 konjunktion totuusehdon perusteella

M, 1E (aUb)g A [blp, M,2 E ={aUb)g A [blp ja M,3 E —{aUb)q A [b]p.
Téten |[(aUb)g A [Bp[|* = {1} ja [[(ma U b)yg A [blp[|* = {2,3}.

Esimerkki 3.6. Olkoon malli M = (W, {R(«a) | « € I1}, V'), missé
W ={1,2,3,4}, R(a) = {(1,3),(2,4),(3,4),(4,4)} ja V(p) = {2,3}.

Tarkastellaan kaavojen (a*)p — [a]p ja (a*){((a;a)*)p A [a;a]—p totuus-
joukkoja mallissa M.

Muodostetaan aluksi relaatio R(a*). Relaatio R(a*) on relaation R(a)
refleksiivinen ja transitiivinen sulkeuma, siis pienin sellainen refleksiivinen ja
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transitiivien relaatio, joka siséltaa relaation R(a).
Téten

R(a®) = {(1,1),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4), (3,3), (3,4), (4,4)}.

R(a*) 2

P p

4

Maéaritelman 3.8 mahdollisuusoperaattorin totuusehdon mukaan M, 1 FE
(a*)p, M,2 F (a*)p, M,3 E (a*)p ja M,4 F (a*)p. Kaava [a]p on tosi vain
tilassa 1, joten M,1 F [a]p. Taten implikaation totuusehdon perusteella
M,1 E (a*)p — [alp ja M,4 E (a*)p — [a]p. Siis kaavan (a*)p — [a]p
totuusjoukko on ||{a*)p — [a]p||M = {1,4}.

Seuraavaksi muodostetaan relaatio R(a;a)*. Relaatioksi R(a;a) saadaan
R(a;a) = R(a) o R(a) = {(1,4),(2,4),(3,4),(4,4)}. Relaatio R(a;a)* on
relaation R(a;a) refleksiivinen ja transitiivinen sulkeuma.

Taten

R(a;a)" = {(1,1),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (3,4), (4,4)}.

R(a;a)* 2

14

4
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Madaritelméan 3.8 perusteella kaava ((a;a)*)p on tosi tiloissa 2 ja 3, siis
M,2 F ((a;a)*)p ja M,3 E ((a;a)*)p. Edelleen M,1E (a*){(a;a)*)p, M,2 F
(a*)((a;a)*)p ja M, 3 F (a*){(a;a)*)p. Kaava [a;a|—p on tosi tilossa 1,2, 3 ja
4.

Taten M, 1 E (a*){(a;a)*)p A [a;a]=p, M,2 E (a*){(a;a)*)p A [a;a]—-p ja
M, 3 F (a)((a;a)*)p A [a; a]=p. Siis [[{a*)((a;a)")p A [a; a]=p[|* = {1,2,3}.

3.4 Validisuus

Masritelma 3.10. (Vrt. [6, s. 4]) Oletetaan, etta M = (W, {R(a) | a €
I}, V) on PDL-malli, w € W ja A on kaava. Jos M,w F A kaikilla w € W,
niin kaava A on validi mallissa M. Talloin merkitsemme M F A. Vastaavasti,
jos kaava A et ole validi mallissa, M, niin merkitsemme M ¥ A.

Jos kaavan A totuusjoukko ||A[|M = W, niin médritelmin 3.10 perus-
teella kaava A on validi mallissa M. Jos kaava A on validi jokaisessa PDL-
mallissa M, niin kaavan A sanotaan olevan PDL-validi ja talloin merkitsem-
me validisuutta notaatiolla Fppr, A.

Maaritelma 3.11. (Vrt. [1, s. 24]) Kaava A on validi kehyksessi (W, { R(«) |
a € IT}), jos se on validi jokaisessa mallissa M = (W, {R(«a) | a € II}, V).
Talloin merkitsemme (W, {R(a) | a € I1}) F A.

PDL-valideja kaavoja ovat lauselogiikan tautologiat ja modaalilogiikan
validit kaavat. Todistamme seuraavissa lauseissa kaksi PDL-validia kaavaa.

Lause 3.1. Kaava (a)(AV B) <> (a)A V (a) B on PDL-validi.

Todistus (vrt. [1, s. 25]). Olkoon M = (W, {R(«) | @ € 11}, V) mielivaltai-
nen PDL-malli. Osoitetaan, ettd M F (a)(AV B) + (a)A V (a)B. Todis-
tetaan viite kahdessa osassa: M F (a)(AV B) — (a)AV (a)B ja M E
() AV (a)B — (a)(AV B).

Olkoon w € W mielivaltainen tila.

1. Oletetaan, ettd M,w F (a)(A V B). Talloin méaaritelmén 3.8 mahdol-
lisuusoperaattorin totuusehdon perusteella Jv € W siten, ettd wRv ja
M,v E AV B. Taten M,v F A tai M,v F B. Siis mahdollisuusope-
raattorin totuusehdon perusteella M, w F (a)A tai M, w E (a)B, joten
M,wE (a)AV (a)B. Téaten M, w E (a)(AV B) = (a)AV (a)B.

2. Oletetaan, ettda M,w F (o)A V (a)B. Siis M,w F (a)A tai M,w E
(a)B. Téaten maaritelman 3.8 mahdollisuusoperaattorin totuusehdon
perusteella Jw’ € W siten, etta wRw' ja M, w' F A, tai Jw” € W siten,
etta wRw” ja M,w” F B. Joka tapauksessa Jv € W siten, ettd wRv ja
M,vE AV B, joten M,w E (a)(AV B). Taten M,w E («)AV (a) B —
(a)(AV B).
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Kohtien 1 ja 2 perusteella M E (a)(AV B) <> (a)AV () B, silla w € W on
mielivaltainen. My6s malli M on mielivaltaisesti valittu. Taten Fppy, (a)(AV
B) < (a)AV () B. O

Lause 3.2. Kaava [a U (]A < [a]A A [B]A on PDL-validi.

Todistus. Olkoon M = (W, {R(a) | a € II}, V) mielivaltainen PDL-malli.

Osoitetaan, ettd M F [a U S]A < [a]A A [B]A. Todistetaan viite kahdessa

osassa: M E [aU S]A — [a]A A [B]A ja M E [a]AN[B]A — [aU B]A.
Olkoon w € W mielivaltainen tila.

1. Oletetaan, ettda M,w F [a U S]A. Téaten maaritelmén 3.8 valttdmat-
tomyysoperaattorin totuusehdon perusteella Yo € W pétee, ettd jos
wR(aw U f)v, niin M,v E A. Talloin relaation mééritelman nojalla
Vo € W pitee, ettd jos wR(a)v tai wR(S)v, niin M, v E A. Siis edelld
olevan téytyy olla voimassa kaikilla v € W ja w on mielivaltainen, niin
taytyy olla, etté

Vv € Wpitee, ettd jos wR(a)v, niin M, v E A ja
Vv € Witee, ettd jos wR(S)v,niin M,v E A.

Taten M,w F [a]A ja M,w E [B]A. Siis M,w F [a]A A [B]A. Téten
M,wE [aU B]|A — [a]A A [B]A.

2. Oletetaan, ettd M,w F [a]A A [B]A. Siis M,w E [a]A ja M,w E [B]A.
Talloin méaritelmén 3.8 valttamattomyysoperaattorin totuusehdon pe-
rusteella

Vw' € W pétee, ettd jos wR(a)w', niin M, w' F A, ja
Vw" € W pitee, etta jos wR(B)w"”, niin M,w"” E A.

Joka tapauksessa Yv € W pitee, ettd jos wR(a)v tai wR(S)v, niin
M,v E A. Téten relaation madritelman perusteella Yo € W piétee,
ettd jos wR(a U B)v, niin M,v E A. Siis M,w F [ U B]A. Téten
M,wE [a]AN[B]A = [aU B]A.

Kohtien 1 ja 2 nojalla M E [a U B]A < [a]A A [B]A, silld w € W on mieli-
valtainen. My6s malli M on mielivaltaisesti valittu. Taten Fppp, [ U B]A
[a]A A [B]A. -

3.5 Aksiomatisointi

Tassé luvussa esitimme tavallisen PDL:n erdédn aksiomatisoinnin. Aksioo-
masysteemi siséltad joukon aksioomaskeemoja ja pédattelysdantoja. Aksioo-
mat ovat loogisesti tosia kaavoja ja aksioomaskeemasta saadaan aksiooma,
kun korvataan atomikaavat jollain PDL:n kaavalla. Annetuista skeemoista
voidaan paatella paattelysdantojen avulla uusia skeemoja.
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Kaavan B sanotaan olevan paiteltavissia aksioomasysteemissia A, jos on
olemassa kaavojen jono By, Bs, ..., B, siten, ettd B, = B ja B; on aksiooma
tai on olemassa systeemin sellainen paattelysaénto, ettd B; voidaan paétella
kaavoista By, By, ... B;, kun j <. Talloin merkitaan k5 B ja sanotaan, ettd
kaava B on systeemin A teoreema (ks. [6, s. 6]).

Tavallisen PDL:n aksioomasysteemiin kuuluvat paittelysdannot modus
ponens (MP), vdlttamattomyyssadnté (RN) ja universaali substituutio (US).
Oletetaan, ettd A on aksioomasysteemi. Télloin padttelysadnnot modus po-
nens, valttamattomyyssaanto ja universaali substituutio ovat seuraavat

(ks. [1, s. 33]):

(MP) jos A€ Aja A— B€A, niin BeA

(RN) jos A € A, niin [a]A € A, missd « on ohjelma ja A on teoreema

(US) jos A € A, niin A[p/B] € A, missd A on teoreema ja kaava A[p/B]
on saatu kaavasta A korvaamalla kaavan A atomikaava p kaavalla B.

Maaritelma 3.12. (Vrt. [1, s. 240]) PDL:n kielen sisiltéva logiikka A on
tavallinen PDL, jos se sisdltda seuraavat aksioomaskeemat

1. [a](p = q) = ([oJp — [a]q)
2. {a)p < —[a]-p

3. (@UB)p > (a)p Vv (B)p

4. (a; B)p <> {a)(B)p

5. (@)p > (pV {(a){a*)p)

6. [a*](p — [ap) = (p — [a*]p)

ja on suljettu modus ponensin, valttdmattomyyssaannon ja universaalin subs-
tituution suhteen.

Todistamme seuraavissa lauseissa, ettd maéritelman 3.12 aksioomaskee-
mat 3 ja 4 ovat PDL-valideja.

Lause 3.3. Kaava (U B)p <> (a)p V (B8)p on PDL-validi.

Todistus. Olkoon M = (W, {R(«) | a € II}, V) mielivaltainen PDL-malli.

Osoitetaan, ettd M E (a« U B)p +> (a)p V (B)p. Todistetaan viite kahdessa

osassa: M E (aU B)p — (a)ypV (B)p ja M E (a)pV (B)p — (aU B)p.
Olkoon w € W mielivaltainen tila.

1. Oletetaan, ettd M,w F (o U [)p. Talloin maaritelmén 3.8 mahdolli-
suusoperaattorin totuusehdon perusteella Jv € W siten, ettd wR(a U
B)v ja M,v E p. Relaation méaaritelman nojalla wR(a)v tai wR(S5)v.
Siis Jv € W siten, ettd wR(a)v ja M, v E p tai wR(5)v ja M, v E p.
Taten M, w E {(a)p tai M,w E (B)p. Siis M,w E (a)p V (B)p. Taten
M,wE (U B)p = (a)pV (B)p.
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2. Oletetaan, ettd M,w E (a)p V (6)p. Siis M,w E (a)p tai M,w E
(B)p. Talloin mééritelman 3.8 mahdollisuusoperaattorin totuusehdon
perusteella

Juw’ € W siten, etta wR(a)w' ja M, w' E p tai
Jw” € W siten, ettda wR(B)w' ja M, w" F p.

Joka tapauksessa Jv € W siten, ettd wR(a)v tai wR(f)v ja M,v F
p. Relaation maaritelman nojalla Jv € W siten, ettd wR(a U B)v ja
M, v E p. Taten M,w E (aU B)p. Siis M,w E (a)pV (B)p = (o U B)p.

Kohtien 1 ja 2 nojalla M E (a U S)p <> (a)p V (B)p, silla w € W on
mielivaltainen. My6s malli M on mielivaltaisesti valittu. Taten Fppp, (o U

B)p < (a)pV (B)p-
O

Lause 3.4. Kaava {a; B)p <> (){B)p on PDL-validi.

Todistus. Olkoon M = (W, {R(«) | € II}, V) mielivaltainen PDL-malli.
Osoitetaan, ettd M E (a; B)p <> («)(B)p. Todistetaan viite kahdessa osassa:
M E (o; B)p = (o) (B)p ja M E (a)(B)p — (o B)p.

Olkoon w € W mielivaltainen tila.

1. Oletetaan, etta M, w E («; §)p. Téten méaritelméan 3.8 mahdollisuuso-
peraattorin totuusehdon perusteella Jv € W siten, ettd wR(«; 5)v ja
M,v E p. Télloin relaation maaritelman nojalla Ju € W siten, etta
niin wR(a)u ja uR(B)v ja M, v E p. Siis Ju € W siten, ettd wR(a)u ja
M, uE (B)p. Siis M,w E {(a)(B)p. Taten M, w E (a; B)p — (a)(5)p.

2. Oletetaan, etta M,w E («)(f)p. Talloin méairitelmén 3.8 mahdolli-
suusoperaattorin perusteella Ju € W siten, ettd wR(a)u ja M,u E
(B)p. Edelleen Jv € W siten, ettd uR(5)v ja M,v E p. Taten Ju € W
ja Jv € W siten, ettd wR(a)u ja uR(S)v ja M,v E p. Relaation maéa-
ritelmén perusteella Jv € W siten, ettd wR(«; f)v ja M,v F p. Siis
M, wE (a; B)p. Taten M,w E (a){(B)A — {a; B)p.

Kohtien 1 ja 2 nojalla M E («; 5)p <> (a)(08)p, silld w € W on mielivaltainen.

My6s malli M on mielivaltaisesti valittu. Taten Fppr (o; 5)p <> (a)(5)p.
Havainnoillistetaan tilannetta kuvalla.
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4 Bisimulaatio

Olemme aiemmissa luvuissa késitelleet relaatioita ja kaavojen totuusarvoja
yvhdessa mallissa kerrallaan. Téassa luvussa tarkastelemme kahden eri mallin
sisdisten olosuhteiden lisdksi mallien vélisid relaatioita. Otamme tarkaste-
luun kahden eri mallin relaatiossa olevat tilat, joissa atomikaavat edellyte-
tdan saavan samat totuusarvot. Lisaksi mallin siséisilla siirtymilla tilasta toi-
seen tulisi olla ominaisuuksiltaan vastaava siirtyma toisessa tarkasteltavassa
mallissa. Tallaista mallien vélistd relaatiota sanotaan bisimulaatioksi.

Masritelma 4.1. (Vrt. [1, s. 70-71]) Oletetaan, ettd M = (W, {R(«a) |
a eI}, V)ja M = (W {R(a) | « € II},V’) ovat PDL-malleja. Talloin
epatyhja relaatio Z C W x W' on mallien M ja M’ valinen bisimulaatio, jos
seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. jos wZw', niin w € V(p;) < w' € V'(p;) kaikilla p; €

2. jos wZw' ja wR(a)v, niin on olemassa v € W’ siten, ettd w'R'(a)v’ ja
vZv'

3. jos wZw' ja w'R'(a)v’, niin on olemassa v € W siten, ettd wR(a)v ja
vZv'.

Jos on olemassa bisimulaatio Z siten, ettd wZw’, niin sanotaan, etta tilat
w ja w' ovat bisimilaariset. Havainnoillistetaan bisimulaation maaritelmén
kohtia 2 ja 3 kuvien avulla:
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Kohta 2 Kohta 3

Lause 4.1. Oletetaan , etta Z C W x W' on mallien M = (W, {R(«a) | o €
I}, V) ja M' = (W' {R'(«a) | « € II}, V') wdlinen bisimulaatio. Olkoot w €
W jaw € W’'. Josw jaw' ovat bisimilaariset, niin M,w¥F A< M w' E A,
kun A on kaava.

Todistus (vrt. [1, s. 67]). Todistetaan lause induktiolla kaavan A pituuden
suhteen. Konnektiivit A, — ja <> seké operaattori [o] voidaan ilmaista kon-
nektiivien — ja V ja operaattorin () avulla (ks. luku 2). Téaten riittéé, etté
todistetaan tapaukset, joissa kaava A on atomikaava, A = -B, A= BV C(C
ja A= (a)B, kun B ja C ovat kaavoja.

1. Olkoon A = p, missd p on atomikaava. Oletuksen perusteella w ja
w’ ovat bisimulaariset, joten bisimulaatioon mééritelméan 4.1 kohdan 1
perusteella w € V(p) & w’ € V'(p). Totuuden mééritelmén 3.8 kohdan
1 perusteella w € V(p) & M,wkE pjaw € V'(p) & M' w' E p. Taten
M,wEp< M w F p. Siis véite patee, kun A on atomikaava.

2. Olkoon A = —B. Oletetaan, ettd vaite patee kaavalle B. Siis M, w F
B < M’ ,w'E B. Oletetaan, ettd M, w F —B. Talloin

M,wkE -B << M,w# B (miaritelmin 3.8 kohdan 2 perusteella)
& M’ w' ¥ B (oletuksen perusteella)
< M',w'E =B (mééritelméin 3.8 kohdan 2 perusteella).

3. Olkoon A = BV C. Oletetaan, etta viite patee kaavoille B ja C. Siis

MwEB& M, wkEBjaMwEC& M wEC.
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Oletetaan, ettd M,w E BV C. Talloin

M,wEBVC<< MwEBtai M,wkEC
(méaritelman 3.8 kohdan 3 perusteella)
& M w'EBtai M w' EC
(oletuksen perusteella)
s M wEBVC
(mééritelman 3.8 kohdan 3 perusteella).

4. Olkoon A = (a)B. Oletetaan, ettéd véite péatee kaavalle B.

(a) Oletetaan, etta wZw' ja M, w E (a)B. Talléin on olemassa v € W
siten, ettd wRv ja M,v F B. Koska w ja w’ ovat bisimulaariset,

niin on olemassa v’ € W siten, ettd vZv’ ja w’ Rv’. Taten oletuksen
perusteella M’ v' E B ja M',w' E (a)B.

(b) Oletetaan, ettd wZw’ ja M',w' E (a)B. Talloin on olemassa
v € W’ siten, ettd w'Rv' ja M’ v E B. Koska w ja w' ovat
bisimulaariset, niin on olemassa v € W siten, etta vZv’ ja wRv.
Taten M, v E B ja edelleen M, w E (a)B.

Téaten kohtien 4a ja 4b perusteella viite patee, kun A = (a)B.

Induktioperiaatteen mukaan véite on tosi kohtien 1, 2, 3 ja 4 perusteella.
(I

Tarkastellaan bisimulaatiota tavallisessa PDL-mallissa, jolloin operaatioi-
na ovat U, ; ja *. Bisimulaation méaéritelman 4.1 mukaan bisimulaarisuuden
taytyy olla voimassa kaikilla tavallisen mallin relaatioilla. Kuitenkin riittaa,
ettd tarkistetaan, pateeko bisimulaarisuus atomiohjelmiin liitettévien relaa-
tioiden osalta (vrt. [1, s. 70-71]). Télloin myds operaatioita U, ; ja * sisaltévia
ohjelmia vastaavat relaatiot toteuttavat bisimulaation ehdot. Téma antaa ai-
heen seuraavalle méaritelmaélle.

Maéritelma 4.2. (Vrt. [1, s. 112-113]) Olkoon M = (W, {R(«) | a on ohjel-
ma}, V) ja M’ = (W', {R'(«) | @ on ohjelma}, V') malleja ja Z C W x W'
mallien M ja M’ vélinen bisimulaatio. Olkoon «(x)f operaation *x avulla
ohjelmista « ja [ muodostettu ohjelma. Operaatio * on turvallinen bisimu-
laation suhteen, jos silla patee

jos wZw'" ja wR(a * B)v jollain v € W, niin on olemassa v € W' siten,
ettd w' R (o B)v ja vZv'.

Lause 4.2. Tavallisen PDL:n operaatiot U, ; ja * ovat turvallisia bisimulaa-
tion suhteen.
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Todistus (vrt. [4, s. 6]). Olkoon M = (W {R(a) | a € II},V) ja M' =
(W' {R' () | a € 11}, V') PDL-malleja ja Z C W x W’ mallien M ja M’
valinen bisimulaatio. Todistetaan turvallisuus kunkin operaation U, ; ja *
kohdalla.

e Oletetaan, ettd wZw’ ja wR(aUB)v. Télloin relaation maaritelméan 3.6
perusteella wR(a)v tai wR(B)v. Taten bisimulaation maaritelman 4.1
perusteella on olemassa v € W’ siten, ettd vZv’ ja w' R (a)v' tai vZv’
ja w' R'(B)v'. Joka tapauksessa on olemassa v’ € W’ ja w' R (o U B)v'.

e Oletetaan, ettd wZw' ja wR(c; f)v. Téll6in relaation méaritelméan 3.6
perusteella on olemassa u € W siten, ettd wR(a)u ja uR(S)v. Téten
bisimulaation mééritelmidn 4.1 perusteella on olemassa v’ € W’ ja
v € W’ siten, ettd uZu' ja w' R (a)u’ sekd vZv' ja o' R'(6)v'. Télloin
v e Wija w'R (a; B)V.

e Oletetaan, etta wZw’ ja wR(a*)v. Talloin relaation maaritelman 3.6
perusteella

wR(a™)v ={(w,v)|In > 0: Jug, uy, ug, ..., U, : ug = w,
u, =vjavVk=1,2,... ,n:u_1R(a)ug}.

Taten bisimulaation méaaritelman 4.1 perusteella on olemassa

ug, uy, ub, . ul g ul, € Womissd ug = w' ja ul, = ', siten, etté

upZuy, ja up_ R (o)uy, kaikilla k =1,2,...n.
Taten vZv' ja w'R (o*)v'.
-

Esimerkki 4.1. Olkoon M = (W, {R(«a) |« € 11}, V) ja M' = (W' {R(«) |
a € 11}, V') malleja, missa

W= {w,v,u}, R(a) = {(w,v), (U>u)> (u,v)}, V(p) = {U>u}>
W'=1{1,2,3,4}, R'(b) = {(1,3),(2,3),(3,4), (4,4)} ja V'(p) = {3, 4}.

Olkoon relaatio Z = (w, 1), (v, 3), (v,4), (u, 4). Havainnoillistetaan tilannetta
kuvalla:
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Osoitetaan, ettd relaatio Z on mallien M ja M’ vélinen bisimulaatio. Osoi-
tetaan bisimulaation méaritelméan 4.1 kohdat yksitellen.

1. Olkoon relaatio Z kuten edelld, joten (w,1),(v,3),(v,4),(u,4) € Z.
Mallien M ja M’ valuaatioiden V ja V' perusteella

w¢ Vi(p)jalégVip)
veV(p)ja3deV(p)
veV(p)jadeV(ip)
ueVp)jadeVip)

Taten bisimulaation mééritelméan kohta 1 on voimassa.

2. Koska (w,1) € Z ja (w,v) € R, niin on olemassa ' € W’ siten, etta
(1,2") € R ja (v,2') € Z. Talloin on oltava 2’ = 3. Siis (1,3) € R’ ja
(v,3) € Z.

Koska (v,3) € Z ja (v,u) € R, niin on olemassa ' € W’ siten, etta
(3,2") € R ja (u,2’) € Z. Téllin on oltava ' = 4. Siis (3,4) € R’ ja
(u,4) € Z.

Koska (u,4) € Z ja (u,v) € R, niin on olemassa =’ € W’ siten, ettd
(4,2") € R ja (v,2') € Z. Talloin on oltava 2’ = 4. Siis (4,4) € R ja
(v,4) € Z.

Koska (v,4) € Z ja (v,u) € R, niin on olemassa ' € W’ siten, etta
(4,2') € R ja (u,2’) € Z. Téllin on oltava ' = 4. Siis (4,4) € R’ ja
(u,4) € Z.

Tilasta 4 ei padse muihin tiloihin kuin itseensé relaatiolla R’ ja tiloista v
ja u padsee vain toisiinsa relaatiolla R, joten siirtyminen jatkuu naiden
tilojen valilld samanlaisena. Téaten uusia pareja ei muodostu relaatioon
Z. Siis bisimulaation maéaritelman kohdan 2 ehto on voimassa.
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3. Koska (w,1) € Z ja (1,3) € R/, niin on olemassa z € W siten, etta
(w,z) € R ja (x,3) € Z. Téll6in on oltava = = v. Siis (w,v) € R ja
(v,3) € Z.

Koska (v,3) € Z ja (3,4) € R/, niin on olemassa x € W siten, ettd
(v,z) € R ja (x,4) € Z. Talléin on oltava = w. Siis (v,u) € R ja
(u,4) € Z.

Koska (u,4) € Z ja (4,4) € R/, niin on olemassa x € W siten, etta
(u,z) € R ja (x,4) € Z. Téalléin on oltava = = 2. Siis (u,v) € R’ ja
(v,4) € Z.

Koska (v,4) € Z ja (4,4) € R/, niin on olemassa x € W siten, ettd
(v,z) € R ja (z,4) € Z. Talléin on oltava x = 3. Siis (v,u) € R ja
(u,4) € Z.

Tilasta 4 ei padase muihin tiloihin kuin itseensé relaatiolla R’ ja tiloista v
ja u padsee vain toisiinsa relaatiolla R, joten siirtyminen jatkuu naiden
tilojen vélilla samanlaisena. Téten uusia pareja ei muodostu relaatioon
Z. Siis bisimulaation méadritelmén kohdan 3 ehto on voimassa.

Kohtien 1, 2 ja 3 perusteella relaatio Z on mallien M ja M’ vilinen bisimu-
laatio.
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