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Tiivistelma

Téssé tutkielmassa esitellddn toisen ja korkeamman kertaluvun lineaaristen
differentiaaliyhtéloiden teoriaa ja yleisimpid ratkaisutekniikoita. Aluksi kéy-
ddan lapi differentiaaliyhtéaloiden maarittelya yleisesti kertauksenomaisesti.
Téamaén jalkeen keskitytéan toisen ja korkeamman kertaluvun lineaarisiin dif-
ferentiaaliyhtal6ihin.

Tutkielmassa tutkitaan ensin toisen kertaluvun lineaaristen differentiaa-
liyhtéloiden lineaarisesti riippuvia ja riippumattomia ratkaisuja sekd tutus-
tutaan samalla Wronskin determinanttiin. Tamaén jélkeen yleistetdan teoriaa
koskemaan myds korkeamman kertaluvun lineaarisia yhtaloita. Sitten esi-
tellddn viela erilaisia tapoja ratkaista korkeamman kertaluvun differentiaa-
liyhtéloita. Jokaisen ratkaisutekniikan kohdalla esitetddn myos ainakin yksi
esmerkki.

Tutkielman lukijalta oletetaan 1. kertaluvun differentiaaliyhtaloéiden teo-
rian tuntemista ja muutenkin riittavaa matemaattista kypsyytta. Tutkielman
paalahdeteos on Larry C. Andrewsin kirja Ordinary Differential Equations.

Asiasanat: lineaariset differentiaaliyhtélot, Wronskin determinantti
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1 Johdanto

Differentiaaliyhtélot ovat téarkeéssé roolissa tekniikan ja matematiiikan aloil-
la sekd luonnontieteissa. Niitd voidaan kayttdéd mm. monien fysikaalisten lai-
nalaisuuksien muotoilussa. Differentiaaliyhtéléiden teorian synty ja kehitys
ovat nivoutuneet tiukasti yhteen matematiikan yleisen kehittymisen kanssa.
Oikeastaan useimmilla Newtonin ja Leibnizin ajan kuuluisilla matemaatikoil-
la on ollut oma osansa tdmén aiheen kehittadmistyossa.

Téssa tutkielmassa késittelemme toisen ja korkeamman kertaluvun line-
aarisia differentiaaliyhtéloitd. Korkeamman kuin ensimmaisen kertaluvun li-
neaarisilla differentiaaliyhtéloillda on monia sovelluskohteita eri tieteen alueil-
la. Naistd yhtaloista tdrkeimpia sovellusten kannalta ovat toisen kertaluvun
yhtélot, ja siksi pddpainomme onkin niiden késittelyssa.

Kappaleessa kaksi tarkastelemme differentiaaliyhtaloihin liittyvié asioita
yleisesti, kertauksenomaisesti. Maérittelemme differentiaaliyhtalon tasmaélli-
sesti ja kilymme lépi joitakin mahdollisia sovelluskohteita. Pohdimme myos
differentiaaliyhtéldiden ratkaisuja.

Kolmannessa kappaleessa keskitymme toisen ja korkeamman kertaluvun
lineaarisiin differentiaaliyhtdl6ihin. Aluksi tutkimme differentiaaliyhtéloiden
ratkaisuiden lineaarista riippuvuutta ja riippumattomuutta seka tutustumme
Wronskin determinanttiin. Sitten esittelemme erilaisia tekniikoita ratkaista
korkeamman kertaluvun lineaarisia differentiaaliyhtaloité.

Oletamme lukijan tuntevan ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhté-
16iden teoriaa seké differentiaali- ja integraalilaskentaa. My0s riittéva mate-
maattinen kypsyys auttaa seuraamaan tutkielman kulkua. Paalahdeteoksena
kiytamme Larry C. Andrewsin kirjaa Ordinary Differential Equations. Tut-
kielman toisessa kappaleessa olemme kiyttaneet sivuja 1-17 ja kappaleessa
kolme sivuja 82-125. Lauseessa 3.5 ja lauseen 3.6 todistamisesssa olemme
kiyttaneet Salaksen Hillen ja Etgenin Calculusta (s. 1115) ja apulauseen 3.3
ja lauseen 3.6 todistamisessa Jorma Merikosken luentomonistetta (s. 58-64).



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Differentiaaliyhtalo

Differentiaaliaaliyhtalolla tarkoitamme yhtaloé, joka muodostuu yhdesta tun-
temattomasta funktiosta ja sen &direllisestd médrdsté derivaattoja. Ratkais-
tessamme differentiaaliyhtaloita on tarkedd osata luokitella niita, koska tie-
tyntyyppiset yhtédlot voidaan usein ratkaista samalla tekniikalla. Jos differen-
tiaaliyhtalon tuntemattomalla funktiolla on vain yksi riippumaton muuttuja,
sanomme yhtélon olevan tavallinen differentiaaliyhtdlo. Jos tuntematon funk-
tio on riippuvainen enemmaéan kuin yhdesté riippumattomasta muuttujasta,
derivaatat tulevat olemaan osittaisderivaattoja ja talloin kutsumme yhtaloa
osittaisdifferentiaaliyhtdaloksi. Tassa tutkielmassa késittelemme vain tavalli-
sia differentiaaliyhtéloitd. Yksi differentiaaliyhtéloiden luokittelutapa liittyy
kertalukuun, seuraavan maégritelmén mukaisesti.

Maaritelma 2.1. Differentiaaliyhtélon kertaluku on sama kuin yhtalossé
esiintyvén korkeimman derivaatan kertaluku.

Seuraavassa maaritelméssa jaamme vield differentiaaliyhtélot neljaan luok-
kaan, lineaarisiin ja ei-lineaarisiin sekd homogeenisiin ja ei-homogeenisiin.

Maaritelma 2.2. Kertalukua n olevaa differentiaaliyhtalod sanomme line-
aariseksi, jos se voidaan esittdd muodossa

An(@)y™ + A, (2)y™ Y 4+ Ay(2)y + Ag(a)y = Fa),

missé funktioita Ag(z), A1(z),. .., A,(x) kutsutaan differentiaaliyhtélon ker-
toimiksi. Jos F'(z) = 0, niin sanomme differentiaaliyhtélon olevan homogee-
ninen.

2.2 Differentiaaliyhtaloiden soveltamisesta

Differentiaaliyhtélot saivat alkunsa, kun mekaniikkaan liittyvid ongelmia alet-
tiin tutkia. Nykyéa#n niiden kiytto on kuitenkin ulottautunut jo hyvin paljon
laajemmalle alueelle. Differentiaaliyhtélditéa esiintyy laajalti paitsi tekniikan
aloilla, myos matematiikassa sekd muissa luonnontieteissa. Myos biologiassa
ja kauppatieteissa kdytetddan differentiaaliyhtéloitéa erilaisten ongelmien tut-
kimisessa, liittyen esim. populaation kasvuun ja korkotasoihin. Lisdesimerk-
keina differentiaaliyhtéloiden sovelluskohteissa voimme mainita viela virta-
piireihin liittyvét tarkastelut ja hiukkasen liikkeeseen liittyvan tutkimustyon.

Y14 mainittujen ongelmien matemaattinen muotoilu tuottaa differenti-
aaliyhtalon. Nain tapahtuu, koska kyseessé olevat onglemat sisaltavét yhden
tai useamman suureen muutosnopeuden suhteessa muihin suureisiin. Ja ku-
ten tieddmmme, téllaiset muutosnopeudet ilmaistaan matemaattisesti juuri
derivaatioilla.



Kun differentiaaliyhtéloitd muotoillaan, pitdéd yleenséd tehdé tiettyja yk-
sinkertaistavia oletuksia, jotta tuloksena saatu differentiaaliyhtélo olisi hel-
pommin késiteltavi. Kriittisin osa muotoilussa on maarittad juuri ne oletuk-
set, jotka ovat annetun tehtévian kannalta sopivia.

Vaikka yksinkertaistavia oletuksia tehtéisiinkin paljon, matemaattinen
muotoilu saattaa silti johtaa differentiaaliyhtdloon, joka on erittdin hankala
ratkaista. Néin tapahtuu erityisesti silloin, kun tuloksena syntyva differenti-
aaliyhtalo ei ole lineaarinen. Lineaariset differentiaaliyhtélot ovat paljon hel-
pompia késitelld monilla eri tavoin, erityisesti sen vuoksi, ettd tavanomaiset
ratkaisutekniikat on kehitetty monenlaisia lineaarisia differentiaaliyhtéloité
varten.

2.3 Differentiaaliyhtaloiden ratkaisut

Differentiaaliyhtélon ratkaisufunktiolle yksi varmin edellytys on se, ettd sen
pitda olla derivoituva. Seuraavaksi méarittelemme ratkaisun tasmaéllisesti.

Maaritelma 2.3. Differentiaaliyhtdlon ratkaisu tietylla valilla z; < x < 9
on sellainen jatkuva funktio, joka on yhtd monta kertaa derivoituva kuin dif-
ferentiaaliyhtélon kertaluku on. Kun ratkaisu sijoitetaan differentiaaliyhté-
166n, se supistuu yhtéapitaviksi differentiaaliyhtéalon kanssa kaikilla kyseessé
olevan véilin arvoilla x.

On hyva huomata, ettd annetulla differentiaaliyhtalolla on usein monia
ratkaisuja. Esimerkiksi on helppo todeta, ettd yhtdlo y = Ce™ toteuttaa
differentiaaliyhtélon 3’ + y = 0 milld tahansa vakion C' arvoilla.

On siis selvdd, ettd differentiaaliyhtaldilla on tavallisesti enemmén kuin
yksi ratkaisu, oikeastaan ddrettomén monta ratkaisua. Tamén vuoksi usein
etsimmekin sellaista ratkaisufunktiota, joka sisdltdd mielivaltaisia vakioita
siten, ettd kaikki yksityisratkaisut voidaan saada téastd yhdesté ratkaisufunk-
tiosta joillakin sopivilla mielivaltaisilla alkioilla. Tallaista ratkaisufunktiota
sanomme yleisekst ratkaisuksi. Yleisen ratkaisun pitda sisaltdd yhtd monta
erillistd mielivaltaista vakiota, kuin differentiaaliyhtdlon kertaluku on. Va-
kioiden méara ei voi olla supistettavissa vahempéadn madradn milladn al-
gebrallisella kisittelylla.

2.4 Alku- ja reuna-arvoprobleemat

Monissa sovelluksissa tuntemattoman funktion y pitda toteuttaa lisiksi viela
tietyt ehdot tai jotkin lisdvaatimukset toteuttaakseen differentiaaliyhtéalon.
Téllaiset vaatimukset madrittavat mitkd darettoméstd madrastd ratkaisuja
ovat ominaisia juuri annetun tehtavan kannalta. Téallaisten ehtojen lukumaé-
rd on usein yhtépitiva differentiaaliyhtéalon kertaluvun kanssa.



Esimerkki 2.1. Ratkaisemme differentiaaliyhtalon y” — 2y’ + 2y = 0, kun
y(0) =1 ja 3/(0) = 0, ja lisdksi yleisen ratkaisun tiedetdén olevan
y = e*(Cycosx + Cysinz). Siis

y(0) = €”(Cycos0 + Cysin0) = C; =0

ja

' (0) = e®(=Cysin 0 + Cy cos 0) + € (C1 cos 0 + Cysin0) = Cy + Cy = 0,

ja edelleen C =1 ja Cy = —(C; = —1. Joten ratkaisuksi saamme
y = e"(cosx — sin ).

Esimerkki 2.2. Ratkaisemme differentiaaliyhtélon y” = 0, kun y(0) = 0 ja
y(1) = 1, ja liséiksi yleisen ratkaisun tiedetdén olevan y = C + Cox. Siis

ja
y(1) =C1 + Cy =1,

ja edelleen C7 = 0 ja C5 = 1. Joten ratkaisuksi saamme

Y=

Kun differentiaaliyhtalon ratkaisuun liittyvét lisdvaatimukset ovat kaikki
madritelty tietylla arvolla x, kuten esimerkeissa 2.1, kutsumme probleemaa
alkuarvoprobleemaksi. Vaikka voisimme valita yksittdisen arvon x mina ta-
hansa arvona, se on usein totuttu antamaan muodossa x = 0. Jos lisévaati-
mukset on maéritelty useammalle kuin yhdelle pisteelle tarkasteltavalla vé-
lilla, paadymme tilanteeseen, jota kutsumme reuna-arvoprobleemaksi, kuten
esimerkissé 2.2. Reunaehdot on usein méaéritelty vain kahdessa vilin pistees-
si. Téallaiset tehtavit sisaltavit differentiaaliyhtaloitd, jotka ovat vahintadn
toista astetta. Tamé seuraa siitd, ettd ensimmaéisen asteen differentiaaliyh-
taloilla voi olla ainoastaan yksi ainoa lisdvaatimus, joka puolestaan johtaa
sithen, etta kyseessa on oltava juuri alkuarvoprobleema.

Yleisemmin voimme todeta, ettd alkuarvoprobleemat johtavat melkein
aina yksikasitteisiin ratkaisuihin. Valitettavasti sama asia ei kuitenkaan péade
reuna-arvoprobleemien kohdalla, ja siksi niihin liittyvé yleinen teoria onkin
monimutkaisempi.



3 Korkeamman kertaluvun lineaarisista diffe-
rentiaaliyhtaloista

Monet sellaiset toisen ja korkeamman kertaluvun differentiaaliyhtalot, jotka
eivit ole lineaarisia, ovat todella hankalia ratkaista. Tamé johtuu siité, etté
ei ole olemassa yleistd teoriaa liittyen téllaisten yhtéloiden ratkaisemiseen.
Tamén vuoksi rajoitumme kasittelemédn jatkossa ainoastaan lineaarisia dif-
ferentiaaliyhtaloita.

Lause 3.1. Jos y = yi(x) on homogeenisen differentiaaliyhtdlon

(3.1) A (2)y"™ + Ay (2)y ™Y o+ Ay(2)y + Ag(z)y =0

ratkaisu, silloin myos y = Chy(x) on yhtdlon ratkaisu milld tahansa
vakion Cy arvolla. Yleisemmin, jos y1,Yys, ..., yr oval kaikki homogeenisen
differentiaaliyhtdlon ratkaisuja jollakin tietylla vdlilld, silloin

y = Cryi(x) + Coya(x) + - - - + Cryx(2)

on myds yksi ratkaisu talla valilla, milla tahansa vakioiden C1,Cs, ..., Cl
arvoilla.

Todistus. Jotta merkinnat olisivat selkeimmét, todistamme vain tapauksen,
jossa n = k = 2. Olkoot y; ja y» yhtélon

As()y” + Ar(z)y + Ao(z)y =0

ratkaisuja. Kun sijoitamme tdhén differentiaaliyhtaloon y = Chyp (x)+Caya(x)
saamme

Az (2)(Cryy + Coy”) + Ar(2)(Cryy + Caysy) + Ao(2)(Cryr + Coyp)

= C1[Ax(2)y) + Ar(z)yy + Ao(x)yr] + CoAa(2)yy + Ar(w)yy + Ao(w)ys]
=C1-04C3-0

=0.

]

Lineaaristen differentiaaliyhtaloiden teoriaa kehittdessdmme tulemme esit-
tam&dn ensin teoriaa toisen kertaluvun yhtéaldille ja sitten yleistiméan saa-
mamme tulokset n. kertaluvun yhtéloille. Valitettavasti toisen asteen lineaa-
risille differentiaaliyhtéloille ei ole olemassa yleisia ratkaisutekniikoita, kuten
ensimmaisen asteen lineaarisille yhtéldille. Vain pienelle osalle tietynlaisia
yhtéloitd voimme 16ytda malleja yleisia ratkaisuja varten.

Kehittdaksemme teoriaa toisen asteen differentiaaliyhtéloille, on helpom-
pi késitella yhtaloitda normaalimuodossa
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y +ai(2)y +ao(z)y = f(2),

joka on saatu yleisesta lineaarisesta muodosta

As(z)y" + Ai(2)y + Ao(z)y = F()

jakamalla se termilld As(x), ja edelleen merkitsemalla
Ai(z Ap(z . z
T = a1 24 = (@) ja 5 = f(@).

3.1 Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus

Luvussa 2.3 mééarittelimme n. asteen differentiaaliyhtélolle yleisen ratkaisun,
joka siséltda n olennaista vakiota. Lineaarisen toisen kertaluvun differentiaa-
liyhtélon tapauksessa, yleinen ratkaisu osoittautuu yhtélon kahden lineaari-
sesti riippumattomien ratkaisujen y; ja y» kombinaatioksi.

Kahta nollasta eroavaa funktiota, y; ja ys sanotaan lineaarisesti riippu-
vikst jollakin vdlilla I, jos ne ovat verrannollisia valilla 7; eli jos

ya(x) = ky (z)

tai yhtapitavéasti jos

ya(2) _

yi(z)
(joissa k on vakio) kaikilla = € I. Jos y; ja ys eivit ole verrannollisia, niita
sanotaan lineaarisesti risppumattomiksi valilla 1.

Kun késittelemme useampaa kuin kahta funktiota, lineaarisen riippuvuu-
den ja riippumattomuuden madritelmamme eivéit ole voimassa. Siispé pyrim-
me 1oytadméadn yleisemmaén méaritelméan néille termeille, jotta voimme kayt-
taa niitd myos tapauksissa, jotka koskevat useampaa kuin kahta funktiota.

Aluksi teemme havainnon, etté jos voidaan 16ytdé vakiot Cy ja Cy (ainakin
toinen erisuuri kuin nolla) siten, etté

(3.2) Ciyi(x) + Caya(z) =0

kaikilla x € I, silloin y; ja yo ovat lineaarisesti riippuvaisia valilla /. Toisin
sanoen, jos yhtalo (3.2)) pétee, niin (C; # 0)

josta ndemme, etté y; ja yo ovat verrannollisia ja néin ollen myo6s lineaarisesti
riippuvia.
Nyt pohdimme lauseketta



(3.3) Ciyi(x) 4+ Coya(z) =0

ja sen derivaattaa

(3.4) Cryy(x) + Coyy(x) = 0.
Jos oletamme Cj:n ja Cy:n olevan tuntemattomia yhtéloissa (3.3) ja (3.4)),

niin kiyttdmalla Cramerin saantoéd (kddnteismatriisin lausekkeen muodosta-
minen) huomaamme, ettd nollasta eroavat arvot C ja Cy ovat mahdollisia
vain silloin, kun nédiden molempien yhtéaloiden determinantti on nolla eli kun

yi(x) yo(z)
yi(x) ys(z)
Téata determinanttia kutsutaan Wronskin determinantiksi, puolalaisen mate-
maatikon mukaan. Wronskin determinatti méaritelladn seuraavasti:

_ (@) wa(2)
W) =) ahio)

Lause 3.2. Jos funktiot y; ja yo deriwottuvat jollakin valilld I ja

= y1(2)ys(x) — vy (2)ya(z).

1. jos W(y1,y2)(x) # 0 ainakin yhdessd vdlin I pisteessd, niin y; ja ys
ovat lineaarisesti ritppumattomia,

2. jos y1 ja ys ovat lineaarisesti riippuvia valilla I, niin W (yy,y2)(x) =0
kaikilla x € 1.

Todistus. 1. Oletamme, ettd on olemassa sellainen xq € I, etté
W(y1,y2)(xg) # 0. Liséksi oletamme, ettd Cy ja Cy ovat sellaisia vakioita,
ettd Chyp(xg) + Coya(zg) = 0. Derivoimalla saamme

C’lyi (ZL’()) + OQ:U&(J:O) =0.
Nyt kahdesta edellisesta yhtélostda muodostuvalla yhtaloryhmélla on ainoa
ratkaisu C; = Cy = 0, koska kerroinmatriisin determinantti on W (yy, y2)(z0),
joka oletuksen mukaan on erisuuri kuin nolla. Siis funktiot y; ja ys ovat
lineaarisesti riippumattomia.
2. Oletuksen mukaan y; ja yo ovat lineaarisesti riippuvia vélilla . Siis
voimme merkitd yo(z) = ky; (z) kaikilla x € I. Nyt saamme, etta

Wy, y2)(x) = y1(2)ys(x) — yy(7)ya(2)
= y1(2)kyy (x) — yy(x)ky (2)
= kyi(2)yy (x) — kyi(2)y; (2)
—0
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Apulause 3.3. (Abelin kaava) Jos y, ja yo ovat yhtdlon

y"' 4+ ay(z)y + ao(z)y =0

lineaarisesti risppumattomia ratkaisuja jollakin valilla I, missd ai(x) ja ag(x)
ovat jatkuvia, niin Wronskin determinantti funktioille v, ja ys on

W (1, 92)(z) = Cexp (— / a1<x>dx>

sopivalla vakion C arvolla.

Todistus. Kun otamme derivaatan Wronskin determinantista, saamme

d d
WY y2) = (s = Yive) = Yith + 91y — Y12 — Y1t = vy — Yy,
jakoska y” = —a1(x)y' —ag) (), voimme kirjoittaa téméan uudelleen muotoon
d

Wy, 2) = pil-ar(@)ys — ao()yz] = ye[~ar @)y — ao(2)y:]

= —al(x)(yﬂé - yi?/Q)
= —a1 ()W (y1,y2).

Nain ollen Wronskin determinantti toteuttaa ensimmaisen asteen lineaarisen
differentiaaliyhtalon

W'+ ay ()W =0

yleiselld ratkaisulla

W (y1y2)(x) = Cexp <— /al(x)dx).

Lause 3.4. Jos y1 ja ys ovat yhtalon

Y+ a(2)y + ao(z)y =0

ratkaisuja jollakin valilld I, missd ai(x) ja ao(z) ovat jatkuvia, niin y; ja ys
ovat lineaarisesti riippumattomia valilla I, jos ja vain jos W (y1,ye)(x) # 0
kaikilla x € 1.
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Todistus. Oletamme aluksi, ettd W (yy,y2)(z) # 0 kaikilla z € I. Tésté seu-
raa lauseen 3.3 nojalla, etté y; ja y, ovat lineaarisesti riippumattomia. Vas-
taavasti, jos oletamme, ettéd y; ja yo ovat lineaarisesti riippumattomia, niin
apulauseen 3.4 nojalla saamme

W (g, 12) () = Cexp (— / a1<x>dx>,

joka on selvésti # 0 vakiolla C' # 0.
O

Lauseen 3.3 nojalla voimme olla varmoja, ettd kun y; ja y, ovat toisen as-
teen homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtalon ratkaisuja jollakin valilla
I, niiden Wronskin determinantti on joko identtisesti nolla tai ei ole koskaan
nolla valilla I. Yleisemmin voimme todeta, ettd jos Wronskin determinant-
ti on identtisesti nolla valilld I, siitd seuraa, ettd y; ja ys ovat lineaarisesti
riippuvia.

Apulause 3.5. Olkoot xg, ag ja a; mielivaltaisia reaalilukuja. Yhtdlolla

Y+ a1 (x)y + ag(z)y = 0,

missd a1 (x) ja ap(z) ovat jatkuvia, on yksikdsitteinen ratkaisu y = y(x), joka
toteuttaa alkuehdot y(xo) = g ja y'(zo) = ay.

Todistus. Ks.[2] s. 105.

Lause 3.6. Jos y; ja yo ovat homogeenisen lineaarisen yhtdlon

(3.5) y' +a(2)y +ao(x)y =0

lineaarisesti risppumattomia ratkaisuja jollakin valilla I, missd aq(x) ja ao(z)
ovat jatkuvia, silloin tamdn yhtdlon yleinen ratkaisu on

y = Ciyi(z) + Caya(x),
missd C1 ja Co ovat mitd tahansa vakioita.
Todistus. Olkoot y; ja ys yhtdlon

Y + a1 (2)y + ag(x)y =0

lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja jollakin vélilla /. Kun sijoitamme té-
hén differentiaaliyhtaloon y = Cryi(x) + Coya(x) saamme
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(Cryy + Coyy) + a1 (x)(Cryy + Coys) + ao(Cryr + Coys)

= Ci(y] + ar(@)y; + aoCiyr) + Ca(ys + a1 (z)ys + ao(x)ys)
=C1-04+C5-0

=0.

Siis yleinen ratkaisu y = Ciyi(z) 4+ Cays(x) toteuttaa yhtélon ([3.5). Osoi-
tamme vield, ettd kaikki yhtalon ratkaisut ovat muotoa
y = Cryi(x) + Coya(x), joillakin vakioilla C; ja Cs.

Oletuksen mukaan ratkaisut y; ja y» ovat lineaarisesti riippumattomia.
Oletamme, etté yo on yhtalon (3.5) mielivaltainen ratkaisu. Oletamme myos,
ettd xo € I ja tarkastelemme yhtaloryhméa

Chyi(zo) + Caya(@o) = yo

Ciy1(wo) + Cays(w0) = Yo (o).
Nyt oletuksen ja lauseen 3.4 mukaan W (y,y2)(zo) # 0. Siis on olemassa
sellaiset yksikésitteiset vakiot C ja Cy etté ylldoleva yhtéloryhma toteutuu.

Muodostamme néilla vakioilla funktion g = Chy; + Coys. Nyt g on alkuarvo-
probleeman

v + a1 (2)y + ao(z)y =0
?J(SEO) = yo(o)
y'(z0) = yo(x0)

ratkaisu. Nyt apulauseen 3.5 mukaan g = yy. Siis

yo = Ciy1 + Caypo.
L]

3z

Esimerkki 3.1. Funktiot y; = €3* ja y, = 2e3® ovat differentiaaliyhtilon

y' =6y’ +9y =0

ratkaisuja. Osoitetaan, ettd y; ja ys ovat lineaarisesti riippumattomia. Muo-
dostetaan Wronsin determinantti ratkaisuille y; ja vs.

W (y1, y2) () = y1(2)ya () — vy (7)ya()
= e . (3we™ + &x) — 3e* - e
= 3ze% + €57 — 3157

= 5.
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Nyt siis lauseen 3.2 mukaan y; ja y, ovat lineaarisesti riippumattomia, koska
Y1 ja yo ovat kerran derivoituvia ja esimerkiksi kun x = 1, niin Wy, y2)(x) #
0. Yleiseksi ratkaisuksi saamme

y = C1e* + Coze™.

3.2 Toisen ratkaisun konstruoiminen jo tiedetysta rat-
kaisusta

Jos meilld on tiedossa jokin ei-triviaali toisen asteen lineaarisen differentiaa-
liyhtélon ratkaisu, voimme muodostaa siitd toisen lineaarisesti riippumatto-
man ratkaisun.

Lause 3.7. Jos y = y;1(x) on homogeenisen toisen asteen differentiaaliyhtd-

lon

y"' 4+ ay(z)y + ao(z)y =0

et-triviaali ratkaisu, niin

Y2 =MW

exp | — fal(a:)dx>
(:17)/ i < dzx.

yi(z)
Todistus. Jos y1 ja yo ovat lineaarisesti riippumattomia differentiaaliyhtéalon
ratkaisuja, niin

y(x)ys — yi(@)ye = W(y1, 12)(2),
missé oikea puoli on # 0. Tulkitsemme téta yhtalod ratkaisun y, ei-homogeenisené
ensimaisen asteen lineaarisena differentiaaliyhtdlona. Kun nyt jaamme yhté-
16n termilld y; (x) saadaksemme sen normaalimuotoon, muistammekin, etta
ratkaisu annetaan muodossa

Yo = yl(x)/—w(yylg(f))(x)dx

Nyt apulauseesta 3.3 seuraa, etté

exp [ — fal(x)d:p>
(z) / p( da.

yi(z)

Huolimatta vakion C' arvosta, tdmé viimeinen lauseke on toisen hakemamme
toisen asteen differentiaaliyhtdlon ratkaisu lauseessa, ja olettamalla, ettéa

C =1, saamme halutun tuloksen.

Yo = Cyn
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Esimerkki 3.2. Olkoon y; = ¢3* differentiaaliyhtilon
y' =6y +9y =0

ratkaisu. Ratkaisemme toisen lineaarisesti riippumattoman ratkaisun lauseen
3.6 mukaan. Siis

T

Y STy

e6x
= 3 / dx

= re?.

Lauseen 3.6 hyoty on tietenkin rajoittunut tilanteisiin, joissa meilld on jo
tiedossa yksi differentiaaliyhtdalon ratkaisu. Monissa tilanteissa on kuitenkin
vaikea tuottaa jo pelkistdan tatd ensimméista tarvittavaa ratkaisua. Kui-
tenkin joskus on mahdollista, ettd yksi ratkaisu saadaan jollakin tavalla ja
silloin kyseesséd oleva lause voi olla hyvinkin tarpeellinen yleisen ratkaisun
konstruoimisessa.

3.3 Homogeeniset toisen asteen vakiokertoimiset yhta-
16t

Differentiaaliyhtélot, joissa on vakiokerroin, kuuluvat helpoiten ratkaistavien
lineaaristen yhtéléiden joukkoon. Téllaiset yhtélot voidaan ratkaista millé
tahansa yleisella tekniikalla. Tamé erityinen tieto yhdistettyna siihen, etté
tallaiset yhtélot esiintyvat hyvin laajalti esimerkiksi fysikaalisissa sovelluksis-
sa, selittavit sen erityisen aseman, jonka néailla yhtaloilla on yleisessa lineaa-
risia yhtéloitd koskevassa teoriassa. Aikaisemmissa opinnoissamme olemme
todenneet, ettd ensimmaisen asteen vakiokertoimisella lineaarisella differen-
tiaaliyhtalolla

y +ay=0

on eksponentiaalinen ratkaisu y = C1e™**, joka on voimassa valilla

—00 < x < 0o. Eksponentiaalisten funktioiden derivaattoihin liittyvéin erityi-
sen ominaisuuden vuoksi, saattaa tuntua luonnolliselta tutkia, olisiko myds
korkeamman asteisilla vakiokertoimisilla lineaarisilla differentiaaliyhtaloillé
eksponentiaalisia ratkaisuja.

Esimerkkiné voimme pohtia toisen asteen yhtaloa

(3.6) ay’ + by +cy =0,
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missé a, b ja ¢ ovat vakioita. Oletetaan, ettd yhtélolla (3.6]) on eksponentiaa-
linen ratkaisu, joka on muotoa

yzemx

jollakin parametrin m arvolla tai arvoilla. Kun sijoitamme tédméan funktion
suoraan yhtélon (3.6) vasemmalle puolelle, saamme

ay’ + by + cy = am?e™® + bme™® + ce™®

= (am® + bm + c)e™.

Nyt ay” 4+ by’ + cy = 0, jos ja vain jos (koska e™* 2 0)

(3.7) am? +bm +c=0.

Téta yhtdloa kutsumme yhtalon (3.6|) karakteristiseksi yhtdloksi, ja silla on
juuret

B —b+ Vb?% — 4ac . —b—Vb? — 4dac

2a Ja e = 2a

Nyt huomaamme selvésti, ettd on kolme erillista tapausta, jotka meidan tulee
ottaa huomioon: joko m; ja my ovat reaalisia ja erisuuria juuria (b*—4ac > 0),
reaalisia mutta yhtisuuria juuria (b? = 4ac) tai kompleksisia konjugaattijuu-
ria (b* — dac < 0).

Tapaus I - Erisuuret reaalijuuret: Kun yhtalon juuret m; ja ms ovat
reaalisia ja erisuuria, yhtalon (3.6|) ratkaisut ovat

mix : mox
yr =€ ja y, = e,

Selvasti nama funktiot ovat lineaarisesti riippumattomia ja siksi saamme tés-
sé tapauksessa yleiseksi ratkaisuksi

(3.9) y = C1e™* + Che™".

Esimerkki 3.3. Etsitaan differentiaaliyhtalon y” + 2y’ — 3y = 0 yleinen
ratkaisu. Tamén yhtdlon karakteristinen yhtilé on m? + 2m — 3 = 0, jonka
edelleen saamme muotoon (m — 1)(m + 3) = 0. Siis apuyhtélon juuret ovat
my = 1 jamy = —3. Koska juuret ovat reaaliset ja erisuuret, saamme yleiseksi
ratkaisuksi

y = Cre” + Coe ™",
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Tapaus II - Yhtasuuret reaalijuuret: Kun apuyhtalon kaksi juurta ovat
yhtéasuuret, eli m; = my = —%, saamme aluksi vain yhden ratkaisun

_bz
yl — € 2a,

Toisen lineaarisesti riippumattoman ratkaisun saamme kiyttamalla hyviksi
lausetta 3.6:

b be _bx b
Yo =€ 2a eae adr = re 2a.

Siis yleinen ratkaisu téssé tapauksessa on

(3.10) y=(Cy + CQ:E)e_%.

Esimerkki 3.4. Etsitdin differentiaaliyhtilon 9y” + 6y’ +y = 0 yleinen

ratkaisu. Tadmén yhtilon karakteristinen yht#lo on 9m? + 6m + 1 = 0, jonka

kaksinkertainen juuri on m; = my = —%. Koska juuret ovat nyt reaaliset

mutta yhtédsuuret, saamme yleiseksi ratkaisuksi
y=(C1+ C’gx)e’%””.

Tapaus III - Kompleksiset konjugaattijuuret: Jos juuret my ja meo ovat
kompleksisia, niin ne ovat kompleksikonjugaattijuuria ja voimme siis kirjot-
taa ne muotoon

my =p+1iq ja mg =p—1q.

Téssé tapauksesa yleinen ratkaisu on
y = C1ePHT 4 Cyelr—ia)e
(311) — ep:E(Clei‘M_FCQe—iqx).

Esimerkiksi fysikaalisissa tarkasteluissa, reaalisia ratkaisuja pidetdén luon-
nollisesti mielekkddmpinéd kuin ratkaisua (3.11]).Saadaksemme reaalisen rat-
kaisun, kiytamme hyvéksi Eulerin kaavaa

(3.12) ¢ = cosf +isinf, e = cos — isinb.

Kirjoitamme sitten yhtélon (3.11)) uudelleen muotoon

y =" [Cl(COS qx + 2sin qx) + Cysin qx]
= eP*[(C1 + Cy) cos gz + i(Cy — Cs) sin q]
= eP"(C5 cos qx + Cysinqr),
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missd C3 ja Cy ovat mitd tahansa vakioita. Nimedmme vakiot C3 ja C4 usein
viela uudelleen, jolloin saamme yleiseksi ratkaisuksi

(3.13) y = e’ (Cy cos qr + Cysin qx).

Todetkaamme vielé, ettd on helppo todistaa, etta y; = eP* cos qx ja
Yo = eP¥ sin gx ovat lineaarisesti riippumattomia yht&lon ratkaisuja.

Esimerkki 3.5. Etsitdéan yleinen ratkaisu differentiaaliyhtélolle

y" — 6y + 25y = 0. Apuyhtilo tille yhtélolle on m? — 6m + 25 = 0, jonka
juuriksi saamme m; = 3414 ja my = 3—14. Nyt siis juuret ovat kompleksisia
konjugaattijuuria, joten yleiseksi ratkaisuksi saamme

y = **(Cy cos 4z + Cysin 4x).

3.4 Korkeamman kertaluvun lineaariset differentiaaliyh-
talot

Vaikka toisen asteen lineaariset differentiaaliyhtdlot ovat paljon yleisempié
kiytdnnon kannalta kuin korkeamman asteiset, on kuitenkin myos sovelluk-
sia, joissa matemaattinen malli vaatii korkeamman asteisen differentiaaliyh-
talon. Esimerkiksi tutkittaessa pienié valonsédteen poikkeamia maardaava dif-
ferentiaaliyhtalo on neljatta astetta. Neljatta astetta ovat myos sellaiset diffe-
rentiaaliyhtalot, jotka kuvaavat pitkdn ohuen pilarin taipumista pitkittaisen
puristusvoiman alla.

Seuraavaksi pyrimme laajentamaan aikaisemmin kehittdmadmme toisen
asteen lineaaristen yhtéloiden teoriaa koskemaan myos korkeamman asteisia
lineaarisia yhtaloita. Suuri osa teoriasta on yksinkertaisesti luonnollinen yleis-
tys sille, jonka olemme jo aikaisemmin kehitténeet toisen asteen differenti-
aaliyhtéaldille, joten tulemme ldhinna vain toteamaan asiaankuuluvat lauseet
ilman todistuksia. Tarkastellessamme téllaisten korkeamman asteisten yh-
taloiden tuloksia, havaitsemme kéteviksi tavaksi saattaa differentiaaliyhtalo
normaalimuotoon, mutta talla kertaa esittelemme myos differentiaalioperaat-
torin késitteen. Jos oletamme, ettd A,(x) # 0 tutkitulla valilla I, voimme
jakaa yhtalon

(3.14)  Au(2)y™ + Ay y @)y Y 4+ Ar()y + Ag(x)y = F(x)

termilla A, (z) padstiksemme normaalimuotoon

(3.15) Y™ a1 (2)y ™Y 4 ar (@)Y + ao(z)y = f(x).

Nyt jos kertoimet ag(z), ai(z), ..., a,(x) ovat jatkuvia funktioita vélilla I, niin
sanomme operaattorin M, joka méaaritelldan
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(3.16) M = D"+ a, 1(z)D" ' + -+ a;(x) D + ap(z),

missa D = %, olevan normaali differentiaalioperaattori valilla I. Operaatto-

rin M mielesséd voimme ilmaista yhtélon (3.15)) yksinkertaisesti muodossa

(3.17) Mly] = f(x).

Kun f(z) = 0 kaikkialla valilld I, sanomme yhtélon (3.17)) olevan homogee-

ninen ja kirjoitamme siis

(3.18) Mly] = 0.

Muussa tapauksessa sanomme, ettd yhtalo (3.17) on ei-homogeeninen diffe-
rentiaaliyhtalo.

3.4.1 Lineaarinen riippumattomuus

Laajentamalla aikaisempia késityksidmme lineaarisesta riippuvuudesta ja riip-
pumattomuudesta, saamme seuraavan maaritelman.

Maaritelma 3.1. Joukon, jossa on n funktiota, yi, s, ..., y,, sanotaan ole-
vaan lineaarisesti ritppuva valilla I, jos on olemassa n vakiota, C1, Cs, ..., C),,
niin, etteivat kaikki ole nollia ja etta

Ciyr(v) + Coya(x) + - - + Cryn(x) = 0

kaikilla x € I. Jos tdma joukko funktioita ei ole lineaarisesti riippuva, sano-
taan sen olevan lineaarisesti riippumaton.

Jos oletamme, ettd joukko funktioita yi, s, ..., ¥, on lineaarisesti riippu-
maton ja

(3.19) Ciyi(x) + Caya() + - - + Cuya () = 0,

niin madritelméan 3.1 nojalla C; = Cy = --- C,, = 0. Kuitenkin, jos funktiot
ovat lineaarisesti riippuvia, niin silloin ainakin yksi niistd voidaan ilmaista
muiden lineaarisena kombinaationa. Esimerkiksi jos oletetaan, ettd yhtélo
(13.19), misséd ainakin yksi vakioista C', vaikkapa C7, on erisuuri kuin nolla,
pitdd paikkansa, voimme ratkaista funktion ;. Ratkaisuksi saamme

C Cs C,
3.20 = —lyy — =Yg — e — =,
(3.20) h oo ok
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Lause 3.8. Jos M on astetta n oleva normaali differentiaalioperaattor: vélil-
la I ja j0s y1, Y, ..., Yn muodostavat joukon lineaarisesti riippumattomia yh-
talon My] = 0 ratkaisuja valilli I, niin silloin timdn homogeenisen yhtéilon
yleinen ratkaisu valilld I on

y = Ciyi(z) + Coya(z) + - - + Cryn(x),

missd C1, Cy, ..., C, ovat mitd tahansa vakioita. Yleisemmain voimme todeta,
ettd joukko lineaarisesti risppumattomia ratkaisuja on aina olemassa.

Seuraavaksi yleistdmme késitteen Wronskin determinantille, kun kyseesséi
on joukko, jossa on n funktiota. Saamme

y(r) () Yn(z)
n(r)  y() Yn ()
(3.21) Wy, yn)(z) = ‘ : N _
i @) w V@) e (@)
Lause 3.9. Jos joukolla funktioita yy,ys, . . ., Y, on vihintddn n—1 derivaat-

taa jollakin vdlilld I ja

1. jos W(y1,...,yn)(x) # 0 ainakin yhdessd vilin I pisteessd, niin joukko
funktioita on lineaarisesti riippumaton,

2. jos joukko funktioita on lineaarisesti rippuva, nitn siitd seuraa, ettd

Wyt ... yn)(x) =0 kaikilla x € I.

Abelin kaava (apulause 3.4) voidaan myos ulottaa n. asteen yhtéldille,
mitéd taas voidaan kiyttaad todistettaessa tuonnempana olevaa lausetta 3.10.

Apulause 3.10. (Abelin kaava) Jos yi,ya, ...,y ovat lineaarisesti riippu-
mattomia yhtdlon My] = 0 ratkaisuja valilla I, missa M on normaali line-
aarinen operaattor:

M =D"+a, 1(z)D" '+ - +ai(z)D + ap(x),

suthen littyva Wronskin determinantti on

Wy, . ya) () = Cexpl— / o (2)de ]

sopiwalla vakion C' arvolla.

Lause 3.11. Jos y1,ys,...,Yn ovat yhtilon M[y] = 0 ratkaisuja valilld I,
missa M on n. asteen mormaali lineaarinen operaattori, niin joukko ratkai-
suja on lineaarisesti risppumaton valilla I, jos ja vain jos

kaikilla x € 1.
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3.4.2 Homogeeniset vakiokertoimiset yhtalot

Jos haluamme ratkaista lineaarisen n. kertaluvun differentiaaliyhtéalon

(3.22) (an D" + @y 1 D"+ ay D+ ag)y =0,

missé kertoimet ag, aq,...,a, ovat kaikki vakioita, on vélttamétonta 10ytad
juuret n. kertaluvun yhtalolle

(3.23) A" + ap_ym™ 4 aym 4+ ag = 0,

joka on yht&loon (3.22)) liittyva karakteristinen yhtald. Saamme yhtélon (3.23))
asettamalla y = €”* yhtaloon (3.22)) ja sieventamalld vield néin saatu yhtéa-
16. Yhtélon ((3.23]) monista mahdollisista kertaluvusta n riippuvista juurien

yhdistelmistd johtuen, on vaikea tunnistaa kaikkia tapauksia, joissa n > 2.
Kuitenkin seuraavat yleistykset ovat varsin helppoja osoittaa todeksi:

1. Jos m; on karakteristisen yhtélon yksinkertainen reaalijuuri, niin on
olemassa yksittdinen ratkaisu

2. Jos my on k-kertainen k reaalijuuri, niin on olemassa k lineaarisesti
riippumatonta ratkaisua

mix miT k=1 _mix
yp=¢€e "y =xe", .y =a e,

3. Jos p+£1iq ovat karakteristisen yhtalon erillisid kompleksijuuria, niin on
olemassa lineaarisesti riippumattomat ratkaisut

yp = PP cosqr, ys = e’ sinqux.

4. Jos p£iq ovat k-kertaisia kompleksijuuria, niin on olemassa 2k lineaa-
risesti riippumattomia ratkaisuja

Y1 = P cos qx, Yo = xePT cosqr, . .., yp = " 1eP® cos qx

Y1 = €U SInqx, Ypio = xePTsinga, . . ., Yo = 2" LeP sin qu.
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Esimerkki 3.6. Etsitdan yleinen ratkaisu differentiaaliyhtélclle

(D — 4)3(D + 2)?y = 0, kun oletamme, ettd x on riippumaton muuttuja.
Karakteristinen yhtilo téille yhtélslle on (m — 4)3(m + 2)* = 0. Apuyhté-
16n ratkaisuksi saamme kolminkertaisen juuren m; = my = mg3 = 1, josta
saamme varsinaisen yhtalon ratkaisut

Y = €%, yp = xe® ja yz = xe”.
Nyt siis yleinen ratkaisu on
y = C1e” + Cyze® + Cya’e”
= (Cl + CQZL‘ + 03172)696.

Esimerkki 3.7. Etsitdan yleinen ratkaisu differentiaaliyhtélclle
(D3 + 1)y = 0, kun oletamme, etti z on riippumaton muuttuja. Apuyhtilo

tille yhtalolle on m3 + 1 = 0. Apuyhtilon ratkaisuksi saamme m; = —1,
my = % + z‘/Tg ja mg = % — i\/Tg, joista saamme varsinaisen yhtalon ratkaisut

V3 1, V3

_ _ %x : — 55T &
Yyp =€ , Yya =€ COSTJayg—G SIHT.

Nyt siis yleinen ratkaisu on
_ 1 3 1. .
y = Cre " 4+ Cye2” cos Tx + Cse2% sin 7:10

1 3 3
= Cre " + e2%(Cy cos gx + C5 sin \/7—@

3.5 Ei-homogeeninen yhtalo

Aikaisempien opintojemme perusteella tieddmme, etté jokainen ensimmaéisen
kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtélon

Y+ ao(x)y = f(2)
ratkaisu on saatu muodosta y = yp + yg, missd yp on mikd tahansa homo-
geenisen yhtalon yksittédisratkaisu ja ygz on homogeenisen yhtalon

Y +ag(z)y =0
yleinen ratkaisu. Tamaé tilanne voidaan yleistdéd koskemaan myos n. kertalu-
vun lineaarisia yhtaloita, kuten seuraavasta lauseesta nahdéaan.

Lause 3.12. Jos yp on mikd tahansa ei-homogeenisen yhtalén

Y 4 a1 ()Y + o+ a()y + ao()y = f(x)

yksittaisratkaisu ja jos yg = Ciyr(z) + - - + Cryn(x) on termin f(x) poista-
misella saadun homogeenisen yhtalon ratkaisu, niin y = yp + yg on silloin
ei-homogeenisen yhtdlon ratkaisu
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Todistus. Yksinkertaistaaksemme merkintéjé, todistamme vain tapauksen
n = 2. Oletamme, ettd yp on toisen kertaluvun yhtéalon

Y+ ar(x)y + ao(z)y = f(z)

ratkaisu ja Y on miké tahansa saman yhtalon ratkaisu. Nyt yhtalo y =Y —yp
toteuttaa

Y+ a1 (2)y + ao()y =Y" + a1(2)Y' + ao(2)Y — yp — ar(2)yp — ao(z)yp
~ f@)— fa) =0

Joten, koska Y — yp toteuttaa homogeenisen differentiaaliyhtélon, se pitaé
olla ilmaistavissa muodossa

Y —yp = Ciyi(z) + Coya(w).
Termia yp siirtdméalla saamme

Y =yp + Ciyi(z) + Coya(w),

mistd ndemme, etté kaikki ei-homogeenisen yhtélon ratkaisut sisaltavéit sum-

man yp + yg-
[

Monissa tapauksissa ei-homogeenisen differentiaaliyhtélon termi f(x) on
muodostunut joko paittyvia tai jaksollisia derivaattoja sisaltavista funktiois-
ta. Kun nain kiy, yksittédisratkaisu yp voidaan konstruoida suhteellisen yk-
sinkertaisella tekniikalla, jota kutsumme mddardamdattomien kertoimien me-
netelmdksi. Sen kiayttoé on kuitenkin rajoittunut melkolailla vakiokertoimisiin
yhtéloihin, ja néistd vain niihin, joille f(x) on joko

1. muuttujan x polynomi (joka siséltaé vakioita),

2. eksponenttifunktio eP”,

3. cosqx tai sin gx, tai

4. niiden funktioiden &dérellinen summa ja/tai tulo.

Havainnollistaaksemme menetelmén ideaa, etsimme yhtélon
(3.24) y'+y="Te"

yksittaisratkaisua. Koska eksponentiaalifunktion derivointi vain toistaa funk-
tion uudelleen, enintéén kerroinvakion kanssa, tuntuu luonnolliselta "arvata",
ettd yksittaisratkaisu on muotoa

Yyp = Aexa

23



missd A on "médradméton kerroin". Sijoitamme termin yp yhtéloon (3.24)),
jolloin saamme

Ae” + Ae® = Te” tai 2Ae” = Te”,
jonka ratkaisu on A = % Néin ollen

7

yp = ¢

on yhtélon (3.24]) yksittaisratkaisu.
Oletettakaamme seuraavaksi, ettd f(z) muutetaan muotoon 7%, niin etti
yhtalo, jota alamme ratkaista on nyt muodossa

(3.25) y'+y = T2’
Jatkaessamme kuten aiemmin, voisimme arvata, etté
yp = Ax?.
Talla kertaa termin yp sijoitus yhtaloon antaa
2A + Az? = 722,

miké ei voi toteutua millaén vakion A valinnalla. Ongelma on siiné, etté ter-
min Az? derivaatat tuottavat uusia funktioita, jotka ovat lineaarisesti riippu-
mattomia siitd. Saadaksemme kdsityksen mitd meiddn tuli tdllaisessa tilan-
teessa tehdé, tutkimme sita, etta yhtalo (3.25) voidaan muuttaa homogeeni-
seksi differentiaaliyhtéloksi ottamalla kolme derivaattaa molemmilta puolilta.
Toisin sanoen, saamme yhtalon (3.25) muotoon

(3.26) yo +y" =0,

koska £ (72?) = 0. Nyt yhtiloon (3.26) liittyvd apuyhtals on m® +m? = 0,
jonka juuret ovat m; = mg = mgz = 0, my = i ja my = —i. Siis yhtalon ((3.26])
yleinen ratkaisu on muotoa

(3.27) y=0C1+ 02$+03$2+g4 cosz + Cssinz.

yp Yy

Voidaan my6s perustellusti sanoa, ettéd yhtélon (3.25)) jokainen ratkaisu on
myos yhtéalon (3.26)) ratkaisu, ja koska

yg = Cycosx + Cysinx
on yhtalon (3.25) homogeeninen ratkaisu, niin silloin sen yksittéisratkaisu on

yp = Az? + Bx + C
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joillakin vakioilla A, B ja C'. Nyt kun sijoitamme tdmén yp yhtaloon (3.25))
saamime
2A + Az® + Br + C = 722

eli
(2A+ C) + Bx + Ax* = Ta2%,

Téasta saamme edelleen, etta

2A+C =0
B=0
A=1,

mikd puolestaan antaa ratkaisun
A=7 B=0jaC=-14.
Joten yksittaisratkaisu télla kertaa on
yp = T2* — 14.

Yleinen saanto, jota tédssd olemme havainnollistaneet on se, ettd termilla
yp pitéisi olla termin f(z) perusrakenne seké kaikki lineaarisesti riippumat-
tomat funktion f derivaatat.

Toinen hankaluus tésséd menetelméssi tulee, kun f(z) muodostuu funk-
tiosta joka esiintyy homogeenisessa ratkaisussa. Esimerkiksi, jos ratkaisemme
yhtéloa

(3.28) y' +y=4cosx,

olettaen etta
yp = Acosx + Bsinz,

niin huomaamme tdmén lausekkeen sijoitus yhtaloon (3.28]) tuottaa
—Acosx — Bsinx + Acosx + Bsinx =0 = 4cosz,

mikd on mahdotonta. Oikaistaaksemme tdmén tilanteen, meidédn pitda olet-
taa, ettd yp on lineaarisesti riippumaton funktio kaikkien homogeenisessa
ratkaisussa esiintyvien funktioiden suhteen. Siksi kirjoitamme (koska ygy =
Cycosz + Cysin)

yp = x(Acosz + Bsinz),

josta seuraa, etta
yp = Acosz + Bsinz + x(—Asinz + Bcosx),

yp = —2Asinz + 2B cosz — x(Acosz + Bsinx),
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ja kun nama lausekkeet yp, yp ja vy} sijoitetaan differentiaaliyhtdloon, saa-
daan
—2Asinx + 2B cosx = 4 cos x.

Téastd saamme edelleen
—2A=0ja2B =4,

eli A =0 ja B =2, janiin ollen
yp = 2xsinx.

Ratkaisumenetelmé on esitetty tiivistettyna taulukossa 1. Taulukon kéyt-
t0 perustuu seuraaviin kohtiin.
Kohta 1: Jos differentiaaliyhtialé on muotoa

Myl = fi(z) + folx) + - + fr(2),

missé jokainen f;(z), i = 1,2,...,r, on jonkinlainen funktio kuudesta eri
kategoriasta taulukossa 1 (I-VI), niin korvaamme differentiaaliyhtdlon seu-
raavasti:

Mly| = fi(z),
Mlyl = fo(a),
Mly] = fr(x).
Kohta 2: "Lokeroimme"jokaisen funktion f;(x),7 =1,2,...,r, kuuluvaksi

vhteen taulukon kuudesta kategoriasta (I-VI).

Kohta &: Kullekin funktiolle f;(z) oletamme tilassa (a) tai (b) annetun
yksittaisratkaisun yp.

Kohta 4: Laskemme yhteen kaikki kohdassa 3 loydetyt yksityisratkaisut
yp, jolloin saamme alkuperéisen differentiaaliyhtélon varsinainen yksityisrat-
kaisu yp.

Esimerkki 3.8. Maaritdmme differentiaaliyhtalon y” — 6y’ + 9y = e* yleisen
ratkaisun kiyttadmalld maaraaméattomien kertoimien menetelméd. Asetetaan
ensin karakteristinen yhtilé m? — 6m + 9 = 0, jonka ratkaisut ovat

my; = mg = 3. Nyt siis homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on

Yyg = (Cl + CQ.I)G?):E.

Termi e” esiintyy kategoriassa II ja koska m # ¢, niin

yp = Ae”.

Kun sitten sijoitamme ratkaisufunktion yp derivaatat alkuperiiseen differen-
tiaaliyhtaloon, saamme
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Taulukko 1: Maardamattomien kertoimien menetelma.

DE : apy" + anay™ " + - + a1y + agy = f(2)
Apuyhtilé: a,m™ + ap_ym™ 1+ +am+ag=0

a. m#0
yP:AjiL'J+—|—A1$—|—AO

b. m =0, k kertaa
yp = aF (A2 + -+ Ajz + Ag)

II. f(x) = be™

a. m#c
yp = Ae™

b. m = ¢, k kertaa
yp = Al.kecm

L f(z) = (bja? + -+ + byx + by)e*, j =0,1,2, ...

a. m#c
Yyp = (Ajl‘j + .- —l—Alﬂf +A0)€cx

b. m = ¢, k kertaa
yp = 2F(A;x7 + - + Ag)e™

IV. f(z) = acosqx + bsin gz

a. m # +iq
yp = Acosqx + Bsingqr

b. m = +iq, k kertaa
yp = 2*(Acos qr + Bsin qx)

V. f(z) = (biz" + - - + byz + by) cos qx
+(cja? + -+ + ¢p) sinqz

a. m # tiq

yp = (Ayx" + -+ -+ Ag) cosqx
+(Bya" + -+ + By) sin gz,

r = max(i, j)

b. m = *+iq, k kertaa

Kerro yp (a):ssa termilli x*.

VI. f(x) = aeP® cos gz + beP* sin gz

a. m # tiq
yp = AeP” cos qx + BeP* sin qx

b. m = *+iq, k kertaa
Kerro yp (a):ssa termilld a*.

y" — 6y + 9y = Ae® — 6Ae” + 9Ae”

=4 Ae"

= e”.

Eli nyt siis pitda olla, ettd A = }1. Siis hakemamme ratkaisu on

Yy=yp+ymg
4

3.6 Parametrien variointi

1
= —¢" + (C} + Cyx)e®™.

Kun ei-homogeenisen differentiaaliyhtélon termi f(z) ei ole kappaleessa 3.5.1
oletettua muotoa tai kun differentiaaliyhtélélla on muuttuvia kertoimia, niin
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vaaditaan yleisempi menetelma, jolla yp muodostetaan. Tamé yleisempi me-
netelma, jota kutsumme parametrien varioinniksi, on analoginen ensimmaéi-
sen asteen lineaaristen differentiaaliyhtdloiden ratkaisemiseen kdytetyn me-
netelman kanssa. Yksinkertaistaaksemme merkintoja rajoitamme yleistyk-
semme koskemaan normaalimuodossa olevia toisen asteen yhtéloita

(3.29) y' +ar(z)y + ao(z)y = f(x),

vaikka voisimmekin yhtd hyvin laajentaa kyseessd olevaa tekniikkaa myos
korkeamman asteisille yhtéalgille.

Olettakaamme, ettéd tieddmme yhdistetyn homogeenisen differentiaaliyh-
talon

(3.30) v+ ai(z)y + ag(x)y =0

yleisen ratkaisun olevan

(3.31) yr = Ciyi(z) + Caya (),

missd y; ja yo ovat lineaarisesti riippumattomia valilld a < x < b. Seuraavaksi
pyrimme loytadméan yksittaisratkaisun yp, joka on muotoa

(3.32) yp = u(@)yi(x) + v(2)y2(),

missé yritimme ratkaista termit u(z) ja v(z) siten, ettd yhtalo toteut-
taa yhtalon (3.29)). Huomatkaamme, ettéd yhtalolla on sama muoto kuin
yhtalolla , missé mielivaltaiset vakiot C ja C5 on korvattu funktioilla
u(z) ja v(x).

Madrittddksemme funktiot u ja v tarvitsemme kaksi relaatiota, jotka ne
toteuttavat. Vain yksi sellainen relaatio 10ytyy edellyttien, ettd yhtalo (3.32)
toteuttaa yhtalon , ja siksi meiddn pitda keksid toinen relaatio, joka
johtaa néiden funktioiden helppoon ratkaisemiseen. Erityisesti meidan tulee
pakottaa funktiot u ja v toteuttamaan kaksi ensimmaisen asteen differenti-
aaliyhtalod, koska sellaiset yhtalot ovat melko yksinkertaisia ratkaista.

Yhtélosta (3.32)) saamme

Yp = u(@)yy(x) + v(@)yy(z) + ' (@)y () + o' (2)ya(2).
Seuraavaksi eliminoimme termit, jotka siséltavét funktioiden u ja v derivaa-
tat, asettamalla ne yhtasuuriksi nollan kanssa:

u'(x)y1(x) + ' (2)y2(r) = 0.

Nyt siis saamme
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(3.33) yp = u(x)yy () + v(z)ys(w),

ja edelleen derivoimalla saamme

(3.34) yp = u(@)y) +o(x)yy + o' (x)y (2) + 0" (2)ys ().

Kun sijoitamme yhtéloissd (3.32)), (3.33) ja (3.34) olevat yp, vp ja y%
yhtéloon (3.29) saamme

Yp + a1 (x)yp + ag(x)yp = u(x) [y + a1 (2)y) + ao(x)y]

N J/
-~
=0

+ () [yy + a1(2)ys + ao(z)ys]

(. J/
-~
=0

u'(2)y) (z) + ' (2)ys(x)
u(x) -0+ v(z) - 0+ v'(2)y) (z) + o' (x)y(x)
0

+

Siksi
u'(2)yy(z) + ' (2)ya(2) = f(2),

ja nyt ndemme, ettéa kaksi funktiota u’ ja v" toteuttavat yhtalot

(3-35) u'(z)y () + v’ ()ya() = 0

(3.36) w2y (z) + 0 (2)ys(x) = f(x).

Ei-triviaalit yhtaloiden (3.35)) (3.36) ratkaisut ovat olemassa, jos kertoi-

mien determinantti

yi(r) ya(x)
(@) ys(x)
ei ole nolla. Mutta koska tdmé determinantti on juuri lineaarisesti riippumat-

tomien ratkaisuiden y; ja yo Wronskin determinantti, se ei voi olla koskaan

olla nolla vélilla a < x < b. Siispé ratkaisut (3.35)) ja (3.36]) tuottavat

oy @) f@) o (@) f(2)
(3.37) u'(x) = W) (0 jav'(z) = W)@
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Kun vield integroimme nédm4 ja sijoitamme ne yhtéloon (3.32), pdddymme
yksittéisratkaisuun

pa(2)f (@) n@i@
W (yr, y2)(x) W(yr, y2)(x)

Tietyissa tapauksissa naita integraaleja ei voida maéarittda, joten meidén pi-
tad jattda yp integraalimuotoon, kuten yhtalossé (3.38)).

(3.38) yp = —11(2) dz + y2()

Esimerkki 3.9. Ratkaisemme differentiaaliyhtélon y” — y = e€* yleisen rat-
kaisun kayttamalla parametrien muuntelua. Asetamme ensin apuyhtalon
m? — 1 = 0, jonka ratkaisut ovat m; = 1 ja my = —1. Téstd saamme homo-
geenisen ratkaisun

yg = Cre* + Coe—zx,

josta edelleen yksittaisratkaisut y; = e* ja yo = e~*. Seuraavaksi muodos-
tamme naista ratkaisuista Wronskin determinantin.

em 67"[ x —X X T
W(y17y2>(x) = er —e % =e <_€ )—6 e’ = -2
Kun f(x) = €*, niin
oy e et 1
u'(x) = — =3
ja
/ o exefr _ _1 2z
v'(z) = — =5
ja edelleen u(z) = 1z ja v(z) = —1e*". Koska
= ula)e" +u(r)e = Jaet — e
yp = u(w)e” +u(z)e™ = jwe® — Te
ja yleinen ratkaisu on y = yp + yy, saadaan
y=0Lse€ 2€ Qxe 46 .

3.7 Cauchy-Eulerin yhtalo

Téahén asti olemme ratkaisseet vain vakiokertoimisia yhtéloita, vaikka isoin
osa aikaisemmin kehittdmastdmme teoriasta patee yhtéalailla yleisiin lineaari-
siin yhtéloihin, joissa on muuttuvia vakioita. Valitettavasti emme usein kui-
tenkaan pysty ratkaisemaan téllaisia yleisié lineaarisia yhtaloita yhta helpos-
ti kuin vakiotermisié yhtaloitda. Apua téllaisiin tilanteisiin saamme kuitenkin
Cauchy-FEulerin yhtdlostd
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(3.39) az®y" + bry + cy = F(x),

misséd a, b ja ¢ ovat kaikki vakioita. Erityinen ominaisuus téssd on se, etté
termin x potenssi jokaisessa kertoimessa vastaa termin y derivaatan kertalu-
kua. Taméntyyppiset yhtalot voidaan muuttaa vakiokertoimisiksi yhtéloiksi
riippumattoman muuttujan muunnoksen avulla.

Tehkddmme muuttujan muunnos = €' (kun z > 0) tai + = —e’ (kun
z < 0). Ketjusdannon mukaan saamme (kun z > 0)

,_dydt 1dy
Y= de  zdt

p_dfdy\ _dfdy\dt 1 (d% dy
Y = \de | @\ de |z~ 22\ a2~ at )

josta edelleen (kiyttamélld merkintdd D = 4)

ja

zy = Dy, ja z*y" = D(D —1)y.

Tamén muunnoksen vuoksi alkuperaisesta differentiaaliyhtélostamme (3.39)
tulee vakiokertoiminen yhtalo

d*y dy t
(3.40) @y (b— a)% +cy = F(e").
Esimerkki 3.10. Ratkaisemme differentiaaliyhtilon 322y” 4+ 2y’ = 0, kun
x > 0. Tehddén ensin ratkaistavaan yhtialoon sijoitus x = e, eli saamme

yhtéalén muotoon

d’y dy _

ez dt
Edellisen yhtdlon apuyhtiloksi saamme 3m? — m = 0, jonka juuret ovat
mi =0 jamg = % Edelleen saamme yleisen ratkaisun

W=

y(t) = 01 + 026

t
ja tasta yleisen ratkaisun alkuperédisen muuttujan x suhteen

y(x) =C + Cot.
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