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Tiivistelma

Téaméan tutkielman tarkoitus on johdattaa lukija p-adiseen maailmaan. Paa-
méadrind on rationaalilukujen kunnan Q tdydentédminen p-adisen normin suh-
teen. Tuloksena saadaan p-adisten lukujen kunta @Q,. Luvussa 2 annetaan tut-
kielman varsinaisen aiheen ymmaéartamisen kannalta olennaisimmat méaritel-
mét ja tulokset. Luku 2 on kiytdnnossa lukuteorian ja algebran perusasioiden
kertausta. Luvussa 3 maaritelldan p-eksponentti ja tavallisesta normista poik-
keava p-adinen normi. Lisdksi palautetaan mieleen kisitteet Cauchyn jono ja
nollajono. Luvussa 4 selvitetdan, mita p-adiset luvut ovat ja osoitetaan, etté
Q, on todellakin kunta. Neljannessé luvussa todistetaan myos Henselin lem-
ma. Kyseinen tulos on térkea p-adisten lukujen ominaisuus. Henselin lemman
avulla voidaan selvittda, onko polynomilla juuria p-adisten kokonaislukujen
renkaassa 7Z,. Luvussa 5 tutustutaan hiukan kunnan @Q, topologiaan.
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1 Johdanto

Téamén tutkielman tarkoitus on johdattaa lukija p-adiseen maailmaan. Paa-
madrind on rationaalilukujen kunnan Q tdydentédminen p-adisen normin suh-
teen. Tuloksena saadaan p-adisten lukujen kunta Q,.

Luvussa 2 annetaan tutkielman varsinaisen aiheen ymmértédmisen kan-
nalta olennaisimmat maéaéaritelmét ja tulokset. Luku 2 on kiytannossa luku-
teorian ja algebran perusasioiden kertausta. Hyvin opitut ja sisdistetyt perus-
asiat riittavat tdmén tutkielman ymmartadmiseen. Vasta varsinaiset p-adisten
lukujen sovellukset, joihin ei tdssa esityksessd perehdyté, vaativat syvéllisté
matematiikkaa. TAmé& on syy siihen, miksi p-adisia lukuja ei oikeastaan ka-
sitelld lukuteorian peruskursseilla.

Luvussa 3 maaritellaédn p-eksponentti ja tavallisesta normista poikkea-
va p-adinen normi. Liséksi palautetaan mieleen kasitteet Cauchyn jono ja
nollajono. Jokaista aihepiirid myos havainnollistetaan esimerkeilla.

Luvussa 4 selvitetdan, mita p-adiset luvut ovat ja osoitetaan, ettd Q, on
todellakin kunta. Liséksi perehdytdan esimerkkien avulla kunnan Q, aritme-
tiikkkaan. Neljannesséd luvussa todistetaan myos Henselin lemma. Kyseinen
tulos on tarkea p-adisten lukujen ominaisuus. Viimeinen luku késittelee kun-
nan Q, topologiaa. Aluksi perehdytéén topologian peruskésitteisiin ja lopuksi
esitellddan Teichmiillerin funktiot.

Lukijan odotetaan hallitsevan matematiikan peruskursseilla esitetyt asiat.
Lisdksi tutkielmassa késitelladn melko paljon jonoja, joten lukijalla oletetaan
olevan hallussa jonon késite. Vaikka perusasioiden osaaminen sindnsa riittaé
tamén tutkielman ymmartamiseen, lukijalta odotetaan kuitenkin matemaat-
tista kypsyyttéd ja kykyd omaksua uusia asioita. Aiheena p-adiset luvut on
varmasti monelle lukijalle toistaiseksi aivan uusi.

Toisen luvun materiaali on peréisin Pentti Haukkasen luentomonisteis-
ta [3], [4] ja [5]. Muuten tutkielma noudattelee hyvin pitkille A. J. Bakerin
luentomonistetta An Introduction to p-adic Numbers and p-adic Analysis [1].
Jotta asioista muodostuisi konkreettinen kuva, joitakin kyseisen monisteen
asioita on kuitenkin esitetty toisin muita lahteitd kiyttaen. Naistd mainitta-
koon Svetlana Katokin kirja p-adic Analysis Compared with Real |6]. Liséksi
on hyddynnetty Matematiikkalehti Solmun artikkelia [8]. Esimerkit ja lausei-
den todistukset ovat tekijdn laatimia, jos niiden yhteydessi ei ole lahdeviit-
tausta. Koska ainakin paaldhteené kiytetty Bakerin luentomoniste on itses-
sdan melko tiivis ja lyhytsanainen esitys, tekija on padsadntoisesti tdydenté-
nyt muun muassa lauseiden todistuksia kirjoittamalla enemmén perusteluja
nékyviin.

Teoria p-adisista luvuista on suhteellisen uusi. Kurt Hensel julkaisi p-
adisia lukuja koskevan teoriansa vuoden 1900 paikkeilla. Vasta 20 vuotta
mychemmin teoriasta tuli yleisemmin tunnettu, kun Henselin oppilas Helmut
Hasse ratkaisi kuuluisan neliomuotoja koskevan probleeman p-adisia lukuja
kiyttden. 8, s. 4-5.



p-adiset luvut kuuluvat lukuteorian piiriin, vaikka p-adisessa maailmassa
liikuttaessa tarvitaan myoskin algebran ja analyysin osaamista. Nykyéaan p-
adisella analyysilla on keskeinen merkitys modernissa lukuteoriassa.

2 Esitietoja
Téssé luvussa kiydadn lapi tutkielman ymmartamisen kannalta tdarkeimmat

késitteet ja tulokset.

2.1 Lukuteoriaa

Téamén luvun materiaali on paédsdantoisesti lahteestd [3]. Tutustutaan luku-
teorian peruskésitteisiin, kuten jaollisuuteen, kongruenssiin ja alkulukuihin.

Maaritelma 2.1. Olkoot a,b € Z. Luku a on luvun b tekijd, jos on olemassa
sellainen luku c € Z, ettd b = ac.

Jos luku @ on luvun b tekijé, niin merkitdén talléin a | b. Muuten a 1 b.

Esimerkki 2.1. Koska luku 10 voidaan kirjoittaa muodossa 10 = 2 - 5, niin
luku 5 on luvun 10 tekijé eli 5 | 10.

Koska lukua 16 ei voida kirjoittaa muodossa 16 = 5 - ¢, missd ¢ € Z, niin
luku 5 ei ole luvun 16 tekija. Siis 5 1 16.

Maaritelma 2.2. Olkoot a,b € Z ja olkoon ainakin toinen luvuista nollasta
poikkeava. Silloin luku ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd, jos

(1) c|a,c|bja
(2)d|a,d|b=d<c

Lukujen a ja b suurinta yhteisté tekijaa merkitadn (a,b).

Esimerkki 2.2. Lukujen 2 ja 7 suurin yhteinen tekija (2,7) = 1. Lukujen 3
ja 12 suurin yhteinen tekija (3, 12) = 3.

Maaritelma 2.3. Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, jos (a,b) = 1.

Lause 2.1 (Jakoalgoritmi). Jokaista lukua a ja b # 0 kohti on olemassa
sellaiset yksikdsitteiset luvut q ja r, ettd

a=0bqg+r, missd 0<r<hb.
Todistus. Sivuutetaan. Ks. [3, s. 6]. O

Jakoalgoritmin avulla voidaan todistaa seuraava tulos.
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Lause 2.2. Olkoon b > 2. Jokainen luku a € Z* voidaan esittid yksikdsit-
teisesti muodossa

a = anb™ + ayp ™"+ -+ a1b + ag,
missd 0 < a; <b,1=0,1,...,m.
Esimerkki 2.3. Luku 27 esitettyna kannassa 4 on
21 =4>+2-4+3.
Luku 154 esitettyné kannassa 2 on
154 =27+ 2% 4 2° 4+ 2.

Lause 2.3. Olkoot a,b € Z. Silloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut
T ja vy, etta
(a,b) = ax + by.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [3, s. §|. O

Maaritelma 2.4. Luku p > 1 on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijat
ovat luvut 1 ja p itse.

Esimerkki 2.4. Koska luku 5 voidaan kirjoittaa vain muodossa 5 = 1 - 5,
niin luku 5 on alkuluku.
Koska luvulla 6 on tekijoind myos luvut 2 ja 3, niin luku 6 ei ole alkuluku.

Lause 2.4 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen kokonaisluku a > 2 voidaan
esittdaa alkulukujen tulona yksikdsitteisesti.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [3, s. 14]. O

Esimerkki 2.5. Luku 624 esitettyni alkulukujen tulona on 624 = 2*.3-13.
Tissi tekijiat 24,3 ja 13 voisivat olla my6s eri jirjestyksessi.

Maaritelma 2.5. Olkoot a,b € Z ja olkoon m € Z*. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo m, jos

m | (a —b).
Jos luku a on kongruentti luvun b kanssa modulo m, niin merkitaén
a=0b (modm).
Esimerkki 2.6. Koska 7 | (16 — 2), niin 16 = 2 (mod 7).

Lause 2.5. Kongruenssi = on ekuvivalenssirelaatio.



Todistus. Olkoot a,b, c € Z. Koska m | 0, niin @ = a (mod m). Siis kongruens-
sirelaatio on refleksiivinen.

Oletetaan, ettd a = b (mod m). Siis m | (a — b), joten voidaan kirjoittaa,
ettd a — b = mk, missd k € Z. Kun kerrotaan yhtalo puolittain luvulla
—1, saadaan, ettd b — a = —(mk). Tami on yhtépitaviad sen kanssa, ettd
b—a =m(—k), joten m | (b—a). Siis b = a (mod m), joten kyseinen relaatio
on myos symmetrinen.

Oletetaan sitten, ettd a = b (mod m) ja b = ¢ (mod m). Siis m | (a — b)
jam | (b— c), joten voidaan kirjoittaa, ettd a — b = mky ja b — ¢ = mks,
missé k1, ks € Z. Huomataan, ettd a — ¢ = (a — b) + (b — ¢). Téastéd edelleen
saadaan, ettd a — ¢ = mky + mky. Siis a — ¢ = m(ky + k2), missé k; + ks on
kokonaisluku. Siis m | (a — ¢), joten a = ¢ (mod m). Néin on osoitettu, etta
kongruenssirelaatio on my6s transitiivinen.

Kokonaisuudessaan relaatio = on siis ekvivalenssirelaatio. ]

Lause 2.6. Olkoon a =b (mod m). Silloin f(a) = f(b) (mod m) aina, kun
f on kokonaislukukertoiminen polynomia.

Todistus. Sivuutetaan. Katso vinkki [3, s. 19]. O
Lause 2.7. Olkoon (a,m) = d. Silloin
ab=ac (modm)<b=c (modm/d).
Todistus. Sivuutetaan. Ks. [3, s. 19]. O
Tarkastellaan seuraavaksi hiukan lineaarista kongruenssia

ar=b (mod m).
Lause 2.8. Kongruenssi

ar =b (mod m)
on ratkeava tismdlleen silloin, kun (a,m) | b.
Todistus. Sivuutetaan. Ks. [3, s. 24]. O

Masritelmé 2.6. (Ks. [5, s. 7]). Olkoon (a,m) = 1. Silloin kongruenssin

ar = 1 (mod m) ratkaisua x sanotaan luvun a kddnteisluvuksi modulo m.

Merkitddan z = a L.

Lause 2.9. (Ks. [5, s. 7]). Kun (a,m) = 1, niin kongruenssin ax = b
(mod m) ratkaisu on x = a~'b (mod m).

Lause 2.10 (Fermat’n pieni lause). Jos p on alkuluku ja p { a, niin
a?'=1 (mod p).

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [5, s. 6]. O



2.2 Algebraa

Tutustutaan nyt erilaisiin algebrallisiin struktuureihin. Yhden laskutoimituk-
sen algebrallinen struktuuri tarkoittaa paria (A, x), missé A on jokin epétyhja
joukko ja * on joukon A laskutoimitus. Lukijan oletetaan tietdvan, miké on
laskutoimitus. Léhteend on edelleen [3].

Maaritelma 2.7. Algebrallinen struktuuri (G, ) on ryhmd, jos se toteuttaa
seuraavat ehdot:

(1) (axb)xc=ax(bxc) aina, kun a,b,c € G.

(2) On olemassa sellainen e € G, etti
axe=exa=a

aina, kun a € G.

(3) Jokaiselle a € G on olemassa sellainen o' € G, etta
axa =a xa=e.

Ehto (1) tarkoittaa, etta laskutoimitus on assosiatiivinen, ehto (2) tarkoittaa,
ettd joukossa G on neutraalialkio kyseisen laskutoimituksen suhteen ja ehto
(3) sité, ettéd jokaisella joukon G alkiolla on kddnteisalkio.

Jos laskutoimitus * on vathdannainen (kommutatiivinen) eli axb =bxa
aina, kun a,b € G, niin sanotaan, etta (G, x) on Abelin ryhma.

Siirrytdan nyt kahden laskutoimituksen algebrallisiin struktuureihin. Tés-
sé, esityksesséd kahden laskutoimituksen algebrallisista struktuureista maini-
taan rengas ja kunta.

Maaritelma 2.8. Kolmikko (R, +,-) on rengas, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:

(1) (R,+) on Abelin ryhmaé.

(2) Laskutoimitus - on assosiatiivinen.

(3)
a(b+c¢) =ab+ac aina, kun a,b,c € R.
(a+b)c =ac+bc aina, kun a,b,c € R.

Jos on olemassa laskutoimituksen - neutraalialkio, niin rengas (R, +, ) on
ykkosrengas ja kyseinen neutraalialkio on ykkdsalkio. Ykkosalkiota merkitaan
symbolilla 1. Rengas (R,+,-) on kommutatiivinen, jos laskutoimitus - on
kommutatiivinen. Ryhmén (R, +) neutraalialkiota sanotaan nolla-alkioksi ja
sitd merkitdan symbolilla 0.



Maésritelma 2.9. Renkaan R alkio a € R\ {0} on nollanjakaja, jos on
olemassa sellainen b € R\ {0}, ettd ab = ba = 0.

Maéritelméa 2.10. Olkoon () #£ S C R. Jos S on rengas, niin sanotaan, etta
S on renkaan R alirengas.

Maéritelma 2.11. Kommutatiivinen ykkosrengas (F, +, ) on kunta, jos jo-
kaisella nollasta poikkeavalla joukon F' alkiolla on ké#nteisalkio.

Esimerkki 2.7. Joukot Q ja R varustettuna tavanomaisilla yhteen-ja kerto-
laskuilla ovat kuntia. Sen sijaan (Z,+,-) ei ole kunta. Nimittdin esimerkiksi
alkiolla 2 ei ole joukossa Z olevaa kiiéinteisalkiota (27! = 1/2, mutta 1/2 ¢ Z).

2.3 Tekijarengas

Téssé luvussa kdytetddn ldhteend monistetta [4, s. 31-35].

Maaritelma 2.12. Olkoon R rengas ja [ renkaan R alirengas. Talloin I on
renkaan R ideaali eli thanne, jos

ra,ar € I
aina, kunr € R, a € I.

Olkoon (R, +,-) rengas ja I sen ideaali. Siis I on renkaan R alirengas.
Télloin siis algebrallinen struktuuri (7, +) on Abelin ryhmé. Koska
) #1 C R, niin I on ryhmén R aliryhméi. Aliryhmén [ médrddma ekviva-
lenssirelaatio = (mod ) joukossa R on muotoa

a=b (modm)<=acb+ 1.

Siis kaksi alkiota ovat ekvivalentit, jos niiden erotus kuuluu ideaaliin I. Ekvi-
valenssirelaation = (mod I) ekvivalenssiluokkien joukko on

R/I={a+1I|a€R}

Pari (R/I,+) on ryhmé ja yhteenlasku ryhméssd (R/1, +) mééritellddn
kaavalla
(a+1)+(b+1)=(a+0b)+ 1

Pari (R/I,-) on algebrallinen struktuuri, missa kertolasku mééritelldén kaa-
valla
(a+1)(b+1)=uab+ 1.

Lisdksi laskutoimitus - on assosiatiivinen.

Lause 2.11. Olkoon (R,+,-) rengas ja I sen ideaali. Silloin (R/I,+,-) on
rengas.

Todistus. Sivuutetaan. Katso vinkit [4, s. 35]. O

Huomautus. Renkaasta (R/I,+,-) kiiytetdén nimitysta tekijdrengas tai osa-
maararengas.



3 p-adinen normi

Tavanomaisesta normista puhuttaessa tarkoitetaan yleensé itseisarvoa. Met-
riikkka d(z,y) = |x — y| on tavallinen euklidinen kahden pisteen etéisyys lu-
kusuoralla. Tavallisen etdisyyden liséksi on olemassa muitakin etéisyyksia.
Rationaalilukujen p-adinen etéisyys saadaan selville p-adisen normin avulla.

3.1 Maaritelma

Téssé luvussa annetaan p-adisen normin méaritelma. Sitd ennen méaéaritelldan
kuitenkin késitteet normi ja p-eksponentti.
Olkoon R rengas.

Maaritelma 3.1. Funktio
N:R—-R"U{0}={reR:r>0}

on normi, jos sille on voimassa seuraavat ehdot.
(N1) N(x) =0, jos ja vain jos z = 0.

(N2) N(xy) = N(z)N(y) aina, kun z,y € R.

(N3) N(z +y) < N(z) + N(y) aina, kun z,y € R.

Ehtoa (N3) kutsutaan kolmioepdyhtiloksi. Normi on epdarkhimedinen, jos
ehto (N3) voidaan korvata vahvemmalla ehdolla

(N4) N(z +y) < max{N(z), N(y)} aina, kun z,y € R.

Ehto (N4) on wultrametrinen epdyhtdlé. Jos ehto (N4) ei ole voimassa, niin
normi on arkhimedinen.

Huomautus. Epéarkhimediselle normille N ehto (N4) voidaan korvata vah-
vemmalla ehdolla

(N4") N(z +y) < max{N(z),N(y)} aina, kun z,y € R. Yhtdsuuruus on
voimassa, kun N(z) # N(y).

Esimerkki 3.1. (Vrt. [1, s. 15]). Olkoon R C C kompleksilukujen C aliren-
gas. Téalloin tavallinen itseisarvo on normi renkaassa R. Voidaan siis aset-

taa N(z) = |z|. Samanlainen normi voidaan mééritelld myos tapauksissa
R=17,Q,R tai C.
Osoitetaan, ettd ehto (N4) ei toteudu normin N(z) = |z| tapauksessa,

joten kyseinen normi on arkhimedinen. Selvésti

N2+2) =242/ =4

10



Toisaalta
max {N(2), N(2)} = max{2,2} = 2.

Siis N(2 +2) > max {N(2), N(2)}, joten ehto (N4) ei ole voimassa ja normi
on siis arkhimedinen.

Olkoon nyt R = Q. Siis joukon R alkiot ovat muotoa a/b, missi a,b € Z
ja b # 0. Olkoon liséksi p > 2 alkuluku.

Maaritelma 3.2. Olkoon z € Z \ {0}. Luvun = p-eksponentti on
ord,x = max{r:p" |z} > 0.
Jos x = a/b € Q, niin luvun z p-eksponentti on
ord,r = ordp% = ord,ya — ordb.

Lisaksi sovitaan, etta ord,0 = oo.

Huomautus. Luvun x p-eksponentti on sekd kokonaislukujen etté rationaali-
lukujen tapauksessa kokonaisluku ja liséksi rationaaliluvulle a/b p-eksponentti
on hyvin maéritelty.

Esimerkki 3.2. (Ks. |7, teht. 11, s. 7]). Lasketaan ords54 ja ord,128.

Ratkaisu. Kirjoitetaan 54 = 2 - 33. Siis ords54 = 3. Vastaavasti kirjoitetaan
128 = 27. Siis ord,128 = 7.

Esimerkki 3.3. (Ks. |7, teht. 11, s. 7]). Lasketaan ordg%8 ja ordgg.

Ratkaisu. Nyt esimerkin 3.2 mukaan ord,128 = 7. Koska luvun 7 ainoat
tekijat ovat luvut 1 ja 7, niin ord,7 = 0. Siis méaéritelmén nojalla

12
ord278 = ord2128 - OI'd27 =7-0=T17.

Myoskaan luku 3 ei ole luvun 7 tekija, joten ords7 = 0. Luku 9 voidaan
kirjoittaa muodossa 9 = 32. Siis nahdéén, ettd ords9 = 2. Nyt kokonaisuu-
dessaan

7
ord3§ =ords7 —ord39=0—-2=-2.
Seuraavassa lauseessa esitellddn p-eksponentin ominaisuuksia.

Lause 3.1. Olkoot x,y € Q. Tdlloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.
(1) ord,z = 0o, jos ja vain jos x = 0.
(2) ord,(zy) = ord,x + ord,y.

(3) ord,(x+y) > min {ord,z, ord,y}. Yhtdsuuruus on voimassa, kun ord,r #
ord,y.

11



Todistus. (Vrt. [1, s. 16]).

Ominaisuus (1) on selvd. Todistetaan ominaisuus (2). Olkoot z,y € Q\ {0}.
Voidaan kirjoittaa x = p"§ ja y = p°S, missd a,b,¢,d € Z, p { a,b,c,d ja
r,s € Z. Siis ord,x = r ja ord,y = 5. Nyt

a c ac

rYy =Dp EPE:PP b’
Siis
ord,(zy) = r + s = ord,z + ord,y.

Né&in ominaisuus (2) on todistettu.
Todistetaan sitten ominaisuus (3). Olkoot z ja y kuten ominaisuuden (2)

oletuksessa. Oletetaan, ettd r = s. Nyt

,a <C
x—i—y:pg—i-pa

s34
. (ad + bc)

bd

Koska p t b, d, niin p 1 bd. Koska voi olla, ettd p | (ad 4 bc), niin kokonaisuu-
dessaan saadaan, etté

ord,(x +y) > r = min{ord,z, ord,y}.

Oletetaan sitten, ettd r # s ja s > r. Nyt

a4 C
x+y:p g‘i‘pa

(e
. (ad +p°~"cb)
bd '

Koska s — 7 > 0, niin p | p°~" ja edelleen p | p* "cb. Toisaalta, koska p 1 a,d,
niin p 1 ad. Siis jaollisuusrelaation ominaisuuksien perusteella
p1 (ad + p*~"cb). Koska liséksi p { bd, niin

ord,(xz +y) = r = min {ord,z, ord,y} .

Tapaus s < r kisitelldadn vastaavasti. Tapaus, jossa ainakin jompikumpi
luvuista z ja y on nolla on helppo ndhda. Néin lause 3.1 on todistettu. [

Madritellaén seuraavaksi p-adinen normi p-eksponentin avulla.
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Maaritelma 3.3. Olkoon x € Q. Luvun x p-adinen normi maéaritellaan
kaavalla

p~ T kun x # 0,
|z, = o
0, kun z = 0.

Esimerkki 3.4. Lasketaan |12|5 ja ‘%‘2.

Ratkaisu. Selvitetdén ensin, miké on luvun 12 3-eksponentti. Koska 12 = 4-3,
niin ordz12 = 1. Nyt sijoitetaan saatu tulos kaavaan ja saadaan, etta

_ 1
123 =371 =3

Lasketaan ensin ordz%. Koska 16 = 2%, niin ord,16 = 4. Luku 2 ei ole
luvun 3 tekija, joten ord,3 = 0. Nyt p-eksponentin maéritelmén nojalla

16
ord2§ = ordy16 —ordy3 =4 — 0 = 4.
Siis

| =9t =
315 16

Huomautus. Lauseke |a — b, antaa rationaalilukujen a ja b p-adisen etéisyy-
den. Huomataan, etté kahden rationaaliluvun etéisyys p-adisessa metriikassa
on sitd pienempi, mitd korkeammalla p:n potenssilla niiden erotus on jaolli-
nen. [8, s. 2.]

Esimerkki 3.5. (Ks. [7, teht. 15, s. 7]). Lasketaan |1 — 26]5 ja |1 +
Ratkaisu.

6|
16 15°

1
1 —26[5=|-25|5 =52 = —.

25
11 25 L, 1
9 " 16[, |144|, 25

Lause 3.2. (Ks. [6, s. 20]). Olkoot a,b € Z*. Tdilloin a = b (mod p"), jos
ja vain jos |a —bl, < 1/p".

Todistus. Olkoot a,b € ZT. Oletetaan ensin, ettd a = b (mod p™). Siis
p™ | a — b. Téll6in voidaan kirjoittaa a — b = p™ - ¢, missé ¢ € Z. On mahdol-
lista, ettd luku p on luvun c tekijé, joten ord,(a — b) > n. Siis

’a o b’p _ pfordp(afb) < 1/pn

Oletetaan sitten, ettd |a —b|, < 1/p". Siis ord,(a — b) > n. Voidaan siis
kirjoittaa a — b = p™ - ¢, missé ¢ € Z ja mahdollisesti p | ¢. Téll6in edelleen
p" | a—b, joten a =b (mod p"). O]
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Seuraavaksi osoitetaan, ettd edelld méaaritelty p-adinen normi on itse
asiassa epdarkhimedinen normi kunnassa Q.

Lause 3.3. Funktiolla ||, : Q — RT on seuraavat ominaisuudet:
(1) |z|, =0, jos ja vain jos x = 0.

(2) lzylp = [xlplylp-
(3) |z +yl, < max{|x|p, |ylp}. Yhtdsuuruus on voimassa, kun |x|, # |y|,.

Siis ominaisuuksien (1)-(3) perusteella p-adinen normi on epiarkhimedinen.

Todistus. (Vrt. |6, s. 20]).

Ominaisuus (1) on selvd. Todistetaan ominaisuus (2). Olkoot z ja y nollasta
poikkeavia rationaalilukuja. Nyt p-adisen normin mééritelmén ja lauseen 3.1
kohdan (2) nojalla voidaan kirjoittaa

ordpz+ordyy)

1
o pordpx+ordpy

1 1

pordpz ' pordpy

P

|xy‘p — pfordp(xy) — pf(

—ordyx —ordpy

=Pp
= [2lplylp-

Tapaus, jossa ainakin jompikumpi luvuista x ja y on nolla, on selva. Nain
ominaisuus (2) on todistettu.

Todistetaan sitten ominaisuus (3). Oletetaan, ettd =,y # 0. Lauseen 3.1
kohdan (3) nojalla

ord,(x + y) > min{ord,z, ord,y}.
Talloin on selvad, etta
—ord,(z + y) < max{—ord,z, —ord,y}.

Edelleen on voimassa, etté
—ordp (z+y) < pmax{—ordpx,—ordpy}

—ordpy}

p

—ordpx

= max {p D

= max {[zp, [yl } -

Muut tapaukset ovat helposti osoitettavissa. Néin kohta (3) on todistettu.
O
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3.2 Cauchyn jono ja p-adinen normi

Olkoon seuraavassa R rengas ja N renkaan R normi. Aiemmin on jo kay-
tetty termid kahden pisteen vilinen etdisyys. Méaaritellidn tdmé kasite nyt
tarkemmin.

Maaritelma 3.4. Alkioiden x,y € R vélinen etdisyys normin N suhteen on
dy(z,y) = N(z —y) € RT.

Normin ominaisuuksista seuraa, ettd seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:
(D1) dy(x,y) =0, jos ja vain jos x = y.

(D2) dn(z,y) = dn(y, x) kaikilla x,y € R.

(D3) dn(z,y) < dy(z,z)+ dn(z,y), missd z € R.

Jos N on epadarkhimedinen, niin ominaisuus (D3) korvataan ominaisuudella

(D4) dn(z,y) < max{dy(z,z),dn(z,y)}. Téssd on yhtdsuuruus, kun
dN($,Z) 7& dN(ZJy>

Lause 3.4 (Tasakylkisen kolmion periaate). Olkoon N renkaan R epdarkhi-
medinen normi. Olkoot x,y,z € R sellaisia, etti dy(x,z) # dn(z,y). Silloin

dN(xv y) = max {dN(xv Z)a dN(Zv y>} :
Todistus. Kaytetdaan kohtaa (D4). O

Siis lauseen 3.4 nojalla jokainen kolmio on tasakylkinen erityisesti
p-adisessa metriikassa.

Olkoon nyt (a,)n>1 renkaan R jono ja N renkaan R normi. Madritellaan
seuraavaksi késite jonon suppeneminen.

Maaritelma 3.5. Jonolla (a,),>1 on raja-arvo a € R normin N suhteen,
jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku M € N, etta

n>M= N(a—a,) =dy(a,a,) <c.

(N)

n—oo

Merkitaan talloin lim
alkiota a € R.

a, = a ja sanotaan, ettd jono (a,) suppenee kohti

Seuraavaksi madaritellaén Cauchyn jono normin N suhteen.

Maaritelma 3.6. Jono (a,) on Cauchyn jono normin N suhteen, jos jokaista
lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku M € N, etta

m,n > M = N(a,, —a,) = dy(am,a,) < €.
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(N)
n—00

Lause 3.5. Jos lim
N suhteen.

a, on olemassa, niin (a,) on Cauchyn jono normin

Todistus. (Vrt. [1, s. 18]).

Oletetaan, ettd Hm™) a, = a. Olkoon ¢ > 0. Koska lim™Y) 4, = @, niin

n—>oo n n—»oo n

maéadritelmén 3.5 nojalla on olemassa sellainen luku M € N, etta

n> M= N(a—a,) <

DO ™

Oletetaan, ettd m,n > M. Talloin siis

(3.1) N(a—a,) < %
ja
(3.2) N(a - ay) < g

Nyt kaavojen (3.1) ja (3.2) seké ominaisuuden (N3) nojalla saadaan, etta

N(am - an) = ((am
N{am
2

IN

—a)+ N(a —ay)

—a) + (a—ay))

< -+

o, 3

Siis mielivaltaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku M € N, etta
m,n > M = N(a, —a,) < €.
Néin on todistettu, ettd jono (a,) on Cauchyn jono normin N suhteen. [J

Huomautus. Jos N on epdarkhimedinen normi, niin ominaisuuden (N4) pe-
rusteella saadaan seuraava epayhtalo:

N(am — an) = N((am — a) + (a — ay))
< max{N(a,, —a), N(a — a,)}
£

< —.
2

Siirrytaéan nyt yleisestd renkaasta R renkaaseen QQ ja normista N p-adiseen
normiin |-|,. Késitelldén seuraavaksi esimerkki lukujonon suppenemisesta
p-adisen normin suhteen.

Esimerkki 3.6. (Vrt. [1, s. 18]). Olkoon a,, = 1+ p+ p*+ -+ p"~*. Osoi-
tetaan, ettd (a,) on Cauchyn jono.
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Olkoon £ > 0. Valitaan nyt sellainen luku M € N, ettd pM > % Olkoon
n > M ja k € N. Nyt

’anJrk:_an‘p:|(1+P+p2—|—'-~+pn+k_l)—(1+p—|—p2—|—--~—|—pn_1)’p
— |pn_'_pn+1+_._+pn+k71|p

=" +p+p’+- ),
1

P

Nyt oletusten perusteella pitee edelleen , etté

1 1
P 1/e
Néin on osoitettu, ettd (a,) on Cauchyn jono.

Osoitetaan vield, ettd tilla jonolla on raja-arvo a = %p p-adisen normin
suhteen. Huomataan aluksi, etté itse asiassa a,, on geometrinen summa. Siis

a,, voidaan esittdd muodossa a, = 11__p
Olkoon sitten e > 0. Edetaan nyt kuten edelld. Valitaan siis sellainen

luku M € N, ettd pM > 1 -, ja oletetaan, ettd n > M. Nyt

1
|an+k—an|p: < _M S = E.

'

1
p — ——

I—p

1

P

1—p 1

_ ' "
, |11=p 1-=p

p ‘1—192,

:‘p
p—1],

Oletuksen nojalla saadaan aivan kuten aikaisemmassakin péaattelyssa, etté

1
p_M

< <eE.

1
an———| =—
p D

1—p

Niin on osoitettu, ettd jonon (a,) raja-arvo normin [-|, suhteen on l%p.

Merkitaan tata
lim ® (1 n-ly . _ —
Jim P14 p - ") -

3.3 Nollajono ja p-adinen normi

Maéaritelladn seuraavaksi késite nollajono yleiselld tasolla. Kasitelladn sen
jalkeen esimerkkejd tapauksista, joissa renkaana on jélleen QQ ja normina
p-adinen normi.

Maéritelma 3.7. Jono (a,) on nollajono normin N suhteen, jos

(N)

lim “Va, = 0.

n—oo

Esimerkki 3.7. (Vrt. [1, esim. 2.14, s. 19]). Olkoon a,, = p™. Nyt |p"|, = in

Selvésti p— — 0, kun n — oo. Siis on osoitettu, etté lim ) = (. Nain

n 7’L—>OO

ollen jono (a,) on nollajono p-adisen normin suhteen.
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Esimerkki 3.8. (Vrt. [1, esim. 2.15, s. 19]). Olkoon nyt a,, = (1 + p)?" — 1.
Kun n = 1, niin a; = (1 + p)? — 1. Jotta saadaan laskettua |a;|,, ensin
on selvitettévd ord,((1 4+ p)? — 1). Newtonin binomikaavan nojalla voidaan
kirjoittaa

) !
Qe
Qs (e

(14 () + Eg)p+--p-+ (7)),

Téssd viimeinen yhtélo saadaan sen perusteella, etté (’1?) = (pf!l)! = p. Nyt
néhdéén, etta ord,((1 + p)? — 1) = 2. Lopulta siis
» 1
arlp = [(L+p)" = 1], = ek
Induktiolla voidaan todistaa, etti |a,|, = —&r. Koska =ty — 0, kun
P P
n — 00, niin lim%ploo a, = 0 ja kyseinen lukujono on nollajono p-adisen
normin |-, suhteen.
Esimerkki 3.9. (Vrt. [1, esim. 2.16, s. 19]). Olkoon R = Q ja N = || ta-

vallinen normi. Olkoon (a,,) jono, jonka n:s termi on luvun v/2 desimaalike-
hitelmé, jossa on n desimaalia. Siis a1 = 1.4, as = 1.41, ag = 1.414 jne. On
tunnettua, ettd v/2 ei ole rationaaliluku, mutta (a,) on Cauchyn jono. Siis
kyseisen Cauchyn jonon raja-arvo ei ole kunnassa Q.

Edellinen esimerkki osoittaa sen, ettd kunta Q ei ole tdydellinen tavallisen
normin suhteen. Téma tarkoittaa sité, ettd jokaisella rationaaliluvuista muo-
dostetulla Cauchyn jonolla ei ole kunnassa QQ olevaa raja-arvoa. Tiedetédén,
ettd reaalilukujen kunta R on kunnan @ tdydennys tavallisen normin suh-
teen. Seuraavassa luvussa tdaydennetdén rationaalilukujen kunta Q p-adisen
normin suhteen.
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4 p-adiset luvut

Téssa luvussa esitelldén p-adisten lukujen rengas Q, ja osoitetaan, ettd Q,
on itse asiassa kunta. Lopuksi tutkitaan p-adisten lukujen ja kongruenssien
vilisid yhteyksid. Lahdetaén liikkeelle yleisestd renkaasta R ja sen normista

N.

4.1 Renkaan R taydentidminen normin N suhteen
Olkoon R rengas ja N renkaan R normi. Muodostetaan joukot CS(R, N) ja
Null(R, N) seuraavalla tavalla.
CS(R, N) ={(ay) | (a,) renkaan R Cauchyn jono normin N suhteen}
Null(R, N) = {(ay) | (a,) renkaan R nollajono normin N suhteen}

Selviisti on voimassa, ettd Null(R, N) C CS(R, N). Osoitetaan seuraavaksi,
ettd kahden Cauchyn jonon summa ja tulo ovat edelleen Cauchyn jonoja.

Lause 4.1. Olkoot (a,), (b,) € CS(R, N). Silloin jonot

(an) + (bn> = (an + bn) Ja
(an) X (bn) = (anbn)

ovat Cauchyn jonoja.

Todistus. Olkoot (ay), (b,) € CS(R, N). Olkoon £ > 0. Koska jonot (a,) ja
(b,) ovat Cauchyn jonoja, tiedetdén, ettd on olemassa sellaiset luvut M; ja
MQ, etta

m,n > My = N(a, —a,) <

DO ™

ja
m,n > My = N(b,, —b,) <

N ™

Olkoon M = max{Mj, My}. Oletetaan, ettd m,n > M. Nyt

N((m + ) = (an + bn)) = N((am — an) + (b — by))
< N(am — @) + N(by — by)
g
2

Siis jono (a, + b,) on Cauchyn jono.

Lauseen toisen kohdan osoittamiseksi oletetaan tunnetuksi, ettd Cauc-
hyn jonot ovat rajoitettuja. Siis on olemassa sellaiset luvut Cy,Cy > 0, etté
kaikille indeksin n arvoille on voimassa

N(an) S 01
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ja
N(b,) < Cs.

Olkoon £ > 0. Koska jonot (a,) ja (b,) ovat Cauchyn jonoja, tiedetéén,
ettd on olemassa sellaiset luvut M; ja Ms, etta

€
> M, = N(ay, —ay) < —
m,n 1 (am — ay) 20,
ja
€
> M, = N(b,, — b,) < —.

Olkoon nyt M = max{Mj, My}. Oletetaan, ettd m,n > M. Nyt

N(ambym — anby) = N((ambm + ambyn) — (amb, + anby))
(am (b — bn) + by (am — ay))
((@m(bm = b)) + N(bp(am — ax))

(am)N (b, — by) + N(by)N(am — ay)

Siis jono (a,b,) on Cauchyn jono. ]

Néin ollen joukko CS(R, N) muodostaa edella esiteltyjen laskutoimitusten
kanssa (kommutatiivisen) renkaan. Sen nolla-alkio on Ocs = (0) = (0,0,0,...)
ja ykkosalkio on 1¢s = (1g) = (1g, 1g,...), missd 0 on renkaan R nolla-alkio
ja 1g on renkaan R ykkosalkio. Rengas CS(R, N) ei ole kuitenkaan kunta,
koska sielld on nollanjakajia.

Joukko Null(R, N) on renkaan CS(R, N) ideaali. Jos nimittéin
(a,) € CS(R, N) ja (b,) € Null(R, N), niin (anb,), (bna,) € Null(R, N).

Mééritelldén sitten osamddrirengas CS(R, N)/Null(R, N). Kutsutaan té-
té renkaan R taydennykseksi normin N suhteen ja merkitdan RN tai yksin-
kertaisemmin R, jos normi on asiayhteydesta selvd. Renkaan Ry alkiot ovat
joukon CS(R, N) ekvivalenssiluokkia. T&lloin siis kaksi Cauchyn jonoa ovat
ekvivalentit, jos niiden erotus on nollajono.

Merkitadn Cauchyn jonon (a,) ekvivalenssiluokkaa {a,}. Siis {a,} on
renkaan Ry alkio. Lisiksi ajatellaan, ettd R C R. Niin voidaan tehdé sen
perusteella, etté jos a € R, niin (a,) = (a) on Cauchyn jono ja siis {a} € R.

Maaritelladn seuraavaksi renkaan RN laskutoimitukset.

Masritelmi 4.1. Olkoot {a,},{b,} € Ry. Alkioiden summa ja tulo saa-
daan kaavoilla

{an} +{bn} ={an +bn}, {an} X {bn} = {anbn}

Lisdksi, jos R on kommutatiivinen rengas, niin myos R on kommutatiivinen.
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Tarkastellaan seuraavaksi renkaan Ry normia N.

Lause 4.2. Olkoon {c,} € Ry. Alkion {c,} normi on
N({c,}) = lim N(cy).

Lisiksi N on epiarkhimedinen, jos ja vain jos N on epdarkhimedinen.

Todistus. (Vrt. [1, s. 20-22]).

Todistetaan ensin, etté N on todellakin normi. Huomautetaan, etté esitykses-
sa kaytetaan jo termid normi, vaikka varsinaisesti vasta ollaan todistamassa,
ettd N on normi.

Olkoon {a,} € Ry. Osoitetaan aluksi, ettd normin N méasritelmé on jér-
keva. Todistetaan sitd varten seuraava vaite oikeaksi.

Viite:
IN(z) = N(y)| < N(z —y) aina, kun x,y € R.
Olkoot x,y € R. Ominaisuuden (N3) nojalla patee epayhtélo
N(z) =N((x —y)+y) < N(@—y)+ N(y).
Téasta saadaan edelleen, etté
N(z) = N(y) < N(z —y).
Aivan vastaavasti vaihtamalla alkioiden z ja y rooleja saadaan, etté
N(y) — N(z) < N(y — ).
Néin ollen siis
[N(z) = N(y)| < N(z —y).

Edellinen epéyhtélé on voimassa, koska N(—z) = N(z) aina, kun z € R.
Téssé siis N(z — y) = N(y — x). Néin véite on todistettu.
Palataan lauseen 4.2 todistukseen. Koska (a,) on Cauchyn jono normin
N suhteen, niin jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen luku M,
etta
m,n > M = N(a,, —a,) < ¢.

Tasta ja edelld osoitetusta véitteestéd seuraa, ettd jokaista lukua € > 0 kohti
on olemassa sellainen luku M, etté

m,n > M = |N(an) — N(a,)| < N(am —a,) < e.

Siis jono (N (ay)) on Cauchyn jono tavallisen normin eli itseisarvon suhteen.
Oletetaan tunnetuksi, ettd reaalilukujen joukossa kaikki Cauchyn jonot sup-
penevat. Nain ollen kyseisella jonolla on siis raja-arvo. Olkoon se

[ = lim N(ay,).

n—oo
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Niin on osoitettu, ettd N({a,}) = [ on mééritelty.

Todistetaan seuraavaksi, ettéa N on todellakin normi kiaymallé 1api kohdat
(N1)—(N3). Seuraava ekvivalenssiketju, joka seuraa suoraan edelld esitetyista
médritelmisté, todistaa ominaisuuden (N1).

N({a,}) =0« nh_{go N(a,) =0

& (a,) on nollajono
< {a,} =0.

Olkoot sitten {a,},{b,} € Ry. Kun kiiytetdiin renkaan Ry laskutoimi-
tusta X ja normin N ominaisuutta (N2), niin saadaan seuraava yhtaloketju.

N{an} x {b,}) = N({anb,}) = lim N(a,b,)

n—oo

= lim N(a,)N(b,).

n—oo

Edelleen tulon raja-arvoa koskevan raja-arvon ominaisuuden ja normin N
maéadritelmén nojalla saadaan, etta

lim N(a,)N(b,) = lim N(a,) lim N(by,)

n—oo n—oo n—oo

= N({a )N ({ba}).

Siis ominaisuus (N2) on voimassa.

Osoitetaan vield, ettd myoskin ominaisuus (N3) pétee. Nyt renkaan Ry
laskutoimituksen +, normin ominaisuuden (N3) sekéd summan raja-arvoa kos-
kevan raja-arvon ominaisuuden nojalla saadaan, etté

N({an} +{bn}) = N({an +bn}) = T}Lr{)lo N(an + bn)
< nh_{glo(N(an) + N (b))
= lim N(a,)+ lim N(b,)

n—oo n—oo

= N({an}) + N({ba}).

Néin siis my6s ominaisuus (N3) pétee ja voidaan todeta, ettd N on todella
normi.

Vield on osoitettava lauseen jalkimmainen osa. Todistetaan sitd varten
apulause 4.1.

Apulause 4.1. Olkoon R rengas ja N renkaan R epdarkhimedinen normi.
Oletetaan, etti (a,) on Cauchyn jono ja b € R sellainen, ettib # lim™_ q,.

n—0o0

Tdlloin on olemassa sellainen luku M, ettd aina, kun m,n > M, niin

N(a,, —b) = N(a, —b).
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Huomautus. Siis indeksista M ldhtien reaalilukujen jono (N (a,—b)) on muut-
tumaton.

Todistetaan nyt apulause 4.1.

Todistus. Huomataan ensin, ettd lauseen 4.2 todistuksen yhteydessa todiste-
tun vaitteen nojalla

IN(am, —b) — N(a, —b)| < N(apm — ay).

Koska (a,) on Cauchyn jono, niin my6s jono (N(a,, — b)) on Cauchyn jono
itseisarvon suhteen reaalilukujen joukossa R. Néin ollen kyseiselld jonolla on
raja-arvo. Olkoon se [ = lim,,_, N(a, — b). Huomataan liséksi, ettd

[ > 0. Talloin jonon raja-arvon maaritelmén nojalla on olemassa sellainen
luku M, etta

l
n> M; = |N(a, —b) = 1| < 3
Téasta saadaan, etté

l
(4.1) n>M1:>N(an—b)>§.

Koska (a,) on Cauchyn jono normin N suhteen, niin on olemassa sellainen
luku M, etté

[
(4.2) m,n > My = N(a, — a,) < 3"

Olkoon sitten M = max{M;, Ms}. Oletetaan, ettd m,n > M. Nyt normin
ominaisuuden (N4) seké kaavojen (4.1) ja (4.2) nojalla voidaan kirjoittaa
N(am —b) = N((ap, — b) + (am — ay))

< max{N(a, — b), N(a,, —a,)}

= N(a, — b).
Vastaavasti vaihtamalla indeksien m ja n rooleja saadaan, etté

N(a, —b) < N(a,, —b).

Néin apulause 4.1 on todistettu. O

Palataan jélleen takaisin lauseen 4.2 todistukseen. Jotta normi N olisi
epaarkhimedinen, on osoitettava, ettd ominaisuus (N4) on voimassa kyseiselle
normille.

Olkoot {a,},{b,} € Ry sellaisia, etti N({a,}) # N({bn}). Jos {a,} tai
{b,} on {0}, niin ominaisuus (N4) on selvisti voimassa. Oletetaan siksi, etté
{an},{bn} # {0}. Hyodynnetdédn nyt apulausetta 4.1 tilanteessa, jossa b = 0.
Apulauseen 4.1 mukaan on siis olemassa sellainen luku M, etta

m,n > M; = N(a,) = N(ay,).
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Tamaé tarkoittaa sité, etté

n > M; = N(a,) = lim N(a,).

n—oo
Siis normin N méaéaritelman nojalla edelleen

(4.3) n> M, = N(a,) = lim N(a,) = N({an}).

n—oo

My®6s jonon (N (b,)) tapauksessa on olemassa sellainen luku My, etté
m,n > My = N(by,) = N(by).
Vastaavasti kuin edelld voidaan jélleen padtella, etta

(4.4) n> M, = N(b,) = lim N(b,) = N({b,}).
Valitaan nyt M = max{M;, M>} ja oletetaan, ettd n > M. Talléin ominai-
suuden (N4’) seké kaavojen (4.3) ja (4.4) nojalla saadaan, etta

N(fan} + {00)) = N({an-+2)) = Jim N+ )
= lim max{N(a,), N(b,)}

n—oo

= max{ lim N(a,), nhi{)lo N(bn)}

n—oo

= max {N({an}), N({bn})} :

Niin on osoitettu, ettd normille N on voimassa mydskin ehto (N4). Tama
paattaa lauseen 4.2 todistuksen. O

Maaritelma 4.2. Olkoon R rengas ja N renkaan R normi. Rengas R on
taydellinen normin N suhteen, jos jokaisella renkaan R Cauchyn jonolla (a,)
on raja-arvo a € R normin N suhteen.

Maaritelma 4.3. Olkoon R rengas, N renkaan R normi ja olkoon X C R.
Joukko X on tihed renkaassa R, jos jokainen renkaan R alkio on joidenkin
joukon X alkioiden raja-arvo normin N suhteen.

Lause 4.3. Olkoon R rengas ja N renkaan R normi. Tdlloin rengas R on
taydellinen normin N suhteen. Lisiksi R on renkaan R tihed alirengas.

Todistus. (Vrt. [1, s. 23-24]).

Osoitetaan ensin, ettdi R on renkaan R tihed alirengas. On jo todettu, et-
td R on renkaan R osajoukko. Voidaan osoittaa, ettd R on renkaan R aliren-
gas. Sivuutetaan tdmé tarkastelu ja osoitetaan, ettd R on tihed renkaassa R.
Kéytetdédn téssd lahdetta |6, s. 18].

24



Olkoon A € R ja (am) renkaan R Cauchyn jono, joka on ekvivalenssi-
luokan A edustaja. Muodostetaan nyt jokaista positiivista kokonaislukua n
kohti vakiojono (a,). Nyt jono (a,, — a,) on ekvivalenssiluokan A — {a,}
edustaja. Siis

lim N(A - {a,}) = lim N(a, —a,)=0.
Téssé kiytettiin sitd tietoa, ettd jono (am) on Cauchyn jono. Siis rengas R
on tihed renkaassa R médaritelméan 4.3 nojalla. R
Vield on osoitettava, ettd rengas R on tdydellinen normin N suhteen.

Olkoon («,) renkaan R Cauchyn jono. On siis osoitettava, ettd on olemassa
sellainen o € R, etté

lim (~)

n—oo

a, = Q.

Koska (a,) on renkaan R Cauchyn jono, niin jokainen jonon (a,) alkio
a,, on jonkin renkaan R Cauchyn jonon (a,,,) ekvivalenssiluokka. On selvaa,
ettéd jokaisen renkaan R Cauchyn jonon raja-arvo on kyseisen jonon ekviva-
lenssiluokka. Tdmén perusteella jokaiselle jonolle (a,,,) voidaan kirjoittaa

o, = lim (N)amn.
n—oo

Konstruoidaan nyt sellainen renkaan R Cauchyn jono (¢, ), etté

{c,} = lim ) .
Téalloin o = {¢,} on jonon (o) raja-arvo.
Koska «y, = limgﬁoo Gmn, Niin jonon raja-arvon maaritelman perusteella
jokaiselle indeksille m on olemassa sellainen indeksi M,,, etta

- 1
(4.5) n > M, = Ny — apn) < —.
m

Valitaan nyt jokaista indeksia m kohti kokonaisluku k(m) > M,,. Oletetaan,
ettd k(1) < k(2) <--- <k(m) <---. Médritellddn nyt jono (c,) asettamalla
Cpn = Gpi(n)- Osoitetaan, ettd kyseinen jono on Cauchyn jono normin N suh-
(V)

m—

teen, ja etta todellakin lim
ja 4.3 avulla.

 @m = {¢,}. Tehdéén tdméa apulauseiden 4.2
Apulause 4.2. Jono (c,) on Cauchyn jono normin N suhteen.
Todistus. (Vrt. [1, s. 23]).

Olkoon ¢ > 0. Koska jono («,) on Cauchyn jono normin N suhteen, niin
on olemassa sellainen luku M’, etta

ny,ng > M = N(anl — Qp,) <

Wl ™
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Kéytetddn nyt jonon (c¢,) mééritelmééd sekd normin ominaisuutta (N3). Li-
siaksi vihennetdan ja lisdtdan sopivasti termejéa. Nain saadaan, ettd

N(Cn1 - an) = N((anlk(m) - anl) + (anl - an2) + (Oan - aan(HQ)))
< N(amk(nl) — Qpy ) + N(an, — an,) + N(ap, — anzk(nz))-

Olkoon nyt M = max{M’,3/c}. Kun ny,ny > M, niin kaavan (4.5) nojalla

. 1 1 )
N (@i k(ny) — Cny) < n—l < 3—/6 = Ja
R 1 1
N nok(ng) — Ony) < — < 57— =
(@nak(nz) — Ons) m <3

Wlm wlm

Kokonaisuudessaan saadaan siis, ettd kun ny,ny > M, niin

- e € ¢
N(c,, —cp,) < =-4+-4+-=-=c¢.
( 1 2) 3 + 3 + 3
Néin on osoitettu, ettd (c,) on Cauchyn jono. ]

Apulause 4.3. limgylm am = {cn}-

Todistus. (Vrt. [1, s. 24]).

Olkoon ¢ > 0. Merkitddn {c,} = 7. Nyt kiyttdmalld normin ominaisuut-
ta (N3) saadaan, ettd

N(v = am) = N((v = amkm)) + (@mk(m) — @m))
= lim N(ank(n) — amk(m)) -+ N(amk(m) — Ozm>.

n—oo
Viimeinen yhtélo saadaan sen perusteella, ettd normin N miéritelmin pe-
rusteella

A

N~ ) = i Nlaputr) — i)

n—oo

Olkoon M" sellainen luku, ettd M” > 2/e. Koska jono (c,) = (ankm)) ja
apulauseessa 4.2 osoitettiin, ettd (¢,) on Cauchyn jono, niin tallin

DO ™

N<an1k:(n1) - angk(ng)) <

aina, kun ny,ny > M". Oletetaan, ettd m,n > M”. Télloin kaavan (4.5)

nojalla
N 1 1 1 €
N(ampm) — am) < — < < — = .
(@rmim) = Qm) m  M" 2/ 2

Kokonaisuutena siis

A

: e €
m N (@nkn) = Gmkim)) + N(@mrm) — am) < gty =¢

n—00 2
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Néin ollen on siis osoitettu, etté

A

N(y—ay) <e aina, kun m > M".

Siis A
lim Ma,, = {c,}.
O]
Nain lause 4.3 on todistettu. OJ

4.2 p-adisten lukujen kunta Q,

Téassa luvussa siirrytdan yleisestéd renkaasta R ja sen normista N tapaukseen,
jossa R = Q ja normina on p-adinen normi |-|,. Mééritelldén ensin p-adisten
lukujen rengas.

Maaritelma 4.4. p-adisten lukujen rengas Q, on renkaan Q tdydennys
p-adisen normin |-|, suhteen. Kéytetddn myos renkaan Q, normille merkintaa

Hp-

Siis edellisessd luvussa opitun perusteella renkaan Q, alkiot ovat kun-
nan Q Cauchyn jonojen ekvivalenssiluokkia p-adisen normin laajennuksen
suhteen. p-adisen normin laajennus saadaan lauseessa 4.2 esitetylla tavalla.

Maaritelladn seuraavaksi p-adiset kokonaisluvut.

Maaritelma 4.5. p-adisten kokonaislukujen joukko on
Zp={ae€Q,:|af, <1}.

Huomautus. Selvésti p-adisten kokonaislukujen joukko Z, on renkaan Q, ali-
rengas. Taman osoittamiseksi oletetaan, ettd a, 3 € Z,. Nyt normin ominai-
suuden (N4) nojalla

o+ B, < max {|alp, [Bl,} -

Koska oletuksen perusteella |af, < 1 ja |3, < 1, saadaan |a + ], < 1. Siis
a+ B €7y
Vastaavasti ominaisuuden (N2) ja oletuksen perusteella

|O‘5|p = |0‘|p|ﬁ|p <1l

Siis aff € Zy.

Tutkitaan nyt tarkemmin renkaan Q, alkioita. Tieto siita, ettd ne ovat
Cauchyn jonojen ekvivalenssiluokkia, ei anna alkioista konkreettista kuvaa.
Todistetaan aluksi seuraava apulause.
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Apulause 4.4. (Ks. [6, Lemma 1.29, s. 22]). Jos x € Q ja |z|, < 1, niin
jokaista lukua v kohti on olemassa sellainen kokonaisluku o € 7, ettd

la —z|, < p_i.

Luku o voidaan valita joukosta {0,1,2,...,p" — 1}. Jos luku o valitaan tisti
joukosta, niin se on yksikdsitteinen.

Todistus. (Vrt. [6, s. 22]).

Oletetaan, ettd © € Q ja |z, < 1. Olkoon z = a/b, missd luvut a ja b
ovat suhteellisia alkulukuja. Siis (a,b) = 1. Koska liséiksi oletuksen nojalla
|z|, < 1, niin on oltava p { b. Néin ollen siis my6s luvut b ja p* ovat suhteel-
lisia alkulukuja eli (b, p’) = 1. Siis lauseen 2.3 nojalla on olemassa sellaiset
luvut m,n € Z, ettd mb + np® = 1. Olkoon o = am. Selviisti o € Z. Nyt
kiyttdmalla normin ominaisuutta (N2) ja oletusta |§[, < 1 saadaan, ettd

a a
a—zl,=lam——| =|+| /mb—1
o=y = fam — 5| = 5| 1mb—1l,
< |mb — 1|,.
Huomataan, etté lauseke mb — 1 voidaan esittdd muodossa mb — 1 = —np'.
Koska |—np'|, = |np'|,, saadaan edelleen kdyttdmailld lisdksi ominaisuutta

(N2) ja konkreettisesti laskemalla, etté

|mb — 1|p = |npi|p = |n|p|pi|p

= [nlp™ <p~".
Normin ominaisuuden (N4) nojalla kokonaislukuun « voidaan lisdta luvun
p’ monikertoja niin, ettd saadaan luku, joka on joukossa {0,...,p" — 1}, ja
jolle pétee edelleen, ettd |a — x|, < p. ]

Lause 4.4. (Ks. [2, Lause 3.3.4(iii), s. 61]). Olkoon o € Z,,. Tdlloin on ole-
massa Cauchyn jono (a;), jonka raja-arvo on «. Tdlle Cauchyn jonolle on
voimassa seuraavat ominaisuudet:

(1)a; €Z,0<a; <p',i=12,...

(2) a; = a;1q (mod p'),i=1,2,...

Todistus. (Vrt. |6, Lause 1.30, s. 22]).
Olkoon a € Z, ja (b;) Cauchyn jono, joka on ekvivalenssiluokan o edus-

taja. Lauseen todistamiseksi on siis 16ydettdva sellainen jonon (b;) kanssa
ekvivalentti jono (a;), jolle on voimassa ehdot (1) ja (2).
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Nyt |a], = lim;_,o |b;], lauseen 4.2 nojalla. Koska a € Z,, niin |af, < 1.
Niin ollen voidaan olettaa, ettéd |b;|, < 1 jokaiselle indeksille i.

Olkoon nyt K(j), missd j = 1,2,..., sellainen positiivinen kokonaisluku,
etta
1 . .y .
(4.6) |b; — by, < pri aina, kun 7,7 > K(j).

Néin voidaan asettaa, koska (b;) on Cauchyn jono. Voidaan myos olettaa, etté
K(j) > j. Nyt apulauseen 4.4 nojalla on olemassa sellaiset kokonaisluvut a;,
missd 0 < a; < pl, etté

(47) |CLj — bK(j)lp S —.

Néin on osoitettu, ettd jono (a;) toteuttaa ehdon (1).
Osoitetaan sitten, ettd kyseiselle jonolle (a;) on voimassa my6s ominai-
suus

a; =ajy;  (mod p?).

Kéytetdan téassa lausetta 3.2. Kirjoitetaan

|aj1 — ajlp = aj+1 — bn+1) + Ongry) — br) — (a5 — br))lp
< max {|aj 1 — bn(in)lp: [OnG+1) — brylps la; — brylp }

< max {1/p"*, 1/, 1/p"} = 1/p’.
Edellisessa epayhtélot

a1 = bgenly < /07
ja A
|a; = byl < 1/p
saadaan kaavan (4.7) nojalla. Epayhtalo

DN (1) — br(iylp < 1/17

seuraa kaavasta (4.6).

Nyt lauseen 3.2 nojalla jonolle (a;) on voimassa myds a; = a;41 (mod p’)
eli ehto (2) toteutuu.

Osoitetaan lopuksi, ettd jonot (a;) ja (b;) ovat ekvivalentit. Siis riittad
osoittaa, ettd niiden erotus on nollajono p-adisen normin suhteen.

Olkoon j mielivaltainen ja i > K(j). Nyt

la; — bilp = |ai —aj +a; — brc(y — (bi — b))l
< max {|ai — a/jlp; |aj - bK(j)|p7 |bi - bK(j)|p}

< max {1/, 1/p, 1/p'} = 1/p’.
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Tassa
la; —a;l, < 1/p’

seuraa ominaisuudesta (2),

|a; — bl < 1/7

kaavasta (4.7) ja .
[bi = brlp < 1/7’

saadaan kaavan (4.6) perusteella.
Nyt siis |a; — b;|, — 0, kun i — o0, joten mééritelmén 3.7 nojalla
jonojen (a;) ja (b;) erotus on nollajono. Siis kyseiset jonot ovat ekvivalentit.
Lisdksi jonon (a;) raja-arvo on « sen perusteella, ettd |a —a;|, < p™7.
Nain lause 4.4 on todistettu. O

Todistetaan seuraavaksi, ettd jokaisella lauseen 4.4 mukaisella jonolla on
raja-arvo p-adisten lukujen renkaassa Z,,.

Lause 4.5. Olkoon (ay) lauseen 4.4 ominaisuudet tayttdvi jono. TallGin
jonolla (ay,) on raja-arvo a € 7Z,.

Todistus. (Vrt. |2, teht. 101, s. 252]).

Olkoon (a,,) jono, jolle on voimassa lauseen 4.4 ominaisuudet (1) ja (2). T&l-
16in (a,) on selvisti Cauchyn jono. Néin ollen silld on raja-arvo a. Osoitetaan
nyt, ettd a € Z,.

Koska a,, € Z kaikilla indekseilla n, niin ordya, > 0 kaikille indekseille
n. Talloin voidaan helposti todeta, ettd |a,|, < 1. Koska lim, .. a, = a
p-adisen normin suhteen, niin on olemassa sellainen luku M, etta

n>M=la, —al, <1.
Nyt
lal, = |an + (a = ay)]p < max{[anlp, la — anlp} < 1.
Nain on osoitettu, ettd a € Z,. ]

Jos a € Zy, niin lauseen 4.4 nojalla ekvivalenssiluokan o edustajan (a;)
termit voidaan kirjoittaa muodossa

a; =g+ ap+ -+ aap

missé jokainen «; on jokin kokonaisluku joukosta {0, 1,...,p — 1}. Nyt ehdon
(2) nojalla . .
i1 = g+ aap+ -+ aiapT +aip'.
Esitysta
a=ay+ap+ap® + -
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sanotaan luvun o € Z, p-adiseksi laajennukseksi. Tassa esityksessd luvut o
ovat p-adiset numerot.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kyseinen p-adinen laajennus on yksikésittei-
nen.

Lause 4.6. Olkoon o € Z,,. Luvun o p-adinen laajennus
a=ag+ap+ap® + -

on yksikdsitteinen.

Todistus. (Vrt. [1, s. 25-26]).

Olkoon nyt a € Z,, ja
a =g+ ap+oagp’ + -

luvun « p-adinen laajennus. Tehdéan vastaoletus, ettd luvulle o on olemassa
toinenkin laajennus
a=ap+aip+app? + -

ja laajennukset eivit ole samat. Siis vahint&d&n yhdelle i on oltava a; # of.
Olkoon d ensimméinen téllainen kokonaisluku. Siis ay # ;. Oletetaan, ettd
ag < o). Koska luvut ag4 ja o/, ovat joukossa {0, 1,...,p — 1}, niin oletuksesta
g < ol seuraa, ettd 1 < o, —ay <p—1

Oletetaan, etta

pi1 = Qg +ap+ -+ a,p" ja

/ / / /I .n
Q1 = G+ alp+ -+ alp"

Nyt ;
a21+1 — Qdy1 = (04:1 — ag)p”.
Selvésti )
a:i-s-l - ad+1|p = ﬁ
Toisaalta

’a2l+1 - ad+1|p = ‘(ailﬂ - O‘) + (04 - ad+1)|p

< max {|a}, — alp, @ - agel,}

1
<ﬁ.

Tulos |ay,; — aa1]p, < z% ndhddén, kun suoritetaan laskut |a),, — al, ja

| — agq1|p. Koska |al, — agi], = 1% ja la . — agrly < #, on paadytty

ristiriitaan. Siis luvun « p-adinen laajennus on yksikésitteinen. ]
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Edelld kasiteltiin tapaus a € Z, eli @ € Q, ja |a, < 1. Siirrytédén nyt
tapaukseen, jossa a € Q, mutta |a, > 1. Tarkoitus on 16ytad myos téllaiselle
p-adiselle luvulle p-adinen laajennus.

Olkoon siis a € Q, sellainen p-adinen luku, ettd |«o|, > 1. Siis |af, =
p¥, missé k > 0. Kerrotaan nyt luku « luvulla p*. Saadaan p-adinen luku
B = p*a. Tille luvulle pitee, ettd |3], < 1. Néin ollen luvulle 8 on olemassa
p-adinen laajennus. Olkoon se

B=P0o+ Bip+ Pop® + -

Sijoitetaan nyt 3 yhtéloon S = pFa. Siis saadaan, etti

50+51p+ﬁ2p2+"'=pk04-

Jaetaan yht#lé nyt puolittain luvulla p¥. Saadaan, ettd

k—1 k k+1 k+r
a:ﬁ_]g &f+_..+ﬂk—1f +5k1;? +6k+1f +___+ﬁk+rf
p p p p p p

+

Kun suoritetaan sievennykset, niin saadaan edelleen, etté

Bo By Br—1
=24 +o
pk - pkl p

+ B+ Brep oo B

missé kertoimet 3, ovat valillda 0 < 3, < p — 1. Néin luvulle o on saatu
p-adinen laajennus. Seuraava lause yhdistaa edelliset tarkastelut.

Lause 4.7. Jokaisella p-adisella luvulla o € Q, on yksikdsitteinen p-adinen
laajennus

a=a_p " +ap T o, p T+ Faip +ag+ap+ap 4,

missi o, € Z ja 0 < oy, < p — 1. Lisiksi o € Z,, jos ja vain jos o_, = 0
aina, kun r > 0.

Todistus. Lause seuraa edellisisté tarkasteluista. O

Tavallisen desimaaliesityksen tapaan téllainen lauseen 4.7 mukainen p-
adinen laajennus voidaan esittdd muodossa

A_pX]_pOlo_p ... 10, X1 . ..

8, s. 3.

Huomautus. Vaikka ns. tavallisesta, lukijalle tutusta desimaaliesityksesté poi-
keten luvun p potenssit kasvavat oikealle pdin mentéessd, kiytadnnossa p-
adisten laajennusten muodostamisessa kannattaa lahted liikkeelle korkeim-
masta potenssista, joka ei ylita sitd lukua, jolle laajennusta kehitetaan

8, s. 3].
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Huomautus. Tavallisessa kymmenjarjestelméssa esimerkiksi luvulla 1 on kak-
si eri desimaalikehitelméa. Nimittdin 1 = 0,999... = 1,000.... Tama ei siis
p-adisten lukujen tapauksessa ole mahdollista.

Kaydadn seuraavaksi lapi konkreettinen esimerkki p-adisista laajennuk-
sista.

Esimerkki 4.1. Kirjoitetaan luvun 133 3-adinen laajennus.
133=1-3"+2-3+2-3*+1-3+1-3"
5-adisesti esitys 321,421 tarkoittaa lukua
3:-572+2-5"4+1-5°+4-5"+2-5°+1-5%

p-adisilla luvuilla voidaan laskea kuten tavallisilla desimaaliluvuilla. Ka-
sitellddn seuraavaksi esimerkki yhteen-, vihennys- ja kertolaskusta. Suorite-
taan laskut allekkain. On huomattava, etté poiketen tavallisista allekkainlas-
kuista nyt edetdén vasemmalta oikealle.

Esimerkki 4.2. Lasketaan yhteen 7-adiset luvut 4,213 ja 6, 105.

4, 2 1 3
6, 1 0 5 +
3, 4 1 1 1

Vahennetaan 7-adisesta luvusta 5,43 luku 2, 51.

5 4 3
2, 5 1| -
3, 6 1

Esimerkki 4.3. (Ks. [8, s. 4]). Kerrotaan 5-adinen luku 1, 3042 itsellaén.

1, 30 4 2
., 3 0 4 2
.3 0 4 2
390 12 6
00 0 0 O
4 12 0 16 8
2 6 0 8 4 +
, 100 0 3 3 4 2 1
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Osoitetaan nyt, ettd Q, on kunta.
Lause 4.8. Q, on kunta.

Todistus. (Vrt. [1, s. 27| ja |2, Lemma 3.2.8, s. 55]).

Lauseen todistamiseksi riittdéd osoittaa, ettd jokaisella nollasta poikkeaval-
la alkiolla on kdénteisalkio.

Olkoon siis a € Q, sellainen, ettd o # 0. Téalloin normin ominaisuuksien
nojalla ||, # 0. Olkoon nyt

I =|al, = lim |a,|, > 0.
n—oo
Nyt raja-arvon méaritelmén nojalla on olemassa sellainen luku My, etta
n > My = |a,|, > 1/2.

Tamaé taas tarkoittaa sitd, ettd kun n > M, niin a,, # 0. Nain ollen jokaisella
a, on kdanteisalkio kunnassa Q indeksista M; + 1 ldhtien.
Maééritelladn nyt jono (b,) seuraavasti:

L kunn > M.
a

n

! _{O, kun n < M,

Osoitetaan, ettd ndin méaritelty jono (b,) on Cauchyn jono p-adisen normin
suhteen.

Olkoon ¢ > 0. Koska (a,) on Cauchyn jono, niin télléin on olemassa
sellainen luku Ms, etta

el?
T
Valitaan M = max {M;, M,}. Oletetaan, ettd m,n > M. Nyt

m,n > My = |ay, — ayp <

2
_ 1 1 - Ap — Am . |am_a'n|p o |am_a’n|P % _
|bm_bn’p—___ — |\ | — - <l_2_5'
A, ap, p A, Ay, p |aman|p |am|p|an|1’3 4

Siis (b,) on Cauchyn jono.
Muodostetaan nyt jono (a,b,). On helppo nahdé, etté jono on seuraavan-
lainen:

b 0, kunn < M;,
AnOp =
1, kunn > M.

Siis vield konkreettisemmin

anbn) = (0,...,0,1,1,1,...).
(anbn) = ( )

M, kpl
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Nyt jonossa (a,b,) on siis ddrellinen mééra alkioita 0 ja ddreton madra al-
kioita 1, joten on selvdd, etté lim,, ., a,b, = 1. Edelleen jonojen (1) ja (a,b,)
erotukseksi saadaan

1) — (anby) = (1,1,...) = (0,...,0,1,1,1,...
(1) = (anbn) = ( ) —( )
M kpl
=(1,...,1,0,0,0,...).
N——

M kpl

Tamén jonon raja-arvo on 0, joten kyseessa on nollajono. Siis a3 = 1, joten
= o' Néin on osoitettu, ettd Q, on kunta. n

4.3 Henselin lemma ja kongruenssit

Henselin lemma on luultavasti térkein p-adisten lukujen ominaisuus. Sen
avulla voidaan selvittdd, onko polynomilla juuria renkaassa Z,. |2, s. 69.]
Téassa luvussa kiaydéaan 1api polynomien juurten ja kongruenssien vilisia yh-
teyksid. Luvun l&hteend on [6, s. 34-38|.

Lause 4.9 (Henselin lemma). Olkoon F(z) = co+crx+---+c,z™ polynomi,
jonka kertoimet ovat p-adisia kokonaislukuja. Olkoon

F'(z) = ¢1 + 2cm + 3csx® + - 4+ nepa™

polynomin F muodollinen derivaatta. Oletetaan, ettd ay on p-adinen koko-
naisluku, jolle pdtee F(ag) = 0 (mod p) ja F'(ay) # 0 (mod p). Tdlldin on
olemassa yksikdsitteinen p-adinen kokonaisluku a, jolle pitee F(a) = 0 ja
a=ag (mod p).

Todistus. Osoitetaan, ettd tallainen p-adinen kokonaisluku a on olemassa
konstruoimalla sen p-adinen laajennus a = by + by p+byp® + - - - induktiivises-
ti. Tama tarkoittaa sité, ettd induktioaskeleessa saadaan luvulle a approksi-
maatio a = by + - -+ + byp®. Jokainen a; on polynomin F(z) juuri modulo
pFtleli F(ay) = 0 (mod p*™) kaikille indekseille k. Kun k& — oo, niin
lopulta saadaan a, joka on vaadittu todellinen polynomin F' juuri.
Muotoillaan todistettava viite edelld esitettya ideaa vastaavaksi:

On olemassa sellainen p-adinen kokonaisluku
ar = by +bip+ -+ bpp”,
missa b; € {0,1,...,p— 1} kaikille indekseille i, etté
F(ax) =0 (mod p*™) ja ar=ap (mod p).

Todistetaan nyt véite k:n suhteen.
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Kun £ = 0, niin asetetaan by = ao,, missa ap, on luvun @, ensimméainen
numero. Nyt siis ap = @y, ja

ao — (o, + @o,p + @o,p° + -+ ) = —(@o,p + Go,p° + - - -)
= _p<501 + ag,p + - )

Siis p | (ag — @p), joten ag = ap (mod p) ja edelleen F'(ag) =0 (mod p). Nain
siis induktion perusaskel on kunnossa.

Tehdaéan sitten induktio-oletus, ettd vaite patee lukuun £ — 1 saakka.
Osoitetaan, ettd viite péatee myos luvulle k. Asetetaan sita varten, etta
ap = ax_1 + byp®, missé by, on jokin toistaiseksi tuntematon numero, jolle on
voimassa 0 < by < p.

Huomataan ensin, ettd polynomi F' voidaan esittda seuraavasti summa-

lausekkeena
n

F(z) = Z cix'.

=0

Lasketaan nyt F'(ay) seuraavalla tavalla. Sijoitetaan aluksi polynomiin F' aj:n
paikalle lauseke aj_1+byp*. Lausekkeen (ak—1 +bkpk)i ensimmaiset termit kir-
joitetaan ndakyviin Newtonin binomikaavaa kiyttden. Muista termeista kay-
tetddn nimitystd luvulla p**! jaolliset termit. Se, etté loput termit todella
ovat jaollisia luvulla p**!, on selvid Newtonin binomikaavan nojalla. Siis

n

F(a) = Flag_1 + bp") = Z ci(ag_1 + bpp®)’
=0

=co+ Z ci(at_, +ial brp® + luvulla p** jaolliset termit)
i=1
= co + c1(ap_1 + bpp" + luvulla p* jaollisia termeji)
+co(ai_; 4 2ap_1bp" + luvulla p™ jaollisia termejd) + - - -
+ cplay_; + nap=1bp® + luvulla p™ jaollisia termeji)

= Cy -+ C1Qp—1 + CQ&%_l + -+ cnaZ_l + clbkpk + 262ak_1bkpk S

+ ncnaZjbkpk + luvulla p**! jaolliset termit.

Koska
F(ag_1) = co + crax_1 + czai_l + - Fchap

ja
/ n—1
F'(ag-1) = c1 + 2c2a-1 + - - - + nepay, 4,
niin kokonaisuudessaan

F(ap) = Flap_1) + bpp"F'(ax—1) (mod p*).
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Induktio-oletuksen nojalla F(ay_;) = 0 (mod p¥), joten siis F(ap_1) = agp®
jollekin kokonaisluvulle oy, € {0,1,...,p — 1}. Néin ollen siis

F(ay) = F(ax_1) + bip"F'(ap—y) (mod p*t?)

= app” + bpp" F'(ar—1) (mod pFth).

Koska luvun ay, on toteutettava ehto F'(ay) = 0 (mod p**1), on siis ratkaistava
kongruenssiyht&lo

arp® + bp" F'(ax—1) =0 (mod p**")

tuntemattoman numeron by, suhteen. Kun jaetaan puolittain luvulla p¥, niin
yhtialo sievenee lauseen 2.7 nojalla muotoon

ag + b F'(ar—1) =0 (mod p).

Induktio-oletuksen nojalla a1 = @y (mod p), joten myos F'(ax_1) = F'(ao)
(mod p) lauseen 2.6 nojalla. Koska lauseen oletuksen nojalla F” (@) # 0 (mod
p), niin myds F’'(ag—1) # 0 (mod p). Siis (F'(ak-1),p) = 1. Nyt lauseen 2.9
nojalla kongruenssin ratkaisuksi saadaan

bp = ——— dp).
k F/(a/k—l) (mo p)
Nyt
Qg
Flag) = app® — o——p"F'(ar— d p**!
(ar) = oup Flae ! (ar—1) (mod p™)
=0 (mod p*th).

Lisiiksi huomataan, etté koska aj, = ap_1 +byp¥, ja induktio-oletuksen nojalla
ax—1 = @p (mod p), niin a; = @y (mod p). Néin viite on todistettu.
Olkoon
a=bo+bip +bop® +-- - .

Koska

a— ag = by +bip+bap® + -+ — (by + bip + bop® + - - + byp¥)
= b1 bapt P 4
= pMt! (bgs1 + bgrop + -+ ),

niin @ = a; (mod p*™). Niin ollen myds F(a) = F(ag) (mod p*) kaikille
indekseille k. Koska F(ay) = 0 (mod p*!), niin tilléin myds F(a) = 0
(mod p**1). Siis vilttimittid on oltava F(a) = 0, koska F(a) on p-adinen
kokonaisluku.

On jo todettu, ettd ay = ag (mod p). Kun lasketaan erotus a — ay, huo-
mataan, ettd a = a; (mod p). Néin ollen siis a = Gy (mod p).

Koska p-adinen laajennus on yksikésitteinen, niin luku a on yksikésittei-
nen. Ndin Henselin lemma on todistettu. []
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Huomautus. Lauseen 4.9 ehto F'(@y) # 0 (mod p) on olennainen. Kuitenkin
lauseesta 4.9 on olemassa kirjallisuudessa erilaisia versioita. Naisté kiytetaan
myo6s nimitystd Henselin lemma.

Huomautus. Lauseen 4.9 todistuksen tekniikka vastaa analyysin kursseilla
opittua Newtonin menetelméa etsittdessa reaalisia juuria reaalilukukertoimi-
selle polynomille.

Apulause 4.5. (Ks. [6, s. 25]). Jokaisella p-adisista kokonaisluvuista koos-
tuvalla padattymattomalld lukujonolla on suppeneva osajono.

Todistus. Sivuutetaan. Katso [6, s. 25-26]. O
Seuraava lause yhdistad p-adiset luvut ja kongruenssit.

Lause 4.10. Kokonaislukukertoimisella polynomilla F' on juurt a € Z,, jos
ja vain jos silli on kokonaislukujuuri modulo p* aina, kun k > 1.

Todistus. Olkoon F'(x) polynomi, jonka kertoimet ovat kokonaislukuja. Ole-
tetaan ensin, ettd polynomilla /' on juuri a € Z,. Siis luvulle a pétee

F(a) =0.

Nyt lauseen 4.4 nojalla on olemassa jono (ay), missé a; on kokonaisluku ja
k=1,2,.... Edelleen jokainen jonon termi on muotoa

ar = by + bip + bop® + -+ -+ bp_1p" L

Lisdksi tiedetdén, etta
a=a, (mod ph)

sen perusteella, ettd |a — axl, < p~*. Nyt lauseen 2.6 nojalla
F(ay) = F(a) (mod p*).
Koska oletuksen nojalla F'(a) = 0, niin selvésti siis edelleen
F(az) =0 (mod p*).

Siis polynomilla F on kokonaislukujuuri modulo p* kaikille luvuille & > 1.
Oletetaan sitten, ettd polynomilla F' on kokonaislukujuuri modulo p* kai-
kille £ > 1 eli ettd kongruenssilla

F(ay) =0 (mod p*)

on kokonaislukuratkaisu a; kaikille £ > 1. Nyt apulauseen 4.5 mukaan jonol-
la (ar) on suppeneva osajono (ag,). Siis osajonolla on raja-arvo. Olkoon se
lim; . ax, = a. Tarkoituksena on nyt osoittaa, ettd F'(a) = 0. Koska poly-
nomit ovat jatkuvia funktioita, niin siitd, ettd lim; .., ar, = a seuraa, etta
F(a) = F(lim a,) = lim F(ay,).
1—00

1—00
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Koska oletuksen nojalla
F(a,) =0 (mod p*),
niin lim; o F'(ax,) = 0. Siis téllin my6s F(a) = 0. O

Seuraus 4.1. Jos kokonaislukukertoimisella polynomilla ei ole juuria modulo
p, nun silld e ole juuria renkaassa Z,.

Maaritelma 4.6. Olkoon a € Z sellainen luku, ettéd (a,p) = 1. Talléin luku
a on nelionjadinnos modulo p, jos kongruenssilla

?=a (mod p)
on ratkaisu joukossa {1,2,...,p—1}. Muuten a on neliénepdjiinnds modulo
P.
Lause 4.11. Olkoon a € Z sellainen luku, ettd (a,p) = 1. Talloin luvun a
nelidjuuri on renkaassa Z,, missi p # 2, jos ja vain jos a on nelionjadnnds
modulo p.

Todistus. Olkoon P(z) = x? — a. Télléin P'(z) = 2z. Oletetaan ensin, etta
a on nelionjadnndés modulo p. Siis kongruenssilla

a=ay> (mod p)
on ratkaisu ag € {1,2,...,p — 1}. Télléin
P(ag) =a* —a=a—a=0 (mod p).
Koska ag € {1,2,...,p — 1}, niin selvésti (ag, p) = 1. Siis p 1 ag, joten
P'(ag) = 2ag Z0 (mod p).
Nyt Henselin lemman nojalla on olemassa sellainen b € Z,, etta
Pb)=b"—a=0.

Siis luvun a neliGjuuri on renkaassa Zj,.

Osoitetaan lauseen toinen suunta oikeaksi kontrapositioperiaatteen nojal-
la. Jos a on nelibnepédjasnnoés modulo p, niin seurauksen 4.1 nojalla luvun a
neliojuuri ei ole renkaassa Z,,. O

Havainnollistetaan asiaa esimerkillé.

Esimerkki 4.4. Tutkitaan, onko voimassa v/—1 € Zs.

Koska 22 = 4 = —1 (mod 5), niin —1 on neliénjadnnés modulo 5. Siis lauseen
4.11 nojalla nelidjuuri v —1 € Zs.

Tutkitaan, onko voimassa /—1 € Zs.

Koska sekd 12 = 1 # —1 (mod 3) ettd 22 = 4 # —1 (mod 3), niin —1
on nelidnepéjadnnoés modulo 3. Siis /—1 ¢ Z3 lauseen 4.11 nojalla.
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Léhteessd [6, s. 38| esitettyyn kysymykseen, onko /p € Z, tekija vastaa,
ettd kyseiseen tapaukseen ei voida soveltaa lausetta 4.11. Nimittédin lauseen
ehto (a,p) =1 ei toteudu téssa tapauksessa a = p.

5 Teichmiillerin laajennus

Téssa luvussa perehdytaan hiukan kunnan @, topologiaan. Pddméaériané on
saada p-adiselle kokonaisluvulle p-adisen laajennuksen rinnalle toinen esitys-
muoto, jota kutsutaan Teichmiillerin laajennukseksi. Aloitetaan méaérittele-
maélld muutamia topologian peruskésitteita.

Olkoon a € Q, ja § > 0 reaaliluku.

Maaritelma 5.1. Avointa palloa, jonka keskipiste on « ja sdde on §, mer-
kitdan

D(a;8) ={v€Q,: |y —al, <}
Suljettua palloa, jonka keskipiste on « ja sdde on ¢, merkitdan

D(a;0) ={y € Qp: |y —al, < d}.

Selvésti on voimassa, ettd D(a;9) C D(«;d). Seuraava tulos poikkeaa
reaalianalyysista.

Lause 5.1. Olkoon (5 € D(«;0). Silloin

D(8; 6) = D(as; ).

Vastaavasti, jos ' € D(«;d), niin

D(7;6) = D(a:9).

Siis jokainen pallon D(a;d) alkio on kyseisen pallon keskipiste. Sama tulos
on voimassa myos suljetulle pallolle.

Todistus. (Vrt. [1, s. 33]).

Oletetaan, ettd 3 € D(a;0) ja v € D(e;0). Nyt normin ominaisuuden (N4)
ja oletuksen perusteella saadaan, etta

V=Bl = (v —a) + (=B,
< max {|y — al, [a — 8[,}
< 0.

On siis osoitettu, ettd D(a;0) C D(0;0). Vastaavasti voidaan osoittaa, ettéd

).
D(5;0) € D(a;9). Siis D(8;0) = D(a;d). Samoin ndhdéén suljetun pallon
tapaus. L]
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Olkoon nyt X C Q,. Esimerkkind téllaisesta joukosta X on p-adisten
kokonaislukujen joukko Z,. Maéritelldan avoimet ja suljetut pallot joukossa
X.

Maaritelmé 5.2. Joukko
Dx(a;6) =D(o;6) N X

on avoin pallo joukossa X. Sen keskipiste on « ja sdde on §. Vastaavasti
joukko

Dx(a;9) =D(a;0) N X
on suljettu pallo joukossa X. Sen keskipiste on « ja sdde on 9.
Maééritelladn seuraavaksi jatkuva funktio. Olkoon f : X — Q, funktio.

Maaritelma 5.3. Funktio f on jatkuva pisteessd a € X, jos jokaista posi-
tiivista lukua e kohti on olemassa sellainen positiivinen luku ¢, etté

7 € Dx(a;0) = f(v) € D(f(a)se).

Jos funktio f on jatkuva jokaisessa joukon X pisteessd, niin f on jatkuva
joukossa X.

Huomautus. Kuten reaalianalyysissékin, jatkuvien funktioiden summat ja tu-
lot ovat jatkuvia.

Seuraava tulos on voimassa reaalianalyysissa.

Lause 5.2. Olkoon f : (a,b) — R jatkuva funktio. Jos jokaista vilin (a,b)
pistettd x kohti on olemassa sellainen posititvinen luku t, etti (x —t,x+1t) C
(a,b) ja f on vakio valilla (x —t,x+t) eli f on paikallisesti vakio, niin f on
vakio valilla (a,b).

Mairitelmé 5.4. Olkoon X C Q, ja f : X — Q, funktio. Funktio f on
paikallisestt vakio joukossa X, jos jokaista joukon X alkiota « kohti on ole-
massa sellainen positiivinen reaaliluku d,, ettd f on vakio joukossa D x(«; 0, ).

Kasitelladn seuraavaksi esimerkki funktioista, jotka ovat paikallisesti va-
kioita joukossa Q.

Esimerkki 5.1. (Vrt. |1, esim. 4.9, s. 35]). Olkoon nyt X = Z, ja o € Z,,.
Tiedetddn, ettd luvulle o on olemassa p-adinen laajennus

a=ag+ap+agp’+---,

missé kertoimet a,, € Z ja 0 < o, < p— 1.

Olkoon f, : Z, — Z, funktio, jolle f,(o) = «,,. Téllainen funktio on
madritelty jokaiselle indeksille n > 0. On helposti todettavissa, ettd nadmé
funktiot ovat paikallisesti vakioita. Nimittéin, jos luku a korvataan jollakin
sellaisella luvulla 5 € Z,, jolle on voimassa, ettd |5 — al, < 1/p™, niin funk-
tio f, pysyy muuttumattomana. Téméa pétee siis jokaiselle indeksille n ja
perustuu siihen, ettéd téalloin luvut a ja § ovat valttamatta yhtasuuret. Nyt
madritelmén 5.4 nojalla kyseiset funktiot f,, ovat paikallisesti vakioita.
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Lause 5.3. Olkoon f : X — Q, funktio, joka on paikallisesti vakio joukossa
X. Silloin f on jatkuva joukossa X.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. |1, s. 35]. O

Esimerkki 5.2. (Vrt. [1, esim. 4.11, s. 35|). Olkoon Y = D(0;1) C Z,.
Maéritellaan nyt joukon Y karakteristinen funktio xy : Z, — Q, seuraavasti

(a) 1, kunaey,
o) =
A 0, kuna¢gV.

Selvisti funktio yy on vakio jokaisessa joukossa D(k; 1), missd 0 < k < p—1.
Nain ollen méaaritelmén 5.4 nojalla funktio yy on paikallisesti vakio joukossa

Z

D-

Maaritelladn seuraavaksi Teichmiillerin funktiot. Tehdaan tdmé lauseessa
5.4. Lauseen todistusta varten tarvitaan seuraava aputulos.

Apulause 5.1. (Ks. [1, s. 29]). Jono (o) on Cauchyn jono kunnassa Q,,
jos ja vain jos jono (a1 — ) on nollajono.

Lause 5.4. On olemassa yksikdsitteinen paikallisesti vakioiden, ja siten myds
jatkuvien, funktioiden w, : Z, — Q, jono, joka toteuttaa seuraavat ominai-
suudet.

(T1) wn(a)? =wp(a), kunmn >0.
(T2) a= an(a)p”.

Todistus. (Vrt. [1, s. 36-37]).

Maéritellaan aluksi Teichmiillerin karakteri w : Z, — Q,. Tama karakteri
tulee olemaan funktio wy. Olkoon o € Z,,. Nyt jono (a?") on jono p-adisia ko-
konaislukuja. Osoitetaan, ettéd kyseiselld jonolla on raja-arvo. Tehdadn tamé
osoittamalla, ettd jono on Cauchyn jono. Koska @Q, on téydellinen p-adisen
normin suhteen, niin jokaisella Cauchyn jonolla on raja-arvo.

Edella opitun perusteella tiedetdéan, etta luvulla o on p-adinen laajennus

a=ag+ap+ap’+ -,
missa o € Z ja 0 < a < p — 1. Erityisesti on voimassa, etta
la — apl, < 1.

Fermat'n pienen lauseen nojalla aff = ap (mod p), joten lauseen 3.2 nojalla

11—k . ..
k < 1, normin ominaisuutta

p

ag — apl, < 1. Kéytetdin nyt tietoa ‘a ab
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(N2) ja kolmioepayht#loa eli normin ominaisuutta (N3). Saadaan paateltyé,
etta

o — g, = (@ — ag) (@ + o Pag + -+ + ag_l)\p
<l — aolp
< 1.

Nyt kokonaisuutena saadaan, etta

0" — af, = |(a” = ag) + (a5 — ao) + (a0 — a)],
< max{|a” — agly, |ag — aoly, [a0 — alp}

< 1.

Osoitetaan seuraavaksi induktiolla, etté jokaiselle luvulle n > 0 on voi-
massa, etta

(5.1)

Edelld juuri osoitettiin, ettd |o? — af, < 1. Siis kaava (5.1) toteutuu, kun
n = 0. Tehddédn nyt induktio-oletus, ettd kaava (5.1) on voimassa luvulle
n > 0. Todistetaan, ettd kaava on voimassa myo6s luvulle n 4+ 1. Koska

apn+1 _ apn

induktio-oletuksen nojalla < z%’ voidaan kirjoittaa

p

= o + 5,

n—+1
O./p

missé |3, < 1/p". Nyt korottamalla potenssiin p ja hyddyntdmalld Newtonin
binomikaavaa saadaan, etti

o = (" + B)P
. n+1 n(p—1 p "k —k
= o 4 pa?" P Vg4 (k)ap BPF 4P,
missé jokaisen termin p-adinen normi on pienempi kuin 1/p"*! ensimmaéisté

termié lukuun ottamatta. Nyt siis normin ominaisuuden (N4) nojalla saa-

daan, etta
1

anrl '

P
Néin on todistettu, ettd kaava (5.1) on voimassa jokaiselle luvulle n > 0. Nyt
selvéisti jono a?""" — a?" on nollajono. Siis apulauseen 5.1 nojalla jono (a")
on Cauchyn jono. Néin ollen kyseiselld jonolla on raja-arvo.

Madéritelladn nyt Teichmiillerin karakters,

w:Zy — Q wla)= limPa?".

n—oo

43



T4élle funktiolle on voimassa
o —w(a)], <1, w(@)? =uw(a).

Epéayhtélo |a — w(a)|, < 1 seuraa kaavasta (5.1). Yhtalo w(a)? = w(a) seu-
raa siita, etta

T p '
<lim (P) P ) = lim (p)(ap )p

n—oo n—oo

= lim @ (ozp"+l) .
Asetetaan nyt, ettd wo(a) = w(a). Muut Teichmiillerin funktiot saadaan
rekursiolla seuraavasti
a— (wola) +wi(a)p+ - 4+ wy(a)p™
o) = (A Gy

Paatetddn lauseen 5.4 todistus tahan. O

Maéritelmé 5.5. Olkoon « € Z,. Laajennus
o = () +wr(a)p -+ wala)p" 4

on luvun « Teichmiillerin laajennus ja kertoimet w,(«) ovat luvun «
Teichmiillerin numerot.

Teichmiillerin laajennusta kiytetdén usein sen sijaan, ettd kiytettaisiin
alemmin esiteltyd p-adista laajennusta. Yksi syy tdhéan on funktion w mul-
tiplikatiivisuus. Seuraavassa lauseessa kiydéaan ldpi funktion w ominaisuudet.

Lause 5.5. Funktio w : Z, — Q,, on paikallisesti vakio ja toteuttaa ehdot
w(af) = w(a)w(f),
wla+B) - w(a) — w(B)], < 1.

Funktion w kuvajoukko muodostuu renkaan Z, alkioista. Tarkemmin sanot-

tuna funktion w kuvajoukko koostuu polynomin XP — X erisuurista juurista,
joita on p kappaletta.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [1, s. 37]. O
Kaydadn lapi esimerkki Teichmiillerin laajennuksesta.

Esimerkki 5.3. (Vrt. [1, esim. 4.15, s. 38]). Olkoon p = 3. Polynomin X*—X
juuret ovat 0,1 ja —1.

Etsitdén luvulle o« = 1/5 Teichmiillerin laajennus. Kéytetadn téssa lauset-
ta 5.4. Koska 5 = —1 (mod 3), niin |5 — (=1)|3 < 3. Siis varmasti on voi-
massa, etta
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Nyt siis lauseen 5.4 nojalla w(5) = —1. Koska selvésti w(1) = 1 ja funktion
w multiplikatiivisuuden nojalla

w(5)el3) = w(1),
on nyt oltava, ettd w(1/5) = —1. Asetetaan siis wy(1/5) = w(1/5) = —1.

Loput Teichmiillerin numerot saadaan rekursiokaavalla

o — (wo(a) +wi(a)p+ -+ wn(a)p">>
pn+1 :

snia(e) = (

Nyt siis <1/5 (1/5))
wi(1/5) = w % .

Kun sijoitetaan kaavaan wy(1/5) = —1, saadaan, etté

it = (L25ED),

Téasta edelleen laskemalla saadaan, etta
wi(1/5) = w(2/5).
Koska 2 = —1 (mod 3) ja 5 = —1 (mod 3), niin lopulta
w1 (1/5) =w(l) =1.
Ratkaistaan seuraavaksi wy(1/5) samaa rekursiokaavaa kiyttaen. Nyt

1/5 — wo(1/5) —wn(1/5) - 3)
] :

wa(1/5) = w (
Sijoitetaan yhtaloon wg(1/5) = —1 ja wi(1/5) = 1. Saadaan siis, etté

n(1/5) (1/5 . (9-1) - 3) |

Laskemalla saadaan
wa(1/5) = w(—1/5).
Nyt nahdaan helposti, ettéa

wy(1/5) = w(—1/5) = 1.
Nyt on saatu luvulle @ = 1/5 Teichmiillerin laajennus
1
g:—1+1-3+1-32+---

Teichmiillerin numeroita voitaisiin laskea liséé samaan tapaan kuin edellé.
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