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Tiivistelma

Téssé tutkielmassa késitelldan funktiojonon tasaista suppenemista. Ensin tu-
tustutaan funktiojonon pisteittdiseen suppenemiseen, mutta huomataan sit-
ten esimerkkien avulla, ettei funktiojonon pisteittdinen suppeneminen ole
riittdvan vahva ominaisuus funktiojonojen rajafunktioiden tutkimiseen. Té-
méan jalkeen maaritelladn funktiojonon tasainen suppeneminen.

Tutkielmassa todistetaan nelja lausetta, jotka koskevat tasaisesti suppe-
nevaa funktiojonoa. Ensin todistamme, ettd tasaisesti suppenevalla funktio-
jonolla, jonka kaikki funktiot ovat jatkuvia jossain tarkasteltavan vélin pis-
teessé, on téssd pisteesséd jatkuva rajafunktio. Toiseksi todistamme tarkeén
lauseen, joka koskee integraalin ja rajaprosessin jarjestyksen vaihtamista.
Kolmanneksi todistamme lauseen, jota kutsutaan yleisesti tasaisen suppe-
nemisen Cauchyn kriteeriksi. Se kertoo, ettd tasaisesti suppenevan funktio-
jonon termit saadaan darettomaéan lahelle toisiaan, kun ollaan tarpeeksi kau-
kana jonossa. Viimeisend todistamme térkedn lauseen koskien derivaatan ja
raja-arvoprosessin jarjestyksen vaihtamista.

Lahdeteoksina téssd tutkielmassa kidytetddn Tom M. Apostolin kirjaa
Mathematical analysis, Patrick M. Fitzpatrickin kirjaa Advanced calculus,
Kenneth A. Rossin kirjaa Elementary analysis: The theory of calculus ja
William R. Waden kirjaa An introduction to analysis.
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1 Johdanto

Téamén tutkielman kolmannessa luvussa kisittelemme funktiojonon tasaista
suppenemista. Tarkastelemme neljaé lausetta, jotka koskevat tasaisesti sup-
penevaa funktiojonoa.

Tutustumme ensin pykélassa funktiojonon pisteittaiseen suppenemi-
seen, mutta huomaamme esimerkkien avulla, ettei pisteittdinen suppenemi-
nen ole riittdvan vahva ominaisuus funktiojonojen rajafunktioiden tutkimi-
seen. Tamén jélkeen on luontevaa madritella funktiojonon tasainen suppene-
minen. Sen teemme pykéléssa [3.2.1]

Seuraavaksi todistamme jatkuvuutta koskevan lauseen. Todistamme, etta
tasaisesti suppenevalla funktiojonolla, jonka kaikki funktiot ovat jatkuvia
jossain tarkasteltavan vélin pisteessd, on téssa pisteessé jatkuva rajafunktio.
Tamén todistamme pykaléssi [3.2.2] Aikaisemmin olemme huomanneet, etté
néin ei valttamaétta ole, jos kyseesséd on pisteittdin suppeneva funktiojono.

Sitten todistamme pykéldssa[3.2.3]tdrkeén lauseen, joka koskee integraalin
ja rajaprosessin jarjestyksen vaihtamista. Todistamme, ettd kun funktiojono
suppenee tasaisesti suljetulla vililld ja kun jokainen funktiojonon funktio on
integroituva kyseisella vélilld, niin rajafunktio on integroituva talla valilla ja
integraalin ja rajaprosessin jéarjestyksen voi todella vaihtaa.

Kolmanneksi todistamme lauseen, jota kutsutaan yleisesti tasaisen sup-
penemisen Cauchyn kriteeriksi. Se kertoo, ettéd tasaisesti suppenevan funk-
tiojonon termit saadaan darettoméan lahelle toisiaan, kun ollaan tarpeeksi
kaukana jonossa. Tdmén todistamme pykalassa |3.2.4

Viimeisend pykalassa todistamme vield tarkedn tuloksen koskien
derivaatan ja raja-arvoprosessin jarjestyksen vaihtamista. Todistamme, etté
jos funktiojono suppenee pisteittiin avoimella vélilla, jokainen funktiojonon
funktio on derivoituva samalla vélilla ja funktiojonon derivaattafunktioista
koostuva jono suppenee tasaisesti talla vililld, niin funktiojono itse suppenee
tasaisesti kyseiselld vililla ja derivaatan ja rajaprosesssin jérjestyksen voi
vaihtaa.

Esitdmme muutamia esimerkkeja koskien méaritelmié tai todistamiamme
lauseita. Toivomme néiden, sekd piirtdmiemme kuvien havainnollistavan ja
selkiyttavin kasiteltdvia asioita.

Aivan tutkielmamme alussa esitdmme luettelonomaisesti jatkon ymmaér-
tdmisen kannalta olennaisia maaritelmia ja lauseita. Taméan teemme luvussa
Lukijalta edellytdmme kuitenkin, ettd hdn ymmaéartda ja tuntee daretto-
mén jonon késitteen, kolmioepayhtalon seké integraalilaskentaan liittyen jaon
késitteen ja jakoon liittyvat ominaisuudet. On myos hyva tuntea joitain pe-
rusasioita tavallisimpien funktioiden ominaisuuksista.

Lahdeteoksina kiytdmme tésséd tutkielmassa Tom M. Apostolin kirjaa
Mathematical Analysis, Patrick M. Fitzpatrickin kirjaa Advanced Calculus,
Kenneth A. Rossin kirjaa Elementary analysis: The theory of calculus ja



William R. Waden kirjaa An introduction to analysis.

2 Valmistelevia tarkasteluja

Téassé kappaleessa kiiymme lyhyesti lapi pddaiheemme kasittelyssa tarvitse-
miamme késitteitd ja tuloksia.

2.1 Lukujonoista

Pykalassa 2.1 esitdmme lukujonojen suppenemista koskevan méaritelméan ja
tutustumme Cauchyn jonoihin.

2.1.1 Lukujonon suppeneminen

Maéritelma 2.1. Reaalilukujonon {z,} sanotaan suppenevan kohti reaali-
lukua a, jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luonnollinen
luku N, etta

kun n > N, niin|z, —a| <e.

(Ks. [, s. 34].)

2.1.2 Cauchyn jonoista

Cauchyn jonon késite on hyvin laajasti kiytetty. Tarvitsemme sita tutkiel-
mamme luvussa [3l

Maaritelméan mukaan, jos {z,} on suppeneva lukujono, on olemassa
sellainen reaaliluku a, ettd kun luku n on tarpeeksi suuri, luvut z,, ovat lahella
lukua a. Ymmérramme, etté talloin luvut x,, ovat lahelld myos toisiaan. Tamé
havainto johtaa seuraavaan maaritelméaén.

Maaritelma 2.2. Reaalilukujonoa {x,} sanotaan Cauchyn jonoksi, jos jo-
kaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luonnollinen luku N, etta

kun n,m > N, niin|z, —z,| < e
(Ks. [4], s. 48-49].)

Kaksi seuraavaa tulosta osoittavat, kuinka Cauchyn jonon Kkisite liittyy
suppenemiseen.

Apulause 2.3. Jos reaalilukujono {z,} suppenee, se on Cauchyn jono.
Todistus. Ks. [4], s. 49]. O

Seuraava lause kertoo, ettd apulause on voimassa reaalilukujonoille
myo0s toiseen suuntaan.



Lause 2.4. Olkoon {x,} reaalilukujono. Tdllin {z,} on Cauchyn jono, jos
ja vain jos {x,} suppenee kohti jotain reaalilukua a.

Todistus. Ks.[4, s. 49]. O

2.2 Jatkuvuudesta

Tasséa luvussa kilymme lapi funktion jatkuvuuden késitettd. Aluksi pykaldsséa
esitdimme maaritelméan funktion raja-arvolle. Sitten esitimme tuloksen,
joka palauttaa funktion raja-arvon lukujonon raja-arvoon. Pykélassi [2.2.2
esitdimme funktion jatkuvuuden tdsmaéllisen madritelman.

2.2.1 Funktion raja-arvosta

Maaritelma 2.5. Oletetaan, ettd a on reaaliluku. Olkoon I avoin vali, joka
sisialtdd luvun a. Olkoon viela f reaalifunktio, joka on méaritelty kaikkialla
valilld I, paitsi mahdollisesti pisteessé a. Talloin funktion f(z) sanotaan sup-
penevan kohti raja-arvoa L, kun x ldhestyy lukua a, jos jokaista lukua € > 0
kohti on olemassa sellainen luku § > 0, etté

kan 0 < |z —al <§, niin |f(z)— L] <e.

(Téssé d yleensa riippuu luvusta €, funktiosta f ja luvusta a). Téll6in voimme
kirjoittaa, etta
L = lim f(x).

r—a

Kutsumme reaalilukua L funktion f(z) raja-arvoksi, kun muuttuja  lahestyy
lukua @ rajattomasti. (Ks.[4, s. 57].)

Lause 2.6. Oletetaan, etti a on reaaliluku ja I on avoin vdli, joka sisdl-
tid luvun a. Olkoon {x,} mielivaltainen joukon I\ {a} reaalilukujono, joka
suppenee kohti raja-arvoa a. Oletetaan vield, ettd f on reaalifunktio, joka on
mdaanritelty kaikkialla joukossa I, paitsi mahdollisesti pisteessd a.

Tdlloin raja-arvo L = lim,_., f(x) on olemassa, jos ja vain jos lukujono
{f(z,)} suppenee kohti raja-arvoa L aina, kun {x,} suppenee kohti raja-arvoa
a.

Todistus. Ks. [4], s. 59]. O

2.2.2 Funktion jatkuvuuden maaritelméa

Maaritelma 2.7. Olkoon joukko FE reaalilukujen joukon R epétyhjé
osajoukko ja olkoon f funktio joukolta E joukkoon R. Té&lléin



(i) funktion f sanotaan olevan jatkuva joukon E pisteessd a, jos jokaista
lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen (yleensé luvusta e, funktiosta
f ja luvusta a riippuva) luku § > 0, etta

kun |z —a|<¢d ja x€E, nin |f(z)— f(a)| <e,

(ii) funktion f sanotaan olevan jatkuva joukossa E, jos funktio f on jatkuva
jokaisessa joukon E pisteessa z,

(iii) funktion f sanotaan olevan jatkuva, jos se on jatkuva koko maarittely-
joukossaan Dom(f).

(Vit. [ s. 71].)

2.3 Derivoituvuudesta

Tarkastelemme derivoituvuutta joukossa R. Esitamme tassa pykaldssa deri-
voituvan funktion ja derivaatan maaritelmat. Lopuksi esitdmme derivoituvia
funktioita koskevan tuloksen, jota kutsutaan véliarvolauseeksi.

2.3.1 Derivaatta

Aikaisempien matematiikan opintojemme perusteella meilld on mielikuva, et-
ta derivaatta on funktion kuvaajan tangentin kulmakerroin jossain pisteessa.
Téssé esitimme tasmallisen méaritelmén derivoituvalle funktiolle ja derivaa-
talle.

Maaritelma 2.8. Oletetaan, ettd f on reaalifunktio.

(i) Funktion f sanotaan olevan derivoituva pisteessd a, jos funktio f on
maéaritelty jollain pisteen a sisdltavialla avoimella vélilla ja jos seuraava
raja-arvo on olemassa:

) o i L)~ F (@)

h—0 h

Téssd f'(a) on funktion f derivaatta pisteessd a.

(ii) Funktion f sanotaan olevan derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa
maédrittelyjoukkonsa pisteessa a.

(Ks. [4, s. 84].)

Seuraavassa lauseessa [2.9 esitamme viela toisen karakterisoinnin derivoi-
tuvuudelle.

Lause 2.9. Olkoon f reaalifunktio ja a reaaliluku. Funktio f on deriwoituva
pisteessa a, jos ja vain jos



(i) on olemassa sellainen avoin vali I, ettd funktio f on mdadaritelty koko
valilla 1 ja a € 1,

(ii) on olemassa sellainen pisteessi a jatkuva funktio f* joukolta I joukkoon
R, ettd yhtdlo

flz) = f(z)(z —a) + f(a)

on voimassa aina, kun x € 1. Tdssd yhtdlossd f*(x) = f'(a).

Todistus. Ks. |4, s. 86]. O

2.3.2 Valiarvolause

Myo6s véliarvolausetta tarvitsemme luvussa [3] Tarkastelemme aluksi erityis-
tapausta (apulause [2.10)), joka tunnetaan yleisesti Rollen lauseen nimellé.

Apulause 2.10. Oletetaan, etti funktio f on jatkuva suljetulla, rajoitetulla
ja epdtyhjialld valilld [a,b] ja derivoituva avoimella vililld (a,b).
Jos f(a) = f(b), niinf'(x¢) = 0 jossain avoimen vdlin (a,b) pisteessd xy.

Todistus. Ks. [4, s. 93-94]. O

Lausetta kutsutaan yleistetyksi véliarvolauseeksi tai Cauchyn valiar-
volauseeksi, lause on nimeltdan valiarvolause.

Lause 2.11. Oletetaan, ettd vdili [a,b] on suljettu, rajoitettu ja epdtyhja. Jos
funktiot f ja g ovat jatkuvia vdlilla [a,b] ja derivoituvia avoimella vdlilla
(a,b), niin on olemassa sellainen piste xo avoimella vdlilld (a,b), ettd

f'(x0)(9(b) = g(a)) = ¢ (w0)(f(b) — f(a)).
Todistus. Ks. [4, s. 95]. O

Lause 2.12. Oletetaan, ettd vili [a,b] on suljettu, rajoitettu ja epdtyhja. Jos
funktio f on jatkuva vdlilld [a,b] ja derivoituva avoimella vélilla (a,b), niin
on olemassa sellainen piste xo avoimella valilld (a,b), ettd

f(b) = fla) = f'(z0) (b — a).
Todistus. Ks.J4, s. 95]. O



2.4 Integroituvuudesta

2.4.1 Riemann-integraalista

Tassa pykélassa esitimme Riemannin yla- ja alasumman maaritelmat, Riemann-
integroituvuuden méaritelmén seké lauseen, joka koskee integroituvaa funk-
tiota.

Maaritelma 2.13. Olkoon vili [a, b] suljettu ja rajoitettu, ja olkoon vélin
la,b] jako P = {xg,x1,...,2,}. Olkoon vield funktio f vililta [a, b] joukkoon
R rajoitettu. Talloin

(i) funktion f jakoa P vastaava Riemannin ylisumma on luku
U(f7 P) = Z M](f)(l’] - $j—1)7
j=1

missé

M;(f) == sup  f(x),

z€lj—1,1]

(ii) funktion f jakoa P vastaava Riemannin alasumma on luku
L(f.P) =Y _my(f)(x; — zj-1),
j=1

missé

mi(f) = inf  f(a).

z€[rj—1,2;]
(Ks. [4, s. 107].)

Huomautus 2.14. Oletimme edelld, ettd funktio f on rajoitettu. Siispa
luvut M;(f) ja m;(f) ovat olemassa &érellisind. (Ks. [4, s. 107].)

Maaritelméa 2.15. Olkoon vili [a, b] suljettu, rajoitettu ja epétyhja. Funk-
tion f : [a,b] — R sanotaan olevan Riemann-integroituva valilla [a,b], jos
funktio f on rajoitettu kyseiselld vélilla ja jokaista lukua € > 0 kohti on
olemassa sellainen vélin [a, b] jako P, etté

U(f,P)— L(f,P) < e.
(Vit. [, 5.109].)

Lause 2.16. Jos funktio f on Riemann-integroituva valilld [a,b], niin myds
funktio |f| on Riemann-integroituva vililld [a,b] ja

|/abf(x)dx| < /ab |f(z)|dx.

Todistus. Ks. [4], s. 120]. O



3 Funktiojonon tasainen suppeneminen

Téassa luvussa tutustumme funktiojonon tasaiseen suppenemiseen. Tamén
kappaleen lopussa tarkastelemme muutamaa merkittavaa lausetta, jotka kos-
kevat tasaisesti suppenevaa funktiojonoa.

3.1 Funktiojonon pisteittainen suppeneminen

Ennen kuin tutkimme funktiojonon tasaista suppenemista, tarkastelemme
funktiojonon pisteittiistd suppenemista. Pisteittdinen suppeneminen on hel-
pompi tapa ymmaértaéd ja madritelld funktiojonon suppeneminen, joten aloi-
tamme siita.

Maaritelma 3.1. Oletetaan, ettéd joukko E on reaalilukujen joukon R epé-
tyhja osajoukko. Sanotaan, ettd funktiojono {f,} joukolta E joukkoon R
suppenee pisteittdin joukossa FE, jos jokaista joukon E alkiota x kohti on
olemassa raja-arvo

lim f,(x) = f(x).

n—oo

(Ks. [, s. 182].)

Huomautus 3.2. Kun funktiojono {f,} suppenee pisteittdin joukossa F
kohti rajafunktiota f, merkitsemme: f,, — f joukossa F, kun n — oo.

Ymmaérrdmme, ettd kun { f,,} on funktiojono, niin { f,,(x)} on talloin reaa-
lilukujono. Funktiojono {f,} siis suppenee pisteittéin joukossa F, jos ja vain
jos reaalilukujono {f,(x)} suppenee aina, kun = € E. Tamén vuoksi kaikki
reaalilukujonojen suppenemista koskevat tulokset koskevat myos funktiojo-
non pisteittiistd suppenemista. Seuraava lause koskee taté havaintoa.

Lause 3.3. Oletetaan, ettd joukko E on joukon R epdtyhjd osajoukko ja ettd
{fn} on funktiojono joukolta E joukkoon R. Funktiojono f, — f pisteittiin
joukossa E, jos ja vain jos jokaista lukua € > 0 ja joukon E alkiota x koht:
on olemassa sellainen luonnollinen luku N, ettd

jos m>N, nin |f.(z)— f(z)] <e

(Tdssa luonnollinen luku N voi ritppua yhtd hyvin muuttujasta x kuin myds
luvusta €.)

Todistus. (Vrt. [4l s. 182].) Mééritelmén [3.1) mukaan pisteittdin suppenevalla
funktiojonolla {f,} on olemassa raja-arvo lim, . fn(z) = f(z) aina, kun
x € E. Tamén perusteella voimme péételld, ettd funktiojono {f,} suppenee
pisteittédin joukossa F, jos ja vain jos reaalilukujono {f,(x)} suppenee kohti
reaalilukua f(z) aina, kun z € E.

Nyt koska {f,(z)} on reaalilukujono ja f(z) on reaaliluku, méaéritelméan
2.1]nojalla reaalilukujono { f,(z)} suppenee kohti reaalilukua f(z), jos ja vain

10



jos jokaista lukua € > 0 ja joukon E' alkiota = kohti on olemassa sellainen
luonnollinen luku N, etta

jos m >N, niin |f,(z)— f(z)] <e.
Nain lause on todistettu. ]

Neljé seuraavaa huomautusta esimerkkeineen (vrt. |4, s. 73-74]) kertovat
meille, mitd ominaisuuksia rajafunktio perii pisteittdin suppenevalta funk-
tiojonolta. Saamme huomata, ettd monikaan pisteittdin suppenevan funktio-
jonon ominaisuus ei siirry sen rajafunktiolle.

Huomautus 3.4. Jono jatkuvia (vastaavasti derivoituvia) funktioita voi su-
peta pisteittain kohti rajafunktiota, joka ei valttdmétté ole jatkuva (derivoi-
tuva).

Esimerkki 3.1. Esimerkiksi olkoon jono funktioita f,(z) = 2™ mééritelty
puoliavoimella vélilla (—1, 1]. Talloin { f,,(1)} on vakiojono ja lim, . fn(1) =
1.

Toisaalta kun —1 < x < 1, on selvéd, ettd lim,, .., f,(z) = 0. Télloin siis
funktiojono { f,, }, joka koostuu jatkuvista funktioista ™, suppenee pisteittdin
kohti epajatkuvaa rajafunktiota

) = {1, kun x =1,

0, kun -1 <z <1.

Katso kuva 1. Vastaavasti funktiojonon f,(z) = 2™ funktiot ovat derivoitu-
via, mutta rajafunktio f ei ole derivoituva pisteessd r = 1.

Huomautus 3.5. Jono integroituvia funktioita voi supeta pisteittdain kohti
rajafunktiota, joka ei ole integroituva.

Esimerkki 3.2. Esimerkiksi olkoon f,(x) = e~™ missé n on luonnollinen
luku ja z reaaliluku. Nyt {f,(0)} on vakiojono ja lim, . f,(0) = 1.

Kun x # 0, pétee lim, . fu(x) = 0. (Td4mé johtuu siitd, ettd voim-
me arvioida 0 < f,(z) < Hﬁ)
joka koostuu integroituvista funktioista e~
integroituvaa rajafunktiota

fla) = {1, kun x = 0,

0, muulloin.

—7’7,172

. Néin ollen funktiojono f,(x) = e,

na? suppenee pisteittdin kohti ei-

Katso kuva 2.

11



Kuva 1: Esimerkin [3.1] jono funktioita f,,(z) = 2™ suppenee kohti paloittain
méadariteltya rajafunktiota valilla (—1,1].

Kuva 2: Esimerkin jono funktioita f,(z) = e™** suppenee pisteittiin
kohti rajafunktiota, joka ei ole integroituva.

12



Huomautus 3.6. On olemassa jono derivoituvia funktioita {f,} ja derivoi-
tuva funktio f siten, ettd {f,} suppenee pisteittdin kohti rajafunktiota f
valilla E C R, mutta

(3'1> hmnHooJ%(x) 7& (hmnﬂoofn(m))/'

Esimerkki 3.3. Voimme tutkia esimerkiksi jonoa funktiota f,(z) = 2z™/n
ja rajafunktiota f(x) = 0. Funktiojono {f,} suppenee pisteittédin kohti raja-
funktiota f valilla [0, 1]. Jokainen funktio f,, on myds derivoituva, silla

[/ (z) = 22"1. Nyt pisteessi = 1 saamme

lim,, oo f/(1) = lim,, 2 x 1"71 = 2, mutta

(limy—oo fn (1)) = (limy—oe 2Z5) = 0/ = 0. Katso kuva 3. Siis yht&ld (3.1)
on voimassa.

) £
—— v
— )
y=f, )
—— v (x)
(1)
-
X

Kuva 3: Esimerkin funktiojonolla lim,, ., f/, () # (lim, . fn(2))’, kun
z € [0,1].

Huomautus 3.7. On olemassa jono integroituvia funktioita {f,,} ja funktio
[ siten, ettd {f,} suppenee pisteittdin kohti rajafunktiota f valilla [a,b],
mutta

(3.2) lim,, o, / (@) £ / (it o fo(2))de

Esimerkki 3.4. Olkoon funktiojono {f,} vililta [0, 1] joukkoon R sellainen,
ettd fi(z) =1 ja

n’x, 0<z<1/n,
fo() =< 2n—nz, 1/n<z<2/n,
0, 2/n <z <1,
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kun n =2,3,... (Katso kuva 4.) Télléin {f,(0)} on vakiojono, jonka vakio-
arvo on 0. Siispé lim,, ., f,(0) = 0.

Toisaalta aina, kun x € (0, 1], raja-arvo lim,_., f,(z) = 0. Funktiojono
{fn} suppenee siis pisteittdin kohti rajafunktiota f(z) = 0. Nyt saamme
yhtélon oikealta puolelta arvon f01 (lim,, 0 fr(2))dx = 0. Vasemmalta

puolelta taas saamme arvon lim,, fol fo(x)dxr = 1 aina, kun n € N, silld
kolmion pinta-alaksi saadaan téssé aina arvo 1.

Kuva 4: Esimerkin funktiojonoa havainnollistava kuva. Ks.[4] s. 184, kuva
7.1]

3.2 Funktiojonon tasainen suppeneminen

Tarkastellessamme edellisia huomautuksia, vakuutumme siité, ettd pisteit-
tainen suppeneminen on riittdméaton ominaisuus funktiojonojen rajojen tut-
kimisessa. Nyt olemme motivoituneita tutustumaan tasaisen suppenemisen
kasitteeseen, joka osoittautuu téssa yhteydessa paljon hyodyllisemméksi.

3.2.1 Maaritelma

Téssé pykalasséd tutustumme tasaisen suppenemisen maaritelméaan.

Maaritelma 3.8. Olkoon joukko E joukon R epatyhja osajoukko. Funktio-
jonon {f,(z)} : E — R sanotaan suppenevan tasaisesti joukossa E kohti
rajafunktiota f, jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luonnol-
linen luku N, etta

jos m >N, niin |[f,(x)— f(z)| <€

aina, kun z € E. (Ks. [4], s. 184].)
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Huomautus 3.9. Voimme merkitd suppenemista lyhyemmin seuraavasti:
fn — [ tasaisesti joukossa F, kun n — oo.

Kun vertaamme pisteittdaisen suppenemisen maéaritelmaa ja tasaisen
suppenemisen médritelméé [3.8] huomaamme, ettd ainut ero tasaisen suppe-
nemisen ja pisteittiisen suppenemisen vélilla on, ettéd tasaisessa suppenemi-
sessa kokonaisluku N ei saa riippua muuttujasta x. Tilannetta on helpompi
hahmottaa, kun kirjoitamme seké pisteittidistd suppenemista ettd tasaista
suppenemista koskevat formalisoidut lausekkeet.

Huomautus 3.10. Funktiojonon pisteittdisen suppenemisen méaritelma for-
malisoituna on

Ve>0:Ve e E:INeN:n>N = |f.(z) - f(z)] <e
Tasaisen suppenemisen méaritelmé vastaavasti formalisoituna on seuraava:
Ve>0:dNeN:Vze E:n> N = |f.(z) — f(2)] <e

Seuraava kuva [l havainnollistaa méaaritelméaa 3.8l

Y

Kuva 5: Tasaisen suppenemisen médritelmééd havainnollistava kuva, vrt. [2]
s. 246, kuva 9.5].

Tasaisen suppenemisen mééritelmésté seuraa, ettd jos funktiojono {f,}
suppenee tasaisesti reaalilukuvalilld F, se suppenee my0s pisteittiisesti sa-
malla vélilla. Seuraava esimerkki osoittaa, ettd sen sijaan funktiojonon pis-
teittéisestd suppenemisesta jollain vélilla ei seuraa funktiojonon tasaista sup-
penemista kyseiselld vélilla (vrt. [4, s. 185]).

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan uudestaan esimerkin [3.1] jonoa funktioita
fn(z) = x™ avoimella valilla (—1, 1). Paattelimme aikaisemmin, ettd funktio-
jono f,,(z) = ™ suppenee pisteittiin avoimella vililla (—1, 1) kohti rajafunk-
tiota f(x) = 0.
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Oletetaan, ettd funktiojono { f,,} suppenee myos tasaisesti kohti rajafunk-
tiota f(x) = 0 samalla vélilla (—1, 1). Valitaan luku € > 0 siten, ettd e < 1/2.
Talloin méaaritelméan perusteella on olemassa luonnollinen luku N siten,
etta

(3-3) [fn(z) = f@)] = o™ = 0] =[] < ¢,

kaikilla vélin (—1,1) alkioilla .
Toisaalta riippumatta indeksin N arvosta, valitsemalla xo = (4/5)
valiltd (0, 1), saamme

1/N

(34) [fv(0) = 0] = g — 0] = |((4/5) /)" = 4/5 > e.
Nyt yhtéloiden (3.3]) ja (3.4) perusteella saamme ristiriidan
€<z <e

Néin ollen jono funktioita f,(x) = z" ei siis suppene tasaisesti kohti raja-
funktiota f(z) = 0 valilld (—1,1).

Seuraavat nelja tulosta pykélissa [3.2.2 osoittavat, ettd jos funktio-
jono suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota, rajafunktio perii paljon ominai-
suuksia funktiojonon funktioilta.

3.2.2 Lause jatkuvuudesta

Téassa pykélédsséd tarkastelemme jatkuvuus-ominaisuuden periytymista funk-
tiojonolta rajafunktiolle, kun funktiojono suppenee tasaisesti kohti rajafunk-
tiota.

Lause 3.11. Oletetaan, etti f, — f tasaisesti avoimella valilli (a,b), kun
n — o0o. Jos jokainen funktio f, on jatkuva jossain vilin (a,b) pisteessd xq,
niin rajafunktio f on jatkuva pisteessi xo € (a,b).

Todistus. (Vrt. |4, s. 185].) Olkoon e > 0. Valitaan sellainen luonnollinen
luku N, ettd kun

(3.5) n > N jax € (a,b), niin |f,(z) — f(x)] < €/3.

Voimme tehda valinnan, koska oletamme funktiojonon suppenevan tasaisesti
kohti rajafunktiota vélilla (a,b).

Koska funktio fy on jatkuva pisteessé zq € (a,b), jatkuvuuden mééritel-
mén [2.7| perusteella voimme valita sellaisen luvun § > 0, ettd kun |z —xz¢| < 0
jaz € (a,b),

(3.6) |[fn (@) = fn(wo)| < €/3.
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Oletetaan nyt, etti |v — 0| < 6 ja ettd x € (a, b). Tillsin

|f(@) = f(zo)| = |f(x) = fn(@) + fn (@) — fn(wo) + f(zo) — f(o)]
%) |f(@) = (@) + [ fn(@) = fn(@o)| + | v (wo) = f(20)]
2 €/3+¢/3+¢€/3

= €.

Kohdassa (1) pééttelyssé kiytetddn kolmioepéayhtalod, kohdassa (2) yhtaloita
(3-3) ja (3.6).

Siis rajafunktio f on jatkuva pisteessi z¢ € (a,b) jatkuvuuden mééritel-
mén [2.7) perusteella. O

Seuraavassa esimerkissd huomaamme, ettd funktiojono ei véalttdméatta
suppene tasaisesti, vaikka rajafunktio olisikin jatkuva.

Esimerkki 3.6. Tarkastellaan funktioiden f,(z) = xZJFT”x jonoa. Huomaam-
me, ettd jokainen funktiojonon funktio f, on jatkuva, kun z € R.

Kun indeksi n — oo, funktiojono { f, } suppenee kohti jatkuvaa rajafunk-
tiota f(x) = z. Suppeneminen ei kuitenkaan ole tasaista. Valitaan luku e = 1,
ja osoitetaan, ettéd jokaista indeksid n kohti on olemassa luku z € R siten,
etta

|ful@) = f(z)] =1.
Valitaan indeksi n € N mielivaltaisesti, ja merkitddn reaaliluku x = /n,
x € R. Tarkastellaan sitten erotusta |f,(x) — f(x)|. Nyt

fal) = fl@) = |2 = = 2
_ 1'2 _.1'2
=lgl==
2
W

Nain ollen tasaisen suppenemisen madritelman |3.8| perusteella funktiojono
{fn(z)} ei voi supeta tasaisesti.
3.2.3 Lause integraalin ja raja-arvon jarjestyksen vaihtamisesta

Téasséa pykalédssa esitimme tarkedn lauseen koskien integraalin ja raja-arvon
jarjestyksen vaihtamista.

Lause 3.12. Oletetaan, etti funktiojono {f,} suppenee tasaisesti kohti ra-
jafunktiota f suljetulla valilld [a,b]. Jos jokainen funktio f, on integroituva
valill [a, b], niin

(i) rajafunktio f on integroituva vdlilld [a, b)),
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(ii) hmn_mf fo(z)dx = fb(limn_>OO fu(z))dx.

Itse asiassa funktio f fn(t)dt suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota
L (limy oo fo(t))dt, kun z € [a,b] jan — occ.

Todistus. (Vrt. [4, s. 186-187].) Todistetaan aluksi véitteen kohta (i).
Olkoon luku e > 0. Valitaan sellainen indeksi N € N, etta

€

3(b—a)

(3.7) jos n>N, niin [f(z)— fulz)] <

aina, kun = € [a,b]. Voimme tehd& valinnan, silld oletamme funktiojonon
suppenevan tasaisesti.

Kun tarkastelemme yhtaloa indeksin n arvolla N, saamme Rieman-
nin ylasumman maéaritelmén [2.13] mukaan kirjoitettua

(3.8) U(f=fn, P ZM f=In)(z; —zj-0)
= Z {gge[jupx} (f = fv)(@))(z; — le)} :

Nyt voimme arvioida lauseketta sup,c(, , . 1[(f — fv)(z)] yl6spéin epéyhta-
16n (3.7) avulla seuraavasti

n

> { sup  [(f — fv)(@)](x; — %‘1)} <> 3(be_ " (; — j-1).

j=1 w€lxj_1,7;] =1

Tarvitaan merkki < silld sup,epy, 0, [(f — fv) ()] voi olla my6s tdsmélleen

yhté suuri kuin 3( . Edelleen

(b—a) =¢/3.

Siispé
(3.9) U(f = fn, P) <¢/3.

Tamé toteutuu kaikilla vélin [a, b] jaocilla P.
Vastaavasti arvioimme Riemannin alasumman mééritelmén 2.13] ja yhté-
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16n avulla
(3.10) L(f—fn, P ng f= )z —zj-0)

_E:{ inf f_ﬁM@K%_xﬁﬂ}

z€[xj_1,74)

—E: b—a (zj — xj-1)

€

—m(b —a) = —¢/3.

Myts tdmé toteutuu kaikilla vélin [a, b] jaoilla P.
Oletuksen mukaan funktio fy on integroituva, joten voimme valita méaé-
ritelmén nojalla sellaisen vélin [a, b] jaon P, etté

(3.11) U(fn,P)— L(fn.P) <€/3.

Nyt saamme

U(f, P) = L(f, P) = U(f, P) = U(fx, P) + U(fx, P) = L(fx. P) = L(f. P) + L(fx, P)
U = f, )+ Ufn, P) = L{fn, P) = L(f — fx. P)
(? €/3+¢€¢/3+€/3=¢.

Kohdassa (1) tarvitaan merkki <, silld funktioiden erotuksen supremum voi
olla suurempi kuin funktioiden supremumien erotus. Vastaavasti funktioiden
erotuksen infimum voi olla pienempi kuin funktioiden infimumien erotus.
Kohdan (2) pdittelyssi kiytetdén hyodyksi yhtéloitd (3.8)—(3.11). Nyt koska
U(f,P) — L(f,P) < ¢, on funktio f integroituva valilld [a,b] mé&ritelmén
2,15 mukaisesti.

Todistamme sitten viitteen loppuosan. Nyt

|/ fult dt—/f dt|—|/ [falt) — £(0))d]
@/m ()]t

aina, kun z € [a,b] jan > N. Kohdassa (3) arviointi tapahtuu lauseen [2.16]
perusteella, silld funktiot f, ja f ovat integroituvia funktioita. Kohdan (4)
arvioinnissa kiytetddn oletusta tasaisesta suppenemisesta (ks. edelld yht&lo
(3-7)). Néin tasaisen suppenemisen mééritelmén (médritelmé [3.8)) nojalla
vaite on todistettu. O
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Esitamme vield esimerkin, joka selventdé edellista lausetta [3.12]

Esimerkki 3.7. Tutkitaan tasaisesti suppenevaa jonoa funktioita f,(x) =
—2— valilld [0, 1]. Meité kiinnostaa nyt, kuinka lauseen véite

14+nz?
b

(3.12) im [ fo(x)de = / (lim fu(@))de

n—oo

kiyttaytyy esimerkkifunktiomme tapauksessa.
Funktiojonon {f,(z)} rajafunktio on nollafunktio f(z) = 0. Nyt siis yh-
talon (3.12)) oikealta puolelta saadaan

/Ol(nlgg fu())dz = /01 Odz = 0.

Toisaalta fol fn(z)dx saadaan laskettua seuraavasti:

1 1 1
/ . 2nz(1 4+ na?) dx
0

l+na2 "~ 2n 0
1 In(1+n)

Kun téasta laskemme raja-arvon, kun n — oo, saamme yhtélon (3.12) vasem-
malta puolelta

! . In(1+n)

n—oo 0 n—oo 27’[,

Yhtalo (3.12) siis toteutuu.

=0.

3.2.4 Tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteeri

Seuraavaa lausetta, jota kutsutaan tasaisen suppenemisen Cauchyn kritee-
riksi, tarvitsemme pykaléssa [3.2.5]

Apulause 3.13. Olkoon joukko E joukon R epdtyhji osajoukko ja { f,} funk-
tiojono joukolta E joukkoon R. Talloin {f,} suppenee tasaisesti joukossa E,
jos ja vain jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen indeksi N € N,
etta

jos n,m >N, wniin |f(x) — f(2)] <€

aina, kun v € E.

Todistus. (Vrt. [4, s. 187| ja [3, s. 140-141]. Jaamme todistuksen kahteen
vaiheeseen.

Oletetaan ensin, ettd {f,} suppenee tasaisesti joukossa F, kun n — oo.
Olkoon € > 0. Valitaan indeksi N € N siten, ettd

(3.13) kan n > N, niin |f,(z) — f(x)] <¢€/2
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aina, kun € E. Olkoon m > N. Tarkastellaan erotusta |f,(z) — fi(z)|. Nyt
)
< [fule) = f@)| + [f(2) = fn()]
(? €/2+¢€/2=¢€

Kohdassa (1) hyodynnetéaéin kolmioepayhtélod, kohdassa (2) yhtaloa (3.13).
Siis | fn(x) — fn(2)| < € kaikilla z € E.

Sitten todistamme véitteen toisen suunnan. Oletetaan, etté jokaista lukua
€ > 0 kohti on olemassa sellainen indeksi N € N, etta

jos m,m > N, niin |fn(x) - fm($)| <€

aina, kun z € E. Talléin jono f,(z),cy on Cauchyn jono kaikilla z € E
maaritelmén mukaisesti. Nyt lauseen [2.4] nojalla raja-arvo

(3.14) f(x) := lim f,(z)

on olemassa jokaista alkiota x € E kohti.
Olkoon luku e > 0. Talloin oletuksen mukaan on olemassa sellainen luku N,
etta

(3.15) |fu(@) — fu(@)] < €/2

aina, kunm,n > N jax € E. Oletetaan, ettd indeksi m > N ja ettd muuttuja
x € E. Yhtélon (3.15)) perusteella funktion arvo f,(z) kuuluu avoimelle vilille
(fm(z) — €/2, fr(x) + €/2) aina, kun indeksi n > N. Néin ollen raja-arvo
f(z) = lim, o fn(x) kuuluu suljetulle vilille [f,,(z) — €/2, fi(z) + €/2]. Siis

[f(2) = fn(2)] < €/2

aina, kun x € E ja m > N. Talloin myos

[f(z) = fm(2)] <€

aina, kun r € E' jam > N.
Néin tasaisen suppenemisen méaaritelmén [3.8{ mukaisesti funktiojono { f,, }
suppenee tasaisesti joukossa E kohti rajafunktiota f. m

Esitamme vield esimerkin edelliseen apulauseeseen liittyen.

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan funktiojonoa {f,} : (0,1) — R, kun f,(z) =

oz Olkoon luku € > 0, luonnollinen luku N > 1 /€ ja indeksit n,m > N,

m > n.
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Tutkitaan erotusta |f,(z) — fn(x)|. Nythén

x x B 1 1
1+nx 1+mx|_’1/x+n_ 1z +m
m—n
1/x2~|—m/x+n/x+nm‘

(@) = fin(2)] = |

Koska luvut 1/22, m/z, n/x, n ja m ovat positiivisia, voimme arvioida

m—-n m—n

| <]

1/x2 +m/x+n/x +nm mn

Téasta edelleen saamme

B —i/n—1/m| <1/n<1/N <.

mn

T
1+nz

Néin ollen lauseen [3.13| perusteella jono funktioita f,(x) =
tasaisesti avoimella valilla (0, 1), kun n — oo.

suppenee

3.2.5 Lause derivaatan ja raja-arvon jarjestyksen vaihtamisesta

Seuraava tulos koskee raja-arvon ja derivaatan jarjestyksen vaihtamista.

Lause 3.14. Olkoon avoin vdili (a,b) rajoitettu. Olkoon {f,} funktiojono,
joka suppenee jollain muuttujan x arvolla xy € (a,b). Jos jokainen funktio
fn on derivoituva vililld (a,b) ja funktiojono {f)} suppenee tasaisesti vélill
(a,b), kun n — oo, niin

(1) funktiojono {f,} suppenee tasaisesti vililli (a,b),
(ii) jokaiselle alkiolle x € (a,b), lim, . fI(z) = (lim, e fu(2))'.

Todistus. (Vrt. [1l, s. 402-403] ja [4, s. 187-188])
Todistetaan ensin viitteen kohta (i).

Kiinnitetddn luku ¢ € (a,b). Olkoon n luonnollinen luku. Mééritellddn
uusi funktiojono {g,} seuraavasti:

(3.16)

@Il - jun g £ e,
gn<x) = / e -
fi(c), kun z =c.

Huomataan, etté
(A7) ful@) = fulc) + (5 — Jguls), kum neN ja 1z € (a,h)
Todistetaan seuraavaksi, ettd funktiojono {g,} suppenee tasaisesti valilla

(a,b).
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Olkoon luku € > 0, olkoot n ja m luonnollisia lukuja ja olkoon luku
x € (a,b). Tarkastellaan erotusta g,(z) — g(x), kun = # c¢. Funktiojonon
{gn} mééritelmén mukaan voimme kirjoittaa

o fn<x> B fn<c) . fm(c) B fm(c)

(3.18) In(@) = gm(z) = — — T —c

Viliarvolauseen [2.12] perusteella on olemassa luku & lukujen x ja ¢ vélissa
siten, ettd voimme kirjoittaa yhtdlon (3.18) muotoon

_ fo(@) = fale)  fm(e) = fin(e)

(3.19) gn(x) — gm(T) p— po—
_ L@ —o L@ —o)

= [a(&) = f(8).
Yhtélon (3.19) avulla voimme kirjoittaa

190 (%) = gm ()] = [£,(6) = £ ()],

ja edelleen koska jono { f/, } suppenee tasaisesti oletuksen mukaan vélilla (a, b),
on olemassa sellainen indeksi Ny € N, ettd kun n,m > N;, saamme

1) €

(3-20) 19n(2) = gm (@) = | £,(§) = £ ()] < W—a)

Téssd muuttuja = € (a,b) ja x # c. Erotus (b —a) < oo, silla vili (a,b) on
rajoitettu. Kohdassa (1) hyédynnimme apulausetta [3.13] Funktiojono {g,}
suppenee siis tasaisesti vélilla (a,b), kun = # c. Yhtélo on voimassa
myos silloin, kun 2 = ¢. Tadmai seuraa siité, ettd g,(c) = f/(c) kaikilla n € N.
Siis funktiojono {g,} suppenee tasaisesti vililld (a,b) aina, kun ¢ € (a,b).
Néin olemme todistaneet vaitteen.

Nyt osoitamme lopulta, ettd funktiojono {f,} suppence tasaisesti valil-
14 (a,b). Funktiojono {g,} suppenee tasaisesti, kun n — oo, kuten edelld
todistimme. Oletuksen perusteella jono f,(x¢) suppenee. Siis on olemassa
sellainen indeksi Ny € N, ettd kun n,m > N, niin

(3.21) [fn(x0) = frm(o)| < €/2.
Toisaalta, kun ¢ = zg, yhtélo (3.17) on voimassa, ja kuuluu seuraavasti
(3.22) fn(@) = falzo) + (2 — x0)gn(2).

Edellinen yhtélé on voimassa kaikilla = € (a,b). Nyt tutkimme itseisarvoa
| fu(2) = fin(x)]. Saamme kirjoitettua edellisen itseisarvon yhtéalon ([3.22]) avul-
la muotoon

() = fn(2)] = |fn(x0) = fin(x0) + (& = 20)[gn(2) — gm (20)]].
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Nyt voimme arvioida edellistd lauseketta ylospédin kiyttden ensin kolmio-
epayhtalod kohdassa (2), ja sitten yhtaloita (3.20) ja (3.21) kohdassa (3).
Siis

[ fn(@0) = fmn(w0) + (2 — m0)[gn(2) — gm (0)]]
(2)
< [fn(20) = fm(20)] + |(x = 20)[gn () = gm(z0)])]
(3<) €/24 (b—a) S
2(b—a)
kun n,m > max {Ny, N»}. Apulauseen [3.13| perusteella funktiojono { f,} sup-
penee tasaisesti vélilla (a,b). Néin on kohta (i) todistettu.

Nyt todistamme véitteen kohdan (ii). Kiinnitetdan luku ¢ avoimelta vé-
liltd (a,b). Maaritelladn funktiot f ja g avoimella vélilla (a, b) seuraavasti:

fla) = lim fula) o
g(z) := lim g,(z).

Siis (lim,, e fn(c)) = f'(c).
Meidén tulee nyt osoittaa, etta

(3.23) f(e) = Jm fi(c).

Koska jokainen funktio g, on jatkuva pisteessd ¢ ja funktiojono {g,} sup-
penee tasaisesti vélilla (a,b), lauseen m perusteella funktio g on jatkuva
pisteessd c. Koska g,(c) = f/(c) funktiojonon {g,} mééritelmén, yhtélon
(3.16)) mukaan, yhtalon oikea puoli voidaan kirjoittaa muotoon

(3.24) Tim f1(c) = lim g,(c) = g(c) 2 lim g(x).

Kohdassa (4) hyodynnetédén tietoa funktion ¢ jatkuvuudesta.
Toisaalta jos = # c,

r —C n—00 r —C n—00

Kohta (5) seuraa funktiojonon {g,} méaaritelmésté (3.16)). Nain ollen yhtélon
(13.23) vasen puoli voidaan saattaa muotoon

(3.25) f'(c) = lim o) = Jle) = lim g(x).

r—c Tr —C T—C

Néin ollen yhtaloista (3.24]) ja (3.25]) seuraa, ettd yhtalon (3.23)) vasen ja oi-
kea puoli ovat yhtéd suuret. Koska piste ¢ oli valittu mielivaltaisesti, véite (ii)
on todistettu.

Koska vaitteet (i) ja (ii) on todistettu, lause on todistettu. O
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Esitamme vield edelliseen lauseeseen liittyvin esimerkin.

Esimerkki 3.9. Ks. [2], s. 254, tehtévd 1]. Olkoon luku n € N ja luku z €
(—1,1). Maaritelladn funktiojono {f,(z)} seuraavasti:

o=

Osoitetaan, ettd funktiojono {f,(z)} suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota
f(z) = |z| avoimella vélilld (—1,1), kun n — oc.

Olkoon luku € > 0 ja x € (—1,1). Méaéritellddn luku N € N siten, etté
N > (1)2. Olkoon vield luku n > N. Tarkastellaan nyt erotusta

fula) = F(@)] = a2+~ Jall

Koska kyseinen neliGjuurilauseke ei ole negatiivinen, voimme kirjoittaa
1 1
[\ 2%+ — = lzl[ = [/ 2% + =] = |z]].
n n

Nyt voimme edelleen arvioida

1 1 1
/22 + = = fal] < [y/2* + |
n n

/ 1
n

2) 1

< 1/n:%.

Kohdassa (1) hyodynnetdén tietoa siité, ettd kyseinen nelidjuurilauseke on
suurempi kuin muuttujan z itseisarvo. Kohdassa (2) hyddynnetédén havaintoa
siitd, ettd luku 22 on ei-negatiivinen. Koska oletuksen mukaan luku n > N
ja luku N > (£)2, voimme arvioida edelleen

1 1 1

Siispé
|fu(z) — f(x)] <€ aina,kun x € (—1,1),n> N
Nain ollen méaritelman mukaisesti funktiojono {f,} suppenee tasaisesti

kohti rajafunktiota f.
Liséiksi jokainen funktio f,, on jatkuvasti derivoituva valilla (—1, 1), silla

2z

2y/a? + =

ful@) =
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mutta rajafunktio f ei ole derivoituva pisteessid x = 0. Nyt hétéaisesti ajatel-
len néyttaisi siltéd, ettd esimerkkimme olisi ristiriidassa lauseen kanssa.
Téamén esimerkin tapauksessa

2
g(x) = lim . 1,

joka on jatkuvasti derivoituva funktio. Kuitenkaan tdmé suppeneminen ei ole

tasaista, eiviatka lauseen |3.2.5 oletukset tayty. Kun valitsemme ¢ = */?[1, ja

luvun n € N, seké merkitsemme x = y/1/n, saamme

f@)] = |—F—=
2,/x21 \/

| fu() = =7

Siis funktiojono {f!(z)} ei voi supeta tasaisesti mééritelmén |3.8| perusteella.
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