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Tiivistelma

Olkoot p ja g erisuuria parittomia alkulukuja. Oletetaan silloin, etté tiede-
taan, onko ¢ nelionjaénnos modulo p vai nelionepajaannos modulo p. Téalloin
voidaan kysya, tiedetaédnko silloin, ettd p on nelionjaénnos modulo ¢ tai ne-
libnepajaannos modulo q.

Euler 16ysi kokeellisesti tahdn kysymykseen myontéavan vastauksen vuon-
na 1783. Han ei kuitenkaan pystynyt todistamaan vastausta oikeaksi. Vuonna
1785 Legendre muotoili Eulerin vastauksen uudelleen elegantimpaan lauseen
muotoon kayttamaélla omalla nimellaédn kulkevaa symbolia. Tama lause tun-
netaan nykyisin nelionjaénnosten resiprookkilakina ja se kertoo, onko kongru-
enssilla 72 = ¢ (mod p) ratkaisuja, kun tiedetéin, onko kongruenssilla 2? = p
(mod ¢) ratkaisuja.

Tassa tutkielmassa todistetaan nelionjaannosten resiprookkilaista muoto

()=

ja todistetaan se ekvivalentiksi muodon

p==+q (mod 4a)= (a> = (a)
p q
kanssa. Lisaksi esitetdan lauseen sovelluksia.

Lukijalta edellytetdadn joidenkin lukuteorian perusasioiden tuntemista.
Oletetaan muun muassa, ettd lukija tuntee jaollisuuden ja suurimman yh-
teisen tekijan tarkan maaritelmén sekéa alkuluvun késitteen. Paalahdeteok-
sena kaytetadn Kenneth H. Rosenin kirjaa Elementary number theory and
its applications.
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1 Johdanto

Olkoot p ja g erisuuria parittomia alkulukuja. Oletetaan silloin, etté tiede-
taan, onko ¢ nelionjadnnos modulo p vai nelionepajaannos modulo p. Télloin
voidaan kysya, tiedetadnko silloin, ettéd p on nelionjadénnos modulo ¢ tai ne-
libnepajaannos modulo q.

Euler 16ysi kokeellisesti tdhan kysymykseen myontavan vastauksen vuonna
1783. Hén ei kuitenkaan pystynyt todistamaan vastausta oikeaksi. Vuonna
1785 Legendre muotoili Eulerin vastauksen uudelleen elegantimpaan lauseen
muotoon kayttamalla omalla nimelladn kulkevaa symbolia. Tama lause tun-
netaan nykyisin nelionjaénnosten resiprookkilakina ja se kertoo, onko kongru-
enssilla 72 = ¢ (mod p) ratkaisuja, kun tiedetéan, onko kongruenssilla x* = p
(mod q) ratkaisuja. Jatkossa tuloksesta kaytetdan myos lyhyempéaé nimitysta
resiprookkilaki. Nelionjaannosten resiprookkilaki esitetdan usein muodossa

()

Legendre julkaisi lauseelle myos monia todistuksia. Jokaisesta todistukses-
ta loydettiin kuitenkin vakavia puutteita. Ensimmaéisen pitavan todistuksen
esitti Gauss, joka toisten toista tietaméattomana uudelleen keksi tuloksen 18-
vuotiaana vuonna 1795. Hénen sanotaan [4] uhranneen tuloksen todistami-
seen kaiken mahdollisen aikansa yhden vuoden ajan.

Sen jalkeen, kun Gauss oli esittdnyt ensimmaéisen todistuksensa resiprookki-
laille vuonna 1796, han jatkoi erilaisten todistusten etsimista. Hanen tiede-
taan Rosenin [I6] mukaan 10ytdneen ainakin kuusi erilaista todistusta. Ta-
voitteena Gaussilla oli 10ytéa sellainen todistus, joka olisi yleistettévissa kor-
keammille potensseille. Tassa han onnistui kuudennen todistuksensa kohdalla
(kts.[6] tai [10]).

Gauss ei kuitenkaan ole ollut ainoa, joka on halunnut etsié erilaisia todis-
tustapoja resiprookkilaille. Muun muassa Cauchy, Dedekind ja FEisenstein
kuuluvat siithen nimekkaiden matemaatikkojen joukkoon, joka on julkaissut
todistuksen resiprookkilaille. Franz Lemmermeyer pitaa internetisséﬂ yll& lis-
taa resiprookkilain todistuksista. Listalla on talla hetkella 224 todistusta.

Luvussa tullaan esittamaédn resiprookkilaille todistus, jonka esitti alun
perin Max Eisenstein. Tamé todistus on yksinkertaistettu muoto Gaussin
kolmannesta todistuksesta. Yksinkertaistuksen tekee mahdolliseksi Eisens-
teinin esittama lause, joka auttaa muuttamaan nelionjaannosten resiprook-
kilain todistuksen kolmion hilapisteiden (lattice point) laskemiseksi. Ennen

Thttp:/ /www.rzuser.uni-heidelberg.de/~ hb3/fchrono.html(haettu 10.4.2008)



resiprookkilain todistamista tullaan tekeméaan valmistelevia tarkasteluja lu-
vussa |3} jossa esitetddn tarvittavia kasitteita, maaritelmia ja lauseita koskien
mm. nelionjaannosta ja Legendren symbolia.

Lukijalta edellytetdan joidenkin lukuteorian perusasioiden tuntemista. Ole-
tetaan mm., ettd lukija tuntee jaollisuuden ja suurimman yhteisen tekijéan
tarkan méaaritelmén sekéd alkuluvun késitteen. Paalahdeteoksena kaytetaan
Kenneth H. Rosenin kirjaa Elementary number theory and its applicationsﬂ

Mainittakoon viela, etta aina, kun todistuksen kohdalla ei ole mainintaa lah-
deteoksesta, kyseessa on tekijan itse todistama lause. Tamaé ei tarkoita, et-
teiko kyseisia lauseita olisi todistettu missaén lahdeteoksista. Lahes kaikki
esimerkit ovat tekijan itse tuottamia, vaikka niihin on otettu mallia ldhde-
teoksien vastaavista esimerkeista.

2Tamén tutkielman liitteeseen on myds listattu aiheeseen liittyvii suositeltavaa luet-
tavaa, jota ei ole kiytetty ldhdemateriaalina.



2 Historiaa

2.1 Gauss, nelionjadannosten resiprookkilain ensimmai-
nen todistaja

James Anderson ja James Bell [I], s. 224-227] esittelevit kiintoisia historian
henkil6itd. Yksi heistd on Carl Friedrich Gauss, joka eli vuosina 1777-1855.
Héan syntyi Saksassa ja oli tavallisen tyolaisperheen lapsi. Jotkut lahteet ker-
tovat Andersonin ja Bellin mukaan, ettd Gaussin isé olisi ollut muurari ja
toiset lahteet vaittavat hanen olleen puutarhuri, kanavan esimies ja lihakaup-
pias. Gaussin isa vastusti Gaussin koulutusta ja toivoi hanen jatkavan omaa
uraansa, mika se ikina olikin. Andersonin ja Bellin mukaan on kerrottu, etté
Gaussin isé pakotti poikansa aikaisin nukkumaan talviaikaan sddstédakseen
valoa ja polttoainetta, mutta Gauss teki kynttilan tyhjaksi koverretusta tur-
nipsista opiskellakseen.

Gaussin sanotaan myos olleen liian édlykés siihen, ettei hanté ja hanen tulok-
siaan olisi huomattu. Han opiskeli itsekseen esimerkiksi lukemista ja aritme-
tiikkkaa. On myos kerrottu, ettd Gauss loysi kolmevuotiaana virheen isansé
tilikirjoista. Ensimmaisilla matematiikan tunneillaan Gaussin opettaja, J. G.
Biittner, pyysi oppilaitaan laskemaan yhteen kokonaisluvut yhdesté sataan
pitddkseen luokkansa toimeliaana. Gauss ratkaisi ongelman sekunneissa 16y-
dettyaan kaavan n:n ensimmaisen kokonaisluvun summan laskemiseksi. Biitt-
ner saasti itsedan maaratessadn Gaussin raskaaseen tyohon jéarjesteleméaan
matematiikan kirjoja ja madratessaan assistenttinsa tutoroimaan Gaussia.

Gauss tuotiin Brunswickin herttuan tietoisuuteen ja herttuasta tulikin Gaus-
sin suojelija kuolemaansa saakka. Herttualta saamansa tuen avulla Gauss
pystyi osallistumaan Collegium Caroliumin opetukseen vuosina 1792-1795.
Kyseessa oli yliopistoon valmistava koulu. Taméan ajanjakson aikana Gauss
muodosti pienimmaén neliGsumman menetelmén. Vuonna 1795 hén péaasi Got-
tingeniin, mutta ei ollut vield paattéanyt, opiskelisiko hén filosofiaa vai ma-
tematiikkaa. Yhdekséntoistavuotiaana Gottingenissé ollessaan Gauss keksi,
ettd sadnnollinen 17-sivuinen monikulmio voitaisiin muodostaa kéayttamalla
ainoastaan suoraa kulmaa ja kompassia. Taméa keksinto, joka oli ollut rat-
kaisematon vuosisatoja, sai Gaussin valitsemaan matematiikan. Ilmeisesti
matematiikan opetus oli tdhan aikaan heikkoa Gottingenisséi, ja siksi Gauss
tyoskenteli yksin todistaen joitakin suurimmista tuloksistaan. Valmistuttu-
aan Gottingenistd 1798 Gauss palasi Brunswickiin, missa han tyoskenteli
suojelijansa rahallisella avustuksella.

Gaussille myonnettiin tohtorin arvo 1801. Hanen vaitoskirjansa, algebran pe-
ruslauseen todistus, oli pdaosin kirjoitettu Johann Frederick Pfaffin alaisuu-
dessa. Pfaff oli Saksan parhaiten tunnettu matemaatikko. Gauss oli tavannut
hénet kirjastossa. Myohemmin Gauss tuotti lauseelle useita todistuksia. Kun



Gaussin suojelija kuoli, Gauss hyvaksyi paikan Gottingenista. Han paétti ot-
taa tuolinsa astronomiasta, jotta hanella olisi enemmaén aikaa tyoskennella.
Gauss ei kuitenkaan pitdnyt opettamisesta vaan suosi matematiikan harras-
tustaan. Gottingenista hén poistui tuolinsa vastaanottamisen jélkeen ainoas-
taan kaksi kertaa.

Ollessaan 24-vuotias Gauss aloitti tyostdmaan Disquisitiones Arithmeticaeta.
Teos vakiinnutti lukuteorian aseman matematiikan osa-alueena. Gauss loi
teoksessaan lukujen kongruenssit. Héan julkaisi myos ensimmaisen todistuk-
sen nelionjédnnosten resiprookkilaille. Yhteensd Gauss esitti Andersonin ja
Bellin mukaan resiprookkilaille kahdeksan todistusta 17 vuoden sisalli| Hén
naytti myos, ettda sdannollinen p sivuinen monikulmio voidaan konstruoida
suorakulmalla ja kompassilla, jos p on muotoa 22" — 1, ja todisti Wilsonin
lauseen yleistyksen. Kirja oli jaettu seitsemaén kappaleeseen ja tuli tunnetuk-
si seitsemén sinetin kirjana, silla sita oli liian vaikea lukea. Kaikkien onneksi
Peter Gustav Lejeune-Dirichlet onnistui rikkomaan nama sinetit ja kirjoitti
teoksen luettavampaan muotoon. Andersonin ja Bellin mukaan Gaussin kir-
jaa oli saatavilla vain muutama kappale julkaisijan konkurssin vuoksi. Edes
kaikilla hénen oppilaillaan ei ollut sitd. Dirichlet'n sanotaan nukkuneen ky-
seinen kirja tyynynsa alla.

Vaikka Gauss tunnetaan yleisesti matematiikan prinssind, hén oli yhta tun-
nettu fysiikassa, mekaniikassa ja teoreettisessa astronomiassa. Esimerkkiné
kerrottakoon, ettd Gauss keksi heliotroopin ja yhdessa Weberin kanssa, jo-
ka oli fyysikko Gottingenissa, han keksi ja kéytti lennétinta yhden mailin
etéiisyydelld. Mainittakoon vielé, ettd Gauss piti kirjaa todistuksistaan aina
19-vuoden idstd eteenpéin. Useimmat néista todistuksista Gauss piti salas-
sa ja julkaisi vain muutamia. Néitd muistiinpanoja ei julkaistu ennen vuotta
1901. Téasta syystéd useat matemaatikkojen tané aikana julkaisemat tulokset
osoittautuivatkin Gaussin jo todistamiksi.

2.2 Euler

Anderson ja Bell [1, s. 188] esittelevit matemaatikoista myos Eulerin. Léo-
nard Euler, 1707-1783, oli luterilaisen pastorin poika Sveitsista. Hénen isénsé
oli hdnen ensimmaéinen opettajansa ja halusi pojastaan pappia. Euler péasi
onnekseen Jean Bernoullin oppilaaksi. Bernoulli oli yksi Euroopan parhaista
matemaatikoista. Koska Eulerin mahdollisuudet Sveitsissa olivat rajalliset,
hén, useiden muiden eurooppalaisten matematiikoiden tapaan, meni vasta
perustettuun Pietarin Akatemiaan. Venéjilld asuessaan Euler menetti naén
toisesta silmastaan. Vahan hanen saapumisensa jalkeen poliittinen tukahdut-
taminen alkoi Venajalla. Neljantoista vuoden jélkeen Euler lahti Venéjaltéa

3Huomaa, etti kuten johdannossa mainittiin Rosen [16] viittdi todisituksia olleen ai-
nakin kuusi. Tarkasta lukumaérasta ei siis voida olla varmoja



Berliinin Akatemian matematiikan osaston johtajaksi. Anderson ja Bell ker-
tovat, etta ilmeisesti Saksan kuningataraidin kysyesséd Eulerilta, miksi hén
oli niin ujo, han vastasi tulleensa juuri maasta, jossa puhujat hirtettiin.

Hanté pidettiin kaikesta huolimatta yha suuressa arvossa Venajalla. Kun Ve-
néja hyokkasi Saksaan 1760, he tuhosivat Eulerin maatilan. Kun venalaiset
saivat taman tietoonsa, menetys korvattiin vélittomasti ja keisarinna lisasi
mukaan ylimaaraisen lahjan. Sitéd, millainen lahja oli, Anderson ja Bell eivét
kerro. Friedrick IT kanssa syntyneiden erimielisyyksien vuoksi Euler palasi
Venijélle oltuaan 25 vuotta Saksassa ja vastaanotti Katariina suuren esit-
tamén avokatisen tarjouksen. Neljd vuotta Venéjalle muuttamisen jalkeen
Euler menetti naon toisestakin silmésta ja oli sokea viimeiset 17 vuotta elé-
mastaan. Euler ei kuitenkaan luopunut matematiikan luomisesta.

Andersonin ja Bellin mukaan vuonna 1771 syttyi tulipalo, joka tuhosi Eule-
rin talon. Hanen sveitsildinen palvelijansa, Peter Grimes, syoksyi rohkeasti
palavaan taloon ja kantoi sokean Eulerin ulos. Katariina rakennutti hénel-
le valittomasti uuden talon. Kerrotaan, etta 18.péiva syyskuuta 1783 Euler
kaytti iltapaivan laskien lakeja pallojen nousulle ja hahmotellen laskelmia
vasta loydetyn Uranuksen radalle. Myohemmin Euler oli leikkimésséa lapsen-
lapsensa kanssa ja polttamassa piippua, kun hén sai aivohalvauksen. Piippu
tippui hénen suustaan, hén lausahti "kuolen'ja Fulerin elamé paattyi.

Myohemmin esiteltéavd ¢ -funktio on nimetty Eulerin mukaan. Anderson ja
Bell vaittavatkin hédnen olleen tuotteliain matematiikan kirjoittaja. Hanen
tyonsa tayttaisivat heidan mukaansa yli 75 suurta kirjaa. Hén oli aktiivinen
kaytannollisesti katsoen jokaisella matematiikan osa-alueella. Lukuteoriassa
Euler teki suunnattoman maaréan toitéd, joihin kuuluvat muun muassa usei-
den Fermat'n vahaisempien lauseiden todistaminen. Han sai ansioita topo-
logian idean synnyttamisesta. Han voitti myos arvokkaan Biennal-palkinnon
tieteiden akatemiasta kaksitoista kertaa. Euler kdytti ensimmaisena kasitet-
td funktio. Wikipediassa kerrotaan, ettd "tdmén lisdksi Euler aloitti muun
muassa verkkoteorian ja variaatiolaskennan perusteiden tutkimisen. Hénelté
ovat peraisin myos monet modernit merkinnat, muun muassa summa, pii ja
imaginaariyksikko. Yksi tunnetuimmista Eulerin t6isté on niin sanottu Fule-
rin identiteetti e™ 41 = 0. Sita pidetadn yleisesti matematiikan kauneimpana
kaavana'.



2.3 Legendre

Anderson ja Bell [I] estittelevat myos Adrien-Marie Legendren. Kuten joh-
dannossa mainittiin, Adrien-Marie Legendre (1752-1833) oli ensimméinen,
joka esitti nelionjaannosten resiprookkilain. Legendre oli varakkaasta etela-
ranskalaisesta perheestd, mutta eli suurimman osan eldméstadn Pariisissa.
Hanté koulutettiin Collége Mazarinissa Pariisissa ja han oli matematiikan
professorina Ecole Militiairessa viisi vuotta. Han luopui paikastaan kiyttaak-
seen enemmén aikaa tutkimukseensa. Kaksi vuotta myohemmin han voitti
palkinnon Berliinin Akatemiassa esseestdin ammusten radoista. Hanet valit-
tiin tieteiden akatemiaan, mihin hén jii sen sulkemiseen (10 vuotta myohem-
min) asti. Han ei suostunut taipumaan hallitukselle, kun se yritti mééréata
akatemiaa. Hén joutui luopumaan eldkkeestédan ja kuoli koyhyydessa.

Legendre ei ollut erityisen pidetty ja arvostettu, vaikka hén oli suuri mate-
maatikko. Hén ei omasta mielestdan saanut ansaitsemaansa tunnustusta ja
oli Andersonin ja Bellin mielesté varmasti oikeassa. Hén oli erityisen artynyt
Gaussista. Anderson ja Bell vaittavit Gaussin olleen sitd mielta, etta jos hén
oli paivakirjassaan osoittanut lauseelle todistuksen, se oli hdnen. Legendren
mielesta sen henkilon, joka todistuksen oli julkaissut, kuului saada kunnia.
Legendrehéan esitti ensimmaisend téssa tutkielmassa esitetyn muodon nelion-
jaannosten resiprookkilaista, mutta ei kyennyt todistamaan sitd. Gauss todis-
ti sen ja jatti Legendren panoksen huomiotta. Legendre julkaisi ensimmaéisen
todistuksen pienimpien nelibsummien metodista. Témén todistuksen on An-
dersonin ja Bellin mukaan sanottu olevan ensimméinen tyydyttava todistus.
Jalleen kerran Gauss vaati aiemman kunnian.

Parhaiten Legendre tunnetaan kirjastaan euklidisesta geometriasta, jota pi-
detéddn Andersonin ja Bellin mukaan yhtena parhaimmista ikiné kirjoitetuis-
ta oppikirjoista. Han tyoskenteli monilla alueilla, mutta on ldhinnéd tunnet-
tu tyostdan lukuteoriassa, taivaallisessa mekaniikassa ja elliptisten funktioi-
den teoriassa. Nelionjaannosten resiprookkilain ja Legendren symbolin lisak-
si, hdnen tyonsa lukuteoriassa sisélsi Fermat'n suuren lauseen todistuksen,
kun n = 5 ja alkulukujen jakauman arvioinnin. Hén oli my6s yksi kolmesta
valtuutetusta, jotka tarkkailivat standardimetrin méaarittamiselle valttaméa-
tonta kolmiomittausta.



3 Valmistelevia tarkasteluja

Téssa luvussa kasitellaan luvun [4] kasittelyn kannalta térkeitda maéritelmia
ja lauseita seké tutustutaan tutkielmassa kaytettaviin merkintéihin. Kaikkia
maaritelmié ja lauseita ei kayteta sellaisenaan, vaan ne on tarkoitettu ajat-
telun kehittamiseen. Resiprookkilain ymmartaminen vaatii tietynlaista ajat-
telua. Jos toisin ei mainita, lukujen oletetaan olevan kokonaislukuja. Tassé
luvussa oletetaan lukijan tuntevan lukuteoria perusmerkinnat seka jaollisuu-
den, alkuluvun ja suurimman yhteisen tekijan késitteet.

3.1 Kongruenssi

Kongruenssit mahdollistavat jaollisuussuhteiden kasittelemisen jota kuinkin
yhtésuuruuden tapaan [16]. Seuraavassa esitelldén muutamia kongruessin
ominaisuuksia, jotka helpottavat resiprookkilain todistuksen ymmarretté-
vyytta.

Maaritelma 3.1. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Silloin sanotaan lu-
vun a olevan kongruentti luvun b kanssa modulo m, jos m|(a — b). Jos luku
a on kongruentti luvun b kanssa modulo m, niin merkitddn a = b (mod m)
[8, s. 18]. Vastaavasti, jos m f(a — b), merkitddan a #Z b (mod m). Télléin a
ja b ovat epdkongruentteja. Lukua m kutsutaan kongruenssin moduliksi.

Esimerkki 3.1. Kongruenssin mééritelman mukaan 13 = 1 (mod 4), koska
4|(13 — 1) = 12. Toisaalta 13 # 4 (mod 4), silla 4 f(13 —4) = 9.

Lause 3.1. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Silloin a = b (mod m), jos ja vain
jos on olemassa sellainen kokonaisluku k, ettd a = b+ km.

Todistus. Vrt.[16, s. 142]. Jos a = b (mod m), niin m|(a — b). Tésta seuraa,
etta on olemassa kokonaisluku &, jolle patee km = a—0 siten, etta a = b+km.
Kaantaen, jos on olemassa kokonaisluku k, jolle @ = b+ km, niin km = a —b.
Siis m|(a — b) ja niin ollen a = b+ km. O

Esimerkki 3.2. Selvisti 14 = 2 (mod 3).Toisaalta 14 =2 + 3 - 4.

Lause 3.2. Olkoot a,b,c kokonaislukuja sekd olkoon m posititvinen kokonais-
luku. Olkoon a =b (mod m). Silloin

(i) a+c=0b+c (mod m)
(ii) a —c=b—c¢ (mod m)

(iii) ac = bc (mod m).



Todistus. Vrt.[16, s. 144]. Koska a = b (mod m), tiedetdédn, etta m|(a — b).
Yhtasuuruudesta (a+c) — (b+c¢) = a—b, nahdéaén, etta m|((a+c¢) — (b+c)),
mista seuraa kohta (i). Samoin kohta (ii) seuraa siit, ettd (a —c¢) — (b—c) =
a — b. Kohdassa (iii) tulee huomata, ettd ac — bc = c¢(a — b). Siis ac = be
(mod m). O

Esimerkki 3.3. Sovelletaan lausetta kongruenssiin 13 = 1 (mod 4), jolloin
kongruenssit

15=134+2=1+4+2=3 (mod 4),
11=13-2=1-2=—-1 (mod 4),
2%=13-2=1-2=2 (mod 4)

ovat voimassa.

Lause 3.3. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Josa =b (mod m) jac=d

(mod m), niin ac = bd (mod m).

Todistus. Vrt.[16, s. 145]. Huomataan ensin, etté

ac —bd = ac — bc+ bc — bd = c(a — b) + b(c — d) = ckm + blm = m(ck + bl).

Siis m|(ac — bd). Néin ollen ac = bd (mod m). O

Esimerkki 3.4. Selvisti 8 = 3 (mod 5) ja 7 = 2 (mod 5). Talloin pitaa
myo6s paikkansa 56 = 6 (mod 5), joka voidaan sieventda viela muotoon 56 =
1 (mod 5)

Kongruenssin jakaminen puolittain kokonaisluvulla ei ole aivan yhta yksin-
kertaista kuin kertominen. Seuraavassa lauseessa esitelladn, miten puolittain
jakaminen on mahdollista.

Lause 3.4. Merkitidin (a,m) = d. Silloin
ab=ac (modm)<b=c (modm/d).
[8, s. 19]
Todistus. Kongruessin ja jaollisuuden maéritelmien perusteella voidaan sel-
vasti esittda ekvivalenssiketju

ab=ac (mod m) < ml(ab— ac)
< mla(b — c)
m a
& Zl(b-c)

& b=c (modm/d).



Korollaari 3.1. Olkoon m positiivinen kokonaisluku ja olkoon a sellainen
kokonaisluku, ettd (a,m) = 1. Silloin

ab=ac (mod m) << b=c (modm).

Esimerkki 3.5. Selvisti 40 = 16 (mod 6) ja (4,6) = 2, joten lauseen
perusteella 10 =4 (mod 2).

Maaritelma 3.2. Joukko {ry,rs,...,r,} on tdydellinen jadnndssysteemi
modulo m, jos r; # r; (mod m), aina kun i # j. [7, s. 4]

Esimerkki 3.6. {0,1,2,...,m — 1} on taydellinen jadnnossysteemi modulo
m.

Maaritelma 3.3. FEulerin funktio ¢ maaritelladn kaavalla
dn)=Hr:1<r<n,(r,n)=1},nez".
[T, s. 4]

Esimerkki 3.7. Seuraavassa taulukossa on esitetty Eulerin ¢-funktion arvot
luvun m arvoille 1-10.

m  |1]2[3[4[5][6[7[8]9]10
om) [1|1[2]2[4[2]6|4[6]4

Taulukko 1. Eulerin ¢-funktion arvoja.
Huomautus 3.1. ¢(m) on parillinen aina, kun m > 2. [16, s. 243]

Huomautus 3.2. Jos p on alkuluku, niin ¢(p) = p — 1. Tamé patee myos
toisin péin. Jos p on positiivinen kokonaisluku ja ¢(p) = p — 1, niin p on
alkuluku. [16, s. 242]

Huomautus 3.3. ¢(p?) = p® — p®~ !, kun p on alkuluku ja a € Z*. [16]
5. 241]

Maaritelma 3.4. Joukko {71,72,...,7¢m)} on supistettu jadannossysteemi
modulo m, jos

1) (riym) =1, kuni =1,2,... ¢(m),

2) r; #r; (mod m), kun i # j.

[T, s. 4]

Esimerkki 3.8. {r | 1<r <m,(r,m)= 1} on supistettu jadnnossystee-
mi modulo m.

Lause 3.5. Olkoon {ri,ra, ... ,7¢m)} supistettu jainndssysteemi modulo m
ja olkoon a sellainen nollasta eroava kokonaisluku, ettd (a,m) = 1. Silloin
A ={ar,ary, ..., argmm} on supistettu jadnndssysteemi modulo m. [7, s. 5]



Todistus. Vrt.[9]. Joukossa A on ¢(m) alkiota, joten riittdé osoittaa, etté
supistetun jaannossysteemin méaritelman kohdat 1 ja 2 pétevit.

(1)Vastaoletus: On olemassa i € {1,...,¢(m)} siten, ettd (ar;,m) > 1. Siis
on olemassa alkuluku p siten, etta plar; ja p|m, koska positiivinen kokonais-
luku on alkulukujen tulo. Téasté seuraa, ettéd pla ja p|m tai p|r; ja p|m. Jos
pla ja plm, niin (a,m) > 1, mikd on ristiriita. Jos taas p|r; ja p|m, niin
(r5,m) > 1. Siis{r1,72,...,7¢mm)} €l ole supistettu jadnnossysteemi modulo
m, mika on ristiriita. Siis kohta 1 on voimassa.

(2)Vastaoletus: On olemassa 7,7 € {1,...,¢(m)}, ¢ # j sekd ar; = ar;
(mod m). Koska (a, m) = 1, seuraa, ettd r; = r; (mod m), mika on ristiriita.
Siis kohta 2 on voimassa. O]

Lause 3.6 (Eulerin-Fermat 'n lause). Olkoon m positiivinen kokonaisluku ja
a sellainen kokonaisluku, etta (a,m) = 1. Talloin

a®™ =1 (mod m).
[7, s. 5]
Todistus. Vrt.[9]. Merkitaan
R={ri,re,....;1m)} ={rl0<r <m —1,(r,m) =1}
ja
aR = {ary,...,argmm}-

Nyt jokaista ar; € aR kohti on olemassa yksikasitteinen r; € R siten, etta
r; = ar; (mod m). Télléin lauseen perusteella

ariary - Arg(m) = rir2. .. o) (mod m).
Toisin sanottuna
a®™riry Ty = 1172 Tgmy  (mod m).

Koska supistetun jadnnossysteemin méaritelméan perusteella
(1172 - - - To(my, m) = 1, niin saadaan a®™ =1 (mod m). H

Esimerkki 3.9. Eulerin-Fermat'n lauseen perusteella
52060 — 5% — 390625 =1 (mod 16),
silla (5, 16) = 1.
Lause 3.7 (Fermat n pieni lause). Jos p on alkuluku ja p fa, niin a?~!' =1

(mod p). [16, s. 217]
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Todistus. Huomautuksen perusteella tiedetaan, etta ¢(p) = p—1. Koska
p fa, niin jaollisuuden maaritelméan perusteella (p,a) = 1. Taten lauseen
perusteella

a®® =1 (modp) eli a?'=1 (mod p).

Korollaari 3.2. Jos p on alkuluku, niin a® = a (mod p).

Todistus. Katso [7] tai [16]. O

Maaritelmé 3.5. Olkoon (a,m) = 1. Silloin kongruenssin ax =1 (mod m)
ratkaisua x sanotaan luvun a kddnteisluvuksi modulo m. [7, s. 7|

Huomautus 3.4. Kun (a,m) = 1, niin luvun a kdéanteisluku modulo m on
olemassa ja se on yksikésitteinen modulo m. 7, s. 7]

Esimerkki 3.10. Luku 9 on luvun 7 kdanteisluku modulo 31, silla (7,31) = 1
ja7-9=63=1 (mod 31). [7, s. 7]

Lause 3.8. Olkoon p alkuluku ja p fa. Silloin luku a on itsensd kadanteisluku
modulo p, jos ja vain jos a =1 (mod p) tai a = —1 (mod p). [7, s. 7]

Todistus. Kts. [T, s. 7] O
Lause 3.9 (Wilsonin lause). Jos p on alkuluku, niin (p—1)! = —1 (mod p).

Todistus. Vrt.[16, s. 216]. Tutkitaan ensin tapaukset p = 2 ja p = 3.
p=2:2-1)!I=1'=1=-1 (mod 2)

p=3:(3-1)1=21=2=-1 (mod 3).

Oletetaan sitten, ettd p > 3. Olkoon a € {2,3,...,p — 2}. Koska (a,p) =
1, niin tiedetdan, etta luvun a kaanteisluku modulo p on olemassa. Koska
p fla—1)jap f(a+ 1), niin edellisen lauseen nojalla luvun a kéénteisluku
modulo p on eri kuin luku a itse. Siis luvut 2,3,...,p — 2 voidaan jakaa
erillisiin pareihin siten, etta jokaisen parin tulo on kongruentti luvun 1 kanssa
modulo p. Taméa voidaan tehdé, silla lukuja on parillinen méaara ja luvut 1
ja p — 1 ovat itsensa kaanteisalkioita modulo p.

Kertomalla nama parit keskenaan saadaan, etté

2:3---(p—2)=1 (mod p)

Koska p — 1 = —1 (mod p), niin saadaan, etta

2:3---(p—1)=—-1 (modp) eli (p—1)!=-1 (mod p)

11



Lause 3.10 (Kiinalainen jaannoslause). Olkoot my,ma, ..., m,, missir > 2,
pareittain suhteellisia alkulukuja. Tdalloin kongruenssiryhmdlld

r=a; (mod my)

r=ay (mod my)

r=a, (modm,)

on yksikdsitteinen ratkaisu modulo M = my - mg---m,.

Todistus. Kts.[7, s. §] O
Esimerkki 3.11. Ratkaise kongruenssiryhmé

r=1 (mod 2)

=1 (mod5)

=0 (mod 3).

Koska 2,3,5 ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, niin kiinalaisen jaén-
noslauseen nojalla kongruenssiryhmaélla on yksikéasitteinen ratkaisu modu-
lo2-3-5=30. Talloin

30
Ml—?:15
30
M2—€:6
30
M3—§:10
Koska
15-1=1 (mod 2)
6-1=1 (mod 5)
10-1=1 (mod 3),
niin

y1 =1 (mod 2)

yo =1 (mod 5)

ys =1 (mod 3).
Siis=1-15-14+1-6-14+0-10-1 =21 (mod 30).
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3.2 Primitiivinen juuri

Aloitetaan aiheen késittely kokonaisluvun kertaluvun késitteestéd. Olkoot a
ja m suhteellisia alkulukuja ja m > 1. Silloin lauseen mukaan a®(m) = 1
(mod m). Tall6in on olemassa ainakin yksi sellainen positiivinen kokonais-
luku z, ettd a® = 1 (mod m). Koska kokonaisluvut ovat hyvinmaéériteltyja,
voidaan todeta, ettd on olemassa sellainen pienin kokonaisluku x, joka tote-
tuttaa edelld mainitun kongruenssin.

Maaritelma 3.6. Olkoot a ja m suhteellisia alkulukuja ja m > 0. Talloin
luvun a kertaluku modulo m on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku z,
ettd a® =1 (mod m). Merkitdén x = ord,,a. [7, s. 15]

Esimerkki 3.12. Etsitdan ords2. Aluksi todetaan, ettd (2,5) = 1. Nyt

2! =2=2 (mod 5)
22=4=4 (mod 5)
23 =8=3 (mod5)
2'=16=1 (mod 5).

Tamén perusteella ords2 = 4. Ei ole tarpeen laskea vaihtoehtoa 2°, silla
etsimme pienintéa sellaista positiivista kokonaislukua z, ettd kongruenssilla
a® =1 (mod m) on ratkaisu.

Seuraava lause on tarpeellinen, kun etsitdan kongruenssin a* = 1 (mod m)
kaikkia ratkaisuja.

Lause 3.11. Olkoot a ja m suhteellisia alkulukuja ja m > 0. Silloin positii-
vinen kokonaisluku x on kongruenssin a® =1 (mod m) ratkaisu, jos ja vain

jos ordpalx.

Todistus. Vrt.[16, s. 334]. Oletetaan, etté ord,,a|z. Nyt z = (ord,,a)k, missi
k e Z*. Siis

a® = a(ordma)k _ (aordma)k = 1k -1 (mod m)

Oletetaan seuraavaksi, ettd a® = 1 (mod m). Téll6in jakoalgoritmin mukaan
on olemassa sellaiset kokonaisluvut ¢ ja r, etta

x = q(ord,a) +r, kun 0<r <ordp,a.

Téstd nihdidn, ettd

T — T

a a”  (mod m).

aa} — aq~0rdma+7’ — ( a

ordma)q
Koska a* =1 (mod m), tiedetaén, ettd a” = 1 (mod m). Epéayhtalosta

a < r < ord,,a voidaan paatella, etta r = 0, silld maéritelman mukaan ord,,,a
on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle pitee a®*4m* =1 (mod m). Koska
r =0, saadaan = = ¢ - ord,,a. Néin ollet ord,,al|z. O
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Esimerkki 3.13. Koska ord;2 = 4, niin esimerkiksi = 12 on kongruenssin
2* = 1 (mod 5) ratkaisu, silla 4|12. Toisaalta © = 6 ei ole kongruenssin
2* =1 (mod 5) ratkaisu, silla 4 /6.

Korollaari 3.3. Jos a ja m ovat suhteellisia alkulukuja ja m > 0, niin
ordyalgm

Todistus. Vrt.[16, s. 335]. Koska (a,m) = 1, niin Eulerin-Fermat'n lauseen
mukaan
a®™ =1 (mod m).

Kuitenkin lauseen mukaan luku z on kongruenssin ¢® = 1 (mod m)
ratkaisu, jos ja vain jos ord,,a|z. Nyt x = ¢(m). Néin ollen ord,,a|¢(m). O

Esimerkki 3.14. Etsitdén ord;s52. Koska ¢(15) = 8, niin edelld mainitun
seurauksen perusteella mahdollisia ord;52 arvoja ovat 1,2, 4 ja 8. Koska

2! =2=2 (mod 15)
22 =4=4 (mod 15)
2'=16=1 (mod 15)
28 =256=1 (mod 15),

niin ord;52 = 4.

Huomautus 3.5. Jos luvun ¢(m) tekijoista valitaan mielivaltaisesti jokin
z, ei valttdmétta ole olemassa sellaista lukua a, ettd x olisi sen kertaluku
modulo m.

Jos a on sellainen luku, ettd (a,m) = 1, niin korollaarin mukaan
ord,,al¢(m). Luvun ord,,a suurin mahdollinen arvo on siis ¢(m). Tésta seu-
raa primitiivisen juuren maéaaritelma.

Maaritelma 3.7. Olkoot r ja m suhteellisia alkulukuja ja m > 1. Jos
ord,,r = ¢(m), niin sanotaan, etta r on primitiivinen juuri modulo m.
Toisin sanoen luvulla m on primitiivinen juuri r, jos r®™ = 1 (mod m) ja
rk 2 1 aina, kun k < ¢(m). [7, s. 17]

Esimerkki 3.15. Koska ordg2 = 6 = ¢(9), 2 on primitiivinen juuri modulo
9. Koska ord72 = 3 # ¢(7), 2 ei ole primitiivinen juuri modulo 7.

Huomautus 3.6. Kaikilla kokonaisluvuilla ei ole primitiivista juurta. Tal-
laisia lukuja ovat muun muassa 8,12 ja 15.
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3.3 Nelionjaannos

Martin J. Erickson [5] kysyy, milloin neliGkongruenssit ovat ratkaistavissa.
Han kysyy myos, miten niiden ratkaisut loydetdan. Tassa tyossa tullaan huo-
maamaan, etta ratkaisun avain on alkulukujen nelionjaannokset, kuten Erick-
son esittaa.

On olemassa kaksi lihestymistapaa ongelmalle 22 = a (mod p), missi p on
alkuluku. Voidaan valita p ja etsid sellaisia luvun a arvoja, ettéd silli on
neliojuuri modulo p tai voidaan valita a ja etsia modulia p, jolle on olemassa
luvun a neliéjuuri.

Aloitetaan tdmén luvun késittely késittelemélla yleista neliokongruenssia,

ar’ +br+c=0 (mod m),

missd a Z 0 (mod m). Kéytetaan Ericksonia [5] mukaillen nelioksi tdyden-
tamista. Kerrotaan kongruenssi termillé 4a:

4a*z* + dabr + 4ac =0 (mod m).

Sieventamaélla paastdan muotoon:
(2az + b)* = b* — 4ac  (mod m).

Kun tehdéin supistus y?> = b? — 4ac (mod m), nihdééin, ettd jos m on pa-
riton ja (a,m) = 1 yllédolevalla kongruenssilla on ratkaisu, jos ja vain jos
kongruenssilla y* = b? — 4ac (mod m) on ratkaisu.

Siirrytdan seuraavaksi kasitteleméan nelionjaannoksia.

Maaritelma 3.8. Luku a on nelionjadnnds modulo m, jos a on suhteellinen
alkuluku luvun m kanssa ja on olemassa sellainen kokonaisluku z, etti a = 22
(mod m). Jos téallaista lukua x ei ole olemassa, a on neliénepdjiinnos. [3,
s. 180]

Koska jatkossa rajoitutaan tapauksiin, joissa m on pariton alkuluku, esite-
tdan myos seuraava maaritelma.

Maaritelma 3.9. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellainen kokonais-
luku, ettd p fa. Téll6in a on nelionjidnndés modulo p, jos kongruenssilla

7> =a (mod p)

on ratkaisu. Jos kongruenssilla ei ole ratkaisua, kutsutaan lukua a neliénepa-

jaannokseksi modulo p. Voidaan kayttda myos nimitysta epénelionjaannos.
[12, s. 100]
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Huomautus 3.7. Jos a = b (mod p), niin a ja b ovat molemmat joko ne-
libnjadnnoksia tai nelionepajaannoksia modulo p. Nain ollen nelionjaannoksié
tutkittaessa riittaa, ettd tarkastellaan lukuja 1,2,...,p — 1. [17]

Esimerkki 3.16. Tutkitaan alkulukua 5. Tarkastellaan supistettua jaéannos-
systeemia modulo 5, joka on joukko {1,2,3,4}. Nyt

1?’=1 (mod 5)
22 =4 (mod 5)
3>=4 (mod 5)
42=1 (mod 5).

Siis luvut 1 ja 4 ovat nelionjadnnoksia modulo 5 ja luvut 2 ja 3 ovat nelione-
pajaannoksia modulo 5.

Seuraavan lauseen tulos voidaan huomata myos edellisestéa esimerkista.

Lause 3.12. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellainen kokonaisluku,
etti p fa. Tdlldin kongruenssiyhtalolla

v*=a (mod p)

on joko tasan kaksi ratkaisua tai ei ratkaisuja ollenkaan.

Todistus. [16] s. 402]. Jos kongruenssilla

v*=a (mod p)
on ratkaisu, merkitaan x = x(, niin voidaan helposti osoittaa, ettd xr = —x
on toinen epédkongruentti ratkaisu. Koska

(—x0)2 =z0>=a (mod D),

nahdéén, ettd —zy on ratkaisu. Nyt zop Z —xo (mod p), silla jos zy = —x0
(mod p), niin saadaan 2x; = 0 (mod p). Tamé on mahdotonta, koska p on
pariton ja p fzo. Voidaan tarkentaa, ettd p fzo, koska ¢? = a (mod p) ja
p Jfa. Jotta osoitettaisiin, etta ei ole enempéé kuin kaksi ratkaisua, oletetaan,
ettd x = xg ja x = x; ovat molemmat kongruenssin

> =a (mod p)

ratkaisuja. Talloin saadaan > = 212 = a (mod p), niin ettd r¢? — z1% =
(xo 4+ x1)(xog — 1) =0 (mod p). Talléin p|(xg + x1) tai p|(ze — x1) niin, etta
r1 = —x9 (mod p) tai x; = zp (mod p). Tasta syysta kongruenssilla

> =a (mod p)

on tasan kaksi ratkaisua, jos silla on ratkaisu. O]
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Lause 3.13. Jos p on pariton alkuluku, on olemassa tasan (p—1)/2 nelion-
jadnndstd ja (p — 1)/2 neliénepdjiannésti modulo p lukujen 1,2,... ,p—1
joukossa.

Todistus. Vrt. [106] s. 403]. Jotta loydettaisiin kaikki nelionjaénnokset modulo
p lukujen 1,2,... p — 1 joukosta, tulee tarkastella ndiden lukujen nelididen
pienimpia positiivisia jadnnoksia modulo p. Koska nelioita on p—1 kappaletta

ja jokaisella muotoa x? = a (mod p) olevalla kongruenssilla on joko kaksi tai

ei yhtaan ratkaisua, taytyy télloin olla tasan =1 nelionjaannosta modulo p

2
lukujen 1,2, ..., p — 1 joukossa. Jaljelle jaéneet (p — 1) — @ = @ lukua

p pienempad positiivista lukua ovat nelionepéjaannoksia modulo p. O]

3.4 Legendren symboli ja Eulerin kriteeri

Seuraavaksi esitellaén Legendren symboli ja Eulerin kriteeri. Eulerin kritee-
ri, kuten nelionjadannosten resiprookkilakikin, perustuu Legendren symbolin
ominaisuuteen.

Maaritelma 3.10. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellainen koko-
naisluku, ettd p fa. Talloin

( a) R jos a on nelionjadnnos modulo p
p/) | —1, jos a on nelibnepédjainnés modulo p.

Tata kutsutaan Legendren symboliksi. [16), s. 404]

Esimerkki 3.17. Koska luvut 1,4 ovat nelionjaannoksié ja luvut 2,3 nelio-

nepajaannoksida modulo 5,
1 4
(5)=(5) =
5 5

2
-
5 5
Lause 3.14 (Eulerin kriteeri). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellai-
nen kokonaisluku, etti (p,a) = 1. Tdlloin

a (p—1)
-l =a 2 mod p).
(5) =" (o)

ja

[0, s. 404]
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Todistus. Vrt.[7, s. 24]. Todistetaan ensin lauseen ensimméinen osa. Olete-
taan, etti a on nelionjaannos modulo p. Silloin kongruenssilla 22 = a (mod p)
on ratkaisu, jota merkitdan ;. Koska (a, p) = 1, niin myos (z1,p) = 1. Téten
Fermat'n pienen lauseen nojalla

aP V2 = (£,2)P"D2 = g7 = 1 (mod p).

Oletetaan sitten, ettd a®~1/2 = 1 (mod p). Olkoon 7 primitiivinen juuri
modulo p. Koska (a,p) = 1, niin a = ¥ (mod p) jollakin k, missi
1 <k<¢(p)=p—1. Siis

(p—1) (p—1)
ks a2 =1 (mod p).

Téten lauseen nojalla

(p—1)
2

ord,r|k -

eli (p—1)|k- ;1. Huomaa, ettd k- Z32 = ¢ (p—1), missi c € Z, eli £ = ¢

eli £ on parillinen.

Merkitain k = 2j. Nyt (r7)?2 = r¥ = a (mod p), joten 7/ on kongruenssin

2? = a (mod p) ratkaisu. Néin ollen a on neliénjéainnés modulo p.

Todistetaan lauseen toinen osa. Fermat'n pienen lauseen nojalla
(@P V2 1) (@® V2 1) =a?' —1=0 (mod p).
Siis a?~1/2 —1 =0 (mod p) tai a® /2 +1=0 (mod p)
eli a?"Y/2 =1 (mod p) tai a?"Y/2 = —1 (mod p).
Siis (“) =a'T (mod p). O

p

Eulerin kriteeri voidaan todistaa myos Wilsonin lauseen (lause avulla.
Kts. esimerkiksi [17), s. 189)].

Esimerkki 3.18. Olkoon p = 7. Silloin Eulerin kriteerin mukaan

7—1)

4 =P =64=1 (mod7)

ja
(7=1)

62 =6"=216=—-1 (mod 7).

Siis on 4 neliénjaannos ja 6 on nelibnepédjaannos modulo 7.
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Lause 3.15. Seuraavat ominaisuudet pdtevit Legendren symboleille:

(3.1) (;) 1
w0

(3.3) (“2> —1

p
oo G- h Ik
(3.5) % <Z> =0
(3.6) Josa=b (mod p), niin (Z) = (2)

Todistus. Vrt. [5l, s. 132] ja [16], s. 405]. Kohta (3.1) seuraa Legendren sym-
bolin mééritelmasté.
Kohta (3.2): Eulerin kriteerin perusteella tiedetdin, etti (g) = qlP~1/2

(mod p), (b> = b@®=1/2 (mod p) ja (“b) = (ab)P=1/2_ Niin ollen

p p
a\ (0N _ p-12p0-12 (p-1)/2 — (@D

() <> =aPV/5pP = (ab)"? = <) (mod p).
b/ \p p

Koska Legendren symboli voi saada vain arvot 1, voidaan paatella, etté

()6 -G)

Kohta (3.3): koska <Z) = +1 kohdasta (3.2) seuraa, etta

2
(5)-G)G) -
p b/ \p

Kohta (3.4): Eulerin kriteerin perusteella tiedetadn, etté (?) = (-1)-D/2
(mod p). Jos p =1 (mod 4), niin p = 4k+1, jollakin kokonaisluvulla k. Néin
ollen (—1)P~Y/2 = (—1)?* = 1. Siis (;}) = 1. Jos p =3 (mod 4), niin p =
4k + 3, jollakin kokonaisluvulla k. Néin ollen (—1)®~1/2 = (—1)%+1 = 1,
Siis <—p1> = -1

Kohta (3.5) seuraa siité, etta nelionjaénnoksia ja nelionepajaidnnoksia on yh-
ta paljon.
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Kohta (3.6): jos a = b (mod p), niin kongruenssilla 22 = a (mod p) on rat-
kaisu, jos ja vain jos kongruenssilla 22 = b (mod p) on ratkaisu. Titen

(5)-G)
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4 Nelionjaannosten resiprookkilain todistus

Olkoot p ja g erisuuria parittomia alkulukuja. Jos kongruenssi

7> =p (mod q)

on ratkeava, merkitdan (Z) = 1. Jos kongruenssi ei ole ratkeava, merkitaan
<Z> = —1. Vastaavasti kongruenssin ratkeavuuden perusteella merkitdan
(Z) = 1 tai (g) = —1. Talla tavoin maériteltyjen Legendren symbolien

valilla on voimassa yhtalo, jota kutsutaan nelionjaannosten resiprookkilaiksi.

Lause 4.1 (Nelionjaannosten resiprookkilaki). Olkoot p ja q erisuuria parit-

tomia alkulukuja. Tdlloin
P)(4) =y
(B)(%) =y

Nelionjaannosten resiprookkilaki siis vaittda, ettd Legendren symbolit (5)

ja <g> vastaavat toisiaan aina, kun kongruenssi p = ¢ = 3 (mod 4) ei ole

voimassa. Kun p=¢q¢ =3 (mod 4),
(p> (q)
q p

Koska Legendren symboli <§) = =1, jos p ja q ovat parittomia alkulukuja

ja p # q, saadaan, etta (5) (Z) = +1. Tama todistaa seuraavan korollaarin.

Korollaari 4.1. Jos p ja q ovat erillisid parittomia alkulukuja, niin

()= (B
[T s. 162]

Ennen kuin voidaan todistaa nelionjaannosten resiprookkilaki johdannossa
esitetylla tavalla, tulee todistaa Gaussin lemma.
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4.1 Gaussin lemma

Gaussin lemma tarjoaa tavan selvittaa, onko alkuluvun p kanssa suhteellinen
alkuluku a, a € Z, nelionjaannos vai nelionepédjaannos modulo p.

Lause 4.2 (Gaussin lemma). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellainen
kokonaisluku, etti (a,p) = 1. Olkoon s joukon X = {a,?2a,3a,.. .,@a}
sellaisten alkioiden lukumdard, joiden jakojddnnds modulo p on suurempi

kuin &. Silloin (Z) = (—1)*.[16, s. 407]

Todistus. Vrt.[11l s. 140] ja [16} s. 407]. Joukon X alkiot ovat epakongruent-
teja modulo p. Nimittéiin koska (a,p) = 1, kongruenssilla

ha =ka (mod p)

on ratkaisu ainoastaan, kun h = k (mod p). Muodostetaan joukot U ja V
siten, etta joukkoon U kuuluvat ne joukon X alkioiden jakojaannokset, jotka
ovat pienempié kuin p/2 ja joukkoon V' kuuluvat ne joukon X alkioiden jako-
jadnnokset, jotka ovat suurempia kuin p/2. Merkitdan U = {uy, ug, ..., u;}
jaV = {v1,v,...,05}. Talloin s+t = 3(p—1). Luvut p—vy, p—va,...,p—0,
ovat kaikki vélillé [0, 1p]. Yksikéén néistd luvuista ei ole kongruentti joukon
U alkion kanssa modulo p, silla jos

p—v;=u; (mod p)
ja
v; =ba (mod p),u; =ca (mod p),
missé i € {1,2,...,s},j € {1,2,...,t} jab,ce {1,2,...,1(p — 1)}, niin
b+c=0 (mod p).

Tamé on mahdotonta, silla 0 < b+ ¢ < p, ehdon b,c € {1,2,..., %(p - 1)}
perusteella. Siis luvut

U, U2y e oo, Uty P — V1, P — V2, ..., P — Us

ovat kaikki pienempid tai yhtésuuria kuin luku £(p — 1) ja niitd on $(p — 1)
kappaletta. Kertomalla nama luvut keskenédan, saadaan

Uy - Uy - (p—v1)(p—va) -+ (p — vs)

= (p; 1)! =(—1)°- (p; 1)! Lqz) (mod p).

Nyt Eulerin kriteerin perusteella seuraa, etta
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11
3-7,4-7,5-7 jakojaannokset modulo 11 ovat 7,3,10,6, 2, joista kolme on

suurempia kuin % Nain ollen (171) = (—1)? = —1. Siis luku 7 on neliénepé-

Esimerkki 4.1. Lasketaan (7) Gaussin lemman avulla. Lukujen 7,2 -7,

jaannos modulo 11.

Koska tiedetaan, etta (“b) = (“) <b>, Legendren symbolin (Z) arvon las-

p p p

kemiseksi riittaa laskea % kaikilla alkuluvuilla ¢, joka jakaa luvun x.

Tarkastellaan ensin tapausta ¢ = 2. Osoitetaan, ettd Legendren symbolin

(Z) arvo riippuu ainoastaan kongruenssiluokasta p modulo 8.

Lause 4.3. Olkoon p pariton alkuluku. Silloin (12)) = (=1)®*=V/8. Siis luku

2 on nelionjidannds alkuluvuille p = +£1 (mod 8) ja nelionepdjiannds alkulu-
vuille p = £3 (mod 8).

Todistus. Vrt.[16, s. 408]. Olkoon s kokonaislukujen
1-2,2-2,....((p—1)/2) -2

sellaisten pienimpien positiivisten jakojadnnosten méara, jotka ovat lukua
p/2 suurempia. Silloin Gaussin lemman perusteella tiedetédéan, etté

Koska kaikki yllamainitut kokonaissluvut ovat lukua p pienempié, riittaa las-
kea ainoastaan lukua p/2 suurempien maéri, jotta tiedettéisiin kuinka monen
jakojadnnos on suurempi kuin p/2. Kokonaisluku 25, missd 1 < j < (p—1)/2,
on pienempi kuin p/2 , kun 57 < p/4. Néin ollen lukua p/2 pienempié koko-
naislukuja on |p/4] kappaletta. Téaten lukua p/2 suurempia kokonaislukuja
ons=(p—1)/2— |p/4] kappaletta. Nyt Gaussin lemman perusteella néh-

daan, etta
(2)::(_4)@5”—WML
p
Lauseen todistamiseksi riittad osoittaa, etta kaikilla parittomilla kokonaislu-

vuilla p patee

2

p—1 _Dp
(4-1) T [P/‘U = R

(mod 2).

Pitaa huomata, ettd (4.1)) péatee positiiviselle kokonaisluvulle p, jos ja vain
jos se patee luvulle p + 8. Téama seuraa siité, etté

(p+8)—1

D)) = (P ) (/A +2) = P /] (mod 2)

2
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ja
+8)2 -1 21 2 —
(p 8) :p8 Loprg=?

(mod 2).

Koska jokainen pariton alkuluku p on kongruentti luvun n = 41 tai n = £3
kanssa modulo 8, voidaan paatella, etta patee jokaiselle parittomalle
alkuluvulle p, jos se patee luvuille n = +1 ja n = £3. Silla, ettd luvut £1,
—3 eivat ole alkulukuja, ei ole merkitysta kongruenssien kasittelyn kannalta.
Tarkastellaan nama tapaukset:

n=1 121—L1/4J:050:128_ (mod 2)
n=-—1 _12_1—L—1/4J:—250:(_1)82_1 (mod 2)
n=3:2 %~ [3/4] = 51:328 (mod 2)
n=-3 _32_1—L—3/4J _—351:(_3)82_1 (mod 2).

Koska jokainen pariton alkuluku p on kongruentti luvun n = £1 tai n = +3
kanssa modulo 8, seuraa, ettéd jokaiselle parittomalle alkuluvulle p pétee

p—1 _pr-1
S lp/4] = 3 (mod 2)

ja edelleen

(2> _ (=)D,

p

Kongruenssiluokassa (p? —1)/8 (mod 2) tehdyisté laskuista voidaan huoma-
ta, etta

2
() =1, josp==+1 (mod 8)
D
ja

2
() =—1, josp=43 (mod 8).
p

(Vaihtoehtoisia todistuksia esitetdin muun muassa lahteissa [5], s. 137],
[12, s. 105] ja [17, s. 192].)

Ericksonin mukaan [5, s. 138] Legendren symbolin % arvon laskeminen

kokonaislukua kolme suuremmalle alkuluvulle Gaussin lemmaa kayttden on
vaikeampaa. On kuitenkin olemassa tapa maérittad tdman Legendren sym-
bolin arvo kongruenssiluokasta p modulo 12.
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Legendren symboli (2) voidaan liittd4 symboliin (g’) Koska (g) =1, jos

ja vain jos p = 1 (mod 3), saadaan ratkaistua alkuperdinen ongelma. Tété

suhdetta Legendren symbolien (g) ja (Z’) valilld kutsutaan siis nelionjaan-

nosten resiprookkilaiksi.

4.2 Resiprookkilain todistus

Téssa luvussa esiteltava todistus noudattaa tiukasti Rosenin esittamaa todis-
tusta [16, s. 420].Todistuksen pohjana kaytetédén Rosenin todistusta, koska
se on yksi helpoimmista resiprookkilain todistuksista ymmaértaa.

Nelionjaannosten resiprookkilaki on Rosenin [I6] mielestéa yksi kiehtovim-
mista ja haastavimmista lukuteorian tuloksista. Lause liittaa siis toisiinsa
Legendren symbolien arvot, kuten edella ollaan todettu, kun p ja q ovat pa-
rittomia alkulukuja.

Ennen varsinaista lauseen todistusta Rosen [16], s. 418] esittelee resiprookki-

a

lauseesta muodon, joka osoittaa, ettd Legendren symbolin arvo riippuu

ainoastaan jadnnosluokasta p modulo 4a ja ettd Legendren symbolin (g)

arvo on sama kaikilla alkuluvuilla p, jonka jaannos on r tai 4a — r jaettaessa
luvulla 4a. Tamé muoto esitetiin lauseessa £.4

Lause 4.4. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a kokonaisluku sekd (a,p) =
1. Jos q on alkuluku, jolle pitee p = +q (mod 4a), niin (g) = (‘;)
[16, s. 418]

Osoitamme luvussa etta edella esitetyt kaksi resiprookkilain muotoa
(lauseet ja ovat ekvivalentit.

Seuraava Eisensteinin lause mahdollistaa johdannossa mainitun Gaussin kol-
mannen resiprookkilaille esittdmén todistuksen yksinkertaistuksen.

Lause 4.5. Jos p on pariton alkuluku ja a on pariton kokonaisluku sekd

(a,p) =1, niin
a
) = (_1)T(a,p)’
()

mMissa
(p—1)/2

T(a,p) = ; Lja/p].
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Todistus. Vrt.[16, s. 421-422]. Tarkastellaan lukujen a,2a,...,((p — 1)/2)a
pienimpid positiivisia jakojadnnoksia. Olkoot wuy,us, ..., us niistd ne, jotka
ovat lukua p/2 suurempia, ja vy, ve, . . ., vy ne, jotka ovat lukua p/2 pienempia.
Jakoalgoritmista saadaan

ja = plija/p] +rj,

missa jaannos r; on muotoa u; tai v;. Kun lasketaan yhteen tallaista

yhtaloé, saadaan

(p—1)/2 (p—1)/2

(4.2) Z ja = Z plia/p) +Z%+Z%

Kuten Gaussin lemman todistuksessa osoitettiin, kokonaisluvut p—vy, ..., p—
Vs, Ug, . .., Uy ovat kokonaisluvut 1,2,...,(p — 1)/2 jossakin jarjestyksessa.
Kun lasketaan yhteen nama kokonaisluvut, saadaan

(p=1)
2

(p—1)/2 s t s t
(4.3) F=Yp—v)+ > uj=ps—> vj+ > u
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Kun vahennetaén yhtalostd (4.3) yhtalo (4.2) puolittain, ndhdaan, etta

(p—1)/2 (p—1)/2 -1)/2 s
> ja— j = Z Lja/p] —ps+2) v

Jj=1 Jj=1 J=1

Koska T'(a,p) = Z(p b/2 |ja/p|, niin saadaan edellinen lauseke seuraavaan
ekvivalenttiin muotoon

(p—1)/2

(a—1) > j=pT(a,p)—ps+2) v,
j=1 j=1

Kun supistetaan tita viimeista yhtalod modulo 2, paastaan muotoon
0=T(a,p) —s (mod 2),
silla a ja p ovat parittomia. Nain ollen
T(a,p) =s (mod 2).

Gaussin lemman perusteella

Niin ollen siité, ettd (—1)° = (—1)7@P) seuraa

(_1)T(a,p).

N

SRR

~
I
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Esimerkki 4.2. Kaytetaan edellista lausetta Legendren symbolin (g) ar-

von selvittamiseksi. Arvioidaan siis summaa

§3L5i/13]::L5/13J4—LlO/lSJ4—{15/13J%—L20/13J4—{25/13]4—{30/13J

—0+4+04+1+14+1+2=5.

Sﬁs(é):(—u5:-4.
13

Vastaavasti Legendren symbolin () arvon selvittamiseksi arvioidaan sum-

5
maa
2

SO113i/5] = [13/5) + [26/5) =2+5="1.

i=1
Sns<§>=(—n7:-4.

Seuraava esimerkki esittelee resiprookkilain todistuksen kulkua. Kyseessa on
siis yksi nelionjadénnosten resiprookkilain esityistapaus.

Esimerkki 4.3. Olkoon p = 5 ja ¢ = 13. Tarkastellaan kokonaislukupareja
(x,y), missa

ja

Tallaisia pareja on 12 kappaletta. Voidaan huomata, etta mikadn naista pa-
reista ei téytd ehtoa 13z = 5y, koska silloin 13|5y ja néin ollen 13|5, miké on
mahdotonta, tai 13|y, mikd on mahdotonta, silla 1 <y < 6.

Nama 12 paria jaetaan kahteen ryhméan kuvan 1 mukaisesti riippuen lukujen
13z ja 5y suhteellisesta koosta.

Ne kokonaislukuparit (z,y), missé
1<x<2 1<y<6 ja 13z > by
ovat tasmalleen ne samat parit, missé

1<z<2jal<y<13z/5.
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y=13%/5

6 * ®

R

4 »/®

cl @

24 »

14/e
-

Kuva 1. Kokonaislukupisteiden laskeminen tulon <153> (153)

selvittamiseksi.

Kiinnitetylle kokonaislukuarvolle z, 1 <z < 2, on olemassa |13z/5] mah-
dollista luvun y arvoa. Nain ollen niiden parien kokonaismaéra, jotka toteut-
tavat ehdot

1<2x<2 1<y<6 ja 13z > by,

on
2

> [13i/5] = |13/5) + |26/5] =2+ 5 =T.

i=1
Nimé 7 paria ovat (1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4) ja (2,5).

Ne kokonaislukuparit (z,y), missé
1<x<2jal<y<6 ja 13z <by,
ovat tdsmaélleen ne samat parit, missé
1<y<6jal<z<b5y/13.

Kiinnitetylle kokonaislukuarvolle y, 1 <y < 6, on olemassa |5y/13] mah-
dollista luvun x arvoa. Nain ollen niiden parien kokonaisméara, jotka toteut-
tavat ehdot

1<zx<2, 1<y<6 ja 13z < by,

on

XG:L52'/13J = |5/13] + |10/13] + |15/13] + |20/13] + |25/13] + |30/13]

i=1
=0+0+1+1+1+2=5.
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Néma 5 paria ovat (1,3),(1,4),(1,5),(1,6) ja (2,6).
Téaten ndhdaan, etta
13—-1 5-1 0

5y —6:2=12= iusi/m +2_15i/13] =7 +5.

(1) 555 = (1) D I8+ 200 (51/13) — () 186/5) L ()0 159/13)
Koska lauseen perusteella

13 2 . 5 6 .
— ) =(=1 Zizl [13i/5] 5 () = (=1 Zi:l |54/13]

(E)) -

Seuraavaksi esitetadn todistus nelionjaannosten resiprookkilaille edellisen esi-
merkin tyylid noudattaen.

nahdian, etta

Todistus. Vrt.[16l, s. 420]. Tarkastellaan kokonaislukupareja (z,y), missé
1<z<(p—1)/2jal <y<(q—1)/2. Tallaisia pareja on selvisti
% . Q;Ql kappaletta. Jaetaan parit kahteen ryhméaén kuvan 2 mukaisesti

riippuen lukujen gx ja py suhteellisesta koosta.

(0,69-1)/2) ({p-1,/2,(9-13/2)

fg—132

3 Ipifal hilapistest
J=1

ip=1372

> laifpl hilapisteet

je=1

(0,0) ((p-13/2,0)

Kuva 2. Kokonaislukupisteiden laskeminen tulon <§) (g) selvittamiseksi.

Ensiksi huomataan, ettéd kaikille pareille péatee qr # py. Jos olisi qr = py,
niin ¢|py, jolloin ¢|p tai ¢|y. Kuitenkin, koska ¢ ja p ovat erisuuria alkulukuja,
tiedetéén, ettd g fp, ja koska 1 <y < (¢ —1)/2, tiedetéén, ettd q fy.
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Jotta tiedettéisiin sellaisten kokonaislukuparien (z,y), missé
l<z<(p-1)/2

1§y§(q_1)/2’
ja
qr > py,

maara, pitda huomata, etté kyseessa olevat parit ovat tasmalleen samat parit,
missa
1<z<(p—-1)/2 ja 1<y<qx/p.

Jokaiselle kiinnitetylle kokonaisluvulle z, 1 < x < (p — 1)/2, on olemassa
lgz/p] ehdon 1 <y < gz/p tayttavdd y:n arvoa. Téten kokonaislukuparien
(x,y), missa

I<e<(p-1)/2,

1

ja
qr > py,

kokonaisméara on
(p—1)/2

> lai/p).
j=1
Tarkastellaan sitten kokonaislukupareja (z,y), missé
1<z<(p—-1)/2,
1<y<(¢—1)/2
ja
qr < py.
N&mé parit ovat tdsmaélleen samat, kuin ne parit (x,y), missa

1<y<(¢g—1)/2 ja 1<z<py/q,

kuten kuvasta 2 voidaan néhdéa. Nain ollen jokaiselle kiinnitetylle kokonais-
luvulle y, 1 <y < (¢—1)/2, on olemassa tasan |py/q| kokonaislukua z, jolle
péatee 1 <z < py/q. Siis sellaisten kokonaislukuparien (x,y), missa

1<z<(p—-1)/2,

ja



kokonaismaéari on
(¢-1)/2
Lpi/al-
7=1

Kun lasketaan yhteen néiden luokkien sisdltdmien parien kokonaismaérit ja

muistetaan, etta tallaisten parien kokonaisméird on 2=t . 421 niahdéain, etta
) 2 9

(p—-1)/2 (g—1)/2 1

Z laj/p] + Z lpj/al = q;17

silla jokaisen parin on kuuluttava jompaan kumpaan luokkaan. Jos kdytetaan
edellisen lauseen merkintoja saadaan,

p—1 g—1

Tg.p) + T(p.a) = — 5

Naéin ollen

p—1 g—1

R G e e C ey

Gaussin lemman ja lauseen perusteella

(—1)7@?) = (q) ja (—1)Teo = (p)

p q

Q-

Naéin ollen

4.3 Ekvivalenttisuustodistus

Tassé luvussa todistamme edella esitetyt kaksi resiprookkilain muotoa ekvi-
valenteiksi.

Lause 4.6. Olkoot p ja q erisuuria parittomia alkulukuja ja olkoon a positii-
vinen kokonaisluku. Talloin nelionjdadnnosten resiprookkilain muoto

p) (‘1) — (1)
<q b
on ekvivalentti muodon

p==q (mod 4a)= (a> — <a>

b q

kanssa.
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Todistus. Vrt.[15, s. 60-61]. Oletetaan, etta p ja ¢ ovat erisuuria parittomia
alkulukuja ja a on positiivinen kokonaisluku. Liséksi oletetaan, etta

Q-

Nyt riittaa todistaa, etta

p=+q (mod 4a) = (Z) = <Z>,

kun a on pariton alkuluku(a # p, q). Jos lause pétee téssé tapauksessa, ylei-
nen tapaus seuraa tekijoihinjaon ja kongruenssin ominaisuuksien perusteella.

Tarkastellaan ensin tapausta, p = ¢ (mod 4a). Koska kongruenssin p = ¢
(mod 4a) mukaan on voimassa kongruenssi p = ¢ (mod a). Téasté saadaan

lauseen |3.15| perusteella, etté (Z) = (Z) Taméan tiedon ja resiprookkilain

ensimmaisen muodon perusteella saadaan

(5) = 05 (2) - o (2) - o ),

Nyt, kun p = g+4at, jollakin ¢t € Z, saadaan p+q—2 = 2(q— 1+ 2at). Koska

luku ¢ — 1 4 2at on parillinen, niin p +¢ — 2 = 0 (mod 4). Siis %5+ - %

on parillinen ja taten <Z> = (Z) Nain ollen resiprookkilain toinen muoto
patee tassa tapauksessa.

Vastaavasti késitelldin tapausta p = —¢ (mod 4a). Nyt on voimassa
kongruenssi p = —¢ (mod a). Téstéd saadaan, etté <Z) = (aq) Taméan

tiedon ja resiprookkilain ensimmaisen muodon perusteella saadaan

— (-1 T () T (- T (Z)
_ (_1)a;1.?*1+§+q71 (Z) _ (_ )%1# _ <Z>

jap+q=0 (mod 4). Siis “T_l - 224 on parillinen, joten (Z) = (“)

Kaintéen oletetaan, ettd resiprookkilain toinen muoto péatee. Oletetaan li-
saksi, etta

p>q ja p=q (mod4).
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Nain ollen p = g+ 4a, jollekin a > 1. Nyt taté toista muotoa ja lauseita [3.15
ja kayttamalla saadaan

)-(55)-(9-()-()- (%)
(59)-() ()

Téten, jos p =1 (mod 4), niin (p — 1)/2 on parillinen ja (”) = (Z). Koska

p =q (mod 4), niin ‘I;zl on parillinen ja siten (2’) (g) =(-1)7= 7.

Jos p =3 (mod 4), niin (p — 1)/2 on pariton ja <’q’) = —<Z). Talloin myos

(g—1)/2 on pariton ja siten (2’) (Z) = (—1)1);21(1%1 Nain ollen resiprookkilaki
patee kummassakin tapauksessa.

Viimeiseksi oletetaan, ettd p = —¢ (mod 4). Talloin p+q = 4a, jollekin a > 1.
Tasta ja resiprookkilain toisesta muodosta seka lauseesta [3.15saadaan

(5 -0 -0 -G -5 -()
q q q p p p p/)
Nyt jos p =1 (mod 4), niin ¢ = 3 (mod 4) ja siten (p — 1)/2 on parillinen

ja (¢ —1)/2 on pariton. Néin ollen <§) (;’) = (-1 =

N—

Jos sitten p = 3 (mod 4), niin ¢ = 1 (mod 4) ja siten (p — 1)/2 on pariton

o . p\(q) _ [ q\Estect
ja (¢ —1)/2 on parillinen. Néin ollen (q) <p) =(-1)=z =.

Téaten resiprookkilain muodot ovat yhtéapitavat. O

Ericksonin mukaan [5, s. 138] Legendren symbolin (2) arvon laskeminen

kokonaislukua kolme suuremmalle alkuluvulle Gaussin lemmaa kayttden on
hankalaa. Seuraavassa esimerkissé huomataan, kuinka kétevésti se saadaan
laskettua resiprookkilain avulla.

Esimerkki 4.4. Edellisen lauseen perusteella saadaan, etta

3
<) =1, jos ja vain jos p =41 (mod 12).
p

Tata tarkastellaan tarkemmin seuraavassa luvussa.
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5 Resiprookkilain sovelluksia

Nelionjaannosten resiprookkilailla on seka teoreettisia etta kaytéannollisié so-
velluksia. Sitd voidaan kayttda muun muassa laskuissa ja hyodyllisten tulos-
ten todistamiseen. Téassa luvussa esitellaan muutamia kiintoisia sovelluksia.

5.1 Legendren symbolin arvioiminen

Resiprookkilakia kaytetadn muun muassa Legendren symbolien arvioimiseen.
Edellisessé kappaleessa voitiin huomata, ettd (p — 1)/2 on parillinen, kun

p =1 (mod 4), ja pariton, kun p = 3 (mod 4). Edelleen voidaan huomata,

etta @ -2 on parillinen, kun p = 1 (mod 4) ja ¢ = 1 (mod 4), ja

2
(;;7;1) . (q—gl) on pariton, jos p = ¢ = 3 (mod 4). Téll6in saadaan

(p)‘<Q>:{1, josp=1 (mod4)taig=1 (mod 4)

q —1, josp=¢g=3 (mod4).

p

(Pitaa huomata, etté ylla ei ole kyse poissulkevasta tai:sta.)

Koska ainoat mahdolliset arvot Legendren symboleille <§) ja <zq>> ovat +1,
nahdadn, etta

(p) (Z), josp=1 (mod4)taig=1 (mod4)

a/ —(Z), josp=g=3 (mod 4).

Tama tarkoittaa sita, etta jos p ja q ovat parittomia alkulukuja, niin (Z) =
(g) elleivat molemmat p ja g ole kongruentteja luvun 3 kanssa modulo 4. Jos
molemmat p ja g ovat kongruentteja luvun 3 kanssa modulo 4, niin (z) =
()

Esimerkki 5.1. Olkoon p = 17 ja ¢ = 21. Koska 17 = 21 = 1 (mod 4),

nelionjadnnosten resiprookkilain nojalla (”) = (f;) Nyt lauseen [3.15

21

kohdan (3.6) nojalla tiedetéén, etté (f%) = (147) ja saman lauseen kohdan

(3.3) nojalla seuraa, etta (147> = (f;) = 1. Tésté saadaan, etta (g) = 1.
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5.1.1 Nelionjaannosten kaksi perusongelmaa ja muita laskuesi-
merkkeja

Seuraavat esimerkit osoittavat kuinka nelionjadnnosten resiprookkilakia voi-
daan kayttaa nelionjaannoksiin liittyvien perusongelmien ratkaisuissa. Esi-
merkit ovat lahteen |2, s. 186-187] mukaisia.

Esimerkki 5.2. Maarita, onko 219 nelionjaénnos vai nelionepéjaannos mo-
dulo 383.

219
383

bolien multiplikatiivisuutta, resiprookkilakia, jaksollisuutta ja Legendren

symbolien (1) ja (i) arvoja, jotka on laskettu aiemmin.

Ratkaisu. Arvioidaan Legendren symbolia ( ) kayttamaélla Legedren sym-

p

Koska 219 = 3 - 73 Legendren symbolien ominaisuuksien perusteella saadaan

(55) = () Gs)

Resiprookkilakia ja lausetta seké jaksollisuutta kayttamalla saadaan

() - () -~(3) e .
ja

() - )™ - (3) - (B)(3) - -1

Niin ollen (ggg) =1 ja 219 on siis neliénjainnés modulo 383.

Esimerkki 5.3. Maarita ne parittomat alkuluvut p, joille luku 3 on nelion-
jaannos, ja ne, joille se on nelidnepéjaannos.

Ratkaisu. Resiprookkilain korollaarin nojalla saadaan

(£)- Ger= ()

p

3), pitda tietad arvo p (mod 3), ja jotta voitai-

Jotta voitaisiin méaarittas (

siin maarittaa (—1)pT_1, pitda tietdd arvo E2* (mod 2) tai arvo p (mod 4).
Siksi tarkastellaan arvoa p (mod 12). Tarkasteltavana on vain nelja tapaus-
ta, p=1,5,7 tai 11 (mod 12). Muut tapaukset tulevat poissuljetuksi, silla p

on pariton.

Tapaus 1. p = 1 (mod 12). Téssé tapauksessa p = 1 (mod 3), joten (23’) =

<;’> — 1. Lisiksi p = 1 (mod 4), joten 2% on parillinen ja niin ollen

(- |
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Tapaus 2. p =5 (mod 12). Téssé tapauksessa p = 2 (mod 3), joten (é’) =

24
(g) = (—1)3 s = —1. Jélleen % on parillinen, silld p =1 (mod 4), joten

()=

Tapaus 3. p = 7 (mod 12) eli p = —5 (mod 12). Téssé tapauksessa p = 1

(mod 3), joten é’) = (é) = 1. Lisaksi % on pariton, silld p = 3 (mod 4).

7N

Néin ollen ( >
= d 12) eli p = —1 (mod 12). Tésséi tapauksessa p = 2

Tapaus 4. p = 11 (
(mod 3), joten (g) = 3) = —1. Jalleen 2+ on pariton, silli p = 3 (mod 4).
Nain ollen (p) =1

Yhteenvetona néista neljasta tapauksesta nahdaan, ettd luku 3 on nelion-
jadnnos modulo p, jos p = £1 (mod 12), ja luku 3 on nelibnepajaannos
modulo p, jos p = £5 (mod 12). Pééttely voidaan tehdd myo6s kiinalaista
jadnnoslausetta [3.10] ja korollaaria kayttéen, kts.[14) s. 163].

Seuraavaksi esitetdan lisdé laskuesimerkkejé. Esimerkit noudattavat ldhtees-
sa 14, s. 161-168] esitettyja esimerkkejé.

Korollaaria [£.1] kaytetain seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 5.4. Onko z? = —42 (mod 61) ratkeava?

Ratkaisu. Kongruessi on ratkeava, joss <_42) = +1. Koska tiedetédén, etta

61
(“b> = (a) (b>, saadaan
) p)\p
)= GG - @) 6 66D
61/ \61/\61/ \61/\61/\61/\61/)
Soveltaen tata tulosta, lausetta ja korollaaria saadaan

(50) = (0P = (P =4,

_ 612—1/8 = (—1)0062/8 — ()18l =

(2)-c
()~ (B)nmsmesn= (o
&

_ (671>( 1)U E-1/2) @)(_1)90

- ()= G- G

= (5) =@ t=
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Siis 1

(%) = FDEDEDED =+1,
ja yhtalo on ratkeava. Itse asiassa kokeilemalla 1oydettéavat ratkaisut ovat
r =18 ja 43 (mod 61).

Annetaan resiprookkilailla sovellus Legendren symbolien laskemiseen. Tamé
on Eulerin versio nelionjaénnosten resiprookkilaista.

Lause 5.1. Olkoon p pariton alkuluku. Jokaiselle alkuluvulle q, ¢ > p, mdd-
ritellddn positiivinen kokonaisluku r seuraavasti:

josp=1 (mod4), niin q=kp+r,0<r<p,

josp=3 (mod 4), niin ¢ =4kp£r,0 <r <4p,r =1 (mod 4).

Tdlloin <§> B <;>

Todistus. Vrt.[14, s. 164-165]. Jos p = 1 (mod 4), niin resiprookkilain ja
lauseen [3.15] perusteella saadaan

(5 -()- ()= ()

q p p p/)

Jos p = 3 (mod 4), ndytetdén ensin, ettd r on olemassa véitetylla tavalla.
Kirjoitetaan

q=4kp+ro, 01y <4p.

Jos 79 = 1 (mod 4), niin valitaan r = rg, ja jos 7o = 3 (mod 4), valitaan
r = 4p — rg. Nain ollen luvun r yksiselitteisyys on selvaa.

Jos ¢ = 4kp +r, niin g =r =1 (mod 4) ja saadaan jélleen

0-0)-0)

q p p

Jos ¢ = 4kp — r, niin ¢ = —r = 3 (mod 4). Resiprookkilain ja lauseen [3.15]
perusteella saadaan

()=-6)=-G) -GG =6

mikéa todistaa tuloksen. O
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Esimerkki 5.5. Etsi kaikki sellaiset alkuluvut, joille luku 19 on nelionjaan-
nos.
Ratkaisu. Tama joukko on helppo muodostaa huomautuksen perusteella.

Nyt luvun 19 neliénjadnnosten r,0 < r < 76 jar =1 (mod 4), joukko on

R =1{1,9,17,25,45,49,61, 73}.

Néin ollen edellisen lauseen perusteella parittomat alkuluvut ¢, joille luku 19
on nelionjadnnos, ovat muotoa

76k £r,r € R.

5.2 Pepinin testi

Testi on kehitetty Fermat'n alkuluvuille. Fermat on esittédnyt vaitteen, jonka
mukaan muotoa 22° + 1,kun n € Z,, olevat luvut ovat alkulukuja. Euler
on todistanut vuonna 1732, ettd Fermat'n esittelemé saanté alkuluvuille ei
aina pade ja tdman lause kertoo, mitké luvuista ovat oikeasti alkulukuja.

Lause 5.2. Fermat'n alkuluku 2*" + 1 on alkuluku, jos ja vain jos
3Fn=D/2 = _1  (mod E,).

Todistus. Vrt. [16, s. 425]. Osoitetaan ensin, ettd Fermat'n alkuluku F, on
alkuluku, jos vaitteessé esitetty kongruenssi pitda paikkansa. Oletetaan, etta

3E-D/2 = _1 (mod F,).

Korottamalla puolittain toiseen potenssiin saadaan korollaarin perus-
teella

31 =1 (mod F,).

Téasta kongruenssista nahdaan, etta jos p on alkuluku, joka jakaa luvun F,,
niin
31 = 1 (mod p),

joten
ord,3|(F, — 1) = 2%".

Nain ollen luvun ord,3 tulee olla luvun 2 potenssi. Kuitenkin
ord,3 )2t = (F, - 1)/2,

koska 3U"»~1/2 = —1 (mod F,). Taten ainoa mahdollisuus on, etti
ord,3 = 22" = F,, — 1. Koska ord,3 = F,, — 1 < p — 1 ja p|F,,, nihd&an, etti
p = F, ja tiaten F, on alkuluku.
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Oletetaan sitten, ettd F), on alkuluku, ja osoitetaan, ettd kongruenssi
3m=1/2 = 1 (mod F),) pitda paikkansa.

Jos F,, = 22" + 1 on alkuluku, niin neliénjidénnoésten resiprookkilauseen pe-
rusteella

3 F, 2
1 =)= (2) = -1
(5:1) (Fn> ( 3 ) (3> ’
koska F,, = 1 (mod 4) ja F, = 2 (mod 3). Nyt Eulerin kriteerin nojalla
saadaan

(5.2) (;’) = 32 (mod F).

Néiden kahden yhtalon (5.1]) ja (5.2)) perusteella voidaan paatella, etté

3E=D/2 = _1 (mod F,)

Esimerkki 5.6. Olkoon n = 1. Nyt F;, =22 +1=5ja
3=D/2 =32 —9=_1 (mod 5).
Pepinin testin perusteella F} = 5 on alkuluku.
Olkoon n = 5. Nyt Fy = 22" + 1 = 232 4 1 = 4294967297 ja
gUB—1/2 = g% — g2OIBIN = 10394303 % —1  (mod 2% + 1).

Pepinin testin perusteella F5 = 232 + 1 ei ole alkuluku.[16] s. 426]

5.3 Resiprookkilaki Jacobin symbolille

Jacobin symboli on yleistys Legendren symbolille. Jacobin symbolit ovat hyo-
dyllisia Legendren symbolien arvioimiseen ja pseudoalkulukujen maaritte-

lyyn.

Maaritelma 5.1. Olkoon n pariton positiivinen alkuluku, jonka alkulukue-
sitys on n = pi"py2 -+ p,'m ) ja olkoon a kokonaisluku, (a,n) = 1. Talloin

Jacobin symboli (Z) maéaritellaan seuraavasti:

(&) - ) - () () ()"
n)  \pitipe--patm/)  \pi/ \pe pm/

missé yhtasuuruuden oikealla puolella olevat symbolit ovat Legendren sym-
boleja [16], s. 430].
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Esimerkki 5.7. Jacobin symbolin méaaritelmasta nahdaén, etta

(3)-52) - (@) - o=
- ()

ja

Kun n on alkuluku, Jacobin symboli vastaa Legendren symbolia. Jos n ei

ole alkuluku, Jacobin symbolin <Z) arvo ei kerro onko kongruenssilla 22 =

a (mod n) ratkaisua. Tiedetadn kuitenkin, ettd jos kongruenssilla 22 = a
(mod n) on ratkaisu, niin (g) = 1. Nimittain, jos p on luvun n alkulukutekija
ja kongruenssilla 22 = a (mod n) on ratkaisu, niin kongruenssilla z? = a

tv
(mod p) on myo6s ratkaisu. Néin ollen <Z) = 1. Taten (2) = [1j%, (;) -
J
1, missa luvun n alkulukuesitys on n = p;“'py2---p,,'™. On mahdollista,

etté <Z> = 1, vaikka kongruenssilla 22 = a (mod n) ei olisikaan ratkaisua.

Olkoon esimerkiksi a = 2 ja n = 15. Huomataan, etta <125> = (g) (g) -

(—=1)(—=1) = 1. Kuitenkaan kongruenssilla 2> = 2 (mod 15) ei ole ratkaisua,
koska kongruensseilla 2? = 2 (mod 3) ja 22 = 2 (mod 5) ei ole ratkaisuja.

Jacobin symboleilla on joitakin samankaltaisia ominaisuuksia kuin Legendren
symboleilla.

Lause 5.3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, ja olkoot a ja b luvun n
kanssa suhteellisia alkulukuja. Tdlloin

(5.3) a=b (modn)= (“) _ <b>

b
(54 ()=(6)
(5.5) <_nl> _ (—1)@D/2
(5.6) <i> _(—pymens
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Todistus. Vrt. [16, s. 431]. Kohta 5.3: Oletetaan, ettd a = b (mod n). Jos
p on alkuluku, joka jakaa kokonaisluvun n, niin a = b (mod p). Néin ollen

lauseesta [3.15saadaan, etté <;) = (;) Edelleen saadaan, etté

(=G GG =G GG =6

Kohta 5.4: Lauseen [3.15|perusteella tiedetaén, etta (ff) = (“) (p) kaikilla

i pi

(3

R
Y ErE @
G0

Kohta 5.5: Lauseen [3.15 perusteella tiedetdan myos, etté jos p on alkuluku,
niin <_pl> = (—1)~D/2 Tasta seuraa, etti

-GGG
n b1 D2 Pm
= (=1)P1= /24 P22 pm—1)/2.
Nyt pitaa vield osoittaa, etta
n—=1)/2=t1(p1 —1)/24+ta(p2 — 1)/24 -+ tm(pm — 1)/2  (mod 2).
Kokonaisluvun n alkulukuesityksen perusteella saadaan
n=1+p—1))" 1+ @z —1)2 - (1+ (pm — 1))
Koska luku p; — 1 on parillinen, saadaan, etté
(I+(pi—1)" =0 +tp—1) (mod 4)
ja
(L +ti(pi = 1)) A+ t5(p; — 1)) =1+ ti(ps = 1) + 5(p; = 1)  (mod 4).
Néin ollen

n=1+t(p1—1)+ta(po— 1)+ +1+tpn(pm—1) (mod 4),
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mista seuraa, etta

n—1)/2=t1(p1—1)/2+t2(p2 — 1)/24+ -+ t(pm — 1)/2 (mod 2).

Yhdistamélla kongruenssi luvulle (n — 1)/2 ja lauseke Jacobin symbolille

(;) saadaan
<—1> _ (—1)mnre,

n
Kohta 5.6: Jos p on alkuluku, niin <Z> = (—1)®*~1/8_ Nain ollen
2 2\t 2\ 2\ tm
(=G GG
— (_1)t1(zﬁ—1)/8+t2(p§—1)/8+~~+tm(pfn—l)/B.
Samoin kuten edellisen kohdan todistuksessa huomattiin
n® = (14 (pf —1)/8)" (1 + (p3 — 1)/8)" + -+ (L + (pj, — 1)/8)".
Koska luku p? — 1 =0 (mod 8) kaikilla i = 1,2, ..., m, saadaan, etti
(14 @ — 1) =1+t(p; —1) (mod 64)
ja
(14 t;(p7 — 1))(1 + tj(p? —1))=1+t(p7 — 1)+ tj(p§ —1) (mod 64).
Néin ollen
P =1+42 —1)+ta(ps — 1)+ +t,(p2, — 1) (mod 64),
mista seuraa, etta
(n® = 1)/8 =ti(p] — 1)/8 + ta(py — 1)/8 + -+ + tu(py, — 1)/8.

Yhdistamalli kongruenssi luvulle (n? — 1)/8 ja lauseke Jacobin symbolille
(i) saadaan

]

Seuraavaksi osoitetaan, etté resiprookkilaki patee myos Jacobin symbolille.

Lause 5.4 (Resiprookkilaki Jacobin symbolille). Olkoot n ja m parittomia
positiivisia kokonaislukuja ja keskenddn suhteellisia alkulukuja. Tdlloin

(2)E)- e
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Todistus. Vrt.[16, s. 433]. Olkoot lukujen m ja n alkulukuesitykset seuraavat:
m=pip®2 - p% jan =@ g™ - qb. Nahdiin, etté

(3)=1(y) =mm(2)”

ja

Néain ollen

GG = () I )™ = I [ ()™

Nelionjaannosten resiprookkilain nojalla tiedetaan, ettéa

(2)(%) = (oo,
qi Dy

joten
(5.7)

(@) - e () (2 ),

n

Huomataan, etta

>3 (P () = S ("

Dn(*5)

Kuten edellisen lauseen kaavan (5.5) todistuksen perusteella voidaan huoma-

ta i ) .
;aj< ]2 ): 5 (mod 2)
j_
ja
r 1 -1
sz(ql )="0 (mod2).
2
Néain ollen

(5.8) 7"1 sla( ) (qi2—1>5m2—1‘n;1 (mod 2).

7

Nyt yhtaloiden (5.7) ja (B.8) nojalla voidaan paatelld, etta

=) o
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5.4 Ortogonaaliset yksikkomatriisit

Usein on tarpeen muodostaa matriiseja, joilla on tiettyja erityisid ominai-
suuksia ja joiden alkioiden maéréa on rajoitettu jollain tavalla. Lukuteorian
ominaisuudet tulevat ajoittain avuksi. Téssa luvussa kasitellaan yhté téllais-
ta matriisityyppi Luvussa seurataan Andersonin ja Bellin [I], s. 239-250]
teoksen lukua 3.11.

Aloitetaan aiheen késittely kertaamalla muutama matriisien ominaisuus ja

selventamall& termin ortogonaalinen kiyttoad tassa yhteydessa.

Maaritelma 5.2. Olkoot V' ja W rivi- tai sarakematriiseja, joissa on n al-

kiota. Merkitdan
U1

Vo .
tai [vl Vg -+ Uy

Un
ja
w1

W2 .
tal [wl Wy +++ Wy .

Wn,

Matsiisien V' ja W (# 0) sanotaan olevan ortogonaalisia, jos niiden pistetulo
on nolla eli jos

V.W:?)lwl+?)2w2+"'+?}nwn =0.
[ s. 239]

Esimerkki 5.8. Matriisit

=]

ovat ortogonaalisia, sill&
AeB=2-04+0-7T4+(-1)-4+1-4=040—-4+4=0.

Maaritelméa 5.3. Reaalinen n x n matriisi A on ortogonaalinen, jos AA" =
A'A = I, missé I,, on nxn identiteettimatriisi ja A* on matriisin A traspoosi.
[1, s. 240]

4Toinen t#llainen matriisityyppi on Hadamardin matriisit, joista tarkemmin esim. [5
s. 155-157]
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Yhtilo AA! = I, tarkoittaa siis sitd, ettd matriisin A i:nnen rivin ja matriisin
A! jmnen sarakkeen pistetulo tuottaa luvun 1, kun ¢ = j, ja luvun 0, kun
i # 7. Toisin sanoen matriisin A ¢:s rivi on ortogonaalinen matriisin A® j:nen
rivin kanssa, kun i # j, ja tulo saa arvon 1, kun ¢ = j. Mikéli matriisin
A rivit sisaltavat samat alkiot kuin matriisin A® sarakkeet, se, ettd matriisi
A on ortogonaalinen, tarkoittaa matriisin A eri rivien olevan ortogonaalisia
ja rivin pistetulo itsenséd kanssa antaa arvon 1. Télloin pitdd huomata, etta
mikdan matriisin A riveista ei voi sisaltaéd pelkastadn nollaa alkioinaan, sillé
rivien pistetulon itsensi kanssa pitda olla 1. Koska A'A = I,,, vaitteet voidaan
todistaa myos matriisiin A sarakkeille.

Masritelméa 5.4. Reaalinen n x n matriisi A = [a,;] on U-matriisi, jos

a;; = £1 kaikilla 7,5 = 1,2,....n

ja ] ]
d 0 0 0
0 d 0 --- 0
AA'=A'A=D=|0 0 dy -~ 0],
00 0 - d
missd D = [d;;] on diagonaalimatriisi, jolle d; # 0 kaikilla¢ = 1,2,...,n. Kos-

ka ainoastaan diagonaalilla olevat alkiot matriisissa D saattavat olla nollasta
poikkeavia, kirjoitetaan usein d; = d;; ja D = {dy,ds, ..., d,}. [, s. 240]

Huomautus 5.1. Ainoa ero U-matriisin ja ortogonaalimatriisin valilla on
se, ettd U-matriisin komponenttien vaaditaan olevan joko +1 tai -1 ja rivin
tai sarakkeen pistetulo itsensa kanssa pitdéa olla nollasta poikkeava. Koska A
on reaalilukumatriisi, d; > 0 kaikilla 7 =1,2,... n.

Esimerkki 5.9. Tarkastellaan matriisia

1 1 -1 1

-1 1 -1 1

A= 1 1 1 1

-1 1 1 1

Laskemalla on helppo osoittaa, etta
1 -1 1 -1 1 1 -1 1 4 0 00
1 1 1 1 -1 1 -1 1 0400
tA _
AA_—l—lll 1 1 1 1 |00 40
1 1 1 1 -1 1 1 1 000 4
ja
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1 1 -1 1 1 -1 1 -1 4 0 00
-1 1 -1 1 11 1 1 0400
t_ _
A4 1 1 1 1f|-1 =11 1| |00 4 0|
-1 1 1 1 1 1 1 1 000 4

Nain ollen A on U-matriisi. Matriisi A ei ole ortogonaalinen, silla jokaisen
rivin ja sarakkeen pistetulo itsensé kanssa ei ole 1 vaan se on 4.

Huomautus 5.2. U-matriisit n:n arvoilla n = 1 ja n = 2 ovat esimerkiksi

A =[1] A= H _11] ,

1 -1} (1 -1 0 2

Esimerkki 5.10. Jos voidaan konstruoida U-matriisi, voidaan konstruoida
my0s ortogonaalinen matriisi, silld jos A on n x n U-matriisi, niin

silli Ay AL = [1][1] = [1] ja AAY — [1 L ] ll L ] _ [2 0]. [T, s. 241]

dy 0 0 -+ 0]

0 dy, 0 --- 0
AAt=A'A=D=|0 0 d3 -~ 0],

0 0 0 d, |

missa d; # 0. Olkoon
E:{L7L,... , 1 }
Vi’ Vd; Vd,

ja olkoon B = FA. Kun A kerrotaan vasemmalta matriisilla E, matriisin
A jokainen alkio k:nnessa rivissi kerrotaan luvulla %k. Olkoot B; ja By
matriiseja, jotka sisaltdvat matriisin B j:nnen ja k:nnen rivin. Samalla tavoin
olkoot A; ja Aj matriiseja, jotka sisaltdvét matriisin A jmnen ja k:nnen rivin.
Silloin néiden rivien pistetulo on

B; e By, = (\/1dfjAj> ° (\/1d_kAk>

eli BB' = I,,. Samoin voidaan osoittaa matriisin B sarakkeita kiyttden, etta
B'B = I,,. Néiin ollen B = F'A on ortogonaalinen. [I| s. 241]
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Seuraavaksi tarkastellaan, onko jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n ole-
massa n x n U-matriisia, jonka rivit ja sarakkeet olisivat ortogonaalisia. Tar-
kastellaan myos sité, etta jos tdmé on mahdollista jollakin positiivisella ko-
konaisluvulla n niin, miten sellainen matriisi A voidaan muodostaa. Seuraava

lause antaa osittaisen vastauksen.

Lause 5.5. Jos A on n X n-matriisi ja U-matriisi, niin n = 1,2 tain = 0

(mod 4).

Todistus. Vrt.[l, s. 242]. Tapaukset n = 1,2 ovat selvid. Jos n > 2, niin
matriisissa A = [a;;] on ainakin kolme rivia siten, etté

n n n n
2 2
75 SUNTIED SYNTRES SUWHESD oA

Jj=1 Jj=1 Jj=1

n

7=1

(arj+ag;)(arj+as;) = > a
j=1

missé kolme néistd summista on tyhjid, koska matriisin A rivit ovat ortogo-
naalisia, ja missa jaljelle jdavd summa on n, silla a;; = £1.

Ensimmaéisen summan tulo (a1; + ag;)(a1; + as;) voi olla ainoastaan 0 tai 4,
silla tapauksilla a1, as; ja as; on kahdeksan kombinaatiovaihtoehtoa taulukon
2 mukaisesti, joten

n

n="> (a; + asy)(ai; + az) =0 (mod 4).

=i
ayj | ag; | az; | (a1; + as;)(a1; + as))
1 1 1 4
1]-1 1 0
1 1] -1 0
1]—-1]-1 0
-1 1 1 0
—1]-1 1 0
—1 1] -1 0
—1|-1]-1 4

Taulukko 2. Tulon (a1; + asj)(a1; + asj) mahdolliset arvot.

]

U-matriisien konstruoimiseksi tarvitaan keinoja lukujen 41 tuottamiseksi.

Taman keinon tarjoaa Legendren symboli (Z), kts.

p

3.10

. Sovitaan, etté

(“) =0, jos pla. Jatkossa tarvitaan lauseen |3.15| tuloksia.

Seuraavassa lauseessa késitelladn yhté Legendren symbolin hyodyllista omi-

naisuutta.
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Lause 5.6. Jos p on pariton alkuluku ja 0 < a,b <p—1,a # b, niin

= (50 -

[ s. 243

Todistus. Vrt. [13, s. 312]. Koska >-0_¢ (k—) (’H’) == (““”““"”)

p p p
lauseen [3.15] perusteella, valitaan

a+b . a—2>b
a Uy = .
g It Ty

u=~k-—

Nyt saadaan lauseke muotoon ¢ <u2pu3> Valitaan edelleen, etta u = ugv

(v € Z). Edelleen lauseke saadaan muotoon

1

B (400) - 8 ()75

v=0 p v=0 p p

:§<v2—1>

p

2
lauseen |3.15| perusteella. Pitaa huomata, ettéa termilla (if) ei ole vaikutusta
SUMMaalr.

Todistuksen jatkon kannalta on tarpeen ottaa kayttoon merkinnét x,y, w €
Z.Nyt, josv?—1=zx?eliv? —2? =1, niin (v—2z)(v+x)=1. Josv+z =1y,
niin v — & = y~!. Tésté syysté

1 B _ 1 _
v=5+y Hoja v=5—-y h.

Nain ollen niiden luvun v arvojen lukumaara, joilla (Uzpl> = +1 tai
(”2;1> = 0, on niiden luvun v arvojen lukumééra, joilla v = £ (y +y71).

Nyt, jos y +y~ ! = w +w~1, niin y?w + w = yw? + y ja edelleen

(y — w)(1 — yw) = 0. Tésta syystd w = y tai w = y~!. Luvut y ja y~! ovat
erisuuria, ellei y = +1 tai v = +1. Jos y = +1 tai v = +£1, niin

(2= (0) -0
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Niin ollen jokainen kainteislukupari (y,y '), joita on %(p — 1) kappaletta,
vastaa tiettyd luvun v arvoa. Téssa kohtaa on hyva muistaa, ettd lauseen
3.13| perusteella on olemassa 3(p — 1) nelionjadnnosté ja 1(p — 1) epéne-
libnjaannosta. Taten on olemassa (p 3) mahdollista luvun v arvoa, missé

(2p_> = +1, poislukien vaihtoehdot v = £1. On kaksi mahdollista luvun

v arvoa (v = %£1), missa (”2;1> = 0. Néin ollen on olemassa %(p — 1) mah-

v2—1

dollista luvun v arvoa, missa = —1. Pitda kuitenkin huomioida, etta

kaikki nama arvot eivat sisdlly summausalueeseen luvusta 0 lukuun p — 1.

pzl(/g—a><’f—b):§(”2_1>:—1.

Tasta syysta

O
Jatkon kannalta on katevad merkitd neliomatriisin A = [a;;] indeksit al-
kamaan nollasta eli ¢ = 0,1,...,n — 1 ja 7 = 0,1,...,n — 1. Seuraavassa

lauseessa esitetdan keino U-matriisien generointiin.

Lause 5.7. Olkoon p sellainen alkuluku, ettd p = 3 (mod 4) jan =p+ 1.
Madritellidin n x n-matriisi A = [a;;] seuraavasti:

a;; =1, josi=0 tarj =0,

i

ai]:(j), jos 1<i,j<pjaisj,
p

a; = —1, jos1<i<p.

Nyt A on U-matriisi.

Todistus. Vrt.[Il, s. 243]. Selvésti, a;; = %1 kaikilla 4, j, joten matriisin A
1:nnen rivin pistetulo itsensa kanssa antaa

p p
D awai =Y 1=p+1.
k=0 k=0

Jos ¢ # 0, niin

p p p
Z Aok ik Z Qik, = Qi + Qi + Z ik
k=0

ey
()
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koska a;g =1, a; = —1, (g) =0 ja

{[[k =il : 1<k <py={[ljll,:0<j <p—1}, missi [k — ], ja [[5]],
ovat jadnnosluokkia. Néin ollen matriisin A rivi, jonka indeksi on nolla, on
ortogonaalinen matriisin A kaikkien muiden rivien kanssa.

Jos 0 # 1 # 7 # 0, niin

P Porw—i\/w—7
Y ik = it + iag; + aoago + Y ;

koska (“”) (“’_]> =0, kun w = 7 ja w = j. Kuitenkin apa;o =1-1=1 ja

p p

i + aijaz; = (—1)<I;j> + (‘7 ; Z)(—l) =0,

()= (5 - (05 -5

missé viimeinen yhtasuuruus pétee, koska p = 3 (mod 4). Néin ollen

» ) . .
Zaikajkle“Z(w z)(w ]>:1—1:07
k=0 w=1 p p

koska p = 0 (mod 4) mahdollistaa summaamisen nollasta lukuun p — 1 ja
koska lause pitee. Néin ollen mitka tahansa matriisin A rivia, joista
kummankaan indeksi ei ole nolla, ovat ortogonaaliset. Viite voidaan todistaa
myoOs matriisin A sarakkeille. m

Esimerkki 5.11. Jos p = 11 = 3 (mod 4) jan = p+ 1 = 12, saadaan U-
matriisi seuraavasti. Huomataan, etta luvut 2, 6, 7, 8 ja 10 ovat luvun 11
nelionjadnnoksia ja luvut 1, 3, 4, 5 ja 9 ovat luvun 11 epénelionjéannoksia.
Jotta tiedettaisiin kuudes ja yhdeksas rivi matriisista A = [a;;] el rivit, joille
1 =5 ja ¢ = 8§, luodaan taulukko 3.

koska

Koko 12 x 12-matriisi on

11 1 1 1
-1 1 -1 1

1 1 1 1 1 1]
1

-1 -1 1 -1 1
1
1

—_

el el T e e T e S S e Gy S e Oy S
|
—_
I
—_
|
[a—
—
I
—_
|
—_
—_
I
—_
[S—y
—_
—_




Matriisin muut rivit voidaan ratkaista vastaavasti taulukon 3 osoittamalla
tavalla. [I, s. 244]

RGN
0 as0 — 1 agog — 1

1 -4 -1 -7 1

2 -3 -1 1

3 -2 1 -1
4 -1 -1 -1
5 55 — -1 -3 -1
6 1 1 -2 1

7 2 -1 -1 -1

8 3 1 agg — —1
9 4 1 1 1
10 5 1 2 -1
11 6 -1 3 1

Taulukko 3. U-matriisin kuudennen ja yhdeksannen rivin selvittdminen,
kun p = 11.

Nyt tiedetaan, etta on olemassa asteen n = 1,2 ja p+ 1 U-matriiseja, missé p
on alkuluku ja p = 3 (mod 4). Seuraavaksi tarkastellaan taulukkoa 4, missé
n =0 (mod 4) ja4 <n <50 sekd n = k + 1. Néin tulee késitellyksi kaikki
lauseen mukaiset tapaukset 4 < n < 50.

n=k+1| k | kon alkuluku
4 3 kylla
8 7 kylla
12 11 kylld
16* 15 ei
20 19 kylld
24 23 kylla
28%* 27 el
32 31 kylla
36* 35 el
40* 39 el
44 43 kylla
48 47 kylla

Taulukko 4. Tutkitaan, voidaanko lauseen 5.5 tapauksiin
soveltaa lausetta 5.7.
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Ne n:n arvot, joita ei ole merkitty tahdella, viittaavat n x n-U-matriisiin, joka
on lauseen mukaan on olemassa. Ne n:n arvot, jotka on merkitty tah-
della, viittaavat tapauksiin, jossa lauseen mukaan ei ole olemassa n X n-
U-matriisia. Tama ei kuitenkaan tarkoita, etteiko tallaisia U-matriiseja olisi
olemassa. Téllaisissa tapauksissa on muita keinoja U-matriisin konstruoimi-
seen.

Masritelmé 5.5. Olkoon A = [a;;] nxn-matriisi ja B = [b;;] m X m-matriisi.
Maaritelladn, ettd tulo A ® B on nm X nm-matriisi

CL11B a,lzB cee CllnB
Y
anlB a'nZB e annB

missa a;; B on m x m-matriisi, joka saadaan, kun matriisi B kerrotaan ska-
laarilla a;;. [1, s. 246]

Huomautus 5.3. A® B ei ole tavallinen matriisien kertolasku.

Lause 5.8. Jos n X n-matriisi A ja m X m-matriisi B ovat U-matriiseja,
niin A ® B on myds U-matriisi. Edelleen, jos matriisien A ja B sekd en-
stmmdaisten rivien ettd ensimmaisten sarakkeiden jokainen alkio on +1, niin
myds matriisin A @ B sekd ensimmdisen rivin ettd ensimmdisen sarakkeen
jokainen alkio on +1. [1, s. 246]

Todistus. Todistetaan ensin lauseen ensimméinen osa. Oletetaan, ettd n X n-
matriisi A ja mxm-matriisi B ovat U-matriiseja. Talloin a;;, b;; = £1 kaikilla
i,j=1,2,...,nja AA' = A'A = D, BB' = B'B = D, missé d;; # 0 kaikilla
1,7 =1,2,...,n.

Tarkastellaan sitten nm x nm-matriisia A® B. Nyt matriisin A® B jokainen
alkio (e ® b);; = £B kaikilla 4,5 = 1,2,...,n, silld matriisin A ® B alkiot
muodostuvat matriisista B, joka on kerrottu skalaarilla a;;. Koska matriisin
B alkio b;; = £1 kaikilla 7,5 = 1,2,...,n ja matriisin A alkio a;; = £1
kaikilla 7, j = 1,2,...,n, myos matriisin A ® B alkiomatriisien (+B) alkiot
= +1 kaikilla 7,5 =1,2,...,n.

Nyt pitdéd viela osoittaa, ettd (A ® B)(A® B)' = (A® B)'(A® B) = D,
missa d;; # 0 kaikilla 4,5 =1,2,...,n.
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[anB ai2B -+ ai,B| [auB anB -+ @B
(A 2 B)(A 2 B)t _ anB apB -+ ayB| |a12B apB -+ apbB
am B anpB - ap,B| lanB a,B -+ ap,B
mB* 0 - 0
0 nB?> .- 0
0 0 - nB?
[anB anB -+ auB]| [anB @B -+ a,B
a2B  axnB -+ apB| |anB apB - a,B
_alnB a2nB e annB anlB anQB e a’rmB
= (A® B)'(A® B)

Nain ollen matriisi A ® B on U-matriisi.

Jatketaan sitten lauseen toiseen osaan. Oletetaan, ettd matriisien A ja B seka
ensimmaisten rivien ettd ensimmaisten sarakkeiden jokainen alkio on +1.
Matriisin A ® B ensimmaéinen rivi on rivimatriisi [anB apB -+ a1, B

CLHB

. |anB
ja ensimméinen sarake on sarakematriisi .

CLnlB
Koska matriisin A ® B alkiot ovat matriiseja, auki kirjoitettuna matriisin
A ® B ensimméinen rivi on rivimatriisi

ai1bin anbia - anby, -0 abin abia - alnbln}
ja ensimméinen sarake on sarakematriisi

ay1b11
a11b91

allbnl

an1b1y
ap1bay

| An1 bnl_
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Nyt, koska matriisien A ja B sekd ensimmaéisten rivien ettd ensimmaisten
sarakkeiden jokainen alkio on 41, matriisin A ® B sekéd ensimmaisen rivin
ettd ensimmaisen sarakkeen jokainen alkio on +1. O

Esimerkki 5.12. Kuten edellistd esimerkkii seuranneesta taulukosta 4 huo-
mattiin n = 16 ei tayttanyt lauseen [5.7] ehtoja. Kuitenkin tiedetadn, etta

11
wel

on U-matriisi. Talloin edellisen lauseen perusteella

11 1 1
B A A] T o-1 1 1
A4_A2®A2_[A2 —AJ_ 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
ja
71 1 1 1 1 1 17
101 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

A8:A2®A4:l‘44 A4] _

Ay —Ay

= R = R e s
|
—_
|
—_
-

ovat U-matriiseja. Téata prosessia voidaan jatkaa ja saadaan

Ag = A ® Ag = lAS Ag]

As —As

Myos Ay ® A4 on 16 X 16-matriisi.
[T, s. 246]

Huomautus 5.4. Voidaan huomata, ettd esimerkissa [5.12|matriiseissa As, Ay
ja Ag seké ensimmaisen rivin ettd ensimmaéisen sarakkeen alkiot ovat ykkosia.

Aiheesta on mahdollista lukea lisid Andersonin ja Bellin teoksesta [T, s. 247-
249]. Teoksessa on myos viitteita useisiin teoksiin, jotka sisiltévéit lisatietoa.
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