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Tiivistelma

Téssa tutkielmassa kerrotaan kompleksilukujen perusteista sekd tutustutaan
kolmannen asteen yhtdlon ratkaisuihin ratkaisukaavan johtamisen ja esimerk-
kien avulla. Oletuksena on, ettd lukija tuntee reaalilukujen ominaisuudet.
Luvussa 2 késitellidin kompleksilukujen méaéritelmé ja perusominaisuuksia
sekd tutustutaan binomiyhtiléiden ratkaisuun. Kompleksilukujen tuntemuk-
sesta on hyotyd kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaavan johtamisessa seki
aiheeseen liittyvien esimerkkien seuraamisessa. Luvussa 3 tutustutaan hie-
man kolmannen asteen yhtéloon liittyvadn historiaan, johdetaan kolmannen
asteen yvhtdlon ratkaisukaava seki syvennytidn ratkaisukaavaan reaalisuus-
tarkastelujen ja esimerkkien myd&ta.
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1 Johdanto

Téassa tutkielmassa kerrotaan kompleksilukujen perusteista sekéd tutustutaan
kolmannen asteen yhtdlon ratkaisuihin ratkaisukaavan johtamisen ja esimerk-
kien avulla. Oletuksena on, ettd lukija tuntee reaalilukujen ominaisuudet.

Luvussa 2 kisitellddn kompleksilukujen méiritelméa ja perusominaisuuk-
sia sekd tutustutaan binomiyhtéldiden ratkaisuun. Kompleksilukujen tunte-
muksesta on hyotyd kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaavan johtamisessa
sekd aiheeseen liittyvien esimerkkien seuraamisessa.

Luvussa 3 tutustutaan hieman kolmannen asteen yhtiloon liittyvaan his-
toriaan, johdetaan kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaava sekd syvenny-
taan ratkaisukaavaan reaalisuustarkastelujen ja esimerkkien myo6téi. Kolman-
nen asteen yhtalon ratkaisu oli merkittava saavutus matematiikalle jo 1500-
luvulla ja se antoi sysdyksen myos kompleksilukujen keksimiselle.

Kompleksilukujen osalta lahteind on kiytetty useita kirjoja ja internet-
ldhteita, joihin on viitattu jokaisen luvun alussa tai tekstin seassa. Kolman-
nen asteen yhtilon pdildhteind ovat olleet Kalle Viisdlan teos Lukuteorian
ja korkeamman algebran alkeet sekd Eric W. Weissteinin internetlahde Cubic
Formula.

Esimerkit ovat péadasiassa kiytettyjen ldhdeteoksien harjoitustehtavia,
joihin tutkielman tekija on itse laatinut ratkaisut.



2 Kompleksiluvut

Luvussa 2 kerrotaan kompleksilukujen tarpeellisuudesta seki esitetdan komplek-
silukujen maaritelmé ja perusominaisuuksia. Luvussa perehdytdin myos ylei-
sen binomiyhtéilon juuriin seki esitetdan esimerkkeja.

2.1 Kompleksilukujen mairitelméa

Kompleksiluvut ovat syntyneet tarpeesta l6ytaa ratkaisut yha uusille yhtalo-
tyypeille. Esimerkiksi yhtilo 22 4+ 1 = 0 ei ratkea luonnollisten lukujen eiki
kokonais-, rationaali- tai reaalilukujen joukossa, joten lukujoukkoa on laajen-
nettu kompleksiluvuilla siten, ettd yhtélolle 16ytyy ratkaisut. Suoraviivaisesti
ajateltuna voidaan ottaa kiyttoon "luku” 4, jolla on ominaisuus 2 = —1,
joten yhtilo 22 + 1 = 0 saa kaksi ratkaisua, i ja —i.

Edelld kuvattu suoraviivainen ajattelu kuitenkin jattda avoimeksi, mi-
ki ¢ oikeastaan on. Taméan vuoksi kompleksiluvut méaaritellddn tarkemmin
médritelmissi 2.1, jossa otetaan lihtokohdaksi zy-taso R?, jota aloitetaan
kutsumaan kompleksitasoksi.

Kompleksiluvut ovat tarkeitd muissakin kuin polynomiyhtéléiden ratkai-
semisessa. Kompleksiluvut ovat merkityksellisid monilla matematiikan osa-
alueilla sekii matematiikkaa soveltavissa muissa tieteissi. (Ks. [5]).

Madritelmi 2.1. (Vrt. [2, s. 2]). Tarkastellaan joukkoa R? = R x R =
{(z,y) | z,y € R}. Joukkoa R? varustettuna yhteenlaskulla

21+ 20 = (x1,51) + (%2, 42) = (21 + 22,51 + 1) € R?
ja kertolaskulla

2120 = (w1,91) - (T2, Y2) = (2122 — Y1Ya, T1Y2 + Toyy) € R?

sanotaan kompleksilukujen joukoksi C. Jokaista alkiota z = (z,y) € C sano-
taan kompleksiluvuksz.

Kaksi lukuparia (x1,9;1) ja (72,%2) ovat yhtdsuuria joukossa R?, jos ja
vain jos x1 = x5 ja y; = yo (Ks. [2, s. 1]). Osoittautuu, ettd kompleksiluvuilla
voidaan laskea samoilla laskusddnnéilla kuin reaaliluvuilla. Kompleksiluvut
nolla (0,0) ja ykkonen(1,0) kiyttaytyviat kuten reaaliluvut 0 ja 1. Erikois-
asemassa on kompleksiluku (0, 1), jolle annetaan nimeksi imaginaariyksikko
ja jota merkitddan symbolilla i. (Ks. [5]). Jos merkitdén ¢ = (0,1) ja samais-
tetaan (x,0) ja z, ndhdadn yhteenlasku- ja kertolaskusddnnon perusteella,
etta

z=(z,y) = (,0) +(0,9) = (2,0) + (3,0) - (0,1) = = + yi



seké toisaalta
2= (2,) = (2.0) 4 (0,9) = (2,0) + (0,1) - (4,0) = & + iy.

Koska i* =i-i = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1, niin > = —1 péatee. Talld
tavalla méériteltynd kompleksilukujen joukko voidaan kirjoittaa ldhteen |2,
s. 5] mukaan muodossa

C={z+yi|zeR, yecR, i*=—1}.

2.2 Kompleksilukujen perusominaisuuksia

Yhteen- ja kertolaskulla varustettu kompleksilukujen joukko C on algebral-
liselta struktuuriltaan kunta (todistus sivuutetaan tutkielman lyhyyden séi-
lyttémiseksi). Jokaisella kompleksiluvulla z = (z,y) on télloin vastaluku
—z = (—z,—y). Jokaisella nollasta poikkevalla kompleksiluvulla z = (z,y)
on talloin myo6s kdanteisluku

-1 _ z Y
o _<$2+y2’ xz—l—y?)'
(Ks. [5]).
Esimerkki 2.1. (Vrt. [2, s. 9]). Lasketaan lauseke
o+ 51 20
-+ -
3—41 4+ 3

Lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

(5+50)(3+4i) | 20(4 - 30)

9 — 1642 16 — 952
_—5+35z’+80—60i
95 25
75— 251
925
=3—i.

Algebrallisessa esityksessd z = x + iy kompleksiluvun z reaaliosaksi sa-
notaan lukua = = Re(z) ja imaginaariosaksi lukua y = Im(z). Huomaa, etti
imaginaariosa on reaaliluku. Lukua zZ = x — 7y sanotaan luvun z littoluvuksi
eli konjugaatiksi. (Ks. 2, s. 5]).

Kompleksiluku z = x 4 iy voidaan esittdé tason pisteend (x,y). Télloin
y-akselia sanotaan imaginaariakseliksi ja x-akselia reaaliakseliksi, mitd ha-
vainnollistetaan kuvalla 1. (Ks. |3, s. 21]).

Maiésritelméd 2.2. (Vrt. [3, s. 22]). Kompleksiluvun itseisarvo eli moduli on

|z |=r=+22+ 12

joka kertoo pisteen (x,y) etdisyyden origosta.
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F Y
imarinaariakseli

Z=x+ly

¥ =raind
r=|z|

6 = argz reaaliakssli

.
!

X =reosd

Kuva 1: Kompleksilukujen esittdminen koordinaatistossa.

Piste (z,y) sijaitsee ympyralla 22 + y? = 7%, missia r =| z | = /22 + 2.
Nollasta poikkeavan kompleksiluvun vaihekulma 6 on valilla | — 7, 7] yksi-
kasitteinen. Yleisesti se on yksikésitteinen 27:n monikerran lisidmista vaille.
Talloin

z )

cosl) = ——— ja Sin0:—7
/x2+y2 /x2+y2

joten voidaan kirjoittaa
z=r(cosf +isinb).

Muotoa z = r(cos @ + isin @) kutsutaan kompleksiluvun z polaariesitykseksi,
koska se on esitetty napakoordinaattien avulla. Positiivinen r on moduli | z |
ja 0 on kompleksiluvun argumentti, josta kiiytetdan merkintdd arg z. (Ks. [3,
s. 24)).

Esimerkki 2.2. Lasketaan luvun z = 2 — i4/12 itseisarvo ja vaihekulma.

Saadaan
|z |=r=1/22+(—V12)2=Vi+12=V16 =4
ja

V12 Va3 2V/3
= - =-"=-V3
2 2 2
Saadun tangenttiarvon perusteella saadaan

tanf = —

T

0 = arctan(—V/3) = —3
Reaali- ja imaginaariosan etumerkeistd havaitaan, ettd z on kompleksitason
neljinnessa neljinneksessé, siis saatu kulma 6 kelpaa ratkaisuksi sellaisenaan,

koska sekin on samassa neljanneksessa.



Kaikilla reaalisilla vaihekulman 6 arvoilla voidaan hyédyntda eksponent-
tifunktioiden sarjakehitelméid kompleksiluvuille (vrt. [10])

-2

n=0

=1+i0+ — (20) 3| (10) m (29) g (20)
n 18277, 1

_Z Z 2n—1

= cosf +isind.

n92n

Muotoa € = cosf + isinf olevaa kaavaa sanotaan keksijinsi mukaan
Eulerin kaavakss.
Eulerin kaavasta seuraa kompleksiluvun eksponenttiesitys
z=x+iy =r(cosf +isinf) = re?.
(Ks. [8])-
Esimerkki 2.3. Lasketaan lukujen z; = 2¢/17 ja 2, = 3e*% summa. Muun-
netaan eksponenttiesitykset ensin polaariesitysmuotoihin
3 3 3 1 1 2 2
z1 =2e"4" =2(cos—-m+isin-n) =2(——=+1—=) = ——=+ —1
! (cos i) =2 V2 VR ) V2 V2
ja
T 77' .. 7T . .
29 =3e "2 = 3(cos(—§) + zsm(—a)) =3(0—1i) = —3i.
Polaariesitysmuotoiset luvut voidaan nyt laskea yhteen

3 - 2
2’1 + 3e7"2 = —3i=——+(—= —3)i.
f f V2

2.3 Kompleksilukujen tulo ja potenssi

Olkoot kaksi kompleksilukua polaariesitysmuodossa
z1 =r1(cosby +isinby) ja zy = ro(cosby + isinbsy).

Talla tavalla méaariteltynd kompleksilukujen itseisarvot ovat r; ja ro seké nii-
den argumentit 6; ja 0. (Ks. [5]). Télloin tulo 2122 saadaan trigonometristen
funktioiden summakaavojen avulla muotoon
2129 = 1r1(cos by +isinby) - ro(cos by + isin b;)
= ry7ry(cos 0 cos Oy + i sin 0, sin By + i cos 0 sin B + 4 sin O cos )
= 71Ty [cos 01 cos Oy — sin 0y sin Oy + i(cos 01 sin Oy + sin 6, cos 92)}
= 7Ty [008(91 + 05) + isin(0; + 92)] .



Kompleksilukujen tulon itseisarvo on siis 775 ja vaihekulma 01460 +27n(z1, z2),
missd lahteen |1, s. 21| mukaan

0, kun —7 <arg(z)+ arg(z) <,
n(zy, 22) = 1, kun — 27w < arg(z;) + arg(zs) < —, (2.1)
—1, kun 7w <arg(z) + arg(z) < 2.

Jokaiselle nollasta poikkeavalle kompleksiluvun kidénteisluvulle saadaan vas-
taavasti

1z oz —isi 1
d - rlcos — isinf) = —[cos(—0) + isin(—0)].

z_zE_\z2\: 72 T

Kainteisluvun tapauksessa itseisarvo muuttuu kdadnteisluvuksi. Vaihekulma
muuttuu vastaluvuksi, joten kun z;25 # 0, niin

1

arg(z122) = arg(z) + arg(za) + 2mn(z1, 22) ja arg(;) = —argz,

missi n(z1, z9) on yhtélon (2.1) mukainen.
Jos kompeksiluvun itseisarvo | z |= 1, niin luku voidaan kirjoittaa muo-
toon z = cosf + isin f. Talloin seuraa, etti

2% = (cos @ +isinf)? = cos 20 + isin 20
ja yleisemmin de Moivren kaava
(cos @ + isin )" = cosnf + isinnb,

missd n on mikd tahansa kokonaisluku. (Ks. [5]).

2.4 Binomiyhtalon juuret

Binomiyhtalon
2" =1

n juurta ovat juuren /1 eri arvot. Ne ovat

2r .. 2w
Zy = COSV— +1SInyv—,
n n
missd v = 0,1, ... ,n—1, ja jaksotermi V%” rajoittuu vélille [0, 27[. Luvut to-

teuttavat kyseessa olevan binomiyhtilon, koska kaikki n lukua ovat erisuuria
ja de Moivren kaavan mukaan

2z, = cosv2m +isinv2mw = 1.

(Ks. [7, s. 194] ja [5]).



Yleisen binomiyhtalon

2" =a =r(cosf + isinf)

n juurta ovat juuren </« eri arvot. Ne voidaan esittdd trigonometrisessa

muodossa p 5 0 9
2y = (L/F{cos (— + V—W) +isin <— + V—Wﬂ ) (2.2)
n n n n

missd v = 0,1, ... ,n— 1. Luvut toteuttavat kyseessi olevan binomiyhtalon,
koska kaikki n lukua ovat erisuuria ja de Moivren kaavan mukaan

2z =rcos (0 4+ v2m) + isin (0 + v27)] = r(cosf + isinf) = a.

(Ks. [7, s. 195]).



3 Kolmannen asteen yhtalo

Kolmannen asteen yhtilén ratkaisuun liittyy kiehtova tarina. Muotoa 3 +
pr + g = 0 olevan kolmannen asteen yhtdlon ratkaisun 10ysi suunnilleen
vuonna 1515 Bolognan yliopiston matematiikan professori Scipione del Fer-
ro. Ferro ei paljastanut jarisyttavia tulostaan, mutta paljasti tdmén suuren
salaisuutensa oppilaalleen Antonio Maria Fiorille. Vuoden 1535 aikoihin it-
seniisen ratkaisun kolmannen asteen yht#lon muodolle 23 + pz? + ¢ = 0 16ysi
Niccolo Fontana, joka tunnetaan paremmin nimelld Tartaglia. Fior haastoi
Tartaglian kaksintaisteluun aseenaan Ferron ratkaisukaava. Kumpikin teki-
vit toisilleen annettuja tehtivia ja taistelu paattyi Tartaglian voittoon, koska
hén ratkaisi kaikki Fiorin antamat tehtavat sekd keksi ratkaisun myos Fiorin
edustamalle yhtalotyypille.

Monitieteiliji Geronimo Cardano houkutteli Tartaglian kertomaan rat-
kaisukaavan itselleen, vaikka Tartaglian tarkoitus oli julkaista kirja ratkaisus-
taan. Cardano julkaisi Tartaglian tuloksen suuressa teoksessaan Ars Magna,
vaikka salaisuuden kertomiseen liittyi vakuutus olla paljastamatta siti. Pal-
jastuksen myd6td Tartaglia katkeroitui Cardanolle ja tilanteesta syntyi mate-
matiikan historian ensimmaéisid tunnettuja prioriteettikiistoja. Cardano jul-
kaisi my6s oppilaansa Ludovico Ferrarin keksimén neljinnen asteen yhtélon
ratkaisukaavan samassa kirjassa. Cardano ei viittanyt keksineenséd kaavoja,
vaan tunnusti muiden ansiot.

Kolmannen asteen yhtdlon ratkaiseminen toi tekijoilleen kuuluisuutta ja
se tunnetaan suurena lapimurtona algebrassa. Merkittdvaa on myds se, ettd
Cardanon kaavojen 16ytédminen johti kompleksilukujen keksimiseen. (Ks. [6]).

Luku 3.1 seuraa lahdetta [9)].

3.1 Yhtalon ratkaisukaava

Maiaritelma 3.1. Yhtéalod, joka on muotoa
22+ ag2® + a1z + ag = 0, (3.1)
sanotaan kolmannen asteen yhtaloksi.

Lause 3.1. Yhtdilon (3.1) juuret ovat

1
zZ1 = —g as + (S + T) (32)
1 1 1.
ja
1 1 1.

10



missa

S=v/R+VD ja T=\/R—VD

9asa; — 27ag — 2a3
54

ja edelleen

2
~3ap — a3

D=Q'+R, R= Q="

Seuraavaksi esitetddn kaksi vaihtoehtoista paattelya.

Todistus. Yhtalon (3.1) ratkaisemiseksi eliminoidaan aluksi termi ay teke-
malla sijoitus z = x — A. Tall6in

(x = AP +ay(x —A)?+ar(z— ) +ap =0,
joten
(2% — 322 + 3N\ — N?) +ap(2® — 22z + A +ay(z — A) +ap =0
eli
2% 4+ (ag — 3N 2% + (a1 — 2a)\ + 3\ z + (ag — a1\ + ax\* — N*) = 0.

Seuraavaksi eliminoidaan termi 22 olettamalla, ettd A = %, jolloin

z=x— %0,2. Talloin

2 1 1
x3+(a2—@2)$2+(a1——a§+—a§)x+(a0——alag—i-—ag—z—?a%):O,

3 3 3 9
joten
1 1 2
2%+ (a) — §a2)x— (§a1a2 — ﬁag —ag) =0.

Yhtild voidaan esittdd muodossa

3a; — a? 9 — 2Tay — 2a3
34 3¥x _9 aias 54a0 ay _ 0. (3.5)
Ensimmaisessa vaihtoehdossa maaritellaan
b= 3a; — a%
3
ja
_ 9aray — 27ay — 2a§
7= 27 '
Talloin yhtélo (3.5) voidaan kirjoittaa muodossa
2* +pr =q. (3.6)

11



Merkitdan »
r=w-— —,
3w

jolloin yhtild (3.6) voidaan kirjoittaa muodossa

_ P s _ Py
(w Bw) +p(w Bw) ¢
Laskemalla sulut auki saadaan
2 3 2
3 _ r P _r
wh—pw et 3w 2mw? P 3w P
josta sieventadmalld saadaan
3
3 p
— —qg=0. 3.7
v 2Tw3 g (3.7)

Kertomalla edellinen yhtilo termilld w? saadaan yhtilé muotoon

‘ 1
(') = g(w?) - 5" = 0.

Nyt yhtalo on ratkaistavissa toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla, jolloin

GE\E+ 5P 11
wd = =St PP = REVR A QP

2

missd R = %q ja @ = %p. Talloin termilld w on olemassa kuusi ratkaisua.
Sijoittamalla w takaisin yhtdloon (3.7) saadaan kolme paria, joista jokainen
pari on identtinen, joten kolmannen asteen yhtallld on kolme ratkaisua. (Ks.
[9])-

Vaihtoehtoisesti yht&lo (3.5) voidaan ratkaista erottamalla muotoa = — B
oleva termi kolmannen asteen yhtélosta. Aluksi maaritellddn vakiot

R 9asay — 27ag — 2a3
54

ja
 3ay — a3
Q="
Talloin yleinen kolmannen asteen yhtélo (3.5) tulee muotoon
23 +3Qx — 2R = 0. (3.8)

Olkoot B ja C mielivaltaisia vakioita. Polynomin tekij6ihin jaossa samankor-
kuisten potenssien erotuksen laskusdannon nojalla

2* — B* = (v — B)(2® + Bx + B?). (3.9)

12



olisi termié x. Koska yleisesti ) on nollasta poikkeava, lisitdén yhtialoon (3.9)
puolittain termi C'(x — B), jolloin saadaan identiteetti

(2 - B*)+C(x — B) = (v — B)(2* + Br + B>+ C) = 0,
joka saadaan termien uudelleen jirjestelyilli muotoon
2* +Cx — (B> + BC) = (z — B)[2* + Bx + (B*+ 0)] = 0. (3.10)

Seuraavaksi etsitdén vastaavuudet termeille C' ja —(B® + BC) yhtéloista
(3.8) ja (3.10), jolloin nihdéin, ettd C = 3Q ja B®>+ BC = 2R. Sijoittamalla
ensimmainen jalkimmadiseen, saadaan

B® +3QB = 2R. (3.11)
Seuraavaksi osoitetaan, etti
B:[R+ /Q3+R2F+[R— /Q3+R2F

toteuttaa yhtdlon (3.11). Korottamalla edellinen yht#lo nelioon, saadaan bi-
nomin nelickaavan avulla muoto

B2 = [R+ V@ + RB]* +2[(R+ V@* + RO(R— V@ + R
+[R- V@ + 2]
— [R+ V@ +R2]* +2[(R— (Q*+ RY)]" + [R— /@ + R2]
— [R+VP+R] + [R- VP + ] —20.
Korotetaan B kolmanteen, jolloin
B = 208+ {[R+ V@T+ B2 + [(R— V@& + )] |
A+ V@R + [(r- V@R
= [R+ V@ + R+ [(R— V@ + R)] + [(R+ V@ + R?)]
(R VE R 4 (R4 VTR
(R - V@1 RY)] —20B
:—QQB+2R+{[R+ VQ3 + R? [R—\/m]}é
(R VET )+ { (R VTR [R- VT )
[R+ V@ + R
— —2QB+ 2R+ [R* — (Q* + R*)]®

(R4 VP TR+ (R- VP R3]
= —2QB +2R - QB
= —3QB + 2R.

W=

13



Sijoittamalla B? ja B yhtilon (3.11) vasemmalle puolelle, saadaan
(=3QB +2R) + 3QB = 2R,

joten on loydetty ratkaisu z = B yhtélolle (3.8). Seuraavaksi jaetaan te-

2? + Bz + (B? + (), jolloin saadaan
2?4+ Bx + (B* + 3Q) = 0. (3.12)

Y& olevasta yhtdlostd x saadaan toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla ja
kompleksilukujen laskusdannailla

_ —B+£/B*—4(B>+3Q) 1 1

- = B+ -+/-3B2-12

v 2 272 @
1.1 1.1

=B+ V3B +4Q) =~ B+ 5\/51\/32 +4Q.

Edellinen yhtélo voidaan sieventdd maarittelemalla

A= [R+ QP+ R - [R— @5+ R2]°.
Talloin
A= [R+ QT+ )T —2[(R = (Q*+ R + [R— V@ + B2
— [R+ V@ + R+ [R— VP + R ]* +20Q

= B* +40,

Wi

win

joten yhtdlén (3.12) ratkaisut voidaan kirjoittaa muodossa

1 1
= ——B+— A.
T 5 2\/57,

Maaritellaan
D=Q+ R
S=\/R+VD

3

T=\R ,

.

missd D on diskriminantts. Talloin saadaan yksinkertaiset esitysmuodot ter-
meille A ja B

A=S5-T
B=S+T.

14



Lopulta saadaan alkuperiisen yhtdlon juuret esitettyd muodossa

1
z1:—§a2+(S—|—T)

1 1 1
Z9 — —— QA9 — —(S+T)+—Z\/§(S—T)
3 2 2
ja
1 1 1.
z3 = —gag — §(S+T) —5@\/§(S—T),
missé ay on termin z? kerroin sekii S ja T kuten edelld on médritelty. ]

Yhtilot (3.2), (3.3) ja (3.4) tunnetaan Cardanon yhtéloind. Mikili yhtalo
on muotoa

x3+px+q:0,

missd r on muuttujana ja as = 0, a; = p ja ag = ¢, niin vakioilla on yksin-
kertainen muoto

1
1
R=—-
2‘]
D=Q+R = (5) 4 (~1)
3 2
Lisdksi saadaan (Ks. |7, s. 199]), etti
ST = —%. (3.13)

3.2 Reaalisuustarkasteluja

Reaalisuustarkastelut seuraavat Viiséildn teosta [7, s. 199].
Lause 3.2. Olkoon yhtdilon

?+pr+q=0 (3.14)
kertoimet reaaliset. Diskriminanttia merkitidin D = (2)* 4 (§)°.

(i) Jos D > 0, niin yksi juurista on reaalinen ja kaksi muuta ovat komplek-
sisia listtolukuja.

(ii) Jos D < 0, niin kaikki juuret ovat reaalisia ja erisuuria.

(iii) Jos D =0, niin kaikki juuret ovat reaalisia ja ainakin kaksi juurta ovat
samoja.
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Todistus. Olkoon D > 0. Yhtélon (3.2) perusteella ensimméinen juuri on
reaalinen. Yhtiloissd (3.3) ja (3.4) S ja T ovat erisuuria, koska D > 0. Néin
ollen voidaan kirjoittaa

v =5+T,

1 1
x2=—5(5+T)+§¢\/§(S_T)
ja
1 1
x3=—5(5+T)—§i\/§(S—T),

missd S # T. Ndhdaén, ettd xo ja x3 ovat imaginaarisia liittolukuja.
Olkoon D < 0. Tdmé& on mahdollista vain, kun p < 0. Kirjoitetaan S ja
T muotoon

3 q q 2 p 3
93 = 3 + (__2) + (_3) (3.15)
ja
3 q q 2 p 3

Koska D = (—%)% 4 (£)® < 0, niin S® ja T° ovat imaginaarisia liittolukuja.

Kompleksilukujen ominaisuuksien perusteella D = iv/—D, kun D < 0,
joten yhtalot voidaan kirjoittaa muotoon

53 = —g+i\/—D:r(c039+isin0) (3.17)
ja
T3 = —% —ivV—D =r(cosf —isinb). (3.18)

Talloin r saadaan suoraan maaritelmasta 2.2

(O -6

ja vastaavasti 0

&S

cosf = -4
r 2r
Yhtélsiden (3.17) ja (3.18) ratkaisut voidaan kirjoittaa yhtialon (2.2) nojalla

muotoon
S, = <\/— )3[(:03 (Q + VQ—W) + 7 sin (Q + 1/2—71-)}
3 3 3 3
] 0 2 . 0 2
[COb <§ + V?> + 781N <§ + V?>:|
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ja

3
0 2 0 2
T, = ¥ < _§> [cos (§+V§) — ¢sin <§+V§>:|
_ /. «9+ 2\ 9+ 27
= 3 cos 3 V3 1 sin 3 1/3 ,

missd v = 0, 1,2. Nyt yhtélon (3.14) ratkaisu on muuttujien S, ja T, summa,
koska samaa vakion v arvoa vastaava S, ja T, toteuttavat yht&lon (3.13).
Ratkaisut voidaan kirjoittaa muotoon

I = S() + T() (319)

>, (3.20)

Ty (3.21)

2m . (0 27
E)eim(t3)
0
3

(3.22)
ja

T3 — SQ —+ T2 (323)

o [P (44T
=2 5 CO8 (3 + 3 ) (3.24)

Koska p < 0, ndhdaan, ettd kaikki juuret ovat reaalisia ja erisuuria.

Olkoon D = 0. Tama tapaus on mahdollinen vain silloin, kun p < 0 tai
p =0jaqg=0.Jos p < 0, niin yhtéldiden (3.15) ja (3.16) oikeat puolet
kutistuvat luvuksi —Z. Jos p = 0 ja ¢ = 0, niin kaikki juuret ovat z; =
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g = x3 = 0. Yhtdlo (3.13) toteutuu, kun vakioiksi S ja T valitaan tdmén
reaalinen kolmas juuri. Koska toisen asteen termin kerroin ay = 0, ratkaisut
supistuvat Cardanon yhtéldiden (3.2), (3.3) ja (3.4) avulla muotoon

:——a2+(S+T S+T = \/> \/7 —2\/7

xzz—%Q—%(S—i—T) —Z\/_(S T) = %(S+T)+%i\/§(S—T)
1 /4y q avw_ Lo ulay _ L/d
525V - =5 2= {3
ja
m:—%aQ—%(S+T)_%N§(S—T):_%(S+T)_%¢\/§(S—T)
= -3 2ifh - L - D = 2y = o8

Huomataan, ettd nyt zo = x3. Saadut tulokset pitevit myos yleiselle
kolmannen asteen yhtélslle (3.1), silld z, = x, — sap, missd n = 1,2,3.
Talldin D = Q3 + R2. O

3.3 Casus irreducibilis

Cardanon kaavoja (3.2), (3.3) ja (3.4) voidaan kiyttdd sellaisenaan kolman-
nen asteen yhtdloa ratkaistaessa, mikali D > 0. Kuten reaalisuustarkaste-
luissa ndhtiin, niin ratkaisukaavat saavat uuden muodon, kun D < 0. Tassé
tapauksessa ratkaisut saadaan kaavoista (3.19), (3.21) ja (3.23).

Cardanon kaavojen (3.2), (3.3) ja (3.4) keksijit ja heiddn aikalaisensa jou-
tuivat ongelmallisten tilanteiden eteen aina, kun D < 0, koska kaavat menet-
tivit talloin merkityksensd imaginaarisuutensa takia. Kompleksiluvut eivat
olleet tallin vield tuttuja, mutta hieman myShemmin kompleksiluvut hyvik-
syttiin kiyttoon ja kaavat tulivat kiayttokelpoisiksi. Tall6in kuitenkin joudut-
tiin luopumaan puhtaasta algebrallisuudesta, koska trigonometriset funktiot
tulivat mukaan. Kun D < 0, yhtdlon juuria ei siis voida lausua pelkistadn

reaalisten juurilausekkeiden avulla, joten tapaus on saanut nimen casus irre-
ducibilis. (Ks. |7, s. 201]).

3.4 Esimerkkeji

Esimerkki 3.1. (Vrt. |4, Harjoitus 10.9, s. 150]).
Ratkaistaan yhtilo 22 — 22 +4 = 0. Yhtilo on vaillinainen kolmannen asteen
yhtild, koska siitd puuttuu toisen asteen termi. Yht#lo on siis muotoa z3 +
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pr + g = 0, missa x on muuttujana ja ay =0, a1 =p = —2jaay =q =4,
joten voidaan kayttad lausekkeita

ja
—2\3 —4\2 —8\3 100
p-g e () () - () -
@ h 3 + 2 27 + 27
Koska D > 0, yhtélolla on yksi reaalinen ja kaksi kompleksista ratkaisua.
Sijoitetaan ylla saadut luvut Cardanon yhtéldihin

:—1a2+(S+T) S+T = \/R+\/_+\/R VD
B o
1

x2=—§a2—%(S+T)+%z\/§(S—T):—%(S+T)+%¢\/§(S—T)

L (Yr B+ vfn—vD) + Liva(V/revD- D)

— 14
ja
1 1 1. 1 1.

z—% (Q/R+\/5+ {‘/R—\/ﬁ) —%ix/ﬁ({’/ﬁ—ﬁ)
%(2)%i\/§<§/2+\/¥§/2\/¥>

=1—1.

Esimerkki 3.2. (Ks. |6, Harjoitus 5|).
Ratkaistaan yhtilon 23 — 422 + 62 — 4 = 0 juuret. Yhtiilo on kolmannen
asteen yhtilo, jossa ay = —4, a3 = 6 ja ap = —4. Saadaan

3a; —ai  3-6—a(—4)? 2

Q: 9 = 9 :§7
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b 90201 — 2Tag — 203 _ 9 (=4) —27-(=4) —2(-4)* _ 20 _ 10

54 54 T 54 27
2\3 102 4
p-er= () (1) -
@ h 9 * 27 27
Koska D > 0, yhtélolld on yksi reaalinen ja kaksi kompleksista ratkaisua.
Sijoitetaan ylla saadut luvut Cardanon yhtéloihin

ja

1 1 :
n=—gat+(S+T)= —§a2+\/R+\/5+</R—\/5

Y+ 5 +\/i+39—
27 '\ 27

1 1 1
wzz—gaz——(S+T)+—i\/§(S—T)

OOI
COIL\J

_g—%-- —Z\/_<\/R+\/_ We \/_)
41 1 410 1
=373+ 5“(\/ \/;\/ﬁ\/;>
=1+
ja
ZE3:—%G2—%(S+T)—%i\/§(S—T)
41
“3 3 "
=1—u.

Esimerkki 3.3. (Vrt. [6]).
Ratkaistaan yht#lé 23 — 4z — 2 = 0. Yhtlo on vaillinainen kolmannen asteen
yht#lo ja on siis muotoa x® + px + ¢ = 0, missid x on muuttujana ja ay = 0,

ap =p=—4jaay=q= —2, joten voidaan kiyttda lausekkeita
1 1 4
_ — _ — —4 = ——
1 1
51=5(2)
ja
4 64 37
D=Q'+ R =(-2) +12=—_+1=—2 = 1,37
Q° + )+ T 5 :



Koska D < 0, yhtalolla on kolme erisuurta reaalista juurta. Yhtdlon ensim-
méinen juuri ratkaistaan kaavan (3.19) mukaan seuraavasti

_ 49
_9 /_gcos (%)

arccos ( — %)
2 _P CoS 205)
\/ 3 3
(_4) arccos ( — 2&%3)
=24/ — COoS ( C5) )

3

arccos 2 )
= 2\/ECOS (2(;1)3
3 3

~ 2,214,

Vastaavasti kaksi muuta juurta saadaan kaavoista (3.21) ja (3.23)

/ 0 2
To = 2 —gcos <§+§)
arccos 2
= 2\/2(308 )" + n
Vs 3 3

~ —1,675

ja

2
\/Z arccos (2(§)%) A
= 24/ = cos + —
3 3 3

~ —0,539.

21



Viitteet

[1] Apostol, Tom M. Mathematical Analysis, second edition.
Addison-Wesley Publishing Company, Inc., California Institute of
Technology, 1974.

[2] Andreescu, Titu & Andrica, Dorin Complex Numbers from A to...Z.
Birkhauser, Boston, 2006.

|3] Howie, John M. Complex Analysis. Springer-Verlag, London, 2003.

|4] Irving, Ronald S. Integers, polynomials, and rings. Springer-Verlag,
USA, 2004.

[5] Kivela, Simo K.: Kompleksiluvut.
http://matta.hut.fi/mattafi/cluvut /komplluvut.html (10.4.2008).

|6] Saksman, E.: Kolmannen asteen yhtiléa ratkaisemassa.
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/saksman/ (10.4.2008).

|7] Viiséld, K. Lukuteorian ja korkeamman algebran alkeet. Otava, Helsinki,
1950.

|8] Weisstein, Eric W.: Complez Number. MathWorld — A Wolfram Web
Resource. http://mathworld.wolfram.com/ComplexNumber.html
(10.4.2008).

|9] Weisstein, Eric W.: Cubic Formula. MathWorld — A Wolfram Web
Resource. http://mathworld.wolfram.com/CubicFormula.html
(10.4.2008).

[10] Weisstein, Eric W.: Fuler Formula. MathWorld — A Wolfram Web
Resource. http://mathworld.wolfram.com/EulerFormula.html
(20.5.2008).

22



