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TIIVISTELMA

Tamé tutkielma késittelee hybridilogiikan kieltd H(@). Tutkielmassa keski-
tytddn malliteoriaan. Kasiteltaville kielelle annetaan syntaksi ja semantiikka,
ja esitellddn kaksi kielen aksiomatisointia. Néille aksiomatisoinneille osoite-
taan luotettavuustulokset, seké tdydellisyystulokset puhtailla kaavoilla laa-
jennetuille aksiomatisoinneille ja Sahlqvist-kaavoilla laajennetuille aksioma-
tisoinneille. Lisdksi todistetaan, ettei aksiomatisointi valttdméatta ole taydel-
linen, jos sitd laajennetaan sekéd puhtailla kaavoilla ettd Sahlqvist-kaavoilla.
Tutkielmassa tarkastellaan kisiteltdvan kielen ilmaisuvoimaa. Naitd tarkas-
teluja varten madritelliin ensimmaéisen kertaluvun korrespondenssikieli. Li-
siaksi tutkitaan madriteltdvyytta kehysten luokissa. Tutkitaan, milla ehdoilla
kehysten luokka on madriteltavissi joukolla kielen H (@) kaavoja, sekd milla
ehdoilla kehysten luokka on méériteltavissd puhtaalla H(@)-kaavalla. N#ita
tarkasteluja varten maéritelladn bisimulaation, ultrafiltterimorfisen kuvan ja
bisimulaatiosysteemin késitteet. Lopuksi téssi tutkielmassa esitelliin vield
interpolaation ja Beth-médiriteltidvyyden kisitteet, sekd ndiden ominaisuuk-
sien todistamisessa tarvittava bisimulaatiotulon késite. Tutkielmassa osoite-
taan, ettd kieli H(@) toteuttaa interpolaation propositiosymboleiden suhteen
erdissd kehysten luokissa, ja ettd kyseiselld kielelld on myos Beth-ominaisuus
néissd kehysten luokissa. Tutkielman keskeisimmaét ldhdeteokset ovat Balder
ten Caten viitoskirja Model theory for extended modal languages, sekd Carlos
Arecesin ja Balder ten Caten artikkeli Hybrid Logics teoksessa Handbook of
Modal Logic.
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Johdanto

Hybridilogiikan kielet ovat perusmodaalilogiikan ja ensimmadisen kertaluvun
logiikan vilille sijoittuvia modaalilogiikan kielid. Yksinkertaisimmillaan hyb-
ridilogiikka on modaalilogiikkaa, jota laajennetaan nominaaleilla, eli symbo-
leilla, jotka nimedvit yksittdisid mallin maailmoja. Téssé tutkielmassa esi-
tellddn hybridilogiikan kieli H(@) ja tutkitaan tdmén hybridikielen ominai-
suuksia.

Tutkielman ensimmaéisessé luvussa maéritelladn kielen H (@) syntaksi ja
semantiikka. Lisdksi tdssd luvussa esitellidn lyhyesti tutkielman muissa lu-
vuissa tarvittavia merkint6ja, médritelmié ja lauseita.

Tutkielman toisessa luvussa esitelldadn hybridilogiikan aksiomatisointi, ja
osoitetaan luotettavuus seka kaksi tdydellisyystulosta. Pykéldssd 2.1 osoite-
taan hybridilogiikkojen luotettavuus. Pykéldssa 2.2 todistetaan taydellisyys-
tulos puhtailla kaavoilla laajennetuille hybridilogiikoille. Pykélédssé 2.3 todis-
tetaan taydellisyystulos Sahlqvist-kaavoilla laajennetuille hybridilogiikoille.
Pykalassa 2.4 osoitetaan, ettd taydellisyystulos ei valttamatta pade, jos hy-
bridilogiikkaa laajennetaan sekd puhtailla kaavoilla ettd Sahlqvist-kaavoilla.

Kolmannessa luvussa tutkitaan kielen H(@) ilmaisuvoimaa. Pykéldssa
3.1 esitellidn ensimméisen kertaluvun logiikan korrespondenssikieli kielelle
H(@). Madritellddn standardikdinnos kieleltd H(@Q) ensimmaéisen kertalu-
vun kielelle ja osoitetaan, ettd se siilyttda ekvivalenssin. Liséksi esitellidn
bisimulaation késite ja osoitetaan, ettd korrespondenssikielen kaava on ekvi-
valentti kielen H (@) kaavan standardikddnnoksen kanssa jos ja vain jos se on
invariantti H(@)-bisimulaatioiden suhteen. Pykélissd 3.2 tutkitaan mééritel-
tavyytta kehysten luokissa. Ensin méaritelldin kehyksen ultrafiltterimorfisen
kuvan kisite, minké jélkeen osoitetaan, ettd elementaarinen kehysten luokka
on madriteltdavissa joukolla kielen H(@) kaavoja jos ja vain jos se on suljet-
tu generoitujen alikehysten ja ultrafiltterimorfisten kuvien suhteen. Lopuksi
maéaaritellddn vield bisimulaatiosysteemin kisite, ja osoitetaan, ettd kehysten
luokka on méériteltivissi yhdelld kielen H(@) puhtaalla kaavalla jos ja vain
jos se on elementaarinen, seké suljettu generoitujen alikehysten ja bisimulaa-
tiosysteemien kuvien suhteen.

Neljannessa luvussa kasitellddn interpolaatiota ja Beth-maariteltavyytta
koskevia tuloksia. Ensin esitellidn interpolaation ja bisimulaatiotulon ké-
sitteet, ja osoitetaan, etti kieli H(Q) toteuttaa interpolaation propositio-
symboleiden suhteen sellaisissa kehysten luokissa, jotka ovat suljettuja gene-
roitujen alikehysten ja bisimulaatiotulojen suhteen. Sitten esitelldéin Beth-
ominaisuuden kisite, ja osoitetaan, ettd kielelld H (@) on my6s Beth-ominai-
suus edelld mainituissa kehysten luokissa.

Tutkielman lukijalta odotetaan klassisen logiikan ja modaalilogiikan tun-
temusta. Erityisesti lukijalla olisi hyvé olla tietoa modaalilogiikan malliteo-
riasta. Tutkielmassa pyritdan esittdmadn kaikki tarvittavat méadritelmat ja
lauseet, mutta todistuksia sivuutetaan. Tarvittavat pohjatiedot lukija voi



hankkia esimerkiksi kirjasta Blackburn, P., de Rijke, M., Venema, Y.: Modal
Logic |6]. Pddasiallisina lahteind téssd tyossd on kiytetty viitoskirjaa ten Ca-
te, B.: Model theory for extended modal languages 7], sekd artikkelia Areces,
C., ten Cate, B.: Hybrid Logics [3].

1 Esitietoja

Téssé luvussa esitellddn kielen H (@) syntaksi ja semantiikka, sekd annetaan
jatkossa tarvittavia médritelmia ja lauseita.

1.1 Syntaksi ja semantiikka

Téssd alaluvussa médritellddn hybridikielen H(@) syntaksi ja semantiikka.
Hybridikieli H(@) laajentaa perusmodaalilogiikkaa nominaaleilla ja @-ope-
raattorilla.

Maiésritelms 1.1. (Vrt. |7, s. 38]). Olkoon PROP = {p;,ps, ...} numeroi-
tuvasti 4éareton joukko propositiosymboleita ja NOM = {i, is, . .. } numeroi-
tuvasti ddreton joukko nominaaleja. Olkoot PROP ja NOM erilliset joukot.
Hybridikielen H(@) hyvinmuodostetut kaavat mééritelldén rekursiivisesti:

FORMS =T [p|i| ¢ [ oA | Cp | Qp,
missd p € PROP ja i € NOM.

Maiaé&ritelma 1.2, (Vrt. [3, s. 825]). Malli M on kolmikko M = (W, R, V),
jossa W #£ 0, RC W x W jaV : PROP UNOM — P(W) on sellainen
kuvaus, ettd |V ()| = 1 aina, kun : € NOM. Joukkoa W sanotaan mallin M
mahdollisten maailmojen joukoksi, ja kuvausta V wvaluaatioksi. Kehys F on
jarjestetty pari F = (W, R), eli malli ilman valuaatiota.

Olkoon M = (W, R, V) malli ja w € W. Olkoon p € PROP, i € NOM ja
v, € FORMS. Kaavojen totuusehdot ovat seuraavat:

MwET
M, wEDp joss w € V(p)
MwEq joss w e V(i)

M, wE =g joss MiwkF ¢

M,wE @AY joss M,wE pja MwEy
MwECp  joss Juw' € W:wRw' ja M,w' E ¢
M,wE Qp  joss M,w' E ¢, kun V(i) = {w'}.

Esitetdan vield yksinkertainen esimerkki hybridimallista sekd nominaalien
ja @Q-operaattoreiden totuusehtojen kiytosta.



Esimerkki 1.1. Olkoon M = (W,R,V), jossa W = {1,2,3} ja R =
{(1,2),(2,3)}. Olkoon V(p) = {1,3} ja V(q) = 0, kun ¢ € PROP \ {p}.
Olkoon liséksi V(i) = {1} ja V(j) = {3}, kun j € NOM \ {i}. Joukkoon
V' (z) voi siis kuulua yksi tai useampia joukon W alkioita, tai se voi olla tyh-
ja joukko, jos x € PROP. Mutta jos x € NOM, niin joukkoon V(z) kuuluu
tédsmilleen yksi joukon W alkio.

Nyt koska 1 € V (i), niin M, 1 F 4, ja koska |V (i)| = 1, niin M,w ¥ i
jokaisella w € W\ {1}. Koska M,1 F <¢Op ja V(i) = {1}, niin M,w E
@;<>0p jokaisella w € W.

1.2 Maaritelmii ja lauseita

Tasséd alaluvussa esitetddn tutkielman muissa luvuissa tarvittavia merkinto-
ja, maaritelmia ja lauseita.

Kaava ¢ on toteutuva kehyksessd F, jos on olemassa sellainen kehyksen
F maailma w seki sellainen valuaatio V| ettd (F, V) w E . Kaava ¢ on
toteutuva kehysten luokassa K, jos on olemassa sellainen F € K, ettd ¢ on
toteutuva kehyksessa F. Kaava ¢ on globaalisesti toteutuva kehyksessa F, jos
on olemassa sellainen valuaatio V', ettd aina, kun w on kehyksen F maailma,
(F, V), w E ¢. Kaavajoukko ¥ on toteutuva kehyksessia F, jos on olemassa
sellainen kehyksen F maailma ja sellainen valuaatio V, ettd (F, V), w E X.
Vastaavasti médritellidn myos toteutuvuus kehysten luokassa seké globaali-
nen toteutuvuus joukolle Y. Kaavajoukko X on ddrellisesti toteutuva kehyk-
sessd, F, jos sen jokainen #arellinen osajoukko on toteutuva kehyksessa F.
Vastaavasti maaritellidn kaikki toteutuvuuden kasitteet malleille.

Olkoon {z1, xs, ...} ensimmaéisen kertaluvun logiikan muuttujien joukko.
Jatkossa ensimmadisen kertaluvun logiikan muuttujille kiytetdin kuitenkin
usein my6s merkint6ja x, y ja z. Ensimmaisen kertaluvun logiikan kaavaa,
jossa on n vapaata muuttujaa x, . .., x,, merkitdin ¢(zq,. .., x,). Merkitddn
M E p[dy, ..., d,], kun kaavan ¢ kukin vapaa muuttuja z; tulkitaan mallin
M maailmaksi d;, ja kaava ¢ toteutuu mallissa M néilla tulkinnoilla.

Maiédritelmd 1.3. (Vrt. [6, s. 15]). Sijoitus 0 : PROP UNOM — FORMS U
NOM on sellainen kuvaus, joka kuvaa joukon PROP alkiot joukolle FORMS,
ja joukon NOM alkiot joukolle NOM. Sijoitus o maéarittelee edelleen kuvauk-
sen ()7 : FORMS — FORMS, joka mééritellddn rekursiivisesti:

To=T
p” = a(p)
= 0(7,)

p)’ =
(e A )"—so AT
)7 =09

oz
5

w



(Qi0)7 = @y 7.

Esimerkki 1.2. Olkoon o sellainen sijoitus, ettd o(i) = j ja o(p) = p V Og.
Nyt esimerkiksi

(Q;(—p A C1))? J(—p A i)

(

i((=p)7 A (4)7)
J(—p7 A i)
(=(p Vv 8q) A Oj).

Q,
@
Q@
Q,

)

Usein sijoitukselle kiytetddn yksinkertaisempaa merkintaé

SO[QI/wlp s ;%1/1/}”]7

miké tarkoittaa, ettd jokainen propositiosymbolin (nominaalin) ¢; esiintymé
kaavassa ¢ korvataan kaavalla (nominaalilla) ¢ ja niin edelleen.

Maia&ritelma 1.4. (Vrt. [6, s.189]). Logiikka A on sellainen joukko hybridikie-
len kaavoja, joka sisiltdd kaikki tautologiat ja on suljettu paittelysdintdjen
(MP) ja (Subst) (ks. médritelmé 2.3, s. 7) suhteen.

Maiédritelma 1.5. (Ks. [13, s. 85]). Normaali modaalilogiikka on sellainen
joukko modaalilogiikan kaavoja, joka sisiltad kaikki skeeman (Kq) (ks. méé-
ritelmé 2.3, s. 7) instanssit ja on suljettu paittelysdéntojen (Geng), (MP) ja
(Subst) (ks. méadritelmé 2.3, s. 7) suhteen.

Maiésritelmd 1.6. (Ks. [13, s. 88|). Kaavan A todistus aksioomasysteemissi

A on &drellinen jono kaavoja Aq, ..., A,, jossa A, = A ja jokainen A; on joko
systeemin A aksiooma tai A; voidaan péaitelld systeemin A padttelysadnndlla
kaavoista Ay, ..., A;, kun j <.

Téalloin merkitdan F, A, ja sanotaan, ettd A on pddteltdvissd aksiooma-
systeemissa, A.

Maé&ritelma 1.7. (Vrt. [13, s. 231]). Olkoon A logiikka. Kaavajoukko €2 on
A-ristiriitainen, jos on olemassa sellainen joukon € osajoukko {Ay,..., A},
ettd Fy =(A; A - A Ay,). Muuten joukko Q on A-ristiriidaton. Joukko €2 on
maksimaalisesti A-ristiritdaton, jos se on A-ristiriidaton, ja sen jokainen aito
laajennus on A-ristiriitainen.

Miaritelma 1.8. (Vrt. [6, s. 56]). Olkoot F = (W, R) ja F' = (W' R')
kehyksia. Kehys F' on kehyksen F alikehys, jos W' C W ja

R =Rn(W x W).

Malli M’ = (F', V') on mallin M = (F, V) alimalli, jos F' on kehyksen F
alikehys ja V'(p) = V(p) N W’ aina, kun p € PROP U NOM.



Maiadritelma 1.9. (Vrt. [6, s. 138-139]). Olkoon F = (W, R) ja X C W.
Joukon X generoima kehyksen F alikehys on kehys F' = (W' R'), jossa
W' C W on pienin sellainen joukko, joka toteuttaa ehdot

X Ccw',
jos w € W' ja wRv, niin v € W,

ja R = Rn (W' x W’). Jos X on yksialkioinen joukko {w}, niin sanotaan,
ettd F' on maailman w generoima alikehys.

Maééritelmd 1.10. (Ks. [6, s. 5-6]). Olkoon W # () ja R C W x W. Relaa-
tion R transitiivinen sulkeuma RT on pienin sellainen transitiivinen relaatio
joukossa W, joka sisaltda relaation R, eli

RT = ﬂ{R’ | R C W x W, R on transitiivinen, ja R C R'}.

Vastaavasti relaation R refleksiivinen transitiivinen sulkeuma R* on pienin
sellainen refleksiivinen ja transitiivinen relaatio joukossa W, joka sisaltai
relaation R, eli

R* = ﬂ{R’ | R C W x W, R on refleksiivinen ja transitiivinen, ja R C R'}.
Maiésritelmi 1.11. (Ks. [6, s. 6]). Puu 7 on struktuuri (T, R), jossa

(i) T on joukko solmuja, ja on olemassa sellainen r € T (puun juuri),
ettd Vt € T': rR*t.
(ii) Aina, kun ¢ # r, on olemassa sellainen yksikésitteinen t' € T, ettd
t'Rt.
(i) VteT:t Rt

Miairitelma 1.12. (Vrt. [6, s. 29]). Yieinen kehys on pari (F,A), jossa
F = (W, R) on kehys, ja A # () on kokoelma joukon W sallittuja osajoukkoja,
jotka ovat suljettuja seuraavien operaatioiden suhteen:

(i) Jos X,Y € A, niin X UY € A.
(i) Jos X € A, niin W\ X € A.
(ili) Jos X € A, niin {w € W | wRw’ jollain v’ € X} € A.

Miiritelmd 1.13. (Vrt. [6, s. 30]). Olkoon X joukko ja Y C X. Joukko Y
on joukon X Fkofiniittinen osajoukko, jos sen komplementti joukossa X on
adrellinen.

Joukkoa sellaisia ensimmaéisen kertaluvun logiikan kaavoja, joissa esiintyy
vain yksi vapaa muuttuja, kutsutaan I-tyypiksi. Olkoon I'(x) 1-tyyppi, jossa
x on ainoa vapaana esiintyvd muuttuja. Joukko I'(z) toteutuu mallissa M,
jos on olemassa sellainen maailma d, ettd M E I'[d].

3



Maiaéaritelma 1.14. (Ks. [7, s. 187]). Malli M on I-saturoitu, jos seuraava
ehto péatee aina, kun I'(z) on 1-tyyppi: jos jokainen joukon I'(z) &érellinen
osajoukko toteutuu mallissa M, niin I'(z) toteutuu mallissa M.

Olkoon M malli ja dy,...,d, airellinen jono mallin M maailmoja. Kay-
tetddn merkintdd (M, dy,...,d,) mallin M laajennukselle, jossa maailmat
dy,...,d, on nimetty uusilla vakioiolla ¢y, ..., c,. Laajennetussa mallissa siis

kutakin maailmaa d; vastaa uusi vakio c.

Miiritelma 1.15. (Ks. [7,s. 187]). Malli M on w-saturoitu, jos sen jokainen
laajennus (M, dy,...,d,), n € w, on l-saturoitu.

Sanotaan, ettd malli NV on mallin M laajennus, jos M on mallin N
alimalli.

Maééritelmé 1.16. (Ks. [6, s. 490]). Olkoot M ja N malleja. Malli N on
mallin M elementaarinen laajennus, jos

(i) N on mallin M laajennus.
(ii) Aina, kun «a(z,...,x,) on ensimméisen kertaluvun logiikan kaava
jady,...,d, ovat mallin M maailmoja, niin

MEaldy,....d)] < NEald,... d]

Lause 1.1. (Vrt. |7, s. 187]). Jokaisella mallilla on olemassa w-saturoitu
elementaarinen laajennus.

Todistus. Ks. |4, s. 87-89). O

Jatkossa ei erikseen mainita lauseen 1.1 kiytdstd, vaan mallien w-saturoi-
dut elementaariset laajennukset otetaan kiyttoon niitd tarvittaessa ilman
erillistd mainintaa laajennuksen olemassaolosta.

Madritelma 1.17. (Vrt. [13, s. 57]). Olkoon ¢ kielen H (@) kaava ja olkoon
M = (W, R, V) malli. Joukko

Vip)={weW | M,vE ¢}

on kaavan ¢ totuusjoukko mallissa M.

2 Luotettavuus ja taydellisyys

Téssd luvussa esitetddn kaksi hybridikielen H (@) aksiomatisointia. Molem-
mat aksiomatisoinnit todistetaan luotettaviksi. Toista aksiomatisointia laa-
jennetaan puhtailla kaavoilla, ja todistetaan ndin saadulle aksiomatisoinnille



taydellisyystulos. Toista aksiomatisointia puolestaa laajennetaan Sahlqvist-
kaavoilla, ja todistetaan taydellisyystulos myos télle aksiomatisoinnille. Li-
siaksi osoitetaan, ettei aksiomatisointi valttdméatta ole tdydellinen, jos sitd
laajennetaan seké puhtailla kaavoilla ettd Sahlqvist-kaavoilla.

Maadritelladn ensin luotettavuuden ja tdydellisyyden sekd vahvan taydel-
lisyyden Kkésitteet.

Maidritelma 2.1. (Vrt. [6, s. 193]). Aksioomasysteemi on luotettava kehysten
luokan suhteen, jos kaikille kaavoille ¢ pitee, ettd jos ¢ on johdettavissa
aksioomasysteemissé, niin ¢ on validi annetussa kehysten luokassa.

Maiaé&ritelma 2.2, (Vrt. [6, s. 193-194]). Aksioomasysteemi on tdydellinen
kehysten luokan suhteen, jos kaikille kaavoille ¢ pétee, ettd jos ¢ on validi
annetussa kehysten luokassa, niin ¢ on johdettavissa aksioomasysteemiss.

Aksioomasysteemi A on vahvasti tdydellinen kehysten luokan K suhteen,
jos kaikille kaavajoukoille I' U {¢} pétee, ettéd jos I' Fx ¢, niin ' 5 .

Seuraavaksi esitetddn taydellisyyden todistamista helpottava lause, jota
tarvitaan sekd puhtaan tidydellisyyden ettd Sahlqvist-tdydellisyyden todista-
misessa.

Lause 2.1. Logiikka A on tdydellinen struktuurien luokan S suhteen, jos ja
vain jos jokainen A-ristiriidaton kaava on toteutuva jossakin G € S. Vastaa-
vasti A on vahvasti taydellinen struktuurien luokan S suhteen, jos ja vain jos
jokainen A-ristiriidaton kaavajoukko on toteutuva jossakin G € S.

Todistus (vrt. |6, s. 194-195]). Téydellisyyttd koskeva tulos seuraa suoraan
vahvaa taydellisyyttd koskevasta tuloksesta, joten todistetaan jalkimméainen.
Oletetaan ensin, etté logiikka A on vahvasti tiydellinen struktuurien luokan S
suhteen. Olkoon I' A-ristiriidaton kaavajoukko, ja olkoon ¢ sellainen kaava,
ettd I' o . Koska I' on A-ristiriidaton, niin I" ¥4 —p. Nyt koska A on
vahvasti tdydellinen luokan S suhteen, niin kontrapositioperiaatteen nojalla
saadaan I' Fg —p. Siis on olemassa sellainen G € S, ettd aina, kun ¢ € T,
G F YjagF —p Koska I' oli mielivaltainen, on osoitettu, ettd jokainen
A-ristiriidaton kaavajoukko on toteutuva jossain struktuurissa G € S.
Osoitetaan toinen suunta kontraposition avulla. Oletetaan siis, ettd A
ei ole vahvasti tdydellinen luokan S suhteen. T&ll6in on olemassa sellainen
kaavajoukko I' U {¢}, ettd I" Es ¢, mutta I' ¥, ¢. Télloin joukko I' U {—¢p}
on A-ristiriidaton, mutta se ei ole toteutuva missdin G € S. O]

Maaritelladn sitten Sahlqgvist-tdydellisyyden todistamiseen riittava aksio-
ma’tisointi.

Miiritelmi 2.3. (Vrt. [3, s. 832-833]). Olkoot ¢,v € FORMS ja i,j €
NOM. Logiikka Ky @) on pienin joukko kielen H(@) kaavoja, joka siséltad



seuraavat aksioomat ja on suljettu seuraavien péattelysaintojen suhteen:

(CT) Kaikki klassiset tautologiat
(Kn) FDO(p — ¢) — (Op — 0Y)
(Ka) FQi(p — ¢) — (Qp — Q1)
(Selfduala) F @ < —@Q;=p

(Ref@) H @12

(Agree) F@Qp — Qjp

(
(

Intro) Fi— (@< Qp)

Back) FoQp — Qi

(MP) Jos Fpja o —1), niin .

(Subst) Jos F ¢, niin F ¢?, missd o on sijoitus.
(Gena) Jos ¢, niin F @;p.

(Genn) Jos ¢, niin F Op.

Olkoon ¥ joukko kielen H (@) kaavoja. Logiikka K4/ @) + X on pienin kielen
H(Q) kaavajoukko, joka sisdltdd edelld annetut aksioomat sekd joukon X
kaavat ja on suljettu edelld annettujen paéttelysidntdjen suhteen.

Edelld méaritelty aksiomatisointi ei vield riitd puhtaan taydellisyyden to-
distamiseen, joten aksiomatisointiin on lisdttava tarvittavat paattelysaannot.
Laajennetaan siis logiikkaa Ky @) + X vield kahdella paattelysddnnolla:

(Name) Jos F @;o ja i ei esiinny kaavassa @, niin F ¢.
(BG) Jos F @;¢f — @, kun i # j ja j el esiinny kaavassa ¢,
niin F @,Op.

Merkitdin titd uutta logiikkaa K;;(@) + 3.

2.1 Luotettavuus

Tassé alaluvussa todistetaan logiikat K;;(@) + X ja Ky a) + X luotettaviksi
joukon X madradmén kehysten luokan suhteen.

Lause 2.2. Olkoon X joukko kielen H(Q) kaavoja. Talloin logiikka K;;(@)—i-E
on luotettava joukon ¥ mddrddimdan kehysten luokan suhteen.

Todistus. Luotettavuus logiikalle K;;(@) + X todistetaan vastaavasti kuin pe-
rusmodaalilogiikoille (vrt. [13, s. 200-204]). Esitetééin téssd kaikkien nomi-
naaleja tai @-operaattoreita sisdltdvien kohtien todistukset. Muut kohdat
todistetaan vastaavasti.

Olkoon F = (W, R) jokin K;(@) + Y-kehys. Olkoon M = (F,V) ja
w € W. Olkoon Ay, Ay, ..., A,_1, A, kaavan A, todistus. Tehddan induktio-
oletus, ettd M E A;, kun j < i. Oletetaan ensin, ettd A; on skeeman (Ka)
instanssi ja osoitetaan, ettd talloin M,w FE A;. Jos M,w F Q;(¢ — ) ja



M, w E Qp, niin M, w' E ¢ — ¢ ja M,w' F ¢, kun V(i) = {w'}. Edelleen
M, w' E 4, kun V(i) = {w'}, joten M, w E Q).

Seuraavaksi oletetaan, ettd A; on skeeman (Selfduala) instanssi. Télloin
M,w E A, silld

M, wE Q;p joss M,w' E ¢, kun V(i) =
joss M, w' ¥ —p, kun V(i)
joss M, wF Q;—-p
joss M ,w FE —Q;—¢p.

}

{w
= {w'}

Oletetaan, etté A; on skeeman (Refq) instanssi ja osoitetaan, etté télloin
M,w E A;. Totuusehdon mukaan M, w’ F i jos ja vain jos w' € V(i). Siis
M, w' E i, kun V(i) = {w'}. Edelleen M, w F Q1.

Jos A; on skeeman (Agree) instanssi, niin M, w E A;, silla

M,wE @Q;p joss M,w E Q;p, kun V(i) = {w'}
joss M, w" E ¢, kun V(j) = {w"}
joss M, wF Q;op.

Osoitetaan sitten, ettd jos A; on skeeman (Intro) instanssi, niin M, w F
A;. Jos Myw E 4, niin w € V(i) eli V(i) = {w}. Oletetaan ensin, ettd
M E @. Siis M,w E ¢, kun V(i) = {w}. Talléin M,w F @Q;p. Oletetaan
sitten, ettd M, w E @Q;p. Nyt M, w' F ¢, kun V(i) = {w'}. Koska M, w E i,
niin V(i) = {w} = {w'}. Edelleen koska M, w’ E ¢, niin myds M, w E .

Oletetaan, ettd A; on skeeman (Back) instanssi ja osoitetaan, ettéd t&lloin
M, wE A;. Jos M, w E &Q;p, niin on olemassa sellainen w’ € W, ettd wRw’
ja M, w'" E @;p. Edelleen M, w” E ¢, kun V(i) = {w"}. Télloin M, w E Q;p.

Koska kaikissa kohdissa maailma w oli mielivaltainen, niin kaikissa kohdis-
sa M F A;. Edelleen koska malli M oli mielivaltainen, niin kaikissa kohdissa
FE A,

Jos taas kaava A; on saatu kaavasta A; sddnnolld (Geng), niin A; = Q,A;.
Induktio-oletuksen perusteella M E A;, eli myés M,w E A;, kun V (k) =
{w}. Tama on yhtépitévia sen kanssa, ettd M, w’ E Q,A; aina, kun v’ € W,
eli M F @, A;. Edelleen F F @, A;. O

Seuraus 2.1. Olkoon X joukko H(Q)-kaavoja. Tdlldin logitkka Ky a) + X
on luotettava joukon ¥ mddrddmdn kehysten luokan suhteen.

Todistus. Logiikan Ky @) + X luotettavuus joukon ¥ maidrddman kehysten
luokan suhteen seuraa suoraan lauseesta 2.2. O

2.2 Puhdas taydellisyys

Téasséd alaluvussa todistetaan, ettd logiikka K;;(@) + X on vahvasti taydelli-
nen joukon ¥ madradmén kehysten luokan suhteen, kun % on joukko puhtaita
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H(@)-kaavoja. Tamén tuloksen todistamista varten yleistetdén Lindenbau-
min lemma kielelle H(Q).
Maaritellddn ensin puhtaan kaavan késite.

Miaritelmi 2.4. (Ks. [3, s. 833]). Kaava on puhdas, jos se ei sisilla propo-
sitiosymboleita. Puhdas kaava voi sisidltdd nominaaleja.

Seuraavaa lemmaa tarvitaan seki Lindenbaumin lemman ettd puhtaan
taydellisyyden todistamisessa.

Lemma 2.1. (Vrt. [3, s. 835]). Olkoon ¥ joukko kielen H(Q) kaavoja. Olkoot
v, € FORMS ja i,5 € NOM. Seuraavat kaavat ja pddttelysiinté ovat
johdettavissa systeemissd K;(@) + X

1. F @5 — (Qp < Qjp)

2.F Qe ANY) — QpAQq

3. F Qg — Qi

4. F Q@05 ANQjp — @O

5. Jos F QO ANQjp — 9, kuni # j ja j et esiinny kaavoissa ¢ ja 1,
nin F Q@ p — ).

Todistus. Todistetaan tédssi kohdat 1, 2 ja 3. Merkinnalld (LP) tarkoitetaan,
ettd tulos on saatu lauselogiikan paattelylld. Aloitetaan kohdasta 1.

it vs (9 G5p) (Intro)
|_K7+1<@>+2 j— (p— Qo) (LP)
l_Kj;(@ﬁE J— <@j90 — @) (LP)

P o s @il = (0= @) (Gena)
it o0 Gl = (@0 = ¢)  (Gena)
it 40 O = G0 — G) (Ko, (LP)
|_K7+1<L)+2 Q;j — @;(Qjp — ) (Ka), (LP)
'_K+m+z Q;j — (@ — Q;Q ) (Ka), (LP)
Pk o e Qi) — (@G0 — Qi) (Ka), (LP)
Pii s @i = (Qup < @Q50) (LP)

P oy rs @i = (Qip < Qo) (Agree), (LP)
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Todistetaan sitten kohta 2.

P o m AV 0 (CT)

l_K;Q(L)JrE Qe Ay — @) (Gena)

l_K;‘;(@)—i-E @1(90 A 1#) - @iSO (K@)7 (MP)

|_K+(®)+Z o N Y= (CT)

I_K;;(L)Jrz Q(p AP — ) (Genae)

l_K"'( T i(%p A w> — Qu) (K@)v (MP)
K;(@)_,_z @1(90 A 77Z)> - @lQO A @177/) (LP)

iy (@5 = @) = ~0,(p — ~) (CT), (Ka), (MP)

H(@

(
Fx K{yq)+5 Qo N Q=) — 2Q;(—p V ) (LP)
I—K;(@)Jrz Qo A Q1) — =@ = (o A1) (Selfduala), (LP)
(

K7, ) +5 Qip N Q1) — Q;(@ A1) Selfdualg), (LP)

+
K ) +D

Todistetaan vield kohta 3.

Kot Qg = G (CT)
I—K+(L)+Z Q,;p > —@;—p (Selfdualq)
l_K;(L)JrE —Q@Q;—p — =@ (LP)
|_K+(@)+E Q;~p — —Q;p (LP).

Todistetaan sitten kielelle H(@) yleistetty Lindenbaumin lemma.

Lemma 2.2. Jokainen K;(@) + X -ristiriedaton kaavajoukko T' voidaan laa-

jentaa sellaisekst maksimaalisests K;;(@) + X -ristiritdattomaksi kaavajoukok-

si I, eltd

1. Vihintédin yksi joukon I'V alkioista on nominaali.
2. Aina, kun @Q;Op € T, on olemassa sellainen nominaali j, ettd
@z<>] el ja @JQO el.

Todistus (vrt. |3, s. 835-836|). Laajennetaan kieltd numeroituvalla maaralla
nominaaleja. Nyt on olemassa ddretén méari nominaaleja, jotka eivit esiinny
joukon I' kaavoissa. Olkoon (i,,),en luettelo laajennetun kielen nominaaleista
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ja (¢n)nen luettelo kaikista laajennetun kielen H(@)-kaavoista. Muodoste-
taan ddreton jono kaavajoukkoja I'® C Tt C T2 C --- seuraavasti:

I =T U {i}, missii i on sellainen nominaali, ettd se ei esiinny

joukon I' kaavoissa.
Kun k € N, médritelldin I**! seuraavasti:

1. Jos T U {1} on K o) + E-ristiriitainen, niin I*** = T*,
2. Muuten
a) Jos ¢y, ei ole muotoa @; 1, niin TFH = T U {0, }.
b) Jos ¢, on muotoa @;Oep, niin TR = T U {g, @iy, @ Y,
missé 7, on ensimmaéinen sellainen nominaali, joka ei esiinny joukon

I'* kaavoissa tai kaavassa oy

Osoitetaan induktiolla, etti I'* on K;;(@) + Y-ristiriidaton aina, kun k£ € N.

Osoitetaan ensin joukon I'° ristiriidattomuus. Tehd#in vastaoletus, ettd '
on K;(@)%—E—ristiriitainen. Koska I on K;(@)%—Z—ristiriidaton, niin joukon I'’
ristiriitaisuuden aiheuttaa uusi kaava 7. Siis on olemassa sellaiset @1, ..., @, €
[, etta

Fx+ )+2i_>_‘(<ﬂl/\"'/\90n)-

H(@

Siis sddnnon (Gena) mukaan

PR o n @il = (e A Apn)).

H

Edelleen aksiooman (Kq) ja sddnnén (MP) perusteella

Frt oy @i — @ = (o1 A Agy).

H(@)

Kéytetaan aksioomaa (Refq) ja sddntod (MP), jolloin saadaan
'_K;(@)Jrz Q=(p1 A= N pp).

Koska 7 on sellainen nominaali, joka ei esiinny joukon I' kaavoissa, niin saan-
noén (Name) perusteella

i e (1A A o),

TAamé on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd I' on K;(@) + Y -ristiriidaton.
Siis vastaoletus on viirin, ja I'° on K;(@) + Y-ristiriidaton.

Tehdiin induktio-oletus, ettd I'* on K;Q(@) + Y-ristiriidaton. Osoitetaan,
ettd téllsin myods I+ on K;(@) + Y-ristiriidaton. Jos I'**! on muodostettu

kohdan 1 tai kohdan 2a) mukaisesti, niin joukko ['**! on triviaalisti K;;(@ﬁ—Z
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—ristiriidaton. Oletetaan, ettd T**1 on muodostettu kohdan 2b) mukaisesti.
Tehdasn vastaoletus, ettd I*' on K o + S-ristiriitainen. Koska I'* U {¢}

on K;;(@) + Y-ristiriidaton, niin on olemassa sellaiset kaavat ¢1,...,¢, €
% U {pr}, ettd

'_K;;(@)m (Q; 0 A Q1Y) — a1 Ao A pn).
Siis lemman 2.1 kohdan 5 perusteella

H

eli

Pk P8 T(OLA A ).

e
Tésté seuraa ristiriita, silld TF U {¢y} on K;(@) + X-ristiriidaton. Siis vastao-
letus on viidrin, ja T**! on K;;(@) + Y-ristiriidaton. Nyt induktioperiaatteen

nojalla I'* on K;;(@) + Y-ristiriidaton aina, kun k& € N.
Muodostetaan joukko
=

keN
Koska I'* on K;(@) + Y-ristiriidaton aina, kun & € N, niin myds I't on
K;f[(@) + Y-ristiriidaton. Osoitetaan, ettd I'" on maksimaalisesti ristiriidaton.

Tehdaian vastaoletus, ettd on olemassa joukon I't aito laajennus I'*, joka on
K;f[(@) + Y-ristiriidaton. Olkoon ¢ € T'* \ T'". Olkoon k kaavan ¢ paikka

luettelossa (¢, )nen. Koska ¢ ¢ T'F, niin joukko I'* U {¢;} on K;f((@) +X
-ristiriitainen. Mutta nyt myo6s ['* on K;;(@) + Y-ristiriitainen, sill&

Siis vastaoletus on véirin, ja joukko I'* on maksimaalisesti K;;(@) + X-ris-
tiriidaton. Lisiksi {1} C T° C I'", ja jos @;O¢p € T'F) niin on olemassa sel-
lainen k € N, ettii @,Ov) € T, jolloin joukon I'* mééritelmin mukaan myds
@; Oy, @, b € TF eli edelleen @;<d,,, @ 1 € T, Siis 't toteuttaa anne-
tut ehdot 1 ja 2. Niin on osoitettu, ettd jos I' on K;;(@) + Y-ristiriidaton
kaavajoukko, niin se voidaan aina laajentaa annetut ehdot tayttaviksi mak-
simaalisesti ristiriidattomaksi kaavajoukoksi I't. O]

Nyt paistddan todistamaan itse taydellisyystulos.

Lause 2.3. Olkoon X joukko kielen H(Q) puhtaita kaavoja. Tdlloin logiikka
K;f[(@) + X on wvahvasti tdaydellinen joukon X mddrddmdn kehysten luokan
suhteen.
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Todistus (vrt. 3, s. 833-836]). Olkoon I' K}, 4 + S-ristiriidaton joukko kie-
len H(@) kaavoja. Laajennetaan I' sellaiseksi maksimaalisesti K;;(@) + X

-ristiriidattomaksi kaavajoukoksi I'", ettd se toteuttaa lemman 2.2 ehdot.
Olkoon

[ ={j|@jel"}
aina, kun ¢ € NOM.
Madéritelladn M = (W, R, V'), jossa

W = {[7] | 7 on nominaali joka esiintyy joukon I'" kaavoissa},
R={([i],[j]) | @©j €T},

V(p)={li] | @peT"}ja

V(i) = {l1}-

Koska vahintaan yksi joukon I'" alkioista on nominaali, niin W # (). Lisiksi
R C W xWjaV :PROPUNOM — P(W) on sellainen kuvaus, etti
|V ()] = 1 aina, kun ¢ € NOM. Siis M on malli.

Osoitetaan sitten, ettd aina, kun ¢ on H(@)-kaava ja j on nominaali, niin
M, [§] E ¢ jos ja vain jos @Q;p € I'". Kun ¢ on propositiosymboli p, niin véite
patee:

MGlEp & [leV(p) < @pel™
Osoitetaan, ettd viite pitee, kun ¢ on nominaali . Oletetaan ensin, ettd
M, [j] E i. Téllsin [j] € V(7), eli [j] = [¢]. Toisin sanoen @Q;k € I'" jos ja
vain jos @Q;k € T'" aina, kun k € NOM. Koska I'" on K;(@) + Y-ristiriidaton,
niin @;i € I't, joten my6s @i € I't. Oletetaan sitten, ettd @i € I'". Koska
't on maksimaalisesti K;fl(@) + Y-ristiriidaton, niin lemman 2.1 kohdan 1
mukaan

Qi — (Qk > @;k) e

aina, kun k& € NOM. Edelleen sdé&nnén (MP) perusteella @Q;k « Q;k € I'f,
eli @Q;k € T'" jos ja vain JOS Q;k € T't. Siis [j] = [i]. Koska [] € V (i), myos
] € Vi), joten M, [j] F

Tehdéén sitten induktio oletus, ettd viite pitee kaavoille ¢ ja 1)5. Osoi-
tetaan, ettd viite pitee, kun ¢ = Oehy. Oletetaan ensin, ettd M, [j] F Oy
Siis

i} € W= [R[] ja M, [i] F 1.
Relaation R méaritelmén ja induktio-oletuksen perusteella saadaan
dli] € W:@;Gi € I ja @y € TF

eli
H[Z] eWw: @]OZ A Qe € .

Nyt lemman 2.1 kohdan 4 ja sdénnén (MP) perusteella @;Ovpy € T Olete-
taan sitten, ettd @; 1)y € I'Y. Lemman 2.2 kohdan 2 perusteella on olemassa
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sellainen nominaali 7, ettd @;Oi € T ja @ohy € T'F. Edelleen relaation R
méaaritelmén ja induktio-oletuksen mukaan on olemassa sellainen nominaali
i, ettd [J] R[] ja M, [i] E ¢y, eli M, [j] E Oy

Osoitetaan sitten, ettd viite patee, kun ¢ = @;7);. Totuusehdon mukaan
M, [j] E @y jos ja vain jos M, [k] E ¢y, kun V(i) = {[k]}. Koska mallissa
M pitee V(i) = {[i]}, saadaan edellinen yhtépitéviin muotoon M, [i] E 1.
Induktio-oletuksen mukaan timéi on yhtipitivad sen kanssa, ettd Q) € I't.
Edelleen aksiooman (Agree) mukaan edellinen pétee jos ja vain jos @Q;@;1, €
.

Induktiotodistuksen kohdat ¢ = =11 ja ¢ = 11 A1), osoitetaan vastaavasti
kiyttden lemman 2.1 kohtia 2 ja 3.

Olkoon i € T'". Séénnén (Geng) mukaan @Q;p € I'" aina, kun ¢ € T'F.
Edelleen edelld todistetun tuloksen mukaan M, [i] E ¢ aina, kun ¢ € I't.
Siis M, [i] E T, kun i € I'". Koska mallin M jokainen maailma on nimetty
nominaalilla, niin M E T't. Koska I'" sisiltaa kaikki joukon ¥ aksioomien
instanssit, niin kaikki joukon Y kaavat ovat valideja mallissa M.

Olkoon M’ = (W, R, V,) sellainen malli, jossa W ja R ovat kuten mallis-
sa M, ja valuaatio V}, on muuten kuten valuaatio V', mutta V, on valuaatio
pelkille propositiosymboleille. Osoitetaan, ettd kaikki joukon ¥ kaavat ovat
valideja myos mallissa M’ (vrt. [10, s. 627]). Tehd&dén vastaoletus, ettd on
olemassa sellainen ¢ € X, ettd M’ E . Télloin on olemassa sellainen va-
luaatio V;, pelkille nominaaleille ja sellainen w € W, etta (M’ V), w ¥ .
Olkoot 71, ...,1; kaavassa ¢ esiintyvit nominaalit. Koska mallin M jokai-
nen maailma on nimetty nominaalilla, ja V' kuvaa jokaisen nominaalin t&-
man itsensd nimedmain maailmaan, niin V' kuvaa jokaiseen maailmaan jon-
kin nominaalin. Siis on olemassa sellaiset nominaalit ji, ..., j, ettd V(j1) =
V(i1),...,V(jk) = V(ix). Talloin siis M, w ¥ @(i1/71, ...,/ jr). Tastd seu-
raa ristiriita, silld ¢ € X ja kaikki joukon X kaavat ovat valideja mallissa M,
joten sddnnon (Subst) mukaan pitdisi olla M, w E @(i1/1, ..., ik/Jk). Siis
vastaoletus on véadrin, ja kaikki joukon X kaavat ovat valideja mallissa M.

Koska joukon ¥ kaavat ovat puhtaita, eli eivit sisilld propositiosymbolei-
ta, niin pelkit propositiosymbolit kuvaavaa valuaatiota V), ei tarvita. Téten
joukon Y kaavat ovat edelleen valideja mallia M’ vastaavassa kehyksessa.
Néin on osoitettu, ettd I' on toteutuva erddssa joukon X madrdaman luokan
kehyksessa. FEdelleen lauseen 2.1 mukaan K;;(@) + X on vahvasti taydellinen
joukon > méadradmén kehysten luokan suhteen. O]

Esitetdan vield esimerkki puhtaalla kaavalla laajennetusta, timén kaavan
madrdaman kehysten luokan suhteen taydellisestd logiikasta.

Esimerkki 2.1. Kaava ¢ — —<i on puhdas, ja se méarad irrefleksiivisten
kehysten luokan (ks. [7, s. 40]). Siis lauseen 2.3 mukaan logiikka

Ko + {i = —0i}

on vahvasti tdydellinen irrefleksiivisten kehysten luokan suhteen.
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2.3 Sahlqvist-taydellisyys

Téssa alaluvussa todistetaan, etté logiikka Ky @)+ 2 on vahvasti tdydellinen
joukon ¥ maadrdamaian kehysten luokan suhteen, kun ¥ on joukko Sahlqvist-
kaavoja.

Maaéritelladn ensin Sahlqvist-kaavan késite.

Maiésritelmd 2.5. (Vrt. [8, s. 3|). Propositiosymbolin p esiintymé kaavassa
@ on positiinen (negatitvinen), jos kaavassa ¢ on parillinen (pariton) masra
negaatioita, joiden vaikutusalueella p on. Kaava ¢ on positiivinen (negatiivi-
nen), jos kaikkien kaavassa esiintyvien propositiosymboleiden kaikki esiinty-
mét ovat positiivisia (negatiivisia).

Maéaritelma 2.6. (Vrt. [8, s. 3]). Modaaliatomi on muotoa O"p oleva kaava,
missd n > 0 ja p on propositiosymboli.

Maiadritelma 2.7. (Ks. [8, s. 3]). Modaalinen Sahlquist-kaava on muotoa
@ — 1 oleva modaalinen kaava, missd 1) on positiivinen, ja ¢ on muodostet-
tu kaavoista T ja 1, modaaliatomeista ja negatiivisista kaavoista kiyttaen
konnektiiveja A ja V sekd mahdollisuusoperaattoreita.

Nollapaikkaiset modaalioperaattorit eli modaaliset vakiot ovat operaatto-
reita, jotka eivit saa argumentteja. Modaalisia vakioita ei niinkddn ajatella
operaattoreina, vaan ne ovat pikemminkin kuin propositiosymboleita.

Huomautus 2.1. (Ks. [8, s. 3]). Nollapaikkaiset modaalioperaattorit eli mo-
daaliset vakiot ovat sekd negatiivisia ettd positiivisia kaavoja.

Koska maaritelmé on moniosainen, selvennetdén asiaa vield yksinkertai-
sella esimerkill&.

Esimerkki 2.2. Kaava $Op — OOp on Sahlqvist-kaava, silla O$p on po-
sitiivinen ja <$Op on muodostettu modaaliatomista Op kidyttden mahdolli-
suusoperaattoria.

Seuraavaksi esitetadn Sahlqvist-tdydellisyys perusmodaalilogiikalle. Téta
tulosta tarvitaan, kun todistetaan Sahlqvist-taydellisyytta hybridilogiikalle.
Tassé sivuutetaan perusmodaalilogiikan tuloksen todistus, silld halutaan kes-
kittya hybridikielen tdhén todistukseen tuomiin muutoksiin.

Lause 2.4. (Ks. [8, s. 3]). Olkoon ¥ joukko modaalisia Sahlquist-kaavoja.
Jokainen ndilld kaavoilla laajennettu normaali modaalilogitkka on vahvasti
taydellinen joukon 3 mddardaman kehysten luokan suhteen.

Todistus. Ks. |6, s. 322-325]. O
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Jotta voidaan osoittaa Sahlqvist-taydellisyys hybridilogiikalle, kisitellian
hybridikieltd tavanomaisena modaalikielend, missd jokainen @;-operaattori
on erillinen yksipaikkainen (mahdollisuus)operaattori, ja jokainen nominaali
on modaalinen vakio. Muodostetaan kehys

F = <W7 R; (Ri)iENOMa (Sz')iENOM>7

jossa R; CW x W ja S; C W. Téllaista kehystd kutsutaan epdstandardiksi.
Epéstandardi malli on pari (F, V'), jossa F on epistandardi kehys ja valuaatio
V' tulkitsee vain propositiosymbolit.

Koska @-operaattorit tulkitaan modaalioperaattoreiksi ja nominaalit mo-
daalisiksi vakioiksi, niin annetaan seuraavat epastandardeja malleja koskevat
totuusehdot:

M, wEi joss w € S;
M, wE Qo joss Jw €W :wRw ja M,w' F .

Maaritelladn sitten yksi jatkossa tarvittava epistandardien kehysten ja
mallien ominaisuus.

Maiaégritelmi 2.8. (Ks. [5, s. 3]). Epastandardi kehys tai malli on hyva, jos
|S;| =1 ja Vay(R;(z,y) < S;i(y)) aina, kun ¢ € NOM.

Jokaiseen hyvidn epdstandardiin malliin voidaan liittda standardi hybri-
dimalli M* = (W, R,V U{(7,S;) | i € NOM}). Jokaista standardia hybridi-
mallia M kohti on olemassa tasmélleen yksi sellainen epédstandardi malli NV,
ettd M = NT.

Selvennetddn vield epdstandardien kehysten ja mallien kisitettd esimer-
kill&.

Esimerkki 2.3. Olkoot W = {1,2,3} ja R = {(1,1),(1,2),(1,3)}. Olkoot

Rz’ = {(17 1)7 (27 1>7 (37 1)}7
Rj = {(172)7 <2a2>a (372)}7
R = {(1,3),(2,3),(3,3)}, kun k € NOM \ {7, j}.

Olkoot S; = {1}, S; = {2} ja Sk = {3}, kun £k € NOM \ {7,j}. Nyt
F = (W, R, (R;)iexom, (Si)iexom) on hyvi, epistandardi kehys. Olkoon V/
valuaatio, joka tulkitsee vain propositiosymbolit. Nyt (F, V') on epéstandardi
malli, jota vastaa seuraava standardi hybridimalli, missi A = NOM \ {7, j}:
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Ennen taydellisyystulosta esitetdin ja todistetaan vield kaksi Sahlgvist-
taydellisyyden todistamisessa tarvittavaa lemmaa.

Lemma 2.3. (Ks. [8, s. 4]). Aina, kun M on hyvi epistandardi malli, w € W
ja @ on kaava, niin M,w E ¢ jos ja vain jos M* w E . Lisiksi jos ¢
ei sisdlld nominaaleja eikd Q-operaattoreita, niin @ on validi mallia M™
vastaavassa kehyksessdi jos ja vain jos ¢ on validi mallia M wvastaavassa
kehyksessd.

Todistus. Toisen viitteen todistus on triviaali. Todistetaan ensimmainen vii-
te induktiolla kaavan ¢ pituuden suhteen. Osoitetaan téssa vain kohdat ¢ = ¢
ja o = @;2p. Muut kohdat osoitetaan vastaavasti. Jos ¢ = 4, niin M, w F i jos
ja vain jos w € 5;. Koska M on hyva, tdméa on yhtdpitdvia sen kanssa, ettéd
{w} = S;. Tam4 taas pitee jos ja vain jos (i, {w}) € VU{(7,S;) | i € NOM},
miki on yhtipitiviid sen kanssa, etti M™, w E .

Tehdadn induktio-oletus, ettd viite patee kaavalle . Nyt jos ¢ = @Q;1),
niin M, w F @;) jos ja vain jos

Jw' e W wR;w' ja M,w' E .
Koska M on hyvi, edellinen on yhtépitivaé sen kanssa, ettd
' e W :w' e S;ja M,w' E .
Edelleen koska M on hyvé, niin |S;| = 1, joten edellinen pétee jos ja vain jos
Juw' e W {w'} =5; ja M,w" E .
Induktio-oletuksen perusteella tdmé on yhtipitivad sen kanssa, etté
Juw' e W: (i, {w'}) e VU{(i,S;) | i € NOM} ja MT w' E 4,

eli M*,w E @), 0
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Olkoon A aksioomien (Selfduala), (Refa), (Agree), (Intro) ja (Back) jouk-
ko. Taman joukon aksioomat méarittelevit epastandardien kehysten ominai-
suuksia. Naiden aksioomien instanssit ovat joko Sahlqvist-kaavoja tai ekvi-
valentteja Sahlqvist-kaavojen konjunktioiden kanssa. Jokainen niista aksioo-
mista voidaan myos kidntda ensimmaéisen kertaluvun logiikan kielelle seuraa-
vasti:

(Selfduala) VzIly(Ri(z,y))

(Refa) Vay(Ri(z,y) — Si(y))

(Agree)  Vayz(Ri(z,y) A Rj(y,z) — R;(z,2))
(Intro) Va(S;(z) — Ri(z,x))

(Back) Vaeyz(R(z,y) A Ri(y, z2) — Ri(x, z))

Lemma 2.4. Yhden maailman generoima epdistandardi kehys F on hyvd jos
ja vain jos F E A.

Todistus (vrt. |8, s. 5]). Jos F on hyvi, niin aksiooman (Selfduale) validi-
suus seuraa ehdoista |S;| = 1 ja Vay(R;(x,y) < Si(y)), ja muiden joukon A
aksioomien validisuus seuraa suoraan jialkimmaéisestd ehdosta.

Osoitetaan sitten toinen suunta. Oletetaan, ettd F on maailman w ge-
neroima epistandardi kehys, ja F F A. Aksioomien (Selfduala) ja (Refa)
ensimmaisen kertaluvun kd&nnosten mukaaan |S;| > 1 aina, kun ¢ € NOM.

Osoitetaan sitten, ettd |S;] < 1. Olkoon i € NOM ja u,v € S;. Aksiooman
(Intro) perusteella vR;v ja uR;u. Koska F on maailman w generoima, ovat
maailmat u ja v saavutettavissa maailmasta w adrelliselld polulla. Kaytetaan
toistuvasti aksioomia (Back) ja (Agree), jolloin saadaan wR;u ja wR;v. Nyt
aksiooman (Selfduala) perusteella u = v. Siis |S;| = 1 aina, kun ¢ € NOM.
Aksioomien (Selfduale) ja (Refa) perusteella lisiksi Vaoy(R;(z,y) < Si(y))
aina, kun ¢ € NOM. Siis F on hyva. O

Todistetaan sitten Sahlqvist-taydellisyys hybridilogiikalle.

Lause 2.5. Olkoon X joukko modaalisia Sahlquist-kaavoja, jotka eivdt sisdlld
nominaaleja tai Q-operaattoreita. Logitkka Ko@)+ on vahvasti taydellinen
joukon X mddrddmdan kehysten luokan suhteen.

Todistus (ks. [8, s. b]). Olkoon ¥ joukko modaalisia Sahlqvist-kaavoja, jot-
ka eiviit sisilld nominaaleja tai @-operaattoreita. Lauseen 2.4 perusteella
K@) + X on vahvasti taydellinen epistandardien kehysten luokan suhteen,
jossa joukko A U Y on validi.

Olkoon I' jokin Ky a) + X-ristiriidaton kaavajoukko. Nyt on olemassa
sellainen epistandardi malli M ja tdmén mallin maailma w, ettd M, w E T,
sekd, mallia M vastaava epistandardi kehys, jossa joukko A U ¥ on validi.
Talloin voidaan yleisyyttd rajoittamatta olettaa, ettd M on maailman w
generoima. Nyt lemman 2.4 mukaan M on hyvi. Muodostetaan mallia M
vastaava standardi hybridimalli M™. Lemman 2.3 perusteella M*,w E T
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ja mallia M™ vastaavassa standardissa kehyksessi joukko ¥ on validi, silla
joukon ¥ kaavat eivit sisalld nominaaleja tai @-operaattoreita. Toisin sanoen
[' on toteutuva joukon > méadrddman kehysten luokan kehyksessid. Edelleen
lauseen 2.1 mukaan Ky @) + X on vahvasti taydellinen joukon Y madraamén
kehysten luokan suhteen. O]

Esitetdan vield esimerkki Sahlqvist-kaavalla laajennetusta, timéan kaavan
madrdaman kehysten luokan suhteen taydellisesta logiikasta.

Esimerkki 2.4. Kaava ¢Op — OCp on modaaalinen Sahlqvist-kaava, joka
ei sisilld nominaaleja tai @-operaattoreita. Taméa kaava madrdéd sellaisten
kehysten luokan, joille pitee ehto

le, Wa, W3 € W wi Rwg A wlng = Jwy € W : waRwy A U)3RU)4

(ks. [5, s. 5]). Siis lauseen 2.5 mukaan logiikka K@) + {COp — OOp} on
taydellinen edelld mainitun ehdon tayttivien kehysten luokan suhteen.

2.4 Puhtaiden kaavojen ja Sahlqvist-kaavojen yhdista-
minen

Jos joukko ¥ sisdltdd sekd puhtaita kaavoja ettd Sahlgvist-kaavoja, niin lo-
giikka K;(@)—i—E ei valttamatta ole tdydellinen joukon X maardaman kehysten
luokan suhteen. Téssd alaluvussa todistetaan tdmé tulos.

Lause 2.6. On olemassa sellainen puhdas kaava ¢ ja sellainen Sahlquist-
kaava 1), joka ei sisdlli nominaaleja eikd Q-operaattoreita, ettd ndilld kaa-
voilla laajennettu logitkka K;;(@) + {p, ¥} ei ole taydellinen kaavojen ¢ ja b
mdadrddaman kehysten luokan suhteen.

Todistus (vrt. [5, s. 5]). Tutkitaan seuraavia kaavoja:

(CR) SOp — OOp
Vayz(R(z,y) A R(z,z) — Fu(R(y,u) A R(z,u))

(NoGrid) ©(i A Of) — O(Of — i)
Veyzu(R(x,y) A R(z,z) AN R(y,u) AN R(z,u) — y = 2)

(Func) Op — Op
Vaeyz(R(z,y) N R(z,2) — y = 2).

Kaava (CR) on Sahlqvist-kaava ja (NoGrid) on puhdas kaava. Edelld olevis-
ta ensimmaéisen kertaluvun kddnnoksistd ndhdddn helposti, ettd jos (CR) ja
(NoGrid) ovat valideja jossakin kehyksessd, niin my6s (Func) on validi téssi
kehyksessd. Osoitamme nyt, ettd (Func) ei ole johdettavissa kaavoista (CR)
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ja (NoGrid). Olkoon w* puu, jonka jokaisella solmulla on numeroituvasti &4-
reton madréd seuraajia. Olkoon F tatd puuta vastaava yleinen kehys, jossa
sallitut joukot ovat direelliset ja kofiniittiset joukot.

Voidaan osoittaa, ettd jokainen logiikan K;(@) aksiooma on validi ylei-
sessd kehyksessd F, ja edelleen niiden kaavojen joukko, jotka ovat valideja
tassd kehyksessé, on suljettu logiikan K;;(@) padttelysddntojen suhteen. Tu-
los todistetaan kuten vastaava perusmodaalilogiikan tulos (ks. [6, s. 306]).
Osoitamme nyt, ettd F E (CR), F F (NoGrid) ja F ¥ (Func). Koska
K;f[(@) + {(CR), (NoGrid)} on pienin sellainen kaavajoukko, joka sisaltdd lo-
giikan K;(@) aksioomat sekd aksioomat (CR) ja (NoGrid) ja on suljettu
padttelysiintojen suhteen, niin (Func) ¢ K7 ) + {(CR), (NoGrid)}.

Osoitetaan, ettd F F (CR). Oletetaan, ettd F,V,w £ <Op. Koska V (p)
on sallittu, sen on oltava joko &érellinen tai kofiniittinen. Koska w toteuttaa
kaavan <0Op, on olemassa maailma, jonka kaikki seuraajat toteuttavat kaavan
p. Koska jokaisella puun w* maailmalla on déreton maara seuraajia, niin V' (p)
on ddreton, eli edelleen kofiniittinen. Téstd seuraa, ettd jokaisella maailmalla
on seuraaja, joka toteuttaa kaavan p, joten F,V w E OOp. Edelleen siis
F E (CR).

Osoitetaan sitten, ettd F F (NoGrid). Oletetaan, ettd F, V, w E O(iAO7).
Siis maailmalla w on olemassa sellainen seuraaja wq, ettd F,V,w; E i A
<&j. Edelleen siis maailmalla w; on sellainen seuraaja we, ettd F,V,wy F 7.
Tehdéén vastaoletus, ettd F,V,w ¥ O(<j — 4). Télloin maailmalla w on
sellainen seuraaja ws, ettd F, Vw3 ) — i, eli F,V,ws F O ja F,V,ws
1. Koska F,V, w3 F <7, niin maailmalla w3 on sellainen seuraaja w,, etta
F,V,wg E j. Koska |V (j)| = 1, niin we = wy. Koska w” on puu, ja F sitd
vastaava yleinen kehys, niin kullakin maailmalla on tdsmélleen yksi edeltiji.
Siis koska ws = wy, niin myds wy; = ws. Nyt F, V,wy E i ja F,V, w; ¥ i, mika
on ristiriita. Siis vastaoletus on védrin, ja F,V,w F O(<$j — i), Edelleen
F E (NoGrid).

Osoitetaan vield lopuksi, ettd F ¥ (Func). Olkoon V sellainen valuaatio,
ettd V(p) = {w'}. Olkoon w sellainen maailma, ettd maailmat w’ ja w”
ovat sen seuraajia. Nyt koska F,V,w' E p, niin F,V,w F Op. Mutta koska
F,V,w" ¥ p, niin F,V,w ¥ Op. Siis F,V,w E Op — Op, ja edelleen F F
(Func). O

3 Ilmaisuvoima

Téssa luvussa tutkitaan kielen H (@) ilmaisuvoimaa. Maaritellddn kielelle
H(Q) ensimmaisen kertaluvun korrespondenssikieli £. Esitetddn standardi-
kadnnos kieleltd H(Q) kielelle £ ja tutkitaan, mitka kielen £ kaavat ovat ekvi-
valentteja jonkun kielen H(@) kaavan standardikdinnoksen kanssa. Liséksi
kisitellidn maariteltivyytta kehysten luokissa. Tutkitaan, milla ehdoilla ke-
hysten luokka on méériteltavissa joukolla H(@)-kaavoja, sekd milld ehdoilla
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kehysten luokka on méériteltdvissd yhdellad puhtaalla H(@)-kaavalla.

3.1 Korrespondenssikieli

Téassé alaluvussa médritellddn ensimmaéisen kertaluvun korrespondenssikieli
L. Lisdksi esitellddn standardikddnnos kieleltd H(@) kielelle £. Lopuksi tut-
kitaan, milla ehdolla kielen £ kaava on ekvivalentti kielen H(@Q) kaavan stan-
dardikddnnoksen kanssa. Tétd ehtoa varten médritellasin H(Q)-bisimulaation
kasite, jota tullaan kidyttidm&idn my6s seuraavissa alaluvuissa ja seuraavassa
luvussa.

Aloitetaan méarittelemalld ensimmaisen kertaluvun logiikan korrespon-
denssikieli. Ensimmaéisen kertaluvun logiikan korrespondenssikieli £ hybridi-
kielelle H(@) on sellainen ensimmaéisen kertaluvun kieli, jossa jokaista nomi-
naalia ¢ € NOM vastaa vakio ¢; ja jokaista propositiosymbolia p € PROP
vastaa yksipaikkainen predikaattisymboli P,. Kaksipaikkaiset relaatiot siir-
tyvit kieleen £ sellaisenaan. Hybridimalli M = (W, R, V) voidaan tulkita
ensimmaisen kertaluvun kielen malliksi, silld vakioiden ¢; tulkinnat saadaan
valuaatiosta V(7), yksipaikkaisten predikaattisymbolien P, tulkinnat saadaan
valuaatiosta V' (p) ja kaksipaikkaisen relaation R tulkinta on mallin M relaa-
tio R. Merkitddn hybridimallia M vastaavaa ensimmaisen kertaluvun logii-
kan mallia Mpg.

Madaritelladn sitten standardikidéinnos, jolla voidaan muuntaa kielen H (@)
kaavat kielen £ kaavoiksi.

Maiaédritelmd 3.1. (Ks. |7, s. 39|). Standardikddnnés STy, (-) kuvaa kielen
H(Q) kaavat sellaisiksi kielen £ kaavoiksi, joissa esiintyy korkeintaan yk-
si vapaa muuttuja x,. Mairitelladn standardikddnnds kaikille ensimmaéisen
kertaluvun muuttujille x; seuraavasti:

ST, (T) =T

ST, (1) = (1 = &)

STzk<_'90) = _‘STxk ((P)

STzk(QO A ¢) = ST:Jck (90) A ST:Ek (¢)

ST, (C9) = w1 (R(@k, Tha1) A STy, (9))

STl’k(@ ©) = Az (Tpg1 = i A SkaH( )

Yleensa muuttujia xp merkitdin tavalliseen tapaan x, y ja z.
Esitetdin standardikddnnoksen kayttoa selventavi esimerkki.

Esimerkki 3.1. Etsitdén kaavan &(Q;p A —j) standardikddnnds kielelle £:

ST (O(Qip A =j)) = Fy(R(z,y) A ST, (Qip A —j))
= Jy(R(z,y) A ST, (Qip) A STy(—7))
= Jy(R(z,y) A 3z(z = ¢; A ST.(p)) N =STy(5))
& Jy3z(R(z,y) A (2 =) ABy(2) A (y # ¢5)).

22



Osoitetaan seuraavaksi, ettd standardikddnnds sailyttad ekvivalenssin.

Lause 3.1. (Ks. [7, s. 39]). Aina, kun ¢ on H(Q)-kaava, M = (W, R, V') on
hybridimalli ja w € W, niin M,w E ¢ jos ja vain jos Mpo F ST, (p), kun
muuttujan x tulkinta mallissa Mpo on w.

Todistus (vrt. |1, s. 8]). Todistetaan induktiolla kaavan ¢ pituuden suhteen.
Olkoon M = (W, R, V') hybridimalli ja w € W. Oletetaan ensin, ettd ¢ on
propositiosymboli p. Propositiosymbolien totuusehdon mukaan M, w F p jos
ja vain jos w € V(p). Koska kielessd £ yksipaikkaisen predikaattisymbolin P,
tulkinta saadaan valuaatiosta V'(p), niin edellinen on yhtépitévia sen kanssa,
ettd Mo F (Pp(x))[w]. Edelleen koska muuttujan z tulkinta mallissa Mpo
on w, niin edellinen saadaan yhtépitdviin muotoon Mypo F P,(z), mika taas
on yhtépitavid sen kanssa, ettd Mpo F ST, (p).

Oletetaan sitten, ettd ¢ on nominaali .. Nominaalien totuusehdon mukaan
M,w E i jos ja vain jos w € V(i). Koska kielessd £ vakion ¢; tulkinta
saadaan valuaatiosta V(7), niin edellinen on yhtépitavdd sen kanssa, ettd
Mo E (¢; = z)[w]. Edelleen koska muuttujan = tulkinta mallissa My on
w, niin padstddn yhtipitdvadin muotoon Mpo F ¢; = x, miki taas pétee jos
ja vain jos Mgo E ST, (7).

Tehdaédn sitten induktio-oletus, ettd viite pitee kaavoille ¢ ja 9. Nyt
jos o = =)y, niin

M, w E —q M, w E
Mgo ¥ ST, (1) (I0)
Mpo E =ST, (1)

MFO = STx(—!’gbl).

S

Jos ¢ = @;1)1, niin totuusehdon mukaan M, w F @Q;1); jos ja vain jos
Juw' e W: M,w' E ¢y ja V(i) ={w'}. (1)

Koska vakion ¢; tulkinta saadaan valuaatiosta V' (i), niin tamén ja induktio-
oletuksen perusteella (1) on yhtédpitivi sen kanssa, etti

Mo E y(y = ¢; A ST, (¢r))[w']. (2)

Edelleen standardikddnnoksen méiritelman mukaan (2) saadaan yhtapité-
vaan muotoon

Mo F ST, (Qiiy). (3)
Kohdat ¢ = Y1 A Yy ja ¢ = Oy todistetaan vastaavasti. Nyt induktioperi-
aatteen nojalla viite on todistettu. O]
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Seuraavaksi tutkitaan, mitkd kaikki ensimmaéisen kertaluvun korrespon-
denssikielen kaavat ovat ekvivalentteja jonkin kielen H(@) kaavan standardi-
kiddnnoksen kanssa. Ensin méaaritelladn néissi tarkasteluissa tarvittava H(Q)-
bisimulaation késite.

Miaaritelmi 3.2. (Ks. |3, s. 838]). H(Q)-bisimulaatio hybridimallien M =
(W,R, V) ja N = (W' R, V') vililli on sellainen relaatio Z C W x W',
Z # (), joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(Atom) Jos wZv, niin w € V(p) jos ja vain jos v € V'(p) aina,
kun p € PROP UNOM.

(Forth) Jos wZv ja wRw', niin on olemassa sellainen v' € W,
ettd v RV ja w' Zv'.

(Back) Jos wZv ja vR'v', niin on olemassa sellainen w’ € W,
ettd wRw' ja w'Zv'.

(Nom) Aina, kun i € NOM, jos w € V(i) ja v € V'(i), niin wZv.

H(Q)-bisimulaatio kehysten F = (W, R) ja G = (W', R') vdlilli on sellainen
relaatio Z C W x W, joka toteuttaa edelld annetut ehdot (Forth) ja (Back).

Selvennetaan vielad bisimulaation kisitettid esimerkillé.

Esimerkki 3.2. Olkoon M = (W, R, V) malli, jossa W = {1,2}, relaatio
R=1{(1,2),(2,2)} ja

{1}, kun z € {p,i}
V(z) =< {2}, kunz e {gt UNOM\ {i}
0, kun = € PROP \ {p, ¢}.

Olkoon N = (W', R', V'), jossa W' = {a,b,c}, R' = {(a,b), (b,c),(c,b)} ja
{a},  kun z € {p,i}
V'(z) =< {b,c}, kunx e {g} UNOM\ {i}
0, kun z € PROP \ {p, ¢}.

Nyt relaatio Z = {(1,a), (2,b), (2,¢)} on H(Q)-bisimulaatio mallien M ja N/
valilla.

Esitetddn vield esimerkki sellaisista malleista, joiden vilille voidaan muo-
dostaa perusmodaalilogiikan bisimulaatio, mutta ei H(@)-bisimulaatiota.

Esimerkki 3.3. Olkoon M = (W, R, V), jossa W = {1,2}, R = {(1,2)} ja
{1}, kun z € {p} UNOM \ {i}

V(z) =14 {2}, kunaze€{qi}
0, kun x € PROP \ {p, q}.
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Olkoon N = (W', R', V"), jossa W' = {a,b}, R' = {(a,b)} ja

{a}, kun z e {p} UNOM
V'i(z) =< {b}, kunz € {q}
0, kun z € PROP \ {p, ¢}.

Nyt relaatio Z = {(1,a), (2,b)} toteuttaa ehdot (Atom), (Forth) ja (Back),
joten Z on perusmodaalilogiikan bisimulaatio mallien M ja N vililld. Sen
sijaan mallien M ja A vililld ei voida muodostaa H(@)-bisimulaatiota.

Jotta mallien M ja N vililld voisi olla H(@)-bisimulaatio, ehdon (Nom)
mukaan pitéisi olla 2Za, silld 2 € V(i) ja a € V'(i). Jos olisi 2Za, niin koska
aR'b, ehdon (Back) mukaan pitdisi olla olemassa sellainen w € W, ettd 2Rw
ja wZa. Mutta koska 2 R 1 ja 2 R 2, niin téllaista w € W ei ole olemassa.
Siis mallien M ja N vilille ei voida muodostaa H(@)-bisimulaatiota.

Olkoon M malli ja w sen maailma sekd N malli ja v sen maailma. Jos
on olemassa sellainen bisimulaatio Z mallien M ja N vililli, ettd wZv,
niin sanotaan, ettd (M, w) ja (N, v) ovat H(Q)-bisimilaarisia. Olkoon M
malli ja dy,...,d, timin maailmoja seki A malli ja e,...,e, timin maa-
ilmoja. Ensimmaiisen kertaluvun korrespondenssikielen kaava ¢(xq,...,z,)
on invariantti H(Q)-bisimulaatioiden suhleen, jos aina, kun d; ja e; ovat
H(@)-bisimilaarisia jokaisella i = 1,...,n, niin M E ¢|dy, ..., d,] jos ja vain
jos N E ¢les,...,e,]. Olkoon Z bisimulaatio mallien M = (W, R, V) ja
N = (W' R V') vililla. Bisimulaatio Z on tdydellinen, jos

YweW :FveW :wiv

ja
Yoe W' :3we W :wiv.
Olkoon M malli ja w sen maailma, ja olkoon N malli ja v sen maailma. Jos
aina, kun ¢ on H(@)-kaava, M, w E ¢ jos ja vain jos N, v E ¢, niin (M, w)
ja (N, v) ovat H(Q)-ekvivalentit, merkitddn (M, w) =y @) (N, v).
Ennen varsinaisten tulosten todistamista esitetddn vield seuraava lause,
jota tullaan tarvitsemaan jatkossa muita lauseita todistettaessa.

Lause 3.2. (Ks. |7, s. 48]). Olkoon M malli jo w sen maailma ja olkoon
N malli ja v sen maailma. Jos maailmat w ja v ovat H(Q)-bisimilaarisia,
niin (M, w) =pa) (N, v). Jos M ja N ovat w-saturoituja ja (M, w) =y a)
(N, v), niin w ja v ovat H(Q)-bisimilaarisia.

Todistus. Perusmodaalilogiikan vastaava tulos voidaan suoraan yleistdd hy-
bridilogiikalle H(@). Molempien viitteiden todistukset 16ytyvit lahdeteok-
sesta [6] (ks. [6, s. 67, s. 102]). O

Nyt padstddn todistamaan kaksi kielen £ ja kielen H(@) standardikidin-
noksen kaavojen ekvivalenttisuutta koskevaa tulosta.
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Lause 3.3. (Ks. [3, s. 839]). Kielen L kaava @, jossa on korkeintaan yksi
vapaa muuttuja, on ekvivalentti H(Q)-kaavan standardikiinniksen kanssa
jos ja vain jos ¢ on invariantti H(Q)-bisimulaatioiden suhteen.

Todistus. Yleistetdén perusmodaalilogiikan vastaava tulos (ks. [6, s. 103-
104]) hybridilogiikalle H(@). Lauseen 3.2 mukaan kielen H(@) kaavat ovat
invariantteja H(@)-bisimulaatioiden suhteen. Siis jos kaava on ekvivalentti
H(@)-kaavan standardikdinnoksen kanssa, se on invariantti H(@)-bisimulaa-
tioiden suhteen.

Osoitetaan sitten toinen suunta. Oletetaan, ettd ¢(x) on kielen £ kaava,
jossa on korkeintaan yksi vapaa muuttuja z. Oletetaan, ettd ¢(x) on inva-
riantti H(@)-bisimulaatioiden suhteen. Olkoon

HO(0) = {ST.(¢) | & on H(@)-knava ja () = STu(1)}.

Joukko HC'(yp) sisdltéi siis sellaiset kielen H (@) kaavojen standardikdannok-
set, jotka ovat kaavan ¢(z) loogisia seurauksia.

Osoitetaan ensin, ettd jos HC(¢) F ¢(z), niin ¢(z) on ekvivalentti H(Q)
-kaavan standardikdénnoksen kanssa. Oletetaan, ettd HC(p) F ¢(x). Nyt
koska ensimmaisen kertaluvun logiikalla on kompaktisuusominaisuus, niin on
olemassa sellainen ddrellinen osajoukko X C HC(yp), ettd X F ¢(x). Olkoot
©1,...,¢, joukon X kaavat. Nyt siis

E (o1 A Apn) — o(x).

Koska X C HC(y), niin joukon HC'(p) maaritelmén perusteella

F o) = (pr A Agn).
Siis

Fo(z) < (pr A Apn).
Koska jokainen joukon X kaava on H(@)-kaavan standardikddnnés, myos
konjunktio @1 A -+ - A p, on H(Q)-kaavan standardikdinnos, joten viite on
todistettu.

Osoitetaan sitten, ettd HC(¢) F ¢(x). Olkoon M hybridimalli ja w sen
maailma. Oletetaan, ettd M E HC(¢)[w] ja osoitetaan, ettd M E @[w].
Olkoon

D(x) = {ST.(6) | M F ST()[w]}.

Osoitetaan, ettd joukko I'(z) U{y(x)} on ristiriidaton. Tehd&én vastaoletus,
ettd I'(z) U{p(x)} on ristiriitainen. Kompaktisuuden perusteella on olemassa
sellainen ddrellinen osajoukko I'g(x) C I'(x), ettd

F o) — (P A Ay,

kun 91, ..., ¢y ovat joukon I'g(x) kaavat. Siis =(¢1 A- - -AYy) € HC (). Mutta
nyt M E =(¢y A -+ APy), mikd on ristiriidassa sen kanssa, ettd M E I'[w],
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silla To(x) € T'(z). Siis vastaoletus on véérin, ja joukko I'(z) U {¢(x)} on
ristiriidaton.

Olkoon N sellainen malli, ja olkoon v tdmén mallin sellainen maailma,
ettd N F T'(z) U {p(x)}v]. Osoitetaan, ettd M,w =y @) N,v. Olkoon ¢
kielen H(@) kaava. Jos M, w E 1), niin ST,(¢) € T'(x), jolloin N, v F 1. Jos
taas M, w ¥ 1, niin M, w E =), jolloin ST, (=) € T'(x). Edelleen N, v E =)
eli N, v K 9.

Olkoot M* ja N* mallien M ja N elementaariset w-saturoidut laajen-
nukset. Elementaarisuuden perusteella M*, w =y@) N*, v. Nyt lauseen 3.2
mukaan M* w ja N*, v ovat H(Q)-bisimilaarisia. Koska N E @[v], niin ele-
mentaarisuuden perusteella N* E ¢[v]. Koska ¢(z) on invariantti H(Q@)-
bisimulaatioiden suhteen, niin M* E p[w]. Edelleen elementaarisuuden pe-
rusteella M E p|w]. Koska maailma w ja malli M olivat mielivaltaiset, saa-
daan HC(¢) F ¢(z). Osoitimme jo, ettd jos HC(y) E ¢(x), niin ¢(x) on
ekvivalentti H(@)-kaavan standardikéfinnoksen kanssa, joten viite on todis-
tettu. O

Seuraus 3.1. Kielen L kaava ¢, jossa on korkeintaan yksi vapaa muuttuja
x, on ekvivalentti H(Q)-kaavan standardikaanniksen kanssa jos ja vain jos
© on ekvivalentti sellaisen kaavan kanssa, joka on muodostettu seuraavan
mddritelmdan mukaisesti:

pu=T | P(t)[t=c|-¢ oAy |Iu(R(t2)Ne),

missd t on termi (vakio tai muuttuja), ¢ on vakio ja x on muuttuja, sekd

x #t.

Todistus (vrt. |3, s. 839]). Jos ¢ on ekvivalentti kielen H (@) kaavan standar-
dikddnnoksen kanssa, niin se on ekvivalentti annetun méaritelmén mukaan
muodostetun kaavan kanssa, silld standardikddnnokset ovat valmiiksi tés-
sid muodossa. Oletetaan sitten, ettd ¢ on ekvivalentti kyseisen méaritelman
mukaan muodostetun kaavan kanssa. Induktiolla kaavan pituuden suhteen
voidaan osoittaa, ettd ¢ on invariantti H(Q@)-bisimulaatioiden suhteen. Nyt
siis lauseen 3.3 perusteella ¢ on ekvivalentti kielen H(@) kaavan standardi-
kiddnndksen kanssa. O

3.2 DMaairiteltavyys kehysten luokissa

Téasséd alaluvussa annetaan valttdmattomat ja riittavit ehdot sille, ettd ke-
hysten luokka on médriteltiavissi joukolla H(@)-kaavoja. Lisdksi annetaan
valttamattomét ja riittdvat ehdot sille, ettd kehysten luokka on maaritelta-
vissd yhdelld puhtaalla H(@)-kaavalla. N&ité tarkasteluja varten mééritellasin
elementaarinen kehysten luokka, seké ultrafiltterimorfisen kuvan ja bisimu-
laatiosysteemin késitteet.

Aloitetaan méarittelemalld elementaarisen kehysten luokan kasite.
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Maiaéaritelma 3.3. (Ks. |7, s. 10]). Kehysten luokka on elementaarinen, jos se
voidaan médritelld ensimmaéisen kertaluvun korrespondenssikielen £ kaavalla.

Tulevia tuloksia todistettaessa tullaan tarvitsemaan kompaktisuuden ki-
sitettéd sekd seuraavaa lausetta.

Maiaé&ritelma 3.4. (Vrt. [11, s. 24]). Kehysten luokka K on H(Q)-kompakiti,
jos jokainen luokassa K déarellisesti toteutuva H(@)-kaavojen joukko on myds
toteutuva luokassa K.

Lause 3.4. Elementaariset kehysten luokat ovat H(Q)-kompakteja.

Todistus. Olkoon K elementaarinen kehysten luokka. Olkoon 1 kielen £ kaa-
va, joka méidarittelee luokan K. Olkoon Y luokassa K &érellisesti toteutuva
H(@)-kaavojen joukko. Olkoon x sellainen ensimmaéisen kertaluvun muuttu-
ja, joka ei esiinny kaavassa 1. Olkoon A = {ST,(¢) | ¢ € X}. Olkoon %,
joukon X darellinen osajoukko.

Nyt on olemassa sellaiset F = (W, R) € K, w € W ja valuaatio V, etti
(F,V),wE ¢ jokaisella ¢ € 3. Télloin lauseen 3.1 mukaan Mpo E ST, ()
jokaisella ¢ € >y, kun muuttujan x tulkinta mallissa Mpo on w. Lisiksi
koska F € K, niin Mpgo F 2. Siis on olemassa sellainen malli Mgg, ettéd
joukon AU {¢} dédrellinen osajoukko {ST,(¢) | ¢ € Lo} U {10} on toteutuva
tassd mallissa. Koska X2y oli mielivaltainen, on osoitettu, ettd jokaisella joukon
AU {¢} aédrelliselld osajoukolla Ay on olemassa sellainen malli Mpg, ettd
Ay on toteutuva tassi mallissa.

Koska ensimmaéisen kertaluvun logiikalla on kompaktisuusominaisuus, on
olemassa sellainen malli M'go, ettd joukko A U {¢} on toteutuva tésséi
mallissa. Siis M'ro F ST,(¢) jokaisella ¢ € ¥ ja M'po F 1. Olkoon
muuttujan z tulkinta mallissa M'po maailma w’. Nyt lauseen 3.1 perus-
teella (W', R, V'), w' E ¢ jokaisella ¢ € ¥, kun (W', R', V') on mallia Myo
vastaava hybridimalli ja w’ € W’. Siis joukko ¥ on toteutuva kehyksessé
F' = (W', R'). Koska 1) méérittelee kehysten luokan, se ei sisilld vakioita
tai yksipaikkaisia predikaattisymboleita. Kaava ¢ ei sisdlld myoskddan muut-
tujaa x, joten valuaatiolla V' tai maailmalla w’ ei ole vaikutusta kaavan 1)
validisuuteen. Siis koska M'pg F 1, niin F’' € K.

Osoitettiin, ettd jokainen luokassa K dérellisesti toteutuva H(@)-kaavojen
joukko on my6s toteutuva luokassa K. Siis luokka K on H(@)-kompakti. [

Jotta padstdin maadrittelemédin ultrafiltterimorfisen kuvan késite, maari-
tellddn ensin filtterin, ultrafiltterin ja ultrafiltterilaajennuksen késitteet.

Maédritelma 3.5. (Ks. [11, s. 16]). Olkoon W # (. W-filtteri F' on joukon
P (W) osajoukko, joka toteuttaa ehdot

i) WeF
(ii) Jos X,Y € F, niin XNY € F.
(i) Jos X e FjaX CZCW, niin Z € F.
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Wiltteri F on aito, jos F' # P(W). W -ultrafiltteri U on maksimaalinen aito
W -filtteri eli toteuttaa ylldolevien ehtojen lisiksi ehdon

(iv) X € U jos ja vain jos (W\ X) ¢ U
aina, kun X € P(W).

Myés padultrafiltterin kisitettéd tullaan tarvitsemaan jatkossa.
Maéidritelmi 3.6. (Ks. [6, s. 492]). Olkoon W # () ja w € W. Alkion w
generoima pddultrafiltteri m, = {X CW | w € X}.

Maaéritelladn sitten ultrafiltterilaajennuksen kisite.

Maaritelma 3.7. (Vrt. |7, s. 11]). Kehyksen F = (W, R) ultrafiltterilaajen-
nus ueF on kehys (Uf (W), R*), missia Uf (W) on W-ultrafilttereiden joukko
ja

uR"v & VX ev:mp(X) € u,
missd mp(X) ={weW | I € X : wRw'}.

Mallin M = (F,V) ultrafiltterilaajennus on malli ueM = (ueF, V),
jossa jokaisella p € PROP UNOM, V*(p) on niiden ultrafilttereiden joukko,
joihin V' (p) kuuluu. Koska V' on valuaatio, niin |V'(¢)| = 1 jokaisella i € NOM.

Vastaavasti joukkoon V"¢(7) kuuluu vain yksi ultrafiltteri, joka on joukon V' (4)
alkion generoima padultrafiltteri. Siis valuaatio V"¢ on hyvinméaritelty.

Selvennetaan asiaa vield esimerkillé.

Esimerkki 3.4. Olkoon W = {1,2,3} ja R = {(1,1),(1,2),(3,2)}. Muodos-
tetaan kehyksen F = (W, R) ultrafiltterilaajennus ueF. Nyt W-ultrafiltterit
ovat

Uy = {{1}7 {17 2}7 {17 3}7 {17 27 3}}7
Ug = {{Q}a {17 2}, {27 3}7 {17 2, 3}}a
Uz = {{3}7 {1’ 3}’ {27 3}7 {17 2, 3}}

Relaatio R"® voidaan helposti muodostaa seuraavan taulukon avulla:

X me(X) |z €u |x €uy | x €ug | mr(X) | mg(X) | mr(X)
SR € U2 € Us
| | 7 E E T E E
2y | (13| E T E T E T
(3} 0 E E T E E E
(1,2 | {13} | T T E T E T
sy | {1y | T E T T E E
23 | (1.3} | E T T T E T
(1,23 {13} | T T T T E T

Taulukosta ndhdadn, ettd parit (uq, uy), (ug, us), ja (us, ug) toteuttavat relaa-
tion R* ehdon. Siis kehyksen F ultrafiltterilaajennus ueF = (Uf(W), R*),
jossa Uf(W) = {uy, ug, us} ja R* = {(u1,uy), (ug, uz), (us, uz) }.
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Ultrafiltterimorfisen kuvan maarittelemisti varten tarvitaan vield seuraa-
va maaritelma.

Maaritelma 3.8. (Vrt. [6, s. 59]). Olkoot F = (W, R) ja F' = (W' R')
kehyksid. Kuvaus f : W — W' on rajoitettu morfismi kehykseltd F kehykselle
F', jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(Forth) Jos wRv, niin f(w)R'f(v).
(Back) Jos f(w)R'v', niin on olemassa sellainen v € W,
ettd wRv ja f(v) =0

Jos on olemassa surjektiivinen rajoitettu morfismi kehykseltd F kehykselle
F’, niin F' on kehyksen F rajoitettu morfinen kuva.

Esitetddn tastikin yksinkertainen esimerkki.

Esimerkki 3.5. Olkoon F = (W, R) kehys, jossa W = {1,2,3} ja

R= {(173)’ (273)7 (37 1)? (3’ 2)}

Olkoon F' = (W' R'), jossa W' = {a, b} ja

R = {(aab>’ (bv a>}

Olkoon f : W — W' sellainen kuvaus, ettd f(1) = f(2) = a ja f(3) = b.
Nyt kuvaus f on rajoitettu morfismi kehykseltd F kehykselle F'. Lisdksi f
on surjektio, joten F’ on kehyksen F rajoitettu morfinen kuva.

Nyt padstdin mairittelemadn ultrafiltterimorfisen kuvan késite.

Maésritelmi 3.9. (Ks. [3, s. 841]). Olkoot F = (W, R) ja G = (W' | R)
kehyksidi ja olkoon ueG = (Uf(W'), R'*) kehyksen G ultrafiltterilaajennus.
Kehys G on kehyksen F ultrafiltterimorfinen kuva, jos on olemassa sellainen
surjektiivinen rajoitettu morfismi f : F — ueG, ettd |f~'(u)| = 1 aina, kun
u € Uf(W’) on pasultrafiltteri.

Esitetddn ja todistetaan sitten kaksi propositiota, jotka helpottavat seu-
raavan lauseen todistamista.

Propositio 3.1. Kehysten luokat, jotka ovat madriteltdvissd joukolla kielen
H(Q) kaavoja, ovat suljettuja generoitujen alikehysten suhteen.

Todistus (vrt. |7, s. 49]). Olkoon K kehysten luokka, joka on méiriteltévissi
joukolla kielen H(@) kaavoja. Olkoon G = (W', R’) € K. Olkoon F = (W, R)
kehyksen G generoitu alikehys, ja olkoon V' valuaatio kehykselle F. Osoite-
taan, ettd F € K.

Valuaatio V' voidaan muuntaa kehyksen G valuaatioksi méaérittelemalld
kaikki propositiosymbolit ja nominaalit epédtosiksi maailmoissa, jotka eivit

30



kuulu kehykseen F. Identiteettirelaatio I = {(w,w) | w € W} on H(Q)-
bisimulaatio mallien M = (F,V) ja N = (G, V) vililla. Tallin lauseen 3.2
mukaan aina, kun ¢ on H(@)-kaava ja w € W, niin M, w F ¢ jos ja vain jos
N,wE .

Olkoon ¥ niiden H(@)-kaavojen joukko, jotka méaérittelevit luokan K.
Nyt koska G € K, niin aina, kun w € W', N,w F ¢ jokaisella ¢ € ¥. Nyt
koska W C W’ niin aina, kun w € W, M,w E ¢ jokaisella ¢ € 3. Siis
M E ¢ jokaisella ¢ € ¥, ja edelleen koska V' oli mielivaltainen, niin F F ¢
jokaisella ¢ € X. Siis F € K, joten K on suljettu generoitujen alikehysten
suhteen. O

Proposition 3.3 todistamista varten esitetddn ja todistetaan vield seuraava
tulos.

Propositio 3.2. Olkoon M = (W, R, V') malli. Aina, kun u on W -ultrafiltte-
ri, @ on kaava jo ueM on mallin M ultrafiltterilaajennus, niin V(¢) € u jos
ja vain jos ueM,u F . Edelleen aina, kun w on mallin M maailma, niin
M, w E ¢ jos ja vain jos ueM, m, E @.

Todistus (vrt. |6, s. 96-97]). Olkoon M = (W, R, V) malli. Olkoon ueM t&-
mén mallin ultrafiltterilaajennus, ¢ kaava ja u W-ultrafiltteri. Toinen véite
seuraa suoraan ensimmaisestd, silla

MuwEe < weV(p)
& Vip) €my
&S ueM,my, F oo

Ensimméinen véaite todistetaan induktiolla kaavan ¢ pituuden suhteen.
Oletetaan ensin, ettd ¢ = p, kun p € PROP U NOM. Nyt valuaation V"
maédritelmén perusteella

Vip)eu < weV™(p <& ueM,uFEnp.

Tehdéén sitten induktio-oletus, etté viite pitee kaavoille ¢, ja 1. Koska
ladhdeteoksessa todistetaan kohdat ¢ = —; ja ¢ = <y, niin todistetaan
tassd kohdat ¢ = 11 A1y ja ¢ = @;1ih. Oletetaan ensin, ettd ¢ = ¥ A
o, Nyt V(11 A 1by) € w jos ja vain jos V(1) N V(¢y) € u. W-iltterin
méaritelmén kohtien (ii) ja (iii) perusteella tAmé on yhtédpitdvai sen kanssa,
ettd V(¢1) € u ja V(i2) € u. Edelleen induktio-oletuksen mukaan edellinen
saadaan yhtapitavian muotoon ue M, u F 1y ja ue M, u E 19, miki taas pitee
jos ja vain jos ueM E i A s.

Oletetaan sitten, ettd ¢ = @;1)1. Jos on olemassa sellainen w’ € W, ettd
M, w' E Q) ja V(i) = {w'}, niin tdlléin aina, kun w € W, M, w E Q;1);.
T4lloin siis V(@Q;1h1) = W. Jos taas ei ole olemassa edelld kuvattua maailmaa,
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niin aina, kun w € W, M, w ¥ Q. Talloin siis V(Q;2)) = (. Aina, kun v
on W-ultrafiltteri, niin mééritelmén mukaan W € v, ja ehdon (iv) mukaan
0¢w.

Oletetaan ensin, ettd V' (@;¢)1) € u. On siis oltava V(Q;1p1) = W. Nyt on
olemassa sellainen maailma w' € W, ettd V(i) = {w'} ja M,w' E ¢;. Tam4a
on yhtépitdviad sen kanssa, ettd w' € V(i) ja V*(i) = {my}. Edelleen
V(1) € my ja V¥*(i) = {mw}. Nyt induktio-oletuksen perusteella saadaan
ue M, my E 0y ja V¥(i) = {m, }. Siis aina, kun v € Uf(W), niin ueM, v F
@;1)1, joten myos ueM, u E Q).

Osoitetaan toinen suunta kontrapositiolla. Oletetaan, ettd V(Q;);) ¢ w.
Talléin on oltava V(@1hy) = (). Siis aina, kun V(i) = {w}, niin M, w ¥ 1 eli
w ¢ V(11). TAmé on yhtépitdvid sen kanssa, ettd aina, kun V(i) = {m,},
niin V(¢,) ¢ m,. Edelleen induktio-oletuksen mukaan kun V*(i) = {m,},
niin ue M, m,, ¥ 1. Siis ei ole olemassa sellaista ultrafiltteria v € Uf(W),
ettd ueM, v E ¢y ja V(i) = {v}, joten aina, kun v € Uf(W), niin ueM, v ¥
@ﬂ/}l. Siis IHYOS UQM, = @177/)1

Nyt induktioperiaatteen nojalla viite on todistettu. O

Propositio 3.3. Kehysten luokat, jotka ovat mdadriteltivissd joukolla kielen
H(Q) kaavoja, oval suljettuja ultrafiltterimorfisten kuvien suhteen.

Todistus (vrt. |3, s. 841]). Olkoon K kehysten luokka, joka on méériteltavissi
joukolla kielen H(@) kaavoja. Olkoon F = (W', R') € Kjaolkoon G = (W, R)
kehyksen F ultrafiltterimorfinen kuva. Osoitetaan, ettd G € K.

Olkoon ¢ kielen H(@) kaava. Oletetaan, ettd G ¥ ¢ ja osoitetaan, etti
talloin F E . Olkoon V sellainen valuaatio ja w sellainen maailma, ettd
(G, V), wF ¢. Olkoon (ueG, V**) mallin (G, V) ultrafiltterilaajennus. Propo-
sition 3.2 mukaan aina, kun v € W ja v on kaava, (G,V),v E 9 jos ja vain
jos (ueG, V¥ m, E 1. Siis (ueG, V') m, ¥ .

Koska G on kehyksen F ultrafiltterimorfinen kuva, on olemassa surjektii-
vinen rajoitettu morfismi f : F — ueG. Maaritelldan kehykselle F sellainen
valuaatio V', ettd V'(p) = {v | f(v) € V¥(p)} ja V'(i) ={v | f(v) € V¥(i)}
aina, kun p € PROP jai € NOM. Koska kehyksessi ueG padultrafiltterit vas-
taavat nominaaleja, ja koska f on injektio pddultrafilttereiden suhteen, niin
|V'(7)| = 1 aina, kun ¢ € NOM. Siis (F, V’) on hyvinméaritelty hybridimalli.

Osoitetaan, ettd f on H(Q@)-bisimulaatio mallien (F,V’) ja (ueG, V*)
valilld. Olkoon w kehyksen F maailma ja v kehyksen ueG maailma. Jos
f(w) = v, niin w € V'(p) jos ja vain jos f(w) € V'(p) jos ja vain jos
v € V*(p), joten H(@)-bisimulaation ehto (Atom) toteutuu.

Jos f(w) = v ja wR'w', niin koska f on kuvaus, on olemassa sellainen
kehyksen ueG maailma o', ettd f(w') = o'. Lisdksi koska f on rajoitettu
morfismi, niin ehdon (Forth) mukaan vR*v'. Siis H(@)-bisimulaation ehto
(Forth) toteutuu.

Jos f(w) = v ja vR*', niin koska f on rajoitettu morfismi, niin ehdon
(Back) mukaan on olemassa sellainen w’ € W', ettd wR'w' ja f(w') = v'. Siis
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H(@)-bisimulaation ehto (Back) toteutuu.

Olkoon i € NOM. Nyt w € V(i) jos ja vain jos f(w) € V*(i), eli jos
w € V'(i) jav € V*¥(i), niin koska [V*(i)] = 1, niin on oltava f(w) = v.
Siis H(@)-bisimulaation ehto (Nom) toteutuu. Siis f toteuttaa kaikki H(@)-
bisimulaation ehdot.

Koska f on surjektio, niin on olemassa sellainen u € W', ettd f(u) =
Tw- Nyt H(@)-bisimulaatioiden invarianttiuden perusteella (F, V'), u ¥ ¢, ja
edelleen F ¥ .

Osoitettiin siis, ettd aina, kun ¢ on H(@)-kaava, jos G ¥ ¢, niin F ¥ .
Siis kontrapositioperiaatteen mukaan aina, kun ¢ on H(@)-kaava, jos F E ¢,
niin G F ¢. Olkoon ¥ niiden H(@)-kaavojen joukko, jotka méirittelevit
luokan K. Nyt koska F € K, niin F F ¢ jokaisella ¢ € 3. Edelleen G F ¢
jokaisella ¢ € ¥ eli G € K, joten K on suljettu ultrafiltterimorfisten kuvien
suhteen. O

Nyt paastddn todistamaan ensimmaéinen kehysten maariteltavyytta kos-
keva tulos.

Lause 3.5. Elementaarinen kehysten luokka on mddriteltdvissd joukolla kie-
len H(Q) kaavoja jos ja vain jos se on suljettu ultrafiltterimorfisten kuvien
ja generoitujen alikehysten suhteen.

Todistus (vrt. |7, s. 56-57|). Toinen suunta osoitettiin propositioissa 3.1 ja
3.3. Osoitetaan nyt toinen suunta. Olkoon K elementaarinen kehysten luok-
ka, joka on suljettu ultrafiltterimorfisten kuvien ja generoitujen alikehysten
suhteen. Olkoon T'h(K) niiden H(@)-kaavojen joukko, jotka ovat valideja luo-
kassa K. Koska Th(K) on joukko H(@)-kaavoja, riittdd osoittaa, ettd Th(K)
maédrittelee luokan K.

Olkoon F = (W, R) sellainen kehys, ettd F E Th(K). Otetaan kiyttoon
propositiosymboli p4 jokaista osajoukkoa A C W kohti ja nominaali 7,, jo-
kaista w € W kohti. (Jos W on déreton joukko, niin lajennettu kieli sisél-
tad ylinumeroituvan méadran propositiosymboleita.) Muodostetaan sellainen
kaavajoukko A, ettd aina, kun A C W ja v € W, niin joukkoon A kuuluvat
seuraavat kaavat:

DP—aA < 7PA,
PAnB <> PA A\ DB,
Pr-1(4) < Opa,
by < Do}
missi R™'(A) = {w € W | Jv € A : wRv}. Olkoon
Ar={@;, 0% |ve W,§d € Ajanecw}.
Intuitiivisesti joukko Ar kuvailee kehyksen F. Olkoon V”’ sellainen valuaatio,

ettd V'(pa) = Aja V'(i,) = {v} aina, kun A C W jav € W. Olkoon w € W.
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Nyt (F,V'),w F A, joten Axr on toteutuva kehyksessid F. Osoitetaan, et-
td Ax on toteutuva kehysten luokassa K. Koska K on elementaarinen, silld
on kompaktisuusominaisuus. Téaten riittda osoittaa, ettd jokainen ddrellinen
joukon Ar alkioiden konjunktio 0 on toteutuva luokassa K. Koska o on to-
teutuva kehyksessia F ja F E Th(K), niin =0 ¢ Th(K), eli 6 on toteutuva
luokassa K.

Olkoon G € K ja (G,V) E Ax. Nyt siis mallissa (G, V) on oltava nomi-
naaleilla 7,,, w € W, nimetyt maailmat. Koska K on suljettu generoitujen
alikehysten suhteen, voidaan olettaa, ettd G on sellaisten maailmojen gene-
roima, jotka on nimetty nominaaleilla i,,, w € W. T&ll6in jokainen kehyksen
G maailma on joko nimetty nominaalilla 7,,, w € W, tai sithen paastain til-
laisella nominaalilla nimetystd maailmasta polulla, jonka pituus on n, n € w.
Nyt koska (G,V) F Ag, niin A on globaalisesti toteutuva mallissa (G, V).
Olkoon (G*,V*) mallin (G, V) w-saturoitu elementaarinen laajennus. Ele-
mentaarisuuden perusteella G* € K ja A on globaalisesti toteutuva mallissa
(G V).

Osoitetaan vield, ettd F on kehyksen G* ultrafiltterimorfinen kuva. Ol-
koon

f) ={ACW [ (G, V"), v E pa}
aina, kun v on kehyksen G* maailma. Osoitetaan, ettd f on rajoitettu morfis-
mi kehykseltd G* kehykselle ueF, ja ettd | f~'(u)| = 1 aina, kun v € Uf(W)
on pasultrafiltteri. Koska A on globaalisesti toteutuva mallissa (G*, V*), niin
f(v) on ultrafiltteri kehykselle F.

Osoitetaan, ettd f on surjektio. Olkoon u € Uf(W). Osoitetaan, ettd
joukko {pa | A € u} on toteutuva mallissa (G*,V*). Koska malli (G*,V*)
on w-saturoitu, riittdd osoittaa, ettd {ps | A € u} on dérellisesti toteutuva
mallissa (G*, V*). Olkoot Ay, ..., A, € u. Merkitddn

B:ﬂAh
k

Téalloin B € u, joten B # (). Olkoon v € B. Talloin Ar E @Q; pp, ja edelleen
(G*,V*) F Q,pp.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos vR*/, niin f(v)R* f(v'). Relaation R"
médritelmén perusteella riittdd osoittaa, ettd aina, kun A € f(v'), niin
mp(A) € f(v). Oletetaan, ettd A € f(v'). Nyt (G*,V*),v" E pa. Oletuksen
mukaan vR*V'; joten (G*,V*) v E Opa. Koska A on globaalisesti toteutuva
mallissa (G*, V*), niin

(G, V™), v E pr-10a) < Opa,

eli edelleen (G*,V*),v E pr-1(4). Huomataan, etti R™'(A) = mg(A), joten
(G, V*),0 E Dpp(a), eli edelleen mg(A) € f(v).

Osoitetaan sitten, ettd jos f(v)R"u, niin on olemassa sellainen kehyksen
G* maailma v/, ettd f(v') = u ja vR*V'. On siis 16ydettdvd maailmalle u sel-
lainen seuraaja v’, joka toteuttaa kaavajoukon {p4 | A € u}. Koska (G*, V*)
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on w-saturoitu, riittda osoittaa, ettid kyseinen kaavajoukko on &érellisesti to-
teutuva maailman v seuraajien joukossa. Olkoot A4, ..., A, € u. Merkitdan

Nyt C € u, ja edelleen koska f(v)R"u, niin mg(C) € f(v). Siis

<g*7 V*>a vE Pmr(0)s

eli toisin sanoen
<g*7 V*>7 vE Pr-1(0)-

Koska A on globaalisesti toteutuva mallissa (G*, V*), niin
(G5, V"), v E Ope.
Siis maailmalla v on olemassa sellainen seuraaja v’, etté
(G, V"), v F pe.
Edelleen koska A on globaalisesti toteutuva, niin
(G V)0 Epa, N+ Apa,.

Lopuksi osoitetaan, ettd |f~'(u)| = 1 aina, kun u € Uf(W) on péiultra-
filtteri. Oletetaan, ettd x ja y ovat kehyksen G* maailmoja, w on kehyksen
F maailma, ja f(z) = f(y) = mw. Nyt kuvauksen f maéritelmén mukaan x
ja y toteuttavat propositiosymbolin py,. Koska A on globaalisesti toteutuva
mallissa (G*, V*), niin (G*, V*), x E iy, ja (G*,V*),y E i,,. Siis z = y.

Osoitettiin siis, ettd F on kehyksen G* ultrafiltterimorfinen kuva. Nyt
koska G* € K ja K on suljettu ultrafiltterimorfisten kuvien suhteen, niin
F e K. O

Miaritelladn vield bisimulaatiosysteemin késite.

Maédritelma 3.10. (Ks. [3, s. 842]). Olkoon Z H(@)-bisimulaatio kehysten
F=(W,R) jaG = (W' R vililli ja olkoon X C W’. H(Q)-bisimulaatio Z
kunnioittaa joukkoa X, jos seuraavat ehdot patevit aina, kun x € X:

(i)  Jos wZzx ja vZx, niin w = v.
(i)  Jos wZzx ja wZv, niin v = x.

Bisimulaatiosysteemsi kehykseltd F kehykselle G on sellainen funktio f, joka
kuvaa jokaisen aarellisen osajoukon X C W' taydelliseksi joukkoa X kun-
nioittavaksi H(@)-bisimulaatioksi f(X) C W x W'.
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Jos on olemassa bisimulaatiosysteemi kehykseltd F kehykselle G, niin G
on kehyksen F bisimulaatiosysteemin kuva.

Esitetddn ja todistetaan ensin propositio, joka helpottaa seuraavan lau-
seen todistamista.

Propositio 3.4. Kehysten luokat, jotka ovat mddriteltdvissd puhtaalla kielen
H(Q) kaavalla, ovat suljettuja bisimulaatiosysteemien kuvien suhteen.

Todistus. Olkoon K kehysten luokka, joka on méariteltéivissd puhtaalla H(Q)-
kaavalla. Olkoon F = (W, R) € K ja olkoon G = (W’  R') kehyksen F bisi-
mulaatiosysteemin kuva. Osoitetaan, ettd G € K.

Olkoon ¢ puhdas H(@)-kaava ja olkoon G ¥ . On siis olemassa sellainen
w € W jasellainen valuaatio V, ettd (G, V), w ¥ ¢. Olkoot iy, . . . , i, kaavassa
© esiintyvit nominaalit. Nyt on olemassa sellaiset maailmat wy, ..., w, € W/,
ettd V(iy) = {wr},...,V(in) = {w,}. Olkoon V' sellainen valuaatio, etti
V(i) =V (i), kun @ € {iy,...,in}, V(1) = {w}, kun i € NOM \ {i1,..., 0}
ja V'(p) = 0, kun p € PROP. Téllsin (G, V'), w ¥ .

Olkoon X = {w,wy,...,w,}. Koska on olemassa bisimulaatiosysteemi f
kehykseltd F kehykselle G, niin f(X) = Z on tédydellinen joukkoa X kun-
nioittava H(@)-bisimulaatio kehysten F ja G vililld. Koska f(X) kunnioittaa
joukkoa X, niin jokaista v € X kohti on olemassa tdsmailleen yksi sellainen
v e W, ettd v'Zv. Olkoot siis w'Zw, w)Zwy, ..., w,Zw,. Olkoon U sel-
lainen valuaatio, ettd U(iy) = {w!},...,U(i,) = {w,}, sekd U(i) = {w'},
kun i € NOM \ {i1,...,i,} ja U(p) = 0, kun p € PROP. Nyt Z on
H(@)-bisimulaatio mallien (F,U) ja (G, V') vililli. Koska ((F,U),w’) ja
((G, V"), w) ovat H(@Q)-bisimilaarisia ja (G,V'),w ¥ ¢, niin lauseen 3.2 mu-
kaan (F,U),w' ¥ ¢ ja edelleen F ¥ .

Osoitettiin siis, ettd jos ¢ on puhdas H(@)-kaava ja G ¥ ¢, niin F ¥ .
Nyt kontrapositioperiaatteen mukaan jos F F ¢, niin G F (. Olkoon ¢ luokan
K madrittelevd puhdas H(Q) kaava. Koska F € K, niin F F 1), joten edelleen
G E . Siis G € K, ja on todistettu, ettd K on suljettu bisimulaatiosysteemien
kuvien suhteen. O

Todistetaan sitten toinen kehysten luokan méaariteltavyytta koskeva tulos.

Lause 3.6. Kehysten luokka on mddriteltivissa puhtaalla H(Q)-kaavalla jos
ja vain jos se on elementaarinen sekd suljettu generoitujen alikehysten ja
bistimulaatiosysteemien kuvien suhleen.

Todistus (vrt. |7, s. 61-62]). Toinen suunta osoitettiin propositioissa 3.1 ja
3.4. Osoitetaan nyt toinen suunta. Olkoon K elementaarinen kehysten luokka,
joka on suljettu generoitujen alikehysten ja bisimulaatiosysteemien kuvien
suhteen. Olkoon PTh(K) niiden puhtaiden H(@)-kaavojen joukko, jotka ovat
valideja luokassa K. Osoitetaan, ettd aina, kun F on kehys ja F E PTh(K),
niin F € K.
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Olkoon F = (W, R) ja F E PTh(K). Otetaan kidyttoon nominaali i,
jokaista w € W kohti. Olkoon V sellainen valuaatio, ettd V(i) = {w}
aina, kun w € W. Olkoon Af sellainen kaavajoukko, joka koostuu niisti
muotoa @; ¢ olevista puhtaista kaavoista, jotka ovat valideja mallissa (F, V).
Intuitiivisesti joukko Az kuvailee kehyksen F. Koska (F, V) E Az, niin Az
on toteutuva kehyksessid F. Osoitetaan, ettd Az on toteutuva luokassa K.
Koska K on elementaarinen, silli on kompaktisuusominaisuus. Riittaa siis
osoittaa, etté jokainen darellinen konjuktio 0 joukon A alkioita on toteutuva
luokassa K. Koska d on toteutuva kehyksessd F ja F E PTh(K), niin =§ ¢
PTh(K), eli 6 on toteutuva luokassa K.

Olkoon G € K ja (G,U) E Ax. Koska K on suljettu generoitujen alike-
hysten suhteen, voidaan olettaa, ettd G on sellaisten maailmojen generoi-
ma, jotka on nimetty nominaaleilla. Osoitetaan, ettd aina, kun ¢ on puhdas
H(@)-kaava, niin (F,V) E ¢ jos ja vain jos (G,U) F ¢. Yhtépitdvisti voi-
daan osoittaa, ettd ¢ on toteutuva mallin (F, V') maailmassa jos ja vain jos
¢ on toteutuva mallin (G, U) maailmassa.

Oletetaan ensin, ettd (F,V),w F ¢. Télléin (F, V) F @, . Siis Q; ¢ €
Agr, ja edelleen (G, U) E @; o, joten (G,U),w FE ¢. Oletetaan sitten, et-
ta (G,U),v E . Koska (G,U) on sellaisten maailmojen generoima, jotka
on nimetty nominaaleilla, on olemassa sellainen nominaali i, ettd (G,U) F
@Q;O™p, missd n € w. Nyt jos (F, V) FE @;OMp, niin @;0"-p € Ag, jolloin
(G,U) F @O0, mikd on ristiriidassa sen kanssa, ettd (G,U) F @Q,O7 .
Siis (F, V) E @O eli (F, V), v E O"p, kun V(i) = {v}. Télléin on ole-
massa pituudeltaan n oleva polku maailmasta v johonkin maailmaan o', ja
(F, V), v E .

Olkoot (F*,V*) ja (G*, U*) mallien (F, V) ja (G, U) w-saturoidut elemen-
taariset laajennukset. Elementaarisuuden perusteella G* € K. Seuraavaksi
konstruoidaan bisimulaatiosysteemi kehykseltd G* kehykselle F*. Kiinnite-
taan jotkin wq,...,w, € F*, ja valitaan niitd vastaamaan uudet nominaalit
J1y- -+, Jn- Merkitdén saatua laajennusta (F*, V* wy, ..., w,). Osoitetaan, et-
td on olemassa sellaiset vy,...,v, € G, ettd mallit (F* V* wy,...,w,) ja
(G*,U*, vy, ...,v,) toteuttavat globaalisesti tdsmélleen samat nominaaleilla
J1,- -+, Jn laajennetun kielen puhtaat H(Q)-kaavat.

Olkoon T' seuraava joukko ensimmaéisen kertaluvun logiikan kaavoja:

{Ve ST, (p) | (F5, V™ wiy,...,w,) E p}U
{=Vx ST, (p) | (F*, V5w, ..., w,) ¥ p}.
Osoitetaan, ettd on olemassa sellainen mallin (G*, U*) laajennus, jossa I on

globaalisesti toteutuva. Koska (G*, U*) on w-saturoitu, riittdd osoittaa, etta
' on déarellisesti globaalisesti toteutuva. Toisin sanoen osoitetaan, ettd aina,

kun ¢1,..., 0, € I, on olemassa sellaiset vy, ..., v,, ettd (G*, U* vq,...,0,)
toteuttaa globaalisesti kaavat @1, ..., ©n,.

Olkoot 1, ..., ¢m € I'. Joukon I' méaritelmén mukaan kaavat ¢1, ..., on
toteutuvat globaalisesti mallissa (F*, V* wy, ..., w,). Koska (F, V) on mallin
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. . . .. . ! ! .
(F*,V*) elementaarinen alimalli, niin on olemassa sellaiset wy, ..., w,, ettd

(F,V,wh, ... wh) toteuttaa globaalisesti kaavat o1, . .., ¢.,. Koska maailmat
wll, e ,w;l on nimetty nominaaleilla z'wfl, ..., 1, , niin aina, kun ¢ on puhdas
kaava,

(FV,wy, ..., w,) E @
jos ja vain jos
(F,V)E <p[j1/iw/1, e ,jn/iw/n].
Olkoot vy, ..., v, maailmat, jotka vastaavat nominaaleja z'wrl, ceea by mallis-

sa (G,U). Aikaisemmin osoitettiin, ettd aina, kun ¢ on puhdas kaava, niin
(F, V) E pjosjavain jos (G,U) E ¢. Tamén perusteella

(FVYE QUi dnlig]) & (GUYE @litfis s nfing)

Téstéd seuraa, ettd aina, kun 1 < ¢ < m, niin (F,V,w!,...,w)) E ¢; jos ja
vain jos (G, U, vy, ..., v,) F ;. Siis koska (F, V, w], ..., w)) toteuttaa globaa-
lisesti kaavat @1, ..., @m, niin myos (G, U, vy, ..., v,) toteuttaa globaalisesti
nidma kaavat. Edelleen koska (G,U) on mallin (G*, U*) elementaarinen ali-
malli, niin myds (G*, U*, vy, ..., v,) toteuttaa globaalisesti kaavat 1, ..., on.

Madritellddn relaatio Z mallin G* maailmojen joukolta mallin F* maail-
mojen joukolle seuraavasti:

sZt jos ja vain jos aina, kun ¢ on puhdas H(@)-kaava, pétee
(G U v, . 0n), s Ep & (F V5w, ... w,), tE .

Osoitetaan, ettd Z on tédydellinen bisimulaatio kehysten G* ja F* vililla, ja
ettd Z kunnioittaa maailmojen joukkoa {ws, ..., w,}.
Edelld todistetun seki lauseen 3.2 perusteella Z on bisimulaatio kehysten
G* ja F* valilla. Osoitetaan, ettd Z on tdydellinen bisimulaatio. Olkoon s €
G* ja olkoon
['={ST.(p) | (G U v1,...,0,),8 F ¢}

Olkoot o1, ..., v, € I'. Siis joukon [' madritelméin perusteella

(G U vy, ..., o), 8 E ¢,
kun 1 <7 < n. Edelleen

(G, U" v1,...,0,) E Q@

kun 1 < i < n. Koska mallit (F*, V* wy,...,w,) ja (G, U*,vy,...,0,) to-
teuttavat globaalisesti tdsmaélleen samat puhtaat H(@Q)-kaavat, niin

<f*, V*, Wi,y ... ,U)n> ': @Z'SQOZ',
kun 1 <7 < n. Edelleen

(F* V5w, .. wy), tE @
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kun 1 < i < n ja V(is) = {t}. Siis kaikki joukon I' &érelliset osajoukot
ovat toteutuvia mallissa (F*, V* wy,...,w,). Koska (F*, V* wi,...,w,) on
w-saturoitu, niin on olemassa sellainen maailma ¢, etta

(F* V* wy, ... wy), tET.

Siis sZt. Toinen suunta todistetaan vastaavasti. Pitdd vield osoittaa, ettd

bisimulaatio Z kunnioittaa maailmojen joukkoa {ws, ..., w,}. TAm& seuraa
suoraan laajennusten (F* V* wy, ..., w,) ja (G*,U* vy,...,v,) konstruoin-
neista.

On siis konstruoitu bisimulaatiosysteemi kehykseltd G* kehykselle F*.
Koska K on suljettu bisimulaatiosysteemien kuvien suhteen, 7* € K. Edelleen
elementaarisuuden perusteella F € K. O

Esitetdan lopuksi esimerkki kehysten luokasta, joka ei ole méadriteltavissa
puhtaalla H(@)-kaavalla.

Esimerkki 3.6. (Ks. [3, s. 842-843]). Osoitetaan, ettd Church-Rosser -omi-
naisuus, joka madaritelladn kaavalla

Vayz(R(z,y) A Rz, z) — Fu(R(y, u) A R(z,u))),
ei valttamatta siily bisimulaatiosysteemien kuvissa, eikd siis ole maaritelta-

vissé puhtaalla H(@)-kaavalla. Olkoon F; = (F}, R;) seuraava kehys:

fll

//’Q\\\

\\/\\/

N

Olkoon Fy = (Fy, Ry) seuraava kehys:
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AR
\\ //

Huomataan, ettd ainoa ero kehyksissid on maailma wu, seki siitd ldhtevat
ja sithen tulevat nuolet. Olkoon aina, kun X C Fj,

FX) ={(w,w) | we Fi} U{(u,wy), (u, v1)},

missi wy,v; ¢ X. Nyt f on bisimulaatiosysteemi, mutta kehykselld F; on
Church-Rosserin ominaisuus ja kehykselld JF; ei ole.

4 Interpolaatio ja Beth-maariteltavyys

Tassd luvussa médritelldadn interpolaation, Beth-maariteltdvyyden ja bisi-
mulaatiotulon késitteet. Osoitetaan, etta kieli H(Q) toteuttaa interpolaation
propositiosymboleiden suhteen kehysten luokissa, jotka ovat suljettuja gene-
roitujen alikehysten ja bisimulaatiotulojen suhteen. Osoitetaan, ettd kielelld
H(@Q) on myds Beth-ominaisuus néissé luokissa.

Aloitetaan méérittelemalld interpolaatio seké propositiosymboleiden ettéd
nominaalien suhteen.

Maiaéaritelma 4.1. (Ks. [7, s. 95, s. 100]). Olkoon ¢ kaava. Olkoon PROP(¢)
niiden propositiosymboleiden joukko, jotka esiintyviat kaavassa . Hybridikie-
li HL toteuttaa interpolaation propositiosymboleiden suhteen kehysten luo-
kassa K, jos aina, kun ¢ ja ¢ ovat HL-kaavoja, pitee:

Jos KE ¢ — 1, niin on olemassa sellainen HL-kaava 1, etta
KEp —9,KE Y — 1 ja PROP(¢¥) C PROP(p) N PROP(v).

Vastaavasti, olkoon NOM () niiden nominaalien joukko, jotka esiintyvét
kaavassa . Hybridikieli HL toteuttaa interpolaation nominaalien suhteen
kehysten luokassa K, jos aina, kun ¢ ja v ovat HL-kaavoja, pétee:

Jos KE ¢ — 1, niin on olemassa sellainen HL-kaava 1, etta
KEp— 9, KEJ— 1 ja NOM(¥) € NOM(p) N NOM(2)).

Kaavaa ¢ sanotaan implikaation ¢ — v interpolantiksi.
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Kieli H(@) ei toteuta interpolaatiota nominaalien suhteen missiin kehys-
ten luokassa. Taméa voidaan todeta, kun tarkastellaan validia implikaatiota
i Nt — (j — <©7). Taméan implikaation interpolantin pitdisi ilmaista, etta
tutkittava maailma on relaatiossa itsensd kanssa. Mutta koska implikaation
vasemmalla ja oikealla puolella ei esiinny samoja nominaaleja, interpolantti
ei voi sisaltdd nominaaleja. Ilman nominaaleja taas ei voida ilmaista haluttua
ominaisuutta, joten interpolanttia ei 16ydy. Kieli H(@) toteuttaa kuitenkin
interpolaation propositiosymboleiden suhteen.

Maaritellain ensin kehysjoukon tulo. Olkoon I # ) ja A; # () aina, kun

1 € I. Olkoon
c=]J4
iel
joukkojen A;, ¢ € I, karteesinen tulo. Joukko C on siis kaikkien sellaisten
funktioiden f joukko, joiden maéérittelyjoukko on I ja f(i) € A; aina, kun
1€ 1.

Maéidritelmd 4.2. (Vrt. [9, s. 177]). Olkoon I # 0 ja {F;, = (W, R;) | i € I}
joukko kehyksid. Kehysjoukon {F; | i € I} tulo [[,.; Fi on kehys F = (W, R),
jossa

el

w=]]w:

el

(f,g) e R < (f(i),g(i)) € R; aina, kun i € I.

Kehysjoukon tulon méiritelmi on hiukan monimutkainen, joten selven-
netdan asiaa esimerkilla.

Esimerkki 4.1. Olkoon I = {a,b}. Olkoon F, = (W,, R,) kehys, jossa
W, = {1} ja R, = {(1,1)}. Olkoon F, = (W,, Ry), jossa W, = {2,3} ja
Ry = {(2,3),(3,2)}. Muodostetaan kehysjoukon {F,, Fp} tulo F = (W, R).
Saadaan W = {f, g}, missd f on siis sellainen funktio, ettd f(a) = 1 ja
f(b) = 2, ja vastaavasti g on sellainen funktio, ettd g(a) = 1 ja g(b) = 3.
Koska

(f(b), f(b)) = (2,2) & R,
niin (f, f) ¢ R. Koska

(f(a),g(a)) = (1,1) € R,
ja

(f(b),9(b)) = (2,3) € Ry,

niin (f,g) € R. Vastaavasti huomataan, ettd (g, f) € R ja (g,9) ¢ R. Siis
R={(f,9):(9,/)}

Maaritelladn sitten bisimulaatiotulon kiisite, ja esitetdédn téstikin yksin-
kertainen esimerkki.
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Maiaédritelma 4.3. (Ks. [7, s. 21]). Olkoon {F; = (W, R;) | i € I} joukko
kehyksid. Joukon {F; | i € I} bisimulaatiotulo on sellainen tulon [],., F;
alikehys G = (W, R), etté aina, kun ¢ € I, luonnollinen projektio f; : W — W,
on surjektiivinen rajoitettu morfismi.

Kehysten luokka K on suljettu bisimulaatiotulojen suhteen, jos jokainen
kehysten F ja G bisimulaatiotulo kuuluu luokkaan K aina, kun F,G € K.

Esimerkki 4.2. Osoitetaan, ettd esimerkin 4.1 kehysjoukon {F,, F,} tulo
on myos bisimulaatiotulo. Olkoon f, : W — W, sellainen kuvaus, etta

fa(f) = falg) = 1,

ja olkoon f, : W — W, sellainen kuvaus, ettd f,(f) = 2 ja fi(¢g) = 3. Nyt
luonnolliset projektiot f, ja f, ovat surjektiivisia rajoitettuja morfismeja,
joten kehys F on kehysjoukon {F,, F,} bisimulaatiotulo.

Ennen varsinaista interpolaatiota koskevan lauseen todistusta esitetdin
vield yksi lauseen todistamiseen tarvittava propositio.

Propositio 4.1. (Ks. |7, s. 21]). Olkoon H tulon F x G alikehys. Kehys H
on kehysten F ja G bisimulaatiotulo jos ja vain jos kehyksen H mahdollisten
maailmogjen joukko on tiydellinen H(Q)-bisimulaatio kehysten F ja G valilld.

Todistus. Ks. |12, s. 215-216. O

Lause 4.1. Olkoon K elementaarinen kehysten luokka, joka on suljettu ge-
neroitujen alikehysten ja bisimulaatiotulojen suhteen. Kieli H(Q) toteuttaa
interpolaation propositiosymboleiden suhteen luokassa K.

Todistus (vrt. |7, s. 95-96, s. 22]). Olkoon K elementaarinen kehysten luok-
ka, joka on suljettu generoitujen alikehysten ja bisimulaatiotulojen suhteen.
Oletetaan, ettd K F (p — 1. Tehd&idn vastaoletus, etté ei ole olemassa sellaista
kaavaa 0, ettd K E o — 9, KFE ¢ — ¢ ja PROP(9¥) C PROP(p) NPROP ().
Olkoon Cons(yp) sellaisten H(@)-kaavojen x joukko, jotka toteuttavat ehdot
KE ¢ — x ja PROP(x) € PROP(p) N PROP(¥).

Osoitetaan, ettd on olemassa sellaiset luokan K kehykseen perustuva malli
M ja maailma w, ettd M, w F Cons(p) U{—-¢}. Kompaktisuuden perusteel-
la riittd4 osoittaa, ettd jokainen joukon Cons(yp)U{—t} dérellinen osajoukko
on toteutuva luokassa K. Olkoot x1,...,xn € Cons(g). Jos {x1,. .., Xn, ¢}
el olisi toteutuva luokassa K, niin x; A --- A X, olisi kaavan ¢ — 1) inter-
polantti. Vastaoletuksen mukaan kaavalla ¢ — 1) ei ole interpolanttia, joten
{X1,-+Xn, ¥} on toteutuva luokassa K.

Olkoon Th(M,w) sellaisten kaavojen x joukko, etta

M,wE x ja PROP(x) C PROP(p) N PROP(¢).

Osoitetaan, ettd on olemassa sellaiset lnokan K kehykseen perustuva malli VY
ja maailma v, ettd N, v E Th(M,w) U {¢}.
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Koska K on kompakti, riittaé osoittaa, ettd jokainen joukon Th(M,w) U
{¢} adrellinen osajoukko on toteutuva luokassa K. Olkoot

X1s- -+ Xn € Th(M,w).
Tehdaén vastaoletus, ettd {x1, ..., Xn, ¢} €l ole toteutuva luokassa K. Nyt
KE @ == A Axa).
Siis =(x1 A -+ A xn) € Cons(p) ja edelleen
M,wE =(x1 A A Xn).

Mutta tdmé& on ristiriidassa sen kanssa, ettd xi,...,Xn, € Th(M,w). Siis
vastaoletus on vaarin ja {xi,..., Xn, ¢} on toteutuva luokassa K.

On siis 16ydetty sellaiset mallit M, N ja maailmat w, v, jotka toteuttavat
seuraavat ehdot:

1. M,wE Cons(p) U {1}

2. N,vE Cons(p) U{p}

3. Aina, kun 9 on sellainen H(@Q)-kaava, etté
PROP(¥) € PROP(¢) N PROP (%),
niin M,wkFJ < N,vE Y.

Ehto 1 on selvd. Koska Cons(¢) € Th(M,w), niin myds ehto 2 pitee.
Osoitetaan vield, ettd ehto 3 toteutuu. Olkoon ¥ sellainen H(@)-kaava, etté
PROP(¥) C PROP(¢) N PROP(¢). Nyt jos M, w E 9, niin ¥ € Th(M,w).
Talloin NV, v E 9. Oletetaan sitten, ettd NV, v F 9. Tehddan vastaoletus, ettéd
M, w ¥ 9. Siis M, w E . Nyt = € Th(M,w) ja edelleen N, v E =, miké
on ristiriita. Siis vastaoletus on véarin ja M, w E 9.

Koska K on suljettu generoitujen alikehysten suhteen, voidaan olettaa,
ettd M on maailman w ja nominaaleilla nimettyjen maailmojen generoima.
Vastaavasti voidaan olettaa, etti A/ on maailman v ja nominaaleilla nimet-
tyjen maailmojen generoima.

Olkoot M™ ja N mallien M ja N w-saturoidut elementaariset laajen-
nukset. Koska K on elementaarinen, niin mallien M* ja N'* kehykset kuu-
luvat luokkaan K. Maaritellaan relaatio Z mallien M™ ja N'T vilille seuraa-
vasti:

dZe, jos aina, kun x on H(@)-kaava ja
PROP(x) € PROP(¢) N PROP (%),
niin MY, dEy & Nt ekEy.

Toisin sanoen dZe jos maailmoissa d ja e on totta tdsmailleen samat kaavojen
¢ ja 1 yhteisen aakkoston H(Q)-kaavat. Kaavojen ¢ ja ¢ yhteinen aakkosto

43



sisaltdd kaikki nominaalit, mutta vain ne propositiosymbolit, jotka esiintyvit
sekd kaavassa ¢ ettd kaavassa . Nyt ehdon 3 perusteella wZv.

Osoitetaan, ettd Z on tiydellinen H(@)-bisimulaatio mallien M™ ja N'*
vililld kaavojen ¢ ja 1 yhteisen aakkoston suhteen. Lauseen 3.2 perusteella
Z on H(@)-bisimulaatio mallien M* ja Nt vililld kaavojen ¢ ja ¢ yhteisen
aakkoston suhteen. Osoitetaan, ettd Z on tiydellinen.

Olkoon d mallin M™ maailma ja olkoon

' = {ST,(v) | M*,dF ~ ja PROP(v) C PROP(¢) N PROP(¢))}.

Osoitetaan, ettd on olemassa sellainen mallin Nt maailma e, jossa kaava-
joukko T toteutuu. Koska N'T on w-saturoitu, riittd osoittaa, ettd jokainen
joukon I' ddrellinen osajoukko on toteutuva mallissa N 7.

Olkoon STy(v1), ..., STy (vn) € I'. Koska M™ on mallin M elementaari-
nen laajennus ja

MTE (ST () A - ASTu(1)),

niin
Koska M on maailman w ja nominaaleilla nimettyjen maailmojen generoima,
niin joko

Mow E O (3 A+ A )

tal
M, wE QO™ (v A Ayy),

missd ¢ on nominaali. Molemmissa tapauksissa ehdosta 3 seuraa, etti kon-
junktio 43 A --- A v, on totta jossain mallin N maailmassa. Nyt koska
jokainen joukon I' darellinen osajoukko on toteutuva mallissa N, niin w-
saturoituvuuden perusteella myos joukko I' on toteutuva mallissa N *. Siis
on olemassa sellainen mallin A" maailma e, ettd N, e E I, joten dZe.
Vastaavasti voidaan osoittaa, etti aina, kun e on mallin N'* maailma, on
olemassa sellainen mallin M™ maailma d, etti dZe.

Olkoot F = (W, R) ja G = (W', R’) malleja M™ ja N vastaavat kehyk-
set. Nyt Z on taydellinen kehysbisimulaatio kehysten F ja G vililla. Siis pro-
position 4.1 perusteella on olemassa kehysten F ja G bisimulaatiotulo H € K,
jonka mahdollisten maailmojen joukko on Z. Bisimulaatiotulon méaéritelmén
mukaan luonnolliset projektiot f: Z — W ja g : Z — W' ovat surjektiivisia
rajoitettuja morfismeja. Olkoon

Vi(p) = {u | MT, f(u) F p},
kun p € PROP(yp) ja
V(p) = {u | N, g(u) F p},
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kun p € PROP(%). Téydellisen bisimulaation Z ominaisuudet takaavat, ettd
V' on hyvinméaritelty, kun p € PROP(p) N PROP(¢). Olkoon

V(i) ={u | M", f(u) Fi} = {u | N7, g(u) F i},

kun 7 € NOM. Jilleen tdydellisen bisimulaation Z ominaisuudet takaavat,
ettd V' on hyvinmééritelty ja ettd |V (i)] = 1 aina, kun ¢ € NOM.

Lopulta huomataan, etti f on H(@)-bisimulaatio mallien (H, V') ja M™
vililla kaavassa ¢ esiintyvien propositiosymboleiden ja nominaalien suhteen,
ja g on H(@)-bisimulaatio mallien (H, V') ja N vililld kaavassa v esiintyvien
propositiosymboleiden ja nominaalien suhteen. Siis (H, V), (w,v) E ¢ A =,
miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd K F ¢ — 1), joten vastaoletus on vaérin.
Siis on olemassa sellainen H(@)-kaava o, ettd KF ¢ — JdjaKEJ —¢. O

Ennen kuin siirrytddn tarkastelemaan Beth-ominaisuutta, esitellidn muu-
tamia tdmin ominaisuuden méaarittelemisessa tarvittavia merkintoja. Merki-
taan X EX° o, jos seuraava ehto pitee aina, kun M on luokan K kehykseen
perustuva malli: Jos M toteuttaa globaalisesti kaikki joukon X kaavat, niin
M toteuttaa globaalisesti kaavan ¢.

Olkoon X(p) joukko sellaisia kaavoja, jotka sisdltdvéit propositiosymbo-
lin p. Joukon X(p) kaavat voivat siséltdd myds muita propositiosymboleita
ja nominaaleja. Joukko X(p) madrittelee implisiittisesti propositiosymbolin p
luokassa K, jos

S(p)USE) ECp o 7,
misséd p’ on sellainen propositiosymboli, joka ei esiinny joukon ¥(p) kaavoissa,
ja X(p’) on kaavajoukko, jossa kaikki propositiosymbolin p esiintymét joukon
Y (p) kaavoissa on korvattu propositiosymbolilla p'.

Maiédritelmé 4.4. (Ks. |7, s. 98|). Kielelld £ on Beth-ominaisuus luokassa
K, jos aina, kun joukko X(p) kielen £ kaavoja méérittelee implisiittisesti pro-
positiosymbolin p luokassa K, on olemassa sellainen kaava 1, jossa ei esiinny
propositiosymbolia p, ettid X(p) EL® p « . Kaava ¢ on propositiosymbolin p
eksplisiittinen madritelmd joukossa ¥(p) luokassa K.

Nyt padstddn todistamaan tdmén luvun toinen padtulos.

Lause 4.2. Olkoon K elementaarinen kehysten luokka, joka on suljettu gene-
roitujen alikehysten ja bisimulaatiotulojen suhteen. Kielelli H(Q) on Beth-
ominaisuus luokassa K.

Todistus (vrt. |7, s. 98-99]). Olkoon X(p) joukko sellaisia H(@)-kaavoja, jot-
ka siséltavit kaavan p. Oletetaan, ettd Y (p) médrittelee implisiittisesti pro-
positiosymbolin p luokassa K. Olkoon p’ sellainen propositiosymboli, joka ei
esiinny joukon ¥(p) kaavoissa. Olkoon X(p') kaavajoukko, jossa kaikki pro-
positiosymbolin p esiintymét joukon X(p) kaavoissa on korvattu propositio-
symbolilla p’. Koska >(p) madrittelee implisiittisesti propositiosymbolin p,
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niin
S(p) US(P) EL p 1.
Olkoon
I'(p) = {0"p, @,0% | ¢ € S(p),n € w,i € NOM}
ja
L(p') ={0", @;0% | ¢ € X(p)),n € w,i € NOM}.

Osoitetaan, ettd ['(p) U L(p') Fk p <« p’. Olkoon M luokan K kehykseen
perustuva malli, ja olkoon M,w F I'(p) U I'(p). Olkoon M,, maailman w
generoima mallin M alimalli. Koska K on suljettu generoitujen alikehysten
suhteen, mallin M, kehys kuuluu luokkaan K. Joukkojen I'(p) ja I'(p’) mééri-
telmien perusteella M, toteuttaa globaalisesti joukot ¥(p) ja ¥(p’). Edelleen
M, toteuttaa globaalisesti kaavan p < p'. Siis M,wF p < p'.

Kompaktisuuden perusteella on olemassa sellainen #érellinen osajoukko
['g CT, etta

To(p) UTo(p) Fkp < 1.

Tasta seuraa, ettd
F (0 A ATo() = (/\To@) — ).
Olkoon 1 tdmén implikaation interpolantti. Nyt koska
PROP(9) € PROP(p A A\ To(p)) NPROP(/\ To(p') — 1),
niin propositiosymbolit p ja p’ eivit esiinny kaavassa o). Lisdksi

Fe (0 A A\ To(p) — 9
ja
Fk ¥ — (/\ Fo(p/) - p').

Saannon (Subst) perusteella

=0 — (A Tolp) = p).

Olkoot M luokan K kehykseen perustuva malli ja w sen maailma. Oletetaan
ensin, ettd M,w F T'g(p) ja M,w E 9. Koska M on luokan K kehykseen

perustuva malli, niin

M,wE 9 — (/\To(p) — p),

joten edelleen M, w E p. Oletetaan sitten, ettd M, w E T'y(p) ja M,w E p.
Talloin koska
MwE (pA \To(p)) — 9,
niin M, w E 9. Siis jos M, w E T'y(p), niin M, w F p < 9. Koska M ja w
olivat mielivaltaisia, niin To(p) Fx p < 9, ja edelleen X(p) E&® p < 0.
[
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