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1 Johdanto

1.1 Vektorinormien merkitys

Matematiikassa vektorinormeja kiytetddn numeerisessa matematiikassa ja
teoreettisissa tarkasteluissa. Lisidksi matemaattisessa tilastotieteessé vektori-
normeja kiytetddn optimointitehtivia ratkaistaessa. Kaytettivia menetelmid
ovat esimerkiksi sisdpistemenetelmé, Newton-tyyliset ratkaisumenetelmat ja
katkaistu Newtonin menetelmd. Viimeisessd niistd vektorinormia kiytetadn
médrittdmadn residuaalin sallittu suuruusluokka. Lisdksi ndiden optimointi-
tehtdvien ratkaisualgoritmeissa tarvitaan ehto iteroinnin lopettamiselle, joka
voidaan asettaa vektorinormien avulla.

Vektorinormeja kiytetddn esimerkiksi signaalikasittelyn eri osa-alueilla.
Néistd esimerkkeind monikanavaisen signaalin energian ja energiaspektrin
méarittelyyn tarkoitettu Parsevalin yhtélo. Lisidksi vektorinormeja kiytetaan

tutkittaessa, onko jokin monikanavainen LTI-jarjestelmd BIBO-stabiili.

1.2 Tyon sisilto

Tamé tutkielma pohjautuu Roger A. Hornin ja Charles R. Johnson:in teok-
seen Matriz analysis. Tata teosta on kisitelty luvun 5, Norms for vectors and
matrices, vektorinormien osalta.

Ensin tutkielmassa kasitellian ominaisuuksia, joiden avulla sisdtulo ja
vektorinormi méédritellidn. Tamén jalkeen kiydéaan ldpi esimerkkejd normeis-
ta, joista térkein ja kiytetyin on euklidinen normi. Lisdksi kilyddan lapi vield
vektorinormien algebrallisia, analyyttisia ja geometrisia ominaisuuksia. Tassa
tutkielmassa tarkastellaan usein, toteuttaako normi (tai funktio) vektornor-
mille asetetut ehdot. Kuklidisen normin lisidksi tarkastellaan myos esimerkiksi
summanormia ja maksiminormia. Kaytettdvin normin valinta riippuu aina
ratkaistavasta tehtévistd. Euklidisella normilla saadaan usein kauneimmat
ja tdydellisimmat teoreettiset tulokset, mutta joissakin sovelluksissa jokin
muu normi on kayttokelpoisempi. Euklidisen normin teoreettiset ominaisuu-
det ovat kuitenkin niin hyvét, ettd tama tutkielma keskittyy padsidantoises-

ti tdhdn normiin. Tdhin kyseiseen normiin perustuvat tulokset eivit kaikki



yleisty muille normeille mm. siitd syystd, ettd euklidinen normi on sisidtu-
lon indusoima. Esimerkiksi jo aiemmin mainittua summanormia ei johdeta
sisatulosta, joka tullaan my6hemmin tutkielman aikana osoittamaan.
Lukijan oletetaan tuntevan vektorien normaalit laskutoimitukset ja line-
aarialgebran perusteet. Seuraavassa alaluvussa kiiyddan hieman lapi tuloksia,

joista on apua tekstin ymmartamisessd ja joihin tekstissa voidaan viitata.

1.3 Esi- ja lisitietoja

Keskeisid, epayhtaloité, joita tutkielmassa tullaan useaan otteeseen sovelta-

maan, ovat kolmioepéyhtalo ja Cauchyn-Schwarzin epéyhtalo

Lause 1.1 (kolmioepdyht#ld) [1,s.40] Kaikille z,y € F (R tai C) on voi-

massa

2| =yl < [o +yl < ||+ Jyl.

Tullaan myohemmin osoittamaan, ettd tdmé on voimassa myos vektorinor-

meille sekd vektorin seminormeille.

Seuraavaa kahta méaaritelmés tarvitaan tutkielman edetessa.

Maaritelmi 1.2 [3,5.296] Vektoreiden x ja y sisitulo mddritellidn yhtdlon

(r,y) =o'y =31, Ty avulla.

Sisdtuloa kdytetaan tutkielmassa esimerkiksi vektorin euklidisen normin maé-

rittAmiseen.



Maésritelmd 1.3 [2,5.257] Vektorin z € C" euklidinen pituus on

()" = (T )%,

Seuraavaan kahteen maaritelméan viitataan tutkielmassa:

Maiédritelmi 1.4 [4, 5.13] Olkoon a nollasta poikkeava vektori avaruudessa

R" ja b skalaari. Tdlloin joukko
{r € R"|d'x < b}

on puoliavaruus.

Lause 1.5 (Hahn-Banachin lause) [5,5.21] Olkoon X reaalinen vektoria-

varuvus ja p : X — R kuvaus, joka toteuttaa ehdot:
(i) p(z +y) <p(x)+p(y) kaikilla z,y € X,
(i7) p(ax) = ap (x) kaikilla € X, a > 0.

Olkoon V' avaruuden X aliavaruus ja g : V — R sellainen lineaarikuvaus,
etti g () < p(x) kaikilla x € V. Télldin on olemassa koko avaruudessa md-

ritelty lineaarikuvaus f siten, ettd
(a) f(z) =g () kaikilla x € V,
(b) f(z) <pl(x) kaikilla x € X.

Sanomme, ettd [ on kuvauksen g jatko.

Vektorinormeja kasitellddn tutkielmassa usein avaruudessa F, jolla tilan-

teesta riippuen tarkoitetaan joko avaruutta R tai C.



2 Vektorinormin ja sisatulon ominaisuuksien maa-

rittaminen

Tutkielmassa tarkastelemme normeja vektoriavaruudessa. Téasmentaaksem-
me funktion ominaisuuksia, joita vaaditaan jotta se on normi, abstrahoimme
yleisen kisitteen reaali- tai kompleksiskalaareiden itseisarvosta. Funktio jolla
on itseisarvo, on yhden reaali- tai kompleksimuuttujan reaaliarvoinen funktio,
kun taas vektorinormeille edellytetddn normin olevan useamman muuttujan
reaaliarvoinen funktio. Tamaé on merkittavin ero. Eris tillaisista funktioista

avaruudessa C" on euklidinen pituus (z*z)"/?

, mutta on myos muita funk-
tioita, jotka omaavat euklidisen pituuden fundamentaalisia ominaisuuksia.
Ne voivat olla paljon miellyttadvampia kiyttaé tietyissd asiayhteyksissa.
Téassé tutkielmassa otetaan huomioon reaali- ja kompleksiavaruudet. Kaik-
ki térkedt tulokset pétevit molemmissa kunnissa, mutta jokaisen tuloksen
yhteydessi on oltava johdonmukainen siiné, kumpaa kuntaa kiytetdan. Tu-
lokset saatetaan usein esittdd kunnassa F (F = R tai C) ja sitten viitata

samaan kuntaan F argumentin lopussa.

Maaritelma 2.1 [2,5.259] Olkoon V vektoriavaruus kunnassa F (R tai C).
Funktio ||o]| : V' — R on vektorinormi, jos kaikille z,y € V' pdtee:

1. ei-negatiwvisuus: ||z|| >0
2. positiwvisuus: ||x|| = 0, jos ja vain jos x =0
3. homogeenisuus: ||cx| = |c| |z|| kaikille skalaareille c € F

4. kolmioepayhtali: ||z + y|| < ||=| + |||

Namaé nelji aksioomaa ovat euklidisen pituuden tuttuja ominaisuuksia. Eukli-
disella pituudella on my6s muita ominaisuuksia, jotka ovat riippumattomia
néistd neljastd aksioomasta. Naitd ei tdssd tutkielmassa oteta aksioomiksi,

silld ne eivit ole oleellisia yleiselle teorialle.

Funktiota, joka toteuttaa aksioomat 1,3 ja 4 (mutta ei vilttiméttd aksioomaa 2),

kutsutaan vektorin seminormiksi. Seminormi yleistdd normin késitteen.



Lemma 2.2 [2,5.260] Jos ||o|| on vektorin seminormi avaruudessa V', niin

izl =yl < llz =yl

kaikilla x,y € V.

Todistus: Koska y = x + (y — x), saamme
Iyl < llzll + [ly — [l = llzl[ + [z = y]]
kolmioepéyhtélosti 4 ja homogeenisuusaksioomasta 3. Téstd seuraa, etta
[yl = Nzl < [l =yl

Mutta koska x = y + (z — y), niin

] < {lyll + llz = yll

kolmioepéyhtdlon nojalla. Taten

]l = Iyl <l = yll

Olemme nyt osoittaneet, ettd

£ (lzll = Iyl < llz —yll,

joka on yhtapitava viitteen kanssa.

Aivan kuten vektorien normeille, voidaan euklidisesta sisdtulosta tiivistaid
muutama oleellinen ominaisuus ja kiyttda niita aksioomina sisdtulon yleises-

sa teoriassa.

Maéaéaritelma 2.3 [2,5.260] Olkoon V vektoriavaruus yli avaruuden F (R tai C).

Funktio (o,0) : V x V — F on sisdtulo, jos sille on voimassa
1. ei-negatiivisuus: (x,z) > 0,
2. positiivisuus: (x,z) = 0, jos ja vain jos x = 0;
3. additiivisuus: (z +y, 2) = (z, 2) + (y, 2),
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4. homogeenisuus: (cx,y) = c(z,y) kaikille skalaareille ¢ € F ja

5. konjugaattisymmetrisyys: (z,y) = (y, z)
kaikille z,y,z € V.

Esimerkki 2.4 On osoitettava, etti euklidinen sisitulo (x,y) = x*y toteut-

taa katkkr viist ylld olevaa aksioomaa sisdtulolle.

Ratkaisu: Olkoon V' vektoriavaruus yli avaruuden F (R tai C). Funktio (o, 0) :

V xV — F on sisitulo, jos kaikille x, y, 2 € V' pétevit sisdtulon aksioomat 1
- 5. Olkoon x,y, z mielivaltaisia joukon F alkioita ja c sellainen skalaari, ettd
ce F. Nyt

1. ei-negatiivisuus: (x,z) = z*z = ¥ Tx; = > |x1|2 > 0.

2. positiivisuus: (z,z) = x*z = 0, jos ja vain jos x = 0 itseisarvon ja

nelién ominaisuuksien nojalla.

3. additiivisuus: pistetulon distributiivisuuden nojalla (z +y,2) = (z +y)" 2

'z +y'z = (z,2) + (y, 2).

4. homogeenisuus: (cx,y) = cx*y = c(x*y) = c(x,y).

5. konjugaattisymmetrisyys: (y,z) = y*r = 121 + -+ + YpZn = Y11 +
ot Yl = BT A+ YT = T+ T = Ty = (3,Y)

kertolaskun kommutatiivisuuden ja liittoluvun ominaisuuksien nojalla.

Téten voidaan todeta, ettd funktio (o,0) : V x V — F: (x,y) = 2™y on sisi-

tulo kaikilla x,y, z € V, silld se toteuttaa kaikki viisi aksioomaa.

Esimerkki 2.5 Olkoon D = diag (dy,ds,...,d,) € R" Tarkastellaan funk-
tiota (x,y) = Dx*y. Tutkittava mitka aksioomat sisdtulolle funktio (o, o) to-

teuttaa ja milld matriisin D ehdoilla funktio on sisdtulo.



Ratkaisu: Olkoon V' vektoriavaruus kunnassa F (R tai C). Olkoon liséiksi
x,y, 2 mielivaltaisia joukon F alkioita ja c sellainen skalaari, ettd ¢ € F.

Tutkitaan nyt, mitkd aksioomat 1 — 5 sisidtulolle funktio (o, o) toteuttaa.

1. Osoitetaan vastamerkilla, ettd viite positiivisuudesta ei pida paikkaan-
sa. Valitaan = = (0,1)" ja D = diag (1, —1). Talldin (z,z) = Dz*z =
—1 < 0 ja aksiooma 1 ei pida paikkaansa.

Valitaan x = (x1, 2o, . . . ,:pn)Tja D = diag (dy,ds, ... ,d,). Nyt (x,z) =
dr*z = dir1my + datate + -+ + dpxpr, = diTiz; + doTaze + - +

Tz, = X0, d; ]ml\Q Nelion positiivisuuden nojalla huomataan, etti

jotta asiooma 1 on tosi, taytyy kaikkien d; > 0.

2. Jos matriisin D kaikki diagonaalialkiot saavat arvon 0, on (x,z) =
x*Dx = 0, vaikka x # 0. Téten viite on epétosi. Lisdksi kohdan yksi
perusteella on nahtavissd, ettd matriisin D diagonaalialkioiden tulee
olla suurempia kuin nolla, tai muuten viite ei pidi paikkaansa. Valitaan
esimerkiksi vektori z = (1,1)" ja D = diag (1, —1). Tilléin (z, z) = 0,
vaikka x # 0.

3. (t4y,2) =2*D(x+y) = 2*Dx + 2*Dy = (x,2) + (y, z), joten tdmi
viite pitda paikkansa riippumatta matriisista D.

4. {(cx,y) = y*D (cx) = y*Dcx = cy*Dx = c(y*Dz) = c(x,y) kaikilla

skalaareilla c € F.

5. (y,x) = Dy*xz = dyyroy + -+ + dpypnrn = dypzy + - + dpypx, =
dlylﬁ"‘ e +dnynx7n - dilxilyl +-- +d7nx7nyn - d1$1y1 4 +dnxnyn -
Dz*y = (z,y) kertolaskun kommutatiivisuuden ja liittoluvun ominai-

suuksien nojalla.

Téten voimme todeta, ettd (o, o) on sisdtulo silla ehdolla, ettd matriisin D

alkiot ovat positiivisia.

Seuraavat sisatulon ominaisuudet voidaan johtaa Madritelmén 2.3 avulla.



Seuraus 2.6 [2,s.261] Olkoon V wvektoriavaruus kunnassa F (R tai C) ja
olkoon funktio (o,0) kuvaus V xV — F. Nyt

(@) (2, cy) = ¢ (x,y)

(@) (z,y + 2) = (x,y) + (z, 2)

(i) {ax + by, cw + dz) = ac {x,w) + bé (y, w) + ad (z, z) + bd (y, z)
(iv) (z,y) = 0 kaikille y € V, jos ja vain jos z = 0

(v) (2, (@, y) ) = [z, 9)|°

kaikille a, b, c,d € F ja kaikille x,y, z,w € V.

Todistetaan kohta (i) kidyttdmalld hyviksi Madritelmén 2.3 ja liittoluvun

ominaisuuksia. Nyt

(z,cy) = (cy,x) = c(y,x) =c(y,x) = (x,y).

Siivuutetaan muut todistukset.

Kaikille sisdtuloille erds tarked ominaisuus on Cauchyn-Schwarzin -epayhtalo.

Lause 2.7 (Cauchyn-Schwarzin -epdyht&ld) [2,s.261] Jos (o,0) on si-

sdtulo vektoriavaruudessa V- kunnassa F (R tai C), niin

[z, y)° < (z,2) (y,y)

kaikilla x,y € V.

Yhtasuuruus ilmenee, jos ja vain jos x ja y ovat toisistaan lineaarisesti riip-

puvat, eli x = ay tai y = ax jollakin a € F.
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Todistus: Olkoon x,y € V annettu. Jos y = 0, viite on triviaali. Tutkitaan
siis tapausta jolloin y # 0. Olkoon lisdksi ¢ skalaari siten, ettd ¢ € R. Tar-

kastellaan polynomia
p(t) = (z+ty.z+ty) = (z,2) +t{y, ) +t{z,y) + 1 {y,y) =
(z,2) + 2t Re (z,y) +* (y, ),

joka on reaalinen toisen asteen polynomi reaalisin kertoimin. Aksiooman
2.3 (1) perusteella tieddmme, ettd p(t) > 0 kaikilla reaalisilla ¢:n arvoilla.
Téamén vuoksi polynomilla p (t) ei voi olla reaalisia yksinkertaisia juuria. Po-

lynomin p () diskriminantin tulee néin ollen olla ei-positiivinen

(2Re (z,9))* — 4 (y,y) (z,2) <0,

ja taten

(2.1) (Re (z,9))" < (2. 2) (y,9).

Koska tdméan epédyhtélon tulee olla voimassa kaikille vektoripareille, tiytyy
sen olla voimassa myos, kun y:m tilalle asetetaan (z,y)y. Talloin saamme

epayhtalon

(Re (z, (z,y) 1)* < (2, 2) (. y) [z, v)|*.

Mutta valitsemalla (z,y) (z,y) = a + ib, saadaan

Re (z, (z,y)y) = Re (z,y) (z,y) = Re (a® + %) = a®+b* = Re [(z,y) (z,y)| =
Re [z, y)|* = [{z,y)]*.

Taten

(2:2) [{2 y)|" < (2. 2) (v, ) o, ).

Jos (x,y) = 0, niin teoreeman viite on triviaali. Jos ei, voimme jakaa yh-
talon (2.2) suureella |(z,y)|°, jotta saadaan haluttu epéyhtild. Aksiooman

2 vuoksi polynomilla p(¢) voi olla reaalinen (kaksinkertainen) juuri, jos ja

11



vain jos x +ty = 0 jollain ¢:n arvolla. Taten yhtdsuuruus voi ilmeta diskrimi-

nattiehdossa yhtélossd (2.1), jos ja vain jos x ja y ovat lineaarisesti riippuvat.

Seuraus 2.8 [2,5.262] Jos (o, 0) on sisdtulo vektoriavarvudessa V', niin ||z|| =

((z, z))* on vektorinormi avaruudessa V.

Todistus: Olkoon x,y,z € V. Jotta kuvaus [[o]| : V — F (R tai C) on normi,
taytyy sen toteuttaa seraavat aksioomat:
1. |jz|| > 0Vz € V

1/2

Koska (o, o) on sisdtulo vektoriavaruudessa V' ja ||z|| = ((z,z)) ", niin

viite on tosi, silld sisdtulon ominaisuuksien mukaan (z,z) > 0, jolloin

v/ (z,z) > 0.

2. |lz|| = 0, jos ja vain jos x=0.

Koska sisdtulon ominaisuuksien mukaan (z,x) = 0, jos ja vain jos x =
0,

niin /(z, x) = 0, jos ja vain jos z = 0.

3. ||azx| = |a|||z]|Va € F,x € V. Nyt

loz|| = \/(az, az) = /o (z, 2) = |a] \/(z,z) = |a] |z].

[Seuraus 2.6].

4l +yll < el + llyll Ve, y € V.

Kéyttamalld sisdtulon ominaisuuksia ja Cauchyn-Schwarzin epayhté-

164 saamme
lz+yll’ = (& +y.2+y) = (T,2+y)+ Yz +y) =
(z,2) + (z,9) + (v, 2) + () < lz|* + 2z, v)| + |lyl* < ||z +

12



2 2
2zl lyll + Nyl = izl + Nyl

Normin positiivisuuden nojalla myés ||z + y|| < ||| + ||y||-

Téten Seuraus (2.8) on todistettu.

Jos ||o|| on vektorinormi siten, etté ||z|| = ((z, z))*? jollekin sisdtulolle (o, o),

sanomme, etté ||o|| voidaan johtaa sisétulosta.
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3 Esimerkkeja vektorinormeista

Seuraavassa on joitakin esimerkkejd usein tavattavista vektorinormeista.

Maiésritelmd 3.1 [2,5.264] Euklidinen normi, eli ly normi avaruudessa C"

on

1/2
Izl = (Jeal® + - + J2al®)

Tamé on kenties tunnetuin vektorinormi, koska ||z — y||, mittaa euklidisen
etdisyyden kahden pisteen z ja y vililld (xz,y € C"). TAm4 normi voidaan

johtaa euklidisesta sisitulosta, eli ||z = (z,z) = z*z.
Esimerkki 3.2 Osoitettava, ettd ||o||, on vektorinormi avaruudessa C".

Todistus: Jotta ||o||, on vektorinormi avaruudessa C", on sen toteutettava

vektorinormin ominaisuudet 1 —4. Valitaan mielivaltaiset x,y, z € V. Téll6in
L. ||lzl]l, >0Vz €V,

1/2
koska ||z||, = (\x1]2 +- \xn\2) / ja kaikilla z;,4 = 1,...n pitee
|z;|* > 0, niin viite 1 on tosi.
2. |lz]|, = 0, jos ja vain jos x=0.
il 2 2\ 1/2 e I
Yhtélostd ||z|, = (\xll + |z ) on nahtavissi, ettd viite on

tosi.

3. |lazx|ly, = |af||z||, Yo e C,z e V.
1/2 1/2
loazlly = (Jazi* + -+ lazal?) ™ = ((lal [a1))* + - + (o] [2a])°)

(\oz|2 ‘x1’2 R ‘042 |$n!2)1/2 _ “a\Q (|961|2 NI |$n|2)}1/2 _
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1/2
jaf (Joa® + -+ J2al®) 7 = Jad ]y,
joten kohta 3 on tosi.
N+ ylly < llzlly + Iyl Yo,y € V.

Positiivisuuden nojalla riittda osoittaa, ettd mielivaltaisilla vektoreilla

x,y € C" on voimassa

e+ ylI* < ([l + llyl)?

Koska on kyse euklidisesta normista, niin
lz+yll* = (z+y) (@+y) = (e +y) (T +7) =
wZ + oy + 3y +yg = ol + 2y + 77+ Jyl” =
l2]* + 2Re (27) + lly]”.

Nyt itseisarvon maéritelman nojalla

Re (zg) < [zy|

ja Cauchyn-Schwarzin epéayhtéilon nojalla

lz +yll < llzl* + 2 ([l 7] + lyll® =

(Il + Ny l)*

Téaten euklidinen normi toteuttaa kolmioepéyhtélon.

Maédritelmi 3.3 [2,5.265] Normin ||o|| sanotaan olevan unitaarisesti in-

variantti, jos ||Ux| = ||z| kaikilla x € C" ja kaikilla unitaarimatriiseilla
UeM,.

Esimerkki 3.4 Osoitettava, ettd euklidinen normi ||o||, on unitaarisesti in-

variantts.

15



Todistus: On siis osoitettava, ettd euklidiselle normille |jo|, pétee ||Uz|, =
||z||, kaikilla z € C".

Unitaarinen n X n -matriisi kompleksiavaruudessa C tayttad ehdot U*U =
UU* = I, missa I, on yksikkomatriisi ja matriisi U* on matriisin U konju-

gaattitranspoosi. Nyt matriisin U unitaarisuuden nojalla
\Uz|l, = x*U*Ux = oz = *x = ||z,

Taten euklidinen normi on unitaarisesti invariantti.

Mai&ritelma 3.5 [2,5.265] Summanormi, eli [y normi avaruudessa C" on
[zlly = lal + - -+ |2l

Normia kutsutaan myés ykkdsnormikst tar Manhattanin normiksi.

Esimerkki 3.6 Osoitettava, ettd summanormi on vektorinormi avaruudessa

C ", mutta sitd ei ole johdettu sisditulosta.

Todistus: ||z||; = |1] + - - - |z,| on summanormi avaruudessa V' = C". Vali-
taan mielivaltaiset alkiot x,y, z € V. On siis todistettava, ettd néille alkioille

pétee aksioomat 1 — 4. Nyt

L ||zl > 0Vz e V

Koska |z;| > 0 kaikilla ¢ = 1,2, ..., n itseisarvon mééritelmén nojalla,

niin summanormille

|zll, = |x1]| + - - - |zn| on voimassa ||z||, > 0.
2. |lz]|; =0, jos ja vain jos z = 0.

Vastaavasti kuin kohdassa 1.
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3. lazx|l, = |af||z||, Vo e F,z € V.

lazlly = faz| + -+ |awn| = |af (|z2] +- - + |2n]) = |af|[z]l;, joten

aksiooma 3 on tosi itseisarvon maaritelmén nojalla.

4l +yll < llzll + Nyl Vo, y € V.
Kayttamalla kolmioepayhtilod saamme
e +ylly = ler + ol 4+ fon +yal <
1]+ [yr] + - A o]+ yal = 2]+ za] ] eyl =

2y + [yl

Koska aksioomat 1 — 4 ovat voimassa summanormille, niin se on vektorinor-

mi avaruudessa C".

On vield osoitettava, ettd summanormia ei ole johdettu sisdtulosta. Jotta nor-

mi olisi johdettu sisdtulosta, tulee sille olla voimassa suunnikassaénto [6, s.51]
lz +ylly + lle = ylli =2 2]} + 21lylly.
Valitaan nyt vektoreiksi z = (1,0)" ja y = (0,2)". Tallgin
-+ yll} + Nl = yll} = (21 + ol + |22+ 12)* + (J21 — 91| + w2 — 2])* =
(1] + 12)* + (J1] +]—2/)* = 18, kun taas.

2 2 2 2 2 2
2=y + 2Mlylly = 2 (|lwa] + [22])” + 2 (o] + |ye])™ = 2 (]1))" + 2 (]2])" = 10.

Koska yhtdsuuruus ei ole voimassa, ei normia ole johdettu sisatulosta.

Maiaé&ritelma 3.7 [2,5.265] Maksiminormi, eli [, normi avaruudessa C" on
[2]lo = maz {|aa], . |2}

Maksiminormi on vektorinormi avaruudessa C". Stvuutetaan todistus.

17



Maiésritelmi 3.8 [2,5.265] [, -normi avaruudessa C" on
n 1
Il = (S ")

kaikille p > 1.

Edeltavit esimerkit vektorinormeista ovat kaikki olleet normeja avaruu-
dessa C". Niitd voidaan kiyttdd myos vektorinormien generoimisessa missi
tahansa &érellisuloitteisessa reaali- tai kompleksivektoriavaruudessa V. Jos
B = {b(l), o b(”)} on vektoriavaruuden V kanta, niin

x— [2]g = [21, ... N =N SN SN0

on isomorfismi vektoriavaruudelta V' avaruudelle C". Jos ||o|| on miki tahan-

sa vektorinormi avaruudessa C", niin méaéritelldan

]T LT =30, ;0.

Izl = [|(ls| = ||[z1, - 2

On osoitettavissa, ettd tdmé on vektorinormi avaruudessa V' [2, 5.265 — 266].

Sivuutetaan todistus.

Maiésritelmd 3.9 [2,5.266] Matriisin B € M, sanotaan olevan isometria

vektorinormille ||o|| avaruudessa C", jos
| Bz|| = [l]]

kaikilla x € C™.

Vektorinormin mééaritelmé ei vaadi, ettid vektoriavaruus V' olisi darellisu-
loitteinen. Avaruus V' voi esimerkiksi olla kaikki jatkuvat reaali- ja komplek-

siarvoiset funktiot sisdltavi vektoriavaruus reaalilukuvalilld [a, b].
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Esimerkki 3.10 [2,5.266] Osa seuraavista esimerkkinormeista avaruudessa

C'la,b] on vastaavanlaisia jo avaruudessa C" mddritellyille. Esimerkiksi

Ly -normi: ||fll, = [J21f (t) dt] "

Ly -normi: ||f|l, = J; 1f ()| dt
L, -normi: ||, = [0 17 P at]
Loo -normi: || f|| ., = max {|f (z)| : = € [a,b]}

ovat kaikki normeja avaruudessa C'la, b].
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4 Vektorinormien algebrallisia ominaisuuksia

Annetulle normille (tai normeille) voidaan konstruoida uusia normeja useal-
la eri tavalla. On helppo osoittaa, ettd kahden vektorinormin summa ja
mikd tahansa positiivinen vektorinormin kerroin on jilleen vektorinormi.
Sama pitee vektorin seminormeille. Voidaan myos helposti osoittaa, ettd
jos [lof|, ja [|o[|; ovat vektorinormeja, niin funktio [[of[, joka on mééritel-
ty ||z|| = max {||x||a : HIH6}7 on myos vektorinormi. Namé huomiot ovat eri-

tyistapauksia ja seurauksia seuraavista tuloksista.

Lause 4.1 [2,5.268] Olkoon |[o|, ,...,[loll, ~m kappaletta annettuja vekto-
rinormeja vektoriavaruudessa V' yli Fin (R tai C) . Olkoon ||ol| ; vektorinor-
mi avaruudessa R™ siten, etti ||yl 5 < ||y + 2|5 kaikille vektoreille y,z € R™,
joiden alkiot ovat positiivisia. Tdlloin funktio ||o|| : V — R, joka on mddiri-

T
telty ||z|| = H [Hx”al ey ||:r||am} H on vektorinormi avaruudessa V.
B

Oletus normin ||of| ; monotonisuudesta teoreemassa takaa, ettd konstruoi-
tu funktio ||o|| toteuttaa kolmioepdyhtdlon. Kaikilla [, -normeilla on téi-
mé monotonisuusominaisuus, kuten on myds jokaisella vektorinormilla ||z,
(avaruudessa R™), joka on funktio vain joukon X alkioiden absoluuttisilla

arvoilla. On myos olemassa vektorinormeja, joilla ei ole tdtd ominaisuutta.

Esimerkki 4.2 Olkoon m = 2, V = R? ja [zllg = |21 — 22| + |72]. Osoi-
tettava, ettd |o|5 on vektorinormi avaruudessa R?, mutta funktio ||z| =
H[||:1:||OO : ||:UH1]THB = min {|z1], |x2|} + |z1| + |22| €i ole. Mitkd vektorin ak-

sioomista ||o|| toteuttaa?

Ratkaisu: Osoitetaan ensin, ettd [|of| ; on vektorinormi avaruudessa R?. Vali-
taan mielivaltaiset 21, zo € R? ja osoitetaan, etti niille pitee vektorinormin

aksioomat 1 — 4 avaruudessa V = R* Nyt
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1. H:z:||ﬂ >0V eV
Kolmioepayhtélon perusteella

0 < [o1] = (21| = |2a|) + 22| < |21 — 22| + 22| = [|2] 4, joten viite on

tosi.
2. [[z]l5 =0, jos ja vain jos x=0.

|z1 — @3] + |z2| = 0 jos |x; — xo| = — |z2|. TAmAE on tosi, jos ja vain jos

|z1 — 29| =0 ja |xo| =0, eli kun 1 =0 ja 29 = 0.
3. |lax|l; = |af |z ;Va e R,z € V.
Vektorinormin méiritelmén perusteella
o]y = |awy — awa| + [os| = o (21 — 2)[ + [ [22] =
ol |21 = wo| + [ |22 = |af (|21 — 2| + |22]) = |af [|l]4,
joten |[ax||; toteuttaa aksiooman 3.
4l +ylly <zl + llyllsve,y e V.
Kolmioepayhtélon perusteella
|z +ylls = (21 +y1) = (x2 + y2)| + 22 + 2| =
(w1 — @2) + (41 — y2)| + |22 + 2| < |w1 — @of + [y1 — 2| + |22 + 10 <
21 — ol + Y1 — yo| + [@2] + [y2| = llll5 + llyll5,
joten HoszB toteuttaa myo6s aksiooman 4.
Koska [|az| ; toteuttaa aksioomat 1 — 4, on se vektorinormi avaruudessa
R’

Nyt tiiytyy vieli todistaa, etté funktio [z = |[l|z]]., , Hx||1]THB = min {|z1], |za|}+

21| + | 22| €i ole vektorinormi avaruudessa R,
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Valitaan vektoreiksi = [1,0]" ja y = [0,1]". Muodostetaan nyt normi

| + y|| ja osoitetaan, ettd se ei toteuta aksioomaa 4:

2+ yll < =]l + [yl Vz,y € V.

Nyt

z+y|l = min{|zy + |, o2 + 2l + |21+ | + lra + 1| =1+1+1=3
ja

[zl + 11yl = man{las], [w2]} + [21] + |zo| + min {{p], [y2]} + [v1] + v2| =
0+1+04+0+0+41=2.

Koska nyt ||z + || > ||z||+]|y|, niin vektoripari z = [1,0]" jay = [0,1]” ei to-
teuta aksioomaa 4. Titen funktio ||z = [, ||m||1]THﬁ = min {|z1|, |za|}+

21| + |22| ei ole vektorinormi avaruudessa R?.

Toinen tapa konstruoida uusia normeja vanhoista on annettu seuraavassa

tuloksessa.

Lause 4.3 [2,5.268] Jos ||o|| on vektorinormi avaruudessa C" ja T € M™
on ei-singulaarinen matriisi, niin |[o||,, missd ||x||; = || Tz||, on myds vek-

torinormi avarvudessa C".

Uusia normeja voidaan konstruoida vanhoista myos kidyttaméalla hyviksi

duaalisuuden késitettd. Metodia késitelldin seuraavan luvun lopussa.
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5 Vektorinormien analyyttisia ominaisuuksia

Aikaisemmassa kahdessa luvussa esitetyt esimerkit selventivit, ettd on usei-
ta eri funktioita ||o|| : V' — R jotka toteuttavat normeille asetetut aksioo-
mat. On kiytdnnollistd kdyttdd useita erilaisia normeja, silld toinen normi
voi toisinaan olla maaratyssa tilanteessa kdytdnnollisempi kuin joku toinen
normi. Esimerkiksi /5 -normia on usein helppo kiyttad optimoinnin ongelmis-
sa, koska se on jatkuvasti differentoituva (lukuunottamatta origoa). Toisaalta
tilastotieteessé suositaan [; -normia, joka on differentoituva suppeammassa
joukossa, silli se johtaa estimaatteihin jotka ovat vahvempia kuin klassiset
regressioestimaattorit. Normia [, taas on kuitenkin usein luonnollisinta kéyt-
taa, silla siiné tarkastellaan suppenemista alkio kerrallaan. Valitettavasti sita
voi olla kuitenkin analyyttisesti ja algebrallisesti hankala kiyttaa. Todellisis-
sa sovelluksissa normi, johon teoria luonnollisimmin perustuu ja normi, joka
on tilanteessa helpoin kiyttda laskutoimitusten yhteydessa, eivit valttamat-
td aina kohtaa. Tdméan vuoksi on tirkedd tiedostaa eri normien véliset suh-
teet. Onneksi normit ovat usein "yhtenevid” tietylld vahvalla tavalla, kun on
kyseessé aérellisulottuvuus.

Téamaén luvun analyysissd kdytetddn peruskéisitteend lukujonon suppene-
mista ja vektorinormeja kiytetdin mittaamaan vektoreiden lukujonojen sup-

penemista.

Maé&ritelma 5.1 [2,5.269] Olkoon V wvektoriavaruus yli avaruuden R tai C,
ja olkoon ||o|| avaruuden V' normi. Sanotaan, ettd lukujono {x(’“)} avaruuden
V' wvektoreita suppenee kohti vektoria v € V ( suhteessa normiin ||o||), jos ja

vain jos Hx(’“) — xH — 0, kun k — oo. Jos {x(k)} suppenee kohti vektoria

. . L llo]l -y
x suhteessa normiin ||o||, voidaan kirjoittaa 2® = x tai limy_ox™ = x

suhteessa normiin ||o]|.

On téarkedd tehda selviksi, mikd normi on kyseessd, kun kyseenalaiste-
taan suppenemista. Ongelmia ilmenee kun pohditaan, voiko annettu vekto-
rilukujono supeta suhteessa jonkin normin suhteen, mutta ei toisen normin
suhteen. Tam&a monimerkityksellisyys voi olla ongelma, kun on kyseessa aé-

reténulotteinen vektoriavaruus.
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Esimerkki 5.2 [2,5.270] Olkoon {fi} jono funktioita avaruudessa C'[0,1]

mddritelty seuraavalla tavalla:

fr(@)=0,0<z<1i
filz)=2(KPr— k), L <o < 2
i (2) 22(—kz3/2x+2k1/2), 2 <p<?
fi(@)=0, 2 <z <1,

kun k = 2,3,4,.... Voidaan laskea, ettd
1filly = 35772 = 0, kun k — 0, || fill, = J5 kaikilla k, || fill . =

kY2 — oo, kun k — oo.

Raja-arvo limy_ fr = 0 suhteessa normiin L, mutta ei suhteessa normeihin
Ly ja L.

Esimerkki 5.3 [2,5.270] Osoitettava kolmioepdyhtilon avulla, ettd jos ||o||

~ : ol . o] .
on vektorinormi, x® = ja 2™ =y, niin x = y.

Todistus: Tehddan vastaoletus, ettd x # y. Sovelletaan raja-arvon mééritel-

o]

mii ja valitaan € = ||z — y|| /2, € > 0. Koska *) == ., on olemassa sellainen

ny € Z, siten, ettd

n>n = H£(k) - mH < H“’;y”.

Toisaalta, koska z(® Lid y, on olemassa sellainen ny € Z, siten, ettd

nz=ny = Hx(’“) — yH < lesl,

Olkoon ny suurempi luvuista n; ja ny. Kun n > ng, saamme lisddamalla ja

vihentamilld () :n sekd kiyttamalld kolmioepiyhtalod
ool = =242 ] < ] ] < B e
= ||z —yl,
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mistd seuraa ristiriita. Tdten vastaoletus on vaard ja xr = y.

Onneksi Esimerkin 4.2 ilmi6 ei voi tapahtua dérellisulotteisen vektoriavaruu-
den ollessa kyseessi. Jotta tdmé& olisi helpommin nahtavissa, tarvitsemme

lemman normien jatkuvuuden ominaisuuksista.

Lemma 5.4 [2,5.271] Olkoon ||o|| normi vektoriavaruudessa V' yli avaruu-
den F (R tai C) ja olkoon vektorit vV 22 . . 2™ € V annettu. Funktio g :

F" — R, joka on mddritelty g (21, 22, - - -, Zm) = Hzlx(l) + 202 - 2™

J

on tasaisesti jatkuva funktio.
Todistus: Olkoon u = 7 uz™ ja v = X7, ;2% ja lasketaan
|9 (Wi, g, . um) — g (V1,02 o) = [flull = [[ofl] < flu—v]| =

HZ?L (u; — v;) 2

‘xu)

=7 Ju; — v < Cmaxi<i<m |ui — vil,
missd C'=m mazi<i<m Hx(Z)H

Ensimméinen epéiyhtédlé voidaan johtaa Lemmasta 2.2. On huomattavissa,
ettd dérellinen vakio C' on riippuvainen ainakin normista [[o] ja m kappa-
leesta vektoreita (M, 22 ... 2™ € V. Jos vektorit ) (i = 1,2,...m) ovat
kaikki nollavektoreita, ei ole mitédin osoitettavaa. Jos vektorit taas eivit ole

nollavektoreita, niin C' > 0. Jotta saadaan
lg (w1, u, ... Up) — g (v1,02, ..., 0m)| <eé,
voidaan valita |u; —v;| < €/C.

Vaikka vektoriaaruuden V' ei tarvitse olla dédrellisuloitteinen lemmaa varten,

on tirkedd, ettd vektorien ( lukuméiird on direllinen.

Avaruuden V aarellisulotteisuus on olennaista seuraavien lauseiden kanssa.

Kaytetddn seuraavan Lauseen 5.6 todistuksessa apuna seuraavaa apulauset-

ta:
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Apulause 5.5 (Weierstrassin -lause) [2,s.541] Olkoon S ddrellisulottei-
sen reaali- tai kompleksivektoriavaruuden V- kompakti osajoukko. Jos f : S —

R on jatkuva funktio, niin on olemassa piste T, € S siten, ettd
f @min) < f (2)

katkilla x € S. Lisdiksi on olemassa piste ., € S siten, ettd

f (@) < f(Tmaz) kaikilla x € S.

Toisin sanoen, funktio f saa miniminsd ja maksiminsa joukossa S.

Lause 5.6 [2,5.271] Olkoon f, ja fy kaksi reaaliarvoista funktiota ddrellisu-
lotteisessa vektoriavaruudessa V- yli avarvuden F. Olkoon (3 = {x(l), FACI N ,x(")}

vektoriavaruuden V' kanta. Oletetaan, ettd fi ja fo ovat

(a) positivisia: f; (x) > 0 kaikilla x € V ja f; (x) =0, jos ja vain jos x = 0;
(b) homogeenisia: f; (ax) = |a| f; (x) kaikilla o € F ja kaikilla x € V; ja

(¢) jatkuvia: f; (x (2)) on jatkuva avaruudessa F", missd

z=lz1,22,..., zn}T € F" jax(2) = 210W + 202@ + .. 4 2,20,

Nyt on olemassa darelliset positiwviset vakiot C,, ja Cyy siten, ettd

Crf1(z) < fo(z) < Cmfi ()

kaikilla vektoreilla z € V.

Todistus: Todistuksessa kiytetddn apulauseena aiemmin esiteltyd Weierstras-
sin lausetta.

Madéritellaan nyt funktio h siten, ettd h (z) = fo (z(2)) /f1 (z (2)) euklidi-
sessa yksikkéympyréssd S = {x € F" : ||2]|, = 1}. Tam4 on kompakti joukko
avaruudessa F". Tulee huomata, ettd funktion h (z) nimittdja ei tule nollaksi
kohdan (a) nojalla joukossa S. Téstd seuraa, ettd kohdan (c¢) nojalla funktio

on jatkuva joukossa S. Kayttaméaalla apuna Weierstrassin -lausetta voidaan
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todeta, ettd jatkuva funktio h (z) saavuttaa dérellisen positiivisen maksimin

C)r ja postiivisen minimin ), kompaktissa joukossa S. Téten

Cnfi(x(2)) < fa(2(2)) < Cufi (2 (2))

kaikille z € S. Koska z/ ||z||, € S kaikilla z € F" (2 # 0), homogeenisuuso-
minaisuus takaa, ettd epayhtalot pitavit paikkansa kaikille nollasta eroaville
z € F". Ne pitévéat paikkansa triviaalisti, kun z = 0, silld f; (0) = 0. Kaikille
vektoreille x € V pétee taas muoto x = z (z) jollain z € F". Koska § on

kanta, viitetyt epayhtélot patevat kaikilla x € V.

Maaritelmi 5.7 [2,5.272] Olkoon V reaali- tai kompleksivektoriavaruus. Ol-
koon lisikst f funktio f :V — R, joka toteuttaa kolme hypoteesia positiivi-
suudesta, homogeenisuudesta ja jatkuvuudesta Lauseessa 5.6. Tdlloin funk-

tion f sanotaan olevan esinormi.

Téarkein esimerkki esinormien luokasta on tietysti vektorinormit: Lemman 5.4
mukaan jokainen vektorinormi tayttda Lauseen 5.6 oletuksen jatkuvuudesta.

Esinormi, joka toteuttaa kolmioepdyhtélon, on vektorinormi.

Seuraus 5.8 [2,5.272] Olkoon ||o||,, ja [|o||; mitkd tahansa kaksi vektorinor-
mia ddrellisulotteisessa reaali- tar kompleksivektoriavaruudessa V. Tdlloin on

olemassa ddrelliset posititviset vakiot Cyy ja C,, siten, ettd
C izl < llzllg < O ]l

kaikilla vektoreilla z € V.
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Esimerkki 5.9 Olkoon x = [a:l,a:Q]T € R?. Pohdittava seuraavia normeja

|z]|, = H[lO:m,xz]THoo ja [|z|l; = H[xb 10932]TH00 avaruudessa R?. Osoitetta-

2
va, ettd funktio f(x) = (||x||a Hx||ﬁ) on esinormi avaruudessa R*, mutta

el norma.

Ratkaisu: Tutkitaan ensin, onko funktio f esinormi, eli toteuttaako se kohdat
(a) — (c) Lauseessa 5.6. Valitaan mielivaltainen vektoriaaruuden R vektori

x. Talloin

(a) positiivisuus: f (x) > 0 kaikilla z € R* ja f (z) = 0, jos ja vain jos = 0;

/2

f (@) = (|01, @] | _ ||, 1025 )" =

(maz {1021, ||} * maz {|z1], [10z|})/* =

(maz {10 |z, |za|} * maz {|z1], 10 |zo| )2

Koska |z1|,|ze] > 0, niin tdytyy olla voimassa f(x) > 0. Lisiksi, jotta
f(x) = 0, niin maz {|z1], |x2|} = 0. Taten itseisarvon positiivisuuden no-

jalla 2 = [0,0]". Funktio on siis positiivinen.

(b) homogeenisuus: f (ax) = |a| f (z) kaikilla o € F ja kaikilla 2 € R?

Nyt vektorille z = [x1, 25]" on ax = [azy, axs]”. Téten

(maz {|100z, |, |azs|} * maz {|ax:|, |10azs|})? =

(lo maz {[10z1] , |@s[} * [ maz { |21, [10,]})"/* =

la| (max {1024 |, |x2|} * max {|z4], ]103:2]})1/2

pistetulon ja itseisarvon laskusiédntojen nojalla. Funktio on tédten homogee-

ninen.
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(¢) jatkuvuus: On aiemmin Maaritelméssé 3.7 todettu, ettd maksiminormi on
vektorinormi. Téten normit ||z|, ja [[z]|; ovat vektorinormeja. Lemman 5.4
nojalla jokainen vektorinormi tayttdd Lauseen 5.6 oletuksen jatkuvuudesta
ja téten normit [|z([, ja ||z[| ; ovat jatkuvia. Jatkuvuuden mééritelmén nojal-
la myds ndiden tulon muodostava funktio [|z||, [[x]|; (> 0) on jatkuva. Koska
neligjuurifunktio (y)l/ ® on jatkuva funktio kaikilla y > 0, on myds niiden
funktioiden yhdiste (HxHa \|$Hﬂ>l/2 jatkuva funktion jatkuvuuden médritel-

mén nojalla ja titen funktio f toteuttaa aksiooman jatkuvuudesta.

Titen funktio f (x) on esinormi avaruudessa R?.

Nyt tulee vield osoittaa, ettd funktio ei ole vektorinormi. Todistetaan, etta
vektorinormin méaéritelmin kohta 4 ei ole tosi kisittelemdmme funktion f
ollessa kyseessid. Tehdain se vastaesimerkin avulla. Olkoon vektorit x; ja xo

méiritelty seuraavalla tavalla: 2 = [1,0]" ja z, = [0,1]". T4llsin
F(L7) = £ (1,0 +[0,117) = 10> 2v/10 = £ ([1,0") + £ ([0,1]7).
Koska tassd yhtélossd f (z1 + z2) > f (z1) + [ (22),

niin funktio el toteuta vektorinormin maaritelmai.

Esimerkki 5.10 Olkoon |[of|,, ,..., ||, vektorinormeja avaruudessa V.

. " 1k .
Osoitettava, etti f (x) = (HxHa1 e Hx||ak> jah(x) = min {||x|]a1 ey ||x|]ak}

ovat esinormeja avaruvudessa V.

Todistus: Jotta funktiot f (x) ja h(z) ovat esinormeja avaruudessa V, tulee
niiden toteuttaa Lauseen 5.6 kolme hypoteesia positiivisuudesta, homogeeni-
suudesta ja jatkuvuudesta. Valitaan mielivaltainen vektori x € V ja tarkas-

tellaan funktioita rinnakkain.

(a) positiivisuus: f (z),h(x) > 0 kaikilla z € V ja f(x),g(z) = 0, jos ja

vain jos x = 0;
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Koska ||o]|,,, ,---,lo][,, ovat vektorinormeja avaruudessa V', on niille voimas-
sa [[o]|, > 0 kaikilla i =1,... k. Titen f(z) > ja h(z) > 0 kaikilla z € V.
On my6s selviisti nihtéivissé, ettd koska ||z[[,, = 0 (Vi =1,2,...,k), jos ja
vain jos z = 0 vektorinormin mééritelmén perusteella, on lauseen (a) lop-

puosa myds tosi molemmille funktioille.

(b) homogeenisuus: f (Bx) = |5| f (x) ja g (Bx) = |5] g () kaikilla « € F ja
kaikilla x € V'

1/k
Tarkastellaan ensin funktiota f (z) = (HxHa1 e ||x||ak) * Nyt vektorinor-

min madritelmén perusteella funktiolle f on voimassa

1/k 1/k
£ (Bz) = (182l - 182la,) " = (181112, - 18] I ll,,)
Nyt

1/k

(18D el -+ Nlzlla) ™" =181 (Il - llell,,) " =181 f ().

Téten funktio f on homogeeninen. Tarkastellaan seuraavaksi funktiota h ()
min {||x||oé1 ey ||m||ak} Nyt

h(pa) = min {12l ... |82l } = min {|8] e, .- .18 I, }

Tama yhtilo voidaan edelleen kirjoittaa muotoon

Blmin {||z]l,, .- 2l | = 181k (@),

silld [3] on kertoimena jokaisessa ||z|, ,i = 1,2,... k. Tdten myds funktio

h on homogeeninen.

(¢) jatkuvuus: Koska |[o]| -5 lloll,, ovat vektorinormeja avaruudessa V,

oy )T
niin Lemman 5.4 nojalla ne toteuttavat Lauseen 5.6 oletuksen jatkuvuu-
desta. Tarkastellaan ensin funktiota f (z). Koska jatkuvien funktioiden tulo

on jatkuva, on myos (||x||a1 e H:U||ak) jatkuva. Koska potenssifunktio (o)%

. . . 1k . .
on jatkuva, on myos funktio f (z) = (H:)@Ha1 e HxHak) jatkuva jatkuvuu-
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den mééritelméan perusteella (yhdisteen jatkuvuus). Tarkastelaan seuraavaksi
funktiota h (z) = min {||$||a1 ey ||[L‘||ak} Téamai on jatkuva, silla kaikki nor-

mit [|o]| -5 lloll, ovat jatkuvia. Téten molemmat funktiot f(z) ja g (=)

oy’ "

toteuttavat kohdat (a) — (¢) ja ovat néin esinormeja.

Seuraus 5.11 [2,5.272] Olkoon |o|, ja [|o|l; ovat vektorinormeja ddrelli-
sulotteisessa reaali-, tai kompleksivektoriavaruudessa. Jos {x(k)} on annetiu
jono vektoreita, niin tilldin limy,_...x®) = x suhteessa vektorinormiin ||o||,,

jos ja vain jos limy_..ox'®) = x suhteessa vektorinormiin ||o||ﬁ.
Todistus: Koska

O o =2, < [[a® =], < Ou [ =4

«

kaikilla £ € N, on voimassa

k)

Hx(’“) - mHa — 0, jos ja vain jos Hx( — mHﬂ — 0.

Maaritelma 5.12 [2,5.273] Kahden normin sanotaan olevan yhtenevdit, jos
aina kun sarja kun sarja {x(k)} suppenee kohti vektoria x suhteessa ensim-
mdiseen normiin, niin se suppenee kohti samaa vektoria x suhteessa toiseen
normiin. Seuraus 5.11 toteaa, ettd ddrellisulotteiselle reaali- tai kompleksi-
vektoriavaruudelle kaikki vektorinormit ovat yhtenevid. Esimerkissd 5.2 oli
ndhtdvissd, ettd kaksi erilasta normia eivdt valttamdtia ole yhtenevida ddarelo-

nulotteisessa avaruudessa.

Koska kaikki vektorinormit ovat yhtenevid vektorinormin [jo||__ suhteen ava-

ruudessa R" tai C", saamme
limp_oox® =z

suhteessa mihin tahansa vektorinormiin, jos ja vain jos

(k)

limy_oox; = z; kaikillaz=1,2,... n.
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Komponenttikohtainen suppeneminen (suhteessa mihin tahansa kantaan) on

yhtenevad suppenemiseen suhteessa mihin tahansa vektorinormiin.

Toinen térked seuraus Madritelmésta 5.12 on, ettd kaikkien vektorinormien
yksikkopallot ja yksikkOympyrit ovat kompakteja. Tastd seuraa, ettd minka
tahansa vektorinormin jatkuva (kompleksisia arvoja saava) funktio yksikko-
pallossa on rajoitettu ja se saa maksiminsa ja miniminsi, jos se on reaaliar-

volnen.

Seuraus 5.13 [2,5.273| Olkoon V vektoriavaruus yli avaruuden R" tai C" ja
olkoon f (o) esinormi avaruudessa V. Joukot {x : f (x) <1} ja{x: f(x) =1}
ovat tdlloin kompakteja. Erityisesti, jos ||o|| on vektorinormi avaruudessa V,
niin suljettu yksikkopallo {z : ||x|| < 1} ja yksikkéympyrd {x : ||z|| = 1} ovat

molemmat kompakteja.

Todistus: Lauseen 5.6 nojalla on olemassa erds C' > 0 siten, ettd ||z|, <
Cf (z) kaikilla x € V. Téaten joukko {x : f () < 1} on rajoitettu ja se sisél-
tyy tavalliseen euklidiseen palloon (jonka sidde on C ja keskipiste origossa).
Molemmat joukot {z : f (z) < 1} ja{z : f () = 1} ovat suljettuja, silld f (o)
on jatkuva. Nyt, koska suljettu rajoitettu joukko avaruudessa R" tai C" on

kompakti, on Seuraus 5.13 todistettu.

Todennakoisemmin joudutaan madrittAméaan suppeneeko annettu jono {x(k)}
lainkaan, kuin ettd suppeneeko se johonkin méarattyyn vektoriin. Tésté syys-
td tarvitaan suppenemiskriteeri, joka on riippumaton raja-arvosta x, johon

jono suppenee. Jos on olemassa tallainen raja-arvo x, niin
0] = [ = =9 < o= ]+ 2] =0

kun k,7 — oo. Tdmaé toimii inspiraationa seuraavalle maaritelmalle.

Maaritelma 5.14 [2,5.274] Jono {x(k)} vektoriavaruudessa V' on Cauchyn

jono suhteessa vektorinormiin ||o||, jos kaikille € > 0 on olemassa positiivinen
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kokonaisluku N (€) siten, ettd

Hx(/ﬂ) — p(k2)

<e€
kun kl,kg 2 N(G)

Lause 5.15 [2,5.274] Olkoon ||o|| annettu normi ddarellisulotteisessa reaali-
tai kompleksivektoriavaruudessa V. Olkoon lisiksi {m(k)} annettu jono vek-
toreita avaruudessa V. Jono {x(k)} suppenee kohti jotakin vektoria avaruu-

dessa V', jos ja vain jos se on Cauchyn jono suhteessa normiin |[o||.

Analyysin peruslauseen perusteella jono on Cauchyn jono reaalilukujen ja
kompleksilukujen kunnassa, jos ja vain jos se suppenee johonkin skalaariin
a (o € R tai @ € C). Tamé tunnetaan tiydellisyysominaisuutena reaali- ja
kompleksilukujen kunnissa. Olemme juuri osoittaneet, ettd taydellisyysomi-
naisuus ulottuu dérellisulotteiseen reaali- ja kompleksivektoriavaruuteen suh-
teessa mihin tahansa normiin. Valitettavasti taydellisyysominaisuuden ei tar-

vitse pated vektoriavaruuksille, jotka eivit ole ddrellisulotteisia.

Miaritelma 5.16 [2,s.274] Olkoon ||o|| vektoriavaruuden V normi. Vekto-
riavarvuden V' sanotaan olevan tdydellinen suhteessa normiin |[o||, jos jo-
kainen Cauchyn jono suppenee kohti vektoriavaruuden V pistettd suhteessa

normiin ||o||.

Kun hyédynnetéén aiemmin luvussa annettua tietoa, ettd minké tahansa vek-
torinormin (tai esinormin) yksikképallo avaruudessa R" tai C" on kompakti,

voidaan esittdd uusi kiyttokelpoinen metodi johtaa uusia normeja vanhoista.

Miaaritelma 5.17 [2,.275] Olkoon f (o) avaruuden R" tai C" esinormi.
Funktiota

Py = max -1 Rey*x
kutsutaan funktion f duaalinormiksi.
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On helppo huomata, ettd duaalinormi on hyvinmééritelty funktio avaruudes-
sa V, silla Rey*r on x:n jatkuva funktio kaikilla (kiinnitetyilld) vektoreilla
y € V jajoukko {x : f () = 1} on kompakti joukko Seurauksen 5.13 nojalla.
Weierstrassin teoreeman mukaan funktion Re y*r maksimi saavutetaan jos-
sakin pisteessd zg € {x : f (x) = 1}. Jos ¢ on skalaari siten, ettd |c| = 1, niin

funktion f homogeenisuuden perusteella saamme

MAT f(z)=1 |[Y*T| = Max pz)=—1maz|=1 Re cy*x = maxjzy—1maz =1 Rey* (cx) =

MAT || =1MAT (5 /=1 Re y* T = max -1 Rey*z.
Téaten yhteneva ja joskus kdytdnnollinen méaaritelmé duaalinormille on

(5.1) [P (y) = maz )= |y*z|.

Lopuksi on tutkittava, ettd nimi duaalinormi funktiolle fP on hyvin perus-
teltu. Funktio f7 (o) on selviisti homogeeninen ja positiivinen, silli jos y # 0,
niin voidaan kiyttdd funktion f (o) homogeenisuutta hyviksi osoitettaessa,

etta

D — * y llyll3
1P (4) = maa ) ly'e] > i >

v 7| = 3

On huomionarvoista, ettd vaikka funktio f (o) ei noudata kolmioepéyhtaloa,

sen duaali f” (o) aina noudattaa:

fPy+2) = mazgw1|(y + 2)" 2| < mazpe- [lye] + |2"2]] <
Maz =1 |y* x| + mazpay=1 |2*x) = P (y) + 7 (2).

Esinormin duaalinormi on téten siis aina normi.

Eli miké tahansa esinormi generoi normin prosessissa, kun konstruoidaan du-
aalinormia. Yleisin tapaus tdstd konstruoinnista on esinormille, joka on ai-

dosti normi.

Duaalinormille annetaan yksinkertainen epiyhtilé seuraavassa Lemmassa.
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Tullaan osoittamaan, etté se on yleistys Cauchyn-Schwartzin epayhtalosta.

Lemma 5.18 [2,5.276] Olkoon f (o) esinormi avaruudessa R™ tai C". Tal-

Gin

x| < f (2) f7 (y)
lyz| < fP(2) f (y)
kaikilla, z,y € V.

Todistus: Jos x # 0, niin

* X

Y 7@

< mazge= Yzl = [P (y),
ja tdmén vuoksi
ly x| < f(x) £P (y).

Koska epayhtdlé on tosi yhéd, kun x = 0, ensimmaéinen epédyhtilo on tosi.
Toinen epayhtilo seuraa ensimmadisestd, silld itseisarvon méiritelmén nojal-

la |y*z| = |z*y].

Tutuimpien vektorinormien duaalit on helppo tunnistaa. Jos z,y € C", niin

Hélderin epayhtdlon erityistapaus on

(5.2) ly*z| = |1 giwi| < mazi<icn lyil X5y |25 = [yl 12]]-

Olkoon y annettu vektori. Y14 oleva epayhtélo (5.2) on yhtélo, kun = on yk-
sikkovektori (suhteessa normiin |[o|,) siten, ettd z; = 1 jollakin i:n arvolla,
jolle |yi| = ||yl ja ; = 0 muutoin. Olkoon z nyt annettu vektori siten, etté
x # 0. Epéayhtélossd (5.2) on yhtasuuruus edelleen, kun y on yksikkovektori

(suhteessa normiin ||o|| ) siten, ettd
Yi = i/ |zl
kaikille 7 siten, etté
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Z; 7& O:
ja y; = 0 muulloin. Téten

D
(Iyll)™ = maza, =1 [y*z] = maz ey, =1 [yl 2]l = vl

D
(1ylloe)” = maz)q) =1 [y* x| = mazzy_=1 |yl ]l = lylly

Nyt voidaan paitelli, ettd

D . D
(l[ell))™ = llells Ja (lelloe)™ = lloll;-

Tarkastellaan nyt euklidista normia ||o||,, annettua vektoria y (y # 0) ja mie-

livaltaista vektoria x. Cauchyn-Schwarzin epayhtdléon mukaan
(5.3) ly*z| = X Giwil < [lylly [l

ja yhtésuuruus on voimassa, kun =z = y/|[|y|,. Kéyttamalla viitetta, jota kay-

tettiin jo aiemmin [;- ja [,-normeille, voidaan todeta ettd

(Iyll)” = l1yll,-

Taten euklidinen normi on oma duaalinsa.

On havaittavissa, ettd jokaiselle kolmelle normille, [y, l5 ja [, duaalinormin
duaali on alkuperdinen normi. Tama4 ei ole silkkaa sattumaa. Duaalisuuslause

[Lause 6.14] toteaa, ettd niin on aina.

Naistd kolmesta esimerkkinormista ainoastaan euklidinen normi on yhta kuin

oma duaalinsa. Téata kasitellddn seuraavassa lauseessa.

Lause 5.19 [2,5.277] Olkoon ||o|| avaruuden V (R" tai C") vektorinormi.

Olkoon lisiksi ||o||” sen duaalinormi ja skalaari ¢ > 0 annettu. TéllGin
D

2]l = ||z

kaikilla x € V', jos ja vain jos
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lell = velloll,-
Erityisests
D
lofl =l
jos ja vain jos ||o|| on euklidinen normi ||o||,.
Todistus: Jos [[o|| = v/c||o||, ja € V, niin

*

Y
e

D
l2]|” = maz =1 |27y| = mazyy),—1) e |2*y] = maz)y),=

Lmazyy,-1 |yl = L 2lly = L llzll, = [,

kaikilla z € V. Jos
lofl = ¢ |lo]l?,

jollakin skalaarin ¢ arvolla ja jos x € V, niin Lemman 5.18 nojalla saadaan

epayhtalo

2 D 2
2l = le*z] < |zl |l=]” = [l=]".
Tamén nojalla

2]l = Ve llzll,-

Tata epayhtaloa voidaan kiyttdd saadaksemme vastakkaisen rajan, kun x #

0 seuraavalla tavalla.

Yzl = lol|” = mazyyj—1 |z*y| =
mazy 0 [2* | = mazy o | I <
MALy20 x*m % =

T, ve| = 2z 7

Y114 olevassa yhtdlossé on kéytetty hyviksi yhtalod ||y, / [Jy]] < 1/+/c kaikil-
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la y # 0. Cauchyn-Schwarzin epayhtilo takaa sen, etté kiinnitetyn vektorin
(x # 0) ja euklidisen yksikkovektorin sisdtulon dériarvomaksimi esiintyy, kun

yvksikkovektori on yhdensuuntainen annetun vektorin kanssa. Téten

2]l < Vellzll,

kaikilla x € V. Taméa yhdessd aiemmin todistetun epdyhtdlon kanssa osoit-

taa, etta

el = vellxl,

kaikilla x € V. Viimeinen viite seuraa, kun valitaan ¢ = 1 ja tdma osoit-
taa, ettd euklidinen normi on ainoa normi, joka on yhtipitivi oma duaalinsa

kanssa.

Maiaritelmi 5.20 [2, s.278] Olkoon x annettu vektori ja ||o|| annettu vekto-

rinormi avarvudessa C". Joukon
) D *
{y e C":lyll” |zl = y*x = 1}

sanotaan olevan vektorin x duaali suhteessa vektorinormiin ||o||. Talléin jar-
jestetyn vektoriparin (x,y) € C" x C" sanotaan olevan duaalipari suhteessa
vektorinormiin |[o|| , jos y on vektorin x duaalissa suhteessa vektorinormiin

o]l

Seurauksesta 6.15 seuraa, etté jos ||o|| on vektorinormi, niin vektorin x € C"
jokainen duaali suhteessa vektorinormiin ||o|| on epétyhji. Se voi siséltda

yhden tai useamman pisteen.
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6 Vektorinormien geometrisia ominaisuuksia

Alkukantainen geometrinen muoto vektorinormille on sen yksikkopallo, jonka

avulla voidaan saavuttaa huomattavia oivalluksia normeista.

Maaritelma 6.1 [2,5.281] Olkoon ||o|| vektorinormi reaali- tai kompleksi-
vektoriavaruudessa ja olkoon x avaruuden V piste. Olkoon myds r > 0 an-

nettu. Talloin r-sdteinen pallo keskipisteenddan x on joukko
Bjoy (riy) ={y €V lly— | <r}.
Lisdksi vektorinormin ||o|| yksikkopallo on joukko

Bjoj = Byjo (1;0) ={y € V : [ly|| < 1}.

Pallo, jonka séde on annettu ja jonka keskipiste on miki tahansa piste x nayt-
tiaa samalta, kuin pallo, jonka sdde on sama ja keskipisteené origo. Yksikko-
pallo on vain siirretty” pisteeseen x. Yksikkopallo on geometrinen yhteenveto
normista, joka homogeenisuusominaisuutensa vuoksi luonnehtii normia .It-
se asiassa vain yksikkopallon B, raja tarvitaan. Téssa luvussa maaritetain
tarkasti, mitkd avaruuden C" osajoukot voivat olla jonkin vektorinormin yk-

sikkopalloja.

Maidritelmi 6.2 [2,5.282] Vektorinormia sanotaan monitahokkaaksi, jos sen
yksikkopallo on monitahokas. Monitahokkaan joukon antaa ddrellinen mddrd

lineaarisia epiyhtilditi S = {x|Ax < b}, jossa A on m X n -matriisi.

Kasitteet avoimesta ja suljetusta joukosta ovat hyvin helppoja maarittaa vek-

toriavaruudessa, jossa on normi.

Maésritelmi 6.3 [2,5.282] Olkoon |[o|| normi reaali- tai kompleksivektoria-
varuudessa ja olkoon S avaruuden V osajoukko. Pisteen x € S sanotaan ole-

van joukon S sisdpiste, jos on olemassa sellainen € > 0 siten, ettd B (e;x) C
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S. Joukon S sanotaan olevan avoin, jos jokainen joukon S piste on sisdpiste.
Joukon S sanotaan olevan suljettu, js sen komplementti on avoin. Joukon
S rajapiste on sellainen piste x € V siten, ettd limy_.ox™ = x suhteessa
normiin ||o|| jollekin jonolle {x(k)} C S. Joukon S sulkeuma on joukon S
unioni joukon S rajapisteiden kanssa. Joukon S raja on leikkaus joukon S
sulkeuman ja joukon S komplementin sulkeuman kesken. Joukko S on rajoi-
tettu, jos on olemassa sellainen M > 0 siten, ettd S C Bjo (M;0). Joukko
S on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelli on ddrellinen osapeite.
Toisin sanoen joukkoa S kutsutaan kompaktiksi jos sen jokaiselle peitteel-
le Uy, Sa D S, jossa S, on avoin joukko, loydetddn darellinen osakokoelma

N S., DS, joka edelleen peittii joukon S.

Huomautus 6.4 [2,5.283] Jos ||o|| on ei-triviaalin reaali- tai kompleksivek-
toriavaruuden V (dimV # 0) normi, niin 0 on yksikkdpallon By sisdpiste.

Tamd seuraa normin ||o|| homogeenisuudesta ja positiivisuudesta, silla nyt
1. :
Bio| (5’0) C By (1;0).

Ndin siksi, ettd atemman normin raja sisdaltyy jalkimmdaisen sisdpisteisiin.

Huomautus 6.5 [2,5.283] Vektorinormin yksikképallo on tasapainotettu; jos
x on yksikkdpallon sisdpuolella, niin myos ax on yksikkdpallon sisdpuolella
milld tahansa skalaarilla o siten, ettd |a] = 1. Tamd seuraa vektorinormin

homogeenisuusominaisuudesta.

Huomautus 6.6 [2,5.283] Vektorinormin yksikképallo ddrellisulotteisessa vek-
toriavaruudessa on kompakti. Se on rajoitettu vektorinormin homogeenisuuso-
minaisuuden nojalla ja suljettu, silli normi on aina jatkuva funktio. Adrelli-

sulottuvuuden tapauksessa suljettu rajoitettu joukko on kompakti, mutta tdmd
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el ole aina totta kun kyseessd on ddaretonulottuvuus. Kompaktien joukkojen
ominaisuus, jota kdytetdaan usein hyvaksi, on jo atemmin tutkielmassa esitelty
Weierstrassin teoreema. Jatkuva reaaliarvoinen funktio kompaktissa joukossa
on rajoitettu ja se saa supremuminsa ja infimuminsa tdssd joukossa. Tdamdn

vuokst usein viitataan tdillaisten funktioiden “maksimeihin” ja "minimethin”.

Huomautus 6.7 [2,5.284] Vektorinormin yksikkdpallo on konveksi.

Todistus: Jos ||z|| < 1, ||ly|| <1 ja a € [0, 1], niin
laz + (1 =) y[| < laz|+]|(1 — o)yl = aflz][+(1 - a) [y <o+l —a) <
L

joten ax + (1 — ) y siséltyy my6s yksikkopalloon.

Aiemmat valttaméattomat ehdot yksikkopallolle ovat riittdvat normin luon-

nehdintaan.

Lause 6.8 [2,5.284] Joukko B ddrellisulotteisessa reaali-, tai kompleksivek-
toriavaruudessa on vektorinormin yksikképallo avaruudessa V', jos ja vain

jos joukko B on

(i) kompakti,

(17) konvekst,
(iii)tasapainotettu ja
(1v) 0 on sen sisdpiste.
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Todistus: Ehtojen (i) — (iv) valttdmattomyys on jo tutkittu. Ndhddksem-
me, ettd ne riittdvit normin madritelméain, tutkimme mielivaltaista pistettia
x € V (x #0). Muodostetaan sidesegmentti {ax : 0 < o < 1} origosta pis-
teen x kautta. On mééritettdva pisteen x ja origon etdisyys suhteellisena
etdisyytend pitkin sddettéd, kun kiytetdan yhtend yksikkond séteen pituutta
origosta yksikésitteiseen pisteeseen yksikkopallon rajalla. Muodollisemmin,

on médritettdva ||x|| siten, ettéd
2]l =0, jos z =0 ja
|| :mm{% t>0Ntxr € B},josx;é().

Tamé funktio on hyvin mééritelty, ddrellinen ja positiivinen milld tahansa
vektorilla z, silld B on kompakti ja origo on sen sisdpiste. Kdyttamalld tasa-
painoisuusominaisuutta on helppo ndhda, etté ||o|| on homogeeninen funktio,
joten jaa jiljelle tarkastaa, ettd se toteuttaa kolmioepdyhtalon. Olkoon z ja
y ovat annetut vektorit siten, ettd z,y # 0. Nyt z/||z|| ja y/|ly|| ovat yksik-

kovektoreita, jotka ovat joukon B rajalla. Konveksiivisuuden nojalla vektorin

=l o Iyl v
z = TS T
Tall+ ol Tzl + Tall-+ ol T

taytyy myos joukon B vektori. Tamén vuoksi ||z|| < 1 ja on helposti lasket-

tavissa, ettd tAma on yhtenevi epiyhtéilon ||z + y|| < ||z|| + ||y|| kanssa.

Kaikilla tunnetuilla [,-vektorinormeilla on ominaisuus, ettd ||z|| riippuu ai-
noastaan vektorin x alkioiden absoluuttisista arvoista. Tamaéan lisdksi jokai-
nen [,-normi on vektorin z alkioiden absoluuttisten arvojen kasvava funktio.

Néama kaksi ominaisuutta eivit ole vertailukelpoisisa kesken&én.

Maiéaritelmé 6.9 [2,5.285] Jos © = [z;] € F", (R" tai C"), niin mdadritel-

ladan |x| = [|z;|]. Sanotaan, ettd

| < [yl, jos |zi| < |yl
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kaikilla i = 1,2,...,n. Tdlldin avaruuden F" vektorinormin ||o|| sanotaan

olevan

(a) monotoninen, jos epdyhtalistd |z| < |y| seuraa ||z|| < ||y|| kaikilla x,y €
F" ja

(b) absoluuttinen, jos ||z| = |||z||| kaikilla x € F".

Lause 6.10 [2,5.285] Avaruuden F" (R" tai C") vektorinormi ||o|| on mo-

notoninen, jos ja vain jos se on absoluuttinen.

Todistus: Olkoon vektorinormi ||o|| monotoninen, = € F" ja y = |z| . Téll6in
[yl < |z ja || <y,

joten

Iyl < ll=ll Ja [lz]l < llyll

Niin vektorinormi [[o|| on absoluuttinen.

Todistuksen toinen puoli: oletetaan, ettd ||o|| on absoluuttinen. Olkoon
nyt r = [x;] € F" annettu vektori ja k annettu kokonaisluku siten, ettd
1 < k < n. Olkoon lisiksi a € [0, 1]. Télloin

(6.1) H[xh-.-,Jfk_1,ocxk,xk+1,...,xn]TH -

H% (1= Q) [0, oy Thety =T Tt -5 T) + 5 (L= )2+ oza:H <
L= a) ||l men ks w5 (= ) o] + |z =
s =a) |z +5 (1= a)llz] +alz] =[]

Oletusta normin absoluuttisuudesta kiytetddn vain viimeistd edellisessa yh-
talossd. Toistamalla yhtdlod (6.1) eri komponenteille, voidaan osoittaa, etta
absoluuttisilla normeilla on seuraava ominaisuus:

(6.2) H[Oqﬂﬁ, . ,anxn]TH < H[=T17 e Jn]T

?
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kaikille z € F" ja kaikille a; € [0,1], kun & = 1,2,...,n. Lopuksi, jos
|z| < |y, niin jokaiselle k = 1,2, ..., n on olemassa reaaliluvut oy ja [y siten,
etti ap € [0,1] ja x5, = age*y,. Kiyttamélld vektorinormin absoluuttisuus-

ominaisuutta, saamme

||| = H {alewlyl, . ,anew"ynr = H[ozl lyi] s -5 am |yn|]TH <

ol Lwall"]| = Nl

joten normin taytyy olla monotoninen.
Epéyhtalo 6.1 esittdd hieman heikomman kisitteen monotonisuudesta.

Maaritelma 6.11 [2,5.285] Avaruuden F" (R" tai C") vektorinormin ||ol|

sanotaan olevan heikosti monotoninen, jos

]T

2

T
H[l’l, ey Ll—1, 0, Lht1y - - - ,l’n] H S H[:L’l, e o3 L1, Lhy Lt1y---,Tn
kaikilla x € F" ja kaikilla k =1,2,...,n.
Jos vektorinormi ||o|| on heikosti monotoninen ja jos « € [0, 1], niin

H[ml, e X1, Oy Tt 1y - - - ,xn]TH = H(l —a)[zy,... ,xk_l,O,ka,...,xn]T~|—axH <

(1=a) [[lz1, . ks, 0, 2psr, 2] + 0| < (1= a) [l + ala]| = ),

joten heikosti monotoninen normi toteuttaa ndenndisesti vahvemman ehdon
6.2. Téten, jos heikosti monotonisen normin yksikkGympyrd on annettu ja
jos vksi sen koordinaateista lihenee nollaa, niin t&lldin koko suorasegment-
ti talla tavalla tuotettuna sijaitsee yksikkopallon sisdlla. Monotoninen normi

on selvasti heikosti monotoninen, mutta ei toisinpain.

Esimerkki 6.12 Tarkastellaan funktiota f (x) = |z1 — x| + |22| avaruudes-

sa R?. On jo aiemmin Esimerkissd 4.2 osoitettu, ettd timd on vektorinormi.
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On nyt tarkasteltava, onko tamd normi (i) monotoninen, (ii) heikosti mon-

otoninen tai molempia.

Ratkaisu:

Tutkitaan ensin onko funktio heikosti monotoninen, eli onko sille voimassa

epayhtalod

]T

0 Tl <
[1'1, sy T—1, Y, Tl 1y - - axn] = ['rlv vy Th—1, They Thet 15+ -+, T

bl

kaikilla z € F" ja kaikilla k = 1,2, ..., n. Pitd4 siis osoittaa, ettd yhtalot[x, O]T

|x1, zo|| ja ||0, z2|| < ||@1, z2|| ovat tosia kaikille vektoreille z. Tarkastellaan

epayhtélod ||0, za|| < ||z, 22| Nyt

10, 22| < ||z1, x2]|, joten tulisi olla

= |—xa| + |z2] < |21 — 22| + |2].

Valitaan nyt vektoriksi = = [1,2]". T&llsin
10,2} =4 =3 = |1, 2[].

Téaten viite ei tdmén epiyhtdlon osalta pidd paikkaansa ja funktio ei ole
heikosti monotoninen. Koska kaikki monotoniset funktiot ovat heikosti mon-

otonisia Méaritelmén 6.11 nojalla, niin funktio ei ole monotoninen.

Vektorinormin yksikkdpallon konveksiivisuus seuraa useista késitteistid. Eras

néistd on duaalisuuden kisite, joka perustetaan usein esinormien yhteyteen.

Seuraavassa lauseessa kdytetadn hyviksi muutamia varsin perustavaa laatua
olevia kisitteitd, jotka liittyvét joukkojen geometrisiin ominaisuuksiin. Esi-

tetddn naméa ennen Lausetta 5.1 apulauseiden muodossa.
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Apulause 6.13 [2,5.533] Pienin suljettu konveksiivinen joukko, joka sisdl-
tad joukon S (CoS), on leikkaus kaikista suljetuista puoliavaruuksista, jotka

sisdltdvat joukon S.

Lause 6.14 (duaalisuuslause) [2,s.287] Olkoon f (o) esinormi avaruudes-
sa V (R" tai C"). Merkitiin normin f duaalinormia fP ja jilleen timdin

duaalinormia fPP. Olkoon nyt
B={zeV:f(z)<1}
normin f yksikképallo ja
B”E{xEV:fDD(x)Sl}
normin PP yksikképallo. Nyt
B c B" = CoB,

ja titen fPP (z) < f(z) kaikilla x € V. Jos f on vektorinormi avaruudessa
V, niin B = B" ja fPP = f.

Todistus: Olkoon x € V annettu vektori. Téll6in Lemman 5.18 nojalla
y x| < f () 7 (v),

mille tahansa y € V. Téman vuoksi

fPP () = max gy |y* x| < maxgpy_ f () P (y) = f ().

Titen fPP (z) < f(x) kaikilla z € V. Taméi epiyhtild on yhtipitivi viit-
teen B C B" kanssa.

Huomataan nyt, ettd joukko {t € V : Ret*v < 1} on suljettu puoliavaruus,
joka sisdltdd origon. Kaytetdan lisdksi hyviksemme duaalinormin méaritel-

mé&i Olkoon siis w € B” annettu piste. Tallsin
(S {t : Ret*v < 1 kaikilla v siten, ettd [P (v) < 1}
= {t: Ret*v <1 kaikilla v siten, etti Re v*w < a kaikilla w siten, ettd f (w) < 1}
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= {t : Ret*v < 1 kaikilla v siten, ettd Rev*w < a kaikilla w € B} .

Tamén nojalla v sijaitsee jokaisessa suljetussa puoliavaruudessa, joka sisil-
taa kaikki joukon B pisteet. Eli u sisiltyy jokaiseen suljettuun puoliava-
ruuteen, joka sisdltda joukon B. Koska kaikkien téllaisten suljettujen puo-
liavaruuksien leikkaus on suljettu joukon B konveksiverho (Co B), voidaan
paitell, ettd u € CoB. Mutta koska piste u € B" on mielivaltainen,
niin B” ¢ CoB. Koska CoB on kaikkien konveksien joukkojen leikkaus

(jotka sisiltivit joukon B), saadaan myds, etti CoB C B ja titen B" =
Co B.

Jos esinormi on itse asiassa normi, niin sen suljettu yksikkoépallo B on kon-
veksi ja B = Co B = B". Titen normit f ja fPP ovat identtiset, silli niiden

yksikkopallot ovat samat.

Eréds duaalisuuslauseen sovellus on seuraava kiytannollinen tulos. Se on eri-

tyistapaus Hahn-Banachin teoreemasta, joka on esitelty luvussa 1.

Seuraus 6.15 [2,5.288] Olkoon y € C" annettu vektori ja ||o|| annettu vek-

torinormi avaruudessa C". Nyt on olemassa vektori yy € C" siten, ettd
(a) |(yo)" x| < ||z|| kaikilla x € C"; ja
() (wo)"y = llyll-

Vektori yo ei vilttimitti ole yksikisitteinen, mutta ||y||° = 1 ja (yo)*y =

1yl

Todistus: Tiedamme duaalisuuslauseen nojalla, etté

D\ P #
lyll = (Iyll”) " = maz o y*].
Liséksi tieddimme vektorinormin ||o||D yksikkGympyrén kompaktiuden vuok-
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si, ettd maksimi saavutetaan jollakin vektorilla z = yo (z ei ole vélttaméttd yksikisitteinen),
jolle [lyo||” = 1. Titen ||y|| = |y*yo|. Kun kerrotaan yo sopivalla tekijilla, jon-
ka kerroin on 1, saadaan sisdtulo y * yo positiiviseksi ja korollaarin (b)-kohta

voidaan vahvistaa todeksi.
Tieddmme Lemman 5.18 perusteella, ettéd

(o)™ | < |Jyol|” ||z|| = ||| kaikilla 2 € C™. Téten vektori o toteuttaa myos
kohdan (a).

Huomaa, etti kohdassa(a) todetaan, etti ||yo||” < 1 ja kohdan (b) perusteella
lyoll” = 1.
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