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Tiivistelma

Tutkielman tarkoituksena on esitelld jotain multiplikatiivisia funktioita ja
niiden ominaisuuksia.

Ensimmaisessid luvussa mééritellddn multiplikatiivinen ja taydellisesti mul-
tiplikatiivinen funktio seké tutustutaan Eulerin phi-funktioon. Luvussa myos
todistetaan, ettd tdma ¢-funktio on multiplikatiivinen.

Toisessa luvussa tutustutaan tekijafunktioihin ja niiden ominaisuuksiin. Aluk-
si madritellidn luvun n positiivisten tekijoiden lukuméird ja summa seki
osoitetaan, ettd molemmat ovat multiplikatiivisia funktioita. Luvun n teki-
joiden lukumaéirasta kiytetdan merkintddn 7(n) ja luvun n tekijéiden sum-
masta merkintdd o(n). Luvussa tutustutaan myos yleisemmin multiplikatii-
visen funktion f summafunktioon F. Summafunktio F'(n) = g5, f(d) on
my6s multiplikatiivinen.

Kolmannessa luvussa késitellain Mobiuksen funktiota. Aluksi Mobiuksen
funktio méaaritelldsin ja sen jélkeen se osoitetaan multiplikatiiviseksi. Luvussa
tutustutaan myés Mobiuksen funktion summafunktioon F'(n) = Xg,u(d) ja
kidnteiskaavaan f(n) = gnu(d)F(n/d). Mobiuksen kiinteiskaavan avulla
saadaan myo0s aritmeettinen lauseke ensimmaisessd luvussa mainitulle Eule-
rin phi-funktiolle.

Tutkielman péaéldhteind on kiytetty seki Thomas Koshyn teosta Elementary
Number Theory with Applications ettd Kenneth H. Rosenin teosta Elemen-
tary Number Theory and Its Applications.
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Johdanto

Tamé tutkielma kisittelee lukuteorian alaan kuuluvia multiplikatiivisia funk-
tioita ja niiden ominaisuuksia. N&itd funktioita on dfretén maira ja téssi
tyossd on tutustuttu vain muutamiin niista.

Ensimmaisessd luvussa madritellisn kisitteet multiplikatiivinen ja tay-
dellisesti multiplikatiivinen funktio sekd tutustutaan Eulerin phi-funktioon.
Luvussa my0s todistetaan, ettd timé ¢-funktio on multiplikatiivinen.

Toisessa luvussa tutustutaan tekijafunktioihin ja niiden ominaisuuksiin.
Aluksi méaritelladn luvun n positiivisten tekijéiden lukumaéird ja summa
sekii osoitetaan, ettd molemmat ovat multiplikatiivisia funktioita. Luvussa
tutustutaan myos yleisemmin multiplikatiivisen funktion f summafunktioon
F' ja osoitetaan, ettd se on multiplikatiivinen.

Kolmannessa luvussa méaritellddn Mobiuksen funktio ja osoitetaan, et-
td se on multiplikatiivinen. Luvussa tutustutaan myds Mdbiuksen funktion
summafunktioon ja kidnteiskaavaan. Mdbiuksen kiddnteiskaavan avulla saa-
daan myds tdsmaéllinen lauseke ensimmaéisessa luvussa mainitulle Eulerin phi-
funktiolle.

Téssé tutkielmassa lukijan oletetaan tuntevan lukuteorian peruskésitteet.
Tutkielmassa esitetyt lemmat ja lauseet on otettu lahdeteoksista todistuk-
sineen. Esimerkit on itse keksittyja ellei erikseen toisin mainita. Pditeosten
(ks. ldhdeluettelo) lisiksi on tutustuttu sekd David M. Burtonin teokseen Ele-
mentary Number Theory ettd Gareth A.Jonesin ja J. Mary Jonesin teokseen
Elementary Number Theory. Niitd kahta ei kuitenkaan 16ydy ldhdeluettelos-
ta, silla kaikki halutut asiat oli esitetty tarpeeksi selkeésti paalahdeteoksissa.



Luku 1

Eulerin phi-funktio

Téssé tyossd tutustutaan tiarkeimpiin multiplikatiivisiin funktioihin. Niistéd
valitaan ensimmaéisend Eulerin phi-funktio. Aluksi kasitellidn multiplikatii-
visuutta yleisesti ja sen jilkeen osoitetaan, ettd funktio ¢ on multiplikatiivi-
nen.

1.1 Multiplikatiivinen ja taydellisesti multipli-
katiivinen funktio

Maaéritelladn ensin multiplikatiivinen ja téydellisesti multiplikatiivinen funk-
tio.

Maédritelmd 1.1 Aritmeettinen funktio f on multiplikatiivinen, jos f(mn) =
f(m)f(n) aina, kun m ja n ovat kesken#iin jaottomia positiivisia kokonais-
lukuja. Funktio f on tdydellisesti multiplikatiivinen, jos f(mn) = f(m)f(n)
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m ja n.

Esimerkki 1.1 Vakiofunktio f(n) = 0 on multiplikatiivinen, koska
f(mn) =0=0-0= f(m)f(n).

Edellisessé esimerkissé ei tarvinnut edes olettaa, ettd m ja n ovat keske-
nddn jaottomia positiivisia kokonaislukuja eli (m,n) = 1. Siitd huolimatta
niilld on toivottu ominaisuus.

Seuraava lause (engl. fundamental theorem for multiplicative functions) mah-

dollistaa multiplikatiivisen funktio f arvon laskemisen milld tahansa positii-
visella kokonaisluvulla, kun tiedetddn sen arvot alkuluvun potensseilla.

4



LUKU 1. FULERIN PHI-FUNKTIO 3

Lause 1.1 Olkoon f multiplikatiivinen funktio ja n positiivinen kokonaislu-
ku, jonka kanoninen esitys on muotoa n = p{'py* - - p% = II7_pi*. Silloin

) = PO F@2) - F(p) = T, f(pr®). 8

Todistus. (Vrt. [2], s. 240) Todistetaan lause induktiolla.

Olkoon s = 1. Nyt siis n = p{*, joten f(n) = f(p{'). Lause on siis triviaalisti
tosi.

Oletetaan nyt, ettéd se on tosi kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla, jotka voi-
daan esittdd k erisuuren alkuluvun kanonisena esityksend. Nyt

fn) = foi)f®s?) - - f(pi*)-

Olkoon n nyt miké tahansa positiivinen kokonaisluku, joka on k41 erisuuren
alkuluvun kanoninen esitys n = p{'p5? - - - p, 1. Koska (pf' - - pit, ppt') = 1
ja f on multiplikatiivinen, niin

Fr - o) = F@ - i) F i)

Nyt induktio-oletuksen mukaan

fOr o) ) = FF) - FoR) Fhd).

Siis induktion perusteella lause on tosi kaikilla positiivisilla kokonais-
luvuilla n. O

1.2 Eulerin phi-funktio

Aloitetaan luku madrittelemalld Eulerin ¢ -funktio ja sen jalkeen tarkastel-
laan Eulerin ¢ -funktion ominaisuuksia.

Maaritelma 1.2 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Eulerin phi-funktio
¢(n) on niiden positiivisten kokonaislukujen lukumééri, jotka eivit ylita lu-
kua n ja ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa.

Lause 1.2 Jos p on alkuluku, niin ¢(p) = p — 1. Vastaavasti, jos p on posi-
tiivinen kokonaisliku, jolle ¢(p) = p — 1, niin p on alkuluku.

Todistus. (Vrt. [2], s. 241) Jos p on alkuluku, niin p ja jokainen sitd pienempi
positiivinen kokonaisluku ovat suhteellisia alkulukuja keskendédn. Koska on
olemassa p — 1 sellaista kokonaislukua, niin saadaan ¢(p) = p — 1. Vastaa-
vasti, jos p ei ole alkuluku, silloin p = 1 tai p on yhdistetty luku. Jos p = 1,
niin ¢(p) # p — 1, koska ¢(1) = 1. Jos p on yhdistetty luku, niin silloin
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luku d, 1 < d < p, on luvun p jakaja ja tietysti p ja d eivit ole suhteel-
lisia alkulukuja keskendin. Tiedetddn, ettd vdhintddn yksi kokonaisluvuista
1, 2, ..., p— 1, nimittdin d, ei ole suhteellinen alkuluku luvun p kanssa, jo-
ten ¢(p) < p—2. Niin ollen, jos ¢(p) = p—1, luvun p téytyy olla alkuluku. O

Esimerkki 1.2 Laske ¢(5) ja ¢(11).
Ratkaisu:

6(5)=5—-1=4ja

6(11) = 11 — 1 = 10.

Lause 1.3 Olkoon p alkuluku ja a jokin positiivinen kokonaisluku. Silloin
o(p") =p* —p*h.

Todistus. (Vrt. 2], s. 241) Lukua p® pienemmét positiiviset kokonaisluvut,
jotka eivit ole suhteellisia alkulukuja luvun p kanssa, ovat niitd kokonais-
lukuja, jotka eivat ylitd lukua p® ja ovat jaollisia luvulla p. Namé ovat ne
kokonaisluvut kp, missi 1 < k < p®~'. Koska on olemassa tismilleen p®!
kappaletta téllaisia kokonaislukuja, on olemassa p®—p®~! kappaletta lukua p®
pienempié kokonaislukuja, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun p* kanssa.

Niin ollen ¢(p®) = p* — p*~L. O

Esimerkki 1.3 Laske ¢(27), ¢(16807) ja ¢(29403).

Ratkaisu:

$(27) = §(3%) = 3% — 32 = 18,

$(16807) = ¢(75) = 75 — 7* = 14406 ja

$(29403) = (37 - 112) = ¢(3°) - p(112) = (35 — 34)(112 — 11) = 5940.

Seuraava esimerkki sisaltdd tulevan lauseen todistuksen idean.

Esimerkki 1.4 Olkoon m = 4 ja n = 5. Nyt (m,n) = 1 ja mn = 20.
Jotta voidaan selvittdd ¢(mn) = ¢(20), taulukoidaan kaikki positiiviset ko-
konaisluvut < 20 neljdén riviin, joissa jokaisessa on 5 lukua. Sitten jitetddn
huomiotta kaikki sellaiset luvut, jotka eivit ole suhteellisia alkulukuja luvun
20 kanssa.
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11519 (13|17
2161101418
317111 115]19
418 112]16 | 20

Nyt huomataan, etti ensimmadisen pystyrivin toinen ja neljds luku eivit ole
suhteellisia alkulukuja luvun m kanssa, eika siis luvun mn kanssa. Itse asiassa
sama koskee koko vaakarivid. Nyt siis ei yksikéidn toisen tai neljinnen vaa-
karivin luvuista ole suhteellinen alkuluku luvun 20 kanssa. Siispé positiiviset
kokonaisluvut < 20 ja suhteelliset alkuluvut luvun 20 kanssa 16ytyvat jéljelle
jadneistd 2 = ¢(4) rivista.

11519 [13]17
3711|1519

Jokainen nédistd luvuista on suhteellinen alkuluku luvun m kanssa. Jokai-
nen rivi siséltia 4 = ¢(5) lukua, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun 5
kanssa. Nyt taulukko siis sisdltdéd 8 lukua, jotka ovat suhteellisia alkulukuja
luvun 20 kanssa. Téten ¢(20) =8 =2-4 = ¢(4)¢(5).

Lemma 1.1 Olkoot m ja n keskendin jaottomia positiivisia kokonaislukuja
ja r mikd tahansa kokonaisluku. Silloin luvut

rrm4r2m+r,...,(n—1)m+r

ovat kongruentteja lukujen 0,1,2, ..., (n — 1) kanssa modulo n jossakin jér-
jestyksessa.

Todistus. (Vrt. [1], s. 348) Riittéa osoittaa, ettd mitkddn jonon kaksi alkiota
eiviit ole kongruentteja modulo n. Oletetaan, ettd km + r = Im + r (mod
n), missd 0 < k, [ < n. Silloin km = Im (mod n). Mutta (m,n) = 1, joten
k =1 (mod n). Koska k ja [ ovat pienimmét jidnnokset mod n, niin tésta
seuraa, ettd k = [. Néiin ollen, jos k # [, niin km + r # Im + r (mod n).
Eli kaikilla joukon alkioilla on eri jaannos. Mutta se sisaltdd n alkiota, joten
niiden jadnnokset modulo n ovat uudelleen jarjestettyni kokonaisluvut

0,...,n—1 O
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Lause 1.4 Funktio ¢ on multiplikatiivinen.

Todistus. (Vrt. [2], s. 241 ja [1], s. 348) Olkoot m ja n positiivisia kokonaislu-
kuja siten, ettd (m,n) = 1. Osoitetaan, ettd ¢(mn) = ¢(m)p(n). Jarjestetddn
nyt kokonaisluvut luvusta 1 lukuun mn siten, ettd saadaan taulukko, jossa
on m rivid ja niissd jokaisessa n kappaletta lukuja.

I m+1|{2m+1|..|(n—1)m+1
2 | m+2|2m+2|...| (n—1)m+2
3m+3|2m+3|...| (n—1)m+3
rim4r|2m+r| .| (n—1)m+r
m | 2m 3m nm

Olkoon r positiivinen kokonaisluku < m siten, ettd (r,m) > 1. Osoi-
tamme, ettei mikddn taulukon luvuista ole suhteellinen alkuluku luvun mn
kanssa. Olkoon d = (r,m). Silloin d|r ja d|m, joten d|km + r milld tahansa
kokonaisluvulla k. Nyt siis d on jokaisen luvun jakaja rivilla r. Nyt mikaan
luku riviltd r ei ole suhteellinen alkuluku luvun m kanssa, eiki siten luvun
mn kanssa, jos (r,m) > 1. Toisin sanoen taulukon luvut, jotka ovat suh-
teellisia alkulukuja luvun mn kanssa, tulevat riviltd r vain jos (r,m) = 1.
Maééritelmén mukaan on olemassa ¢(m) sellaisia kokonaislukuja r ja siten
¢(m) kappaletta sellaisia rivejd. Tarkastellaan nyt rivia r, jossa (r,m) = 1:

rom+r2m—+r, ..., (n—1)m+r.

Lemma 1.1 mukaan rivin r pienin jainnos modulo n on permutaatio luvuis-
ta 0, 1, 2, ..., (n — 1), jossa ¢(n) on suhteellinen alkuluku luvun n kanssa.
Nyt 16ytyy ¢(m) kappaletta rivejé sisdltden positiivisia kokonaislukuja, jotka
ovat suhteellisia alkulukuja luvun mn kanssa. Jokainen niistd riveista sisil-
tad ¢(n) lukua, jotka ovat sen kanssa suhteellisia alkulukuja. Siis taulukko
sisaltad ¢(m)¢p(n) positiivista kokonaislukua, jotka ovat < mn ja suhteellisia
alkulukuja luvun mn kanssa. Téaten ¢(mn) = ¢(m)o(n). O
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Lauseita 1.3 ja 1.4 voidaan soveltaa tehokkaasti funktion ¢(n) tdsmaéllisen
kaavan johtamisessa.

Lause 1.5 Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja sen kanoninen esitys
ai ..ao

n = pi'py’ - - p. Silloin

1 1 1
¢(n) :n(l—p—l)(l—g)“'(l—;&)-

Todistus. (Vrt. [1], s. 350) Koska ¢ on multiplikatiivinen, niin lauseen 1.1
mukaan se saadaan muotoon

d(n) = d(p1")o(p5*) - - - P(ps*).-

Lauseen 1.3 mukaan ¢(p®) = p* — p®~1, joten

1 1 1
n:pall——pa21—_...p231__
o) = P (L= (1= )L = )
1 1 1
=pi'p?--p(l——)(1——)--- (1 — —
o (= )= ) (1= )
1 1 1
—n(l=—)(1= =) (1= ),
h b2 Ds
Lause on taten todistettu. O

Esimerkki 1.5 Laske ¢(525) ja ¢(31625).
Ratkaisu:

525 =3-5%- 7, joten ¢(525) = 525(1 — 3)(1 — £)(1
31625 = 5% - 11 - 23, joten ¢(31625) = 31625(1 — £)(

Téamaéan kappaleen 1.2 esimerkeistd huomataan, etta funktio ¢(n) on usein
parillinen. Itse asiassa se on parillinen aina, kun n > 2. Taméa todistetaan
seuraavassa lauseessa.
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Lause 1.6 Jos n on positiivinen kokonaisluku ja n > 3, niin ¢(n) on paril-
linen.

Todistus. (Vrt. [2], s. 243) Merkitaén, ettd n = p{'p3*---p? on luvun n
kanoninen esitys. Koska ¢ on multiplikatiivinen, niin

o(n) = o(p1)o(ps*) - - S(p°).
Lauseen 1.3 mukaan
o) =py —p =py (p— 1)
Tésta huomataan, etta qb(p;j ) on parillinen, jos p; on pariton alkuluku, koska
silloin p; — 1 on parillinen. Vastaavasti, jos p; = 2 ja a; > 1, on p?j_l paril-
linen. Koska n > 3, ainakin toinen niistd kahdesta ehdosta toteutuu, joten

gb(p?j) on parillinen ainakin yhdella luvulla j, 1 < j < s. Tésti seuraa, ettéd
¢(n) on parillinen. O

Lause 1.7 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Silloin ¥4,¢(d) = n.

Todistus. (Vrt. [2], s. 244) Aluksi kokonaisluvut 1,2, ...,n jaetaan ryhmiin.
Laitetaan luku m ryhméén Cjy, jos lukujen m ja n suurin yhteinen tekiji
on d. Nyt luku m on ryhméssid Cy eli ryhméssd (m,n) = d, jos ja vain jos
(m/d,n/d) = 1. Téten ryhmén C, kokonaislukujen méérd on niiden positii-
visten kokonaislukujen mééra, jotka eivit ylitd lukua n/d ja ovat suhteellisia
alkulukuja luvun n/d kanssa. Nyt huomataan, ettd ryhméssd Cy on ¢(n/d)
kokonaislukua. Koska kokonaisluvut 1,2, ...,n on jaettu erillisiin ryhmiin ja
jokainen luku on yhdessa ryhmésséd, luku n on eri ryhmien alkioiden luku-
médrien summa. Tédten huomataan, ettd n = ¥g,¢(n/d). Koska d kédy lépi
kaikki positiiviset kokonaisluvut, jotka jakavat luvun n, niin myds n/d kiy
ldpi ndmé samat luvut. Siis

n = Ygnp(n/d) = Lano(d).

Lause on taten todistettu. O

Esimerkki 1.6 Osoita, ettd Ygpos¢(d) = 28.

Ratkaisu:

Luvun 28 positiiviset tekijat ovat 1,2,4,7,14 ja 28.

Siis

Yaosd(d) = ¢(1)+0(2)+¢(4)+o(7)+o(14)+¢(28) = 1+142+6+6+12 = 28.



Luku 2

Tekijafunktiot

Edellisessé, luvussa osoitettiin, ettd funktio ¢ on multiplikatiivinen. Téssa
luvussa tarkastellaan kahta funktiota, 7 ja o. Tietysti myos osoitetaan, etté
ne ovat multiplikatiivisia.

2.1 7- ja o-funktiot

Maaritellaan aluksi nama funktiot.

Miaéritelmd 2.1 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Silloin 7(n) mééritel-
ladn kaavalla
T(n) = Xgpn 1.

Funktio 7(n) on siis luvun n positiivisten tekijoiden lukuméaéra.

Méiéritelmd 2.2 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Silloin o(n) mééritel-

laan kaavalla
O'(TL) = ded.

Funktio o(n) on siis luvun n positiivisten tekijéiden summa.

Esimerkki 2.1 Laske positiivisten tekijéiden lukuméird ja summa seuraa-
ville luvuille

a) 22 b) 36.

11
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Ratkaisu:

a) Luvun 22 tekijat ovat 1,2,11 ja 22.
Nyt 7(22) = Xgppel =14+ 1+1+1=4ja
7(22) = Syod = 1+ 2+ 11 + 22 = 36

b) Luvun 36 tekijit ovat 1,2,3,4,6,9,12, 18 ja 36.
Vastaavasti nyt 7(36) = Xg361 = 9 ja 0(36) = Xgjz6d = 91.

Todistamme seuraavan lauseen helpottaaksemme funktioiden 7 ja ¢ mul-
tiplikatiivisiksi todistamisia.

Lause 2.1 Jos f on multiplikatiivinen, niin funktion f summafunktio
F(n) = Sqpn f(d)
on myds multiplikatiivinen.

Todistus. (Vrt. [2],s. 251) Jotta voidaan osoittaa, ettd " on multiplikatiivinen
funktio, on osoitettava, ettd F'(mn) = F(m)F (n), kun m ja n ovat suhteellisia
alkulukuja kesken#éin. Siis oletetaan, ettd (m,n) = 1. Nyt

F(mn) = Egpmn f(d).

Koska (m,n) = 1, jokainen positiivinen luvun mn tekija voidaan yksikésit-
teisesti kirjoittaa muodossa dydy, missi d; | m, dy | n ja (di, d2) = 1. Voidaan
siis kirjoittaa

F(mn> = 2d1|m,d2\nf<d1d2)-

Koska f on multiplikatiivinen ja (d;,ds) = 1, niin

F(mn) = Edl\m,dzlnf(dl)f(d2)
= Yy mf (d1)Zayn f(d2)

Siis F' on multiplikatiivinen. O
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Esimerkki 2.2 Olkoon funktio f multiplikatiivinen ja F(n) = g, f(d).
Osoita, ettd F(15) = F(3)F(5).

Ratkaisu:

Luvun 15 positiiviset tekijat ovat 1,3,5 ja 15. Nyt

F(15) = Xaus f(d) = f(1) + f(3) + f(5) + f(15).
Koska funktio f on multiplikatiivinen, niin esimerkiksi f(1) = f(1)f(1) ja

15) = 1(3)/5)
F(15) = f()F(1) + F)FB) + [(1)(5) + F(3)f(5)
= (F(1) + FE)SD) + £(5))
FEF()

Nyt voidaan osoittaa, ettd funktiot o ja 7 ovat multiplikatiivisia.
Lause 2.2 Tau- ja Sigma-funktio ovat multiplikatiivisia.

Todistus. (Vrt. [2], s. 252) Olkoon f(n) =n ja g(n) = 1. Molemmat funktiot
[ ja g ovat multiplikatiivisia. Lauseen 2.1 mukaan funktiot o(n) = X4, f(d)
ja 7(n) = Xgpng(d) ovat multiplikatiivisia. O

2.2 Tekijafunktioiden ominaisuuksia

Edellisessa pykalédssé osoitettiin, ettd funktiot o ja 7 ovat multiplikatiivisia.

Jatketaan vield ndiden funktioiden tarkastelua. Otetaan ensin esimerk-
ki, jossa tarkastellaan geometrisen sarjan osasummaa. Osasummaa tarvitaan
seuraavan lemman todistuksessa.

Esimerkki 2.3 (Vrt. [2], s. 18) Jotta voidaan laskea osasumma
S = E”,Oar eli geometrisen sarjan n + 1 ensimmaéisen termin
a,ar,...,ar®. ... ar™ summa, yhtild kerrotaan puolittain luvulla 7.

rS =rii_ _oar?
=7, ar?™t
= EZI% " (suoritetaan muuttujan vaihto)
=Y gar® + (ar™™ — a)

=S+ (ar"™ —a).
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Tasté seuraa, etta
rS — S = (ar"t —a).

Kun r # 1, ratkaisu on

ar"tt —q

S=— 1

Vastaavasti, kun r = 1

E?:[)arj =Xl pa = (n+1)a.

Lemma 2.1 Olkoon p alkuluku ja a positiivinen kokonaisluku. Silloin

pa+1 -1

c(p)=1+p+p*+..+p" = P

(2.2.1)
ja

T(p*) =a+ 1. (2.2.2)
Todistus. (Vrt. [2], s. 252) Luvun p® tekijit ovat 1, p, p?, ..., p~! ja p®.
Koska luvulla p* on tdsmélleen a + 1 tekijid, niin 7(p?) = a + 1.

Edellisen esimerkin osasumman kaavassa korvataan luvut n, a ja r luvuilla
a, 1 ja p. Nyt

pa+1 -1

o(p") =i =14+p+p*+ ..+ +p = |

O

Esimerkki 2.4 Laske positiivisten tekijéiden lukuméird ja summa seuraa-
ville luvuille

a) 625 b) 6561.

Ratkaisu:

a) Luku 625 voidaan esittdé alkulukupotenssina 5%.
Nyt 7(625) = 7(5*) =4+ 1=5ja
4+1
7(625) = o(5%) = 1+ 5+ 52+ 55 + 5% = =1L = 78],

b) Luku 6561 voidaan esittii alkulukupotenssina 3°.
Vastaavasti nyt 7(6561) = 7(3%) = 9 ja
381

0(6561) = 0(3%) =1+ 343+ ...+ 3% = 51 = 9841.

—1 -
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raavasti n = pi*p5* - - - p2. Nyt

R R R L | as+1 _ q AR —1
o(n) =2 P2 .....ps—:H;ﬁ:lpﬂ—
pr—1 p2 — 1 ps — 1 pj—1

ja
T(n) = (a1 + 1)(aa+1) - (as+1) = Hj’:1(aj +1).

Todistus. (Vrt. [2], 5.252) Koska ¢ ja 7 ovat molemmat multiplikatiivisia
funktioita, huomataan, etta

o(n) = o(py'py’ - ps*) = a(pi)o(py?®) - o (ps*)
ja
7(n) = 7(p1' Py’ - p5*) = T(p1)T(p3?) - T(pS?).

Kayttadmalla edellisen lemman 2.1 lausekkeita (2.2.1) ja (2.2.2) saadaan ha-
lutut arvot funktioille o(p]*) ja 7(p"). O

Esimerkki 2.5 Laske positiivisten tekijoiden lukumé&ard ja summa seuraa-
ville luvuille

a) 288 b) 43659.

Ratkaisu:

a) Luku 288 voidaan esittdi muodossa 2° - 32.
Nyt 7(288) = 7(2° - 3%) = (5 + 1)(2 + 1) = 18 ja
o(288) = o(2° - 3%) = 2= #1313 = 819.

2-1 3—-1

b) Luku 43659 voidaan esittii muodossa 3* - 7% - 11.
Vastaavasti nyt 7(43659) = 7(3*-72-11) = (4+1)(2+1)(1+1) = 30 ja

7(43659) = o(3%-72-11) = £ =L 2oL IRl — 191.57.12 = 82764

Tutkitaan seuraavassa esimerkissd funktiota oy ja osoitetaan, etté se on
multiplikatiivinen.

Esimerkki 2.6 Olkoon oy(n) luvun n tekijéiden k. potenssien summa eli
or(n) = Zgnd*. Huomioidaan myds, ettd o1(n) = o(n). Osoitetaan, etti
funktio o} on multiplikatiivinen.
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Todistus. (Vrt. [2], s.652) Oletetaan, ettd a ja b ovat keskenféin jaottomia
positiivisia kokonaislukuja. Haluamme nyt todistaa, ettd o(n) on multipli-
katiivinen eli oy (ab) = oy(a)og(b). Nyt

a1, (ab) = Sgavd” = Sayjaarlp(did2)* = Sayjady - Sy = 0x(a)or (D).

Siis funktio oy (n) on multiplikatiivinen. O



Luku 3

Mobiuksen funktio u

Téassd luvussa madritelldadn Mobiuksen funktio p ja osoitetaan, ettd se on
multiplikatiivinen. Tarkastellaan myos Mobiuksen funktion summafunktiota
ja kuuluisaa Md6biuksen kddnteiskaavaa.

3.1 Maaritelma ja multiplikatiivisuus
Maaritelma 3.1 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Silloin

1, josn =1,
wu(n) =< 0, jos p?|n jollain alkuluvulla p ja
(—=1)*, jos m = pipy - pr, missd luvut p; ovat erisuuria alkulukuja.

Madritelmén mukaan p(n) = 0 aina, kun luku n on jaollinen alkuluvun
neli6lld. Ainoat luvun n arvot, joilla p(n) # 0, ovat ne luvut n, jotka ovat
neliGvapaita.

Esimerkki 3.1 Laske a) 1(825) b) 1(3094).
Ratkaisu:

a) Luku 825 voidaan esittdi muodossa 3 - 5% - 11. Koska luvun tekijoissi
on yksi alkuluvun nelié eli 52, niin luku 825 ei ole neliévapaa ja
wu(825) = u(3-5%-11) = 0.

b) Luku 3094 voidaan esittdd muodossa 2 -7 - 13- 17 eli se on neliévapaa
luku.
Nyt 1(3094) = u(2-7-13-17) = (—=1)* = 1.

17
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Todistetaan seuraavaksi, ettd Mobiuksen funktio on multiplikatiivinen.
Lause 3.1 Funktio p on multiplikatiivinen.

Todistus. (Vrt. [1], s. 383) Jotta voidaan osoittaa, ettd pu(n) on multiplikatii-
vinen, on osoitettava, ettd pu(mn) = u(m)u(n).

Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja ja keskendén suhteellisia alkuluku-
ja. Jos m =1 tai n = 1, niin silloin ainakin toinen luvuista u(m) ja p(n) on
1 ja siis pu(mn) = p(m)u(n).

Oletetaan nyt, ettd m tai n on jaollinen alkuluvun neliclla p?.

Silloin p(m)u(n) = 0. Jos p?|m tai p*|n, niin silloin myds p?|mn ja u(mn) = 0.
Siis p(mn) = p(m)p(n).

Lopuksi oletetaan, ettd m ja n ovat nelibvapaita. Olkoon m = pips---p, ja
n = qi¢2-- - s, Missé p;:t ja g;:t ovat eri alkulukuja. Nyt (m,n) = 1. Siis
p(m) = (=1)" ja p(n) = (=1)°. Nyt mn = pips -+ prq1qa - - - qs- Siis

plmn) = (~1)7% = (~1)" - (~1)* = u(m)u(n).

Koska jokaisessa tapauksessa p(mn) = p(m)u(n), funktio g on multiplikatii-
vinen. O

3.2 Mbobiuksen funktion summafunktio ja kian-
teiskaava

Seuraavaksi tarkastellaan lauseketta Yg,u(d). Kun n = 1, on Xgu(d) =
(1) = 1. Jos n > 1, summa voidaan laskea kiyttdmélla luvun n kanonista
muotoa ja lausetta 2.1 olettaen, ettd tieddtdan summa, kun luku n on alku-
lukupotenssi p®. Téaté varten tarvitaan uusi funktio, kuten seuraava lemma
osoittaa.

Lemma 3.1 Olkoon F(n) = g, u(d). Silloin F(p*) = 0, missd a > 1.
Todistus. (Vrt. [1], s. 383) Valitaan n = p®. Nyt oletuksen mukaan
F(p") = Sapep(d).

Luvun p? tekijiat ovat 1, p, p?, ..., p%, joten



LUKU 3. MOBIUKSEN FUNKTIO 19

F(p®) = Zi_op(p’)
= u(1) + pulp) + u(p?) + - + p(p”)
=1+ (=1)4+0+..+0
—0.

O

Lause 3.2 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Silloin Md&biuksen funktion
summalfunktio saadaan muotoon

annld) = {

1, josn=1 ja
0, josn>1.

Todistus. (Vrt. [1], s. 384) Jos m = 1, niin gpu(d) = p(l) = 1. Olkoon
nyt n > 1 jan = pi'py®---p% luvun n kanoninen esitys. Olkoon liséksi
F(n) = Ygnp(d). Koska p on multiplikatiivinen, niin lauseen 2.1 mukaan
my0s sen summafunktio F' on multiplikatiivinen. Nyt siis

F(n) =1I;_ F(p™) = F(pi" ) F(p5*) - - - F(pg*).

Koska lemman 3.1 mukaan oikeanpuoleiset termit ovat = 0, niin myds F'(n) =
0. O

Esimerkki 3.2 Laske ¥g,4(d), kun luku n on a) 25 b) 58 c) 343.
Ratkaisu:

a) Luvun 15 tekijit ovat 1, 5 ja 25 = 52
Nyt
Saase(d) = p(1) + u(5) + p(5?)
=1+(-1)+0=0.
b) Luvun 58 tekijit ovat 1, 2, 29 ja 58 = 2 - 29.
Nyt

Sapsp(d) = p(1) + p(2) + p(29) + p(2 - 29)
=14+ (=1)+(=1)+(-1)*=
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¢) Luvun 343 tekijét ovat 1, 7, 49 = 7% ja 343 = 73.
Nyt

Saaspe(d) = (1) + pu(7) + p(7%) + u(7%)
=1+(-1)+04+0=0.

Seuraava lause (engl. Mébius Inversion Formula) késittelee Mébiuksen
kidnteiskaavaa. Se tarjoaa mahdollisuuden esittdd funktion f arvot sen sum-
mafunktion F' arvoina.

Lause 3.3 (Mdbiuksen kidnteiskaava) Olkoon f aritmeettinen funktio ja ol-
koon sen summafunktio F(n) = Yy, f(d). Silloin kaikilla positiivisilla koko-
naisluvuilla n on

f(n) = Bgpp(d)F(n/d).

Todistus. (Vrt. |2], s. 272) Tamé todistus edellyttdd kaksoissummien kéyt-
tod. Aloitetaan tutkiminen kaavan oikeanpuoleisesta summasta, jossa korva-
taan lauseke F'(n/d) lausekkeella 34 (n/q) f(a). Lauseke Xqj/a)f(a) saadaan
suoraan funktion f summafunktion F' méaéritelmasta. Nyt

Sapnpt(d)F(n/d) = Sa(10(d) Eaj(nja) f (@)
= Yain(Zq(n/aypt(d) f(a)).

Kokonaislukuparien (d,a) joukko, jossa d|n ja a|(n/d), on sama kuin koko-
naislukuparien (d, a) joukko, jossa a|n ja d|(n/a). Téstéd seuraa, etté

Sapn(Za|nyayp(d) f(a)) = Sapn(Zdi(n/a) f (@) u(d))
= Yan (f(a)Xa)n/ayp(d)).

Nyt edellisen lauseen 3.2 mukaan Y4, /a)p(d) = 0, ellei n/a = 1. Silloin, kun
n/a =1 eli kun n = a, on Xy, qpu(d) = 1. Siis

Vo (f(@)Zgmjayp(d)) = f(n) - 1= f(n).

Lause on taten todistettu. O

Mobiuksen kadnteiskaava voidaan myos kirjoittaa muodossa

f(n) = Sapp(n/d)F(d).
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Huomaa, ettd médritelméd F(n) = g, f(d) esittdd summafunktion F funk-
tion f termein. Kun taas kiddnteiskaava esittaa funktion f summafunktion F'
termein. Valaistaan seuraavaksi hieman kddnteiskaavaa. Muistutetaan ensin
mieleen, ettd

7(n) = Egn = 1jao(n) = Xgpn = d.

Seki vakiofunktio f(n) = 1 ettd identiteettifunktio g(n) = n ovat multipli-
katiivisia, joten edellisestd lauseesta 3.3 seuraa, ettd

1 = Sl d)r(n/d) = Zapup(n/d)r(d) (3.2.1)
ja
n = Sau(d)o(n/d) = Saup(n/d)o(d). (3.2.2)

Esimerkki 3.3 Osoita edelliset yhtélot (3.2.1) ja (3.2.2) tosiksi luvun n ar-
volla 27.
Ratkaisu:

(1) Luvun 27 tekijit ovat 1, 3, 9 ja 27.
Nyt

Ed\27ﬂ(d)7'(27/d) = u(1)7(27)
=1-7(27) + (—
=4-3=1.

+ p(3)7(9) + p(9)7(3) + p(27)7(1)
1)-7(9)4+0-7(3)+0-7(1)

(2) Vastaavasti

Sapru(d)o(n/d) = p(1)o(27) + u(3)0(9) + u(9)o(3) + u(27)o (1)
=1-404+(-1)-13+0-440-1=27.

Lauseen 2.1 mukaan funktion f ollessa multiplikatiivinen myd&s sen sum-
mafunktio F'(n) = ¥Xgn)f(d) on multiplikatiivinen. Toinen hyddyllinen seu-
raus Mobiuksen kididnteiskaavasta on, ettd edellinen voidaan kidntdd myos
toisinpain. Eli, jos aritmeettisen funktion f summafunktio F' on multiplika-
tiivinen, niin myos funktio f on multiplikatiivinen.
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Lause 3.4 Olkoon f aritmeettinen funktio, jonka summafunktio on
F = Xqnnf(d). Silloin, jos F' on multiplikatiivinen, myds f on multiplikatiivi-
nen.

Todistus. (Vrt. 2], s. 273) Oletetaan, ettd m ja n ovat keskendin jaotto-
mia positiivisia kokonaislukuja. Halutaan osoittaa, ettd f(mn) = f(m)f(n).
Muistutetaan mieleen, ettd jos d on luvun mn jakaja, niin d = d;dy, missa
di|m, da|n ja (di,ds) = 1. Kayttdmélla Mobiuksen kddnteiskaavaa ja tietoa,
ettd p ja F' ovat multiplikatiivisia, saadaan

mn
Flmm) = S F ()
mn
= Y, im.dolnit(d1do) F(—
di1|m,da]| p(dydy) (dldz)
m n
= Edl|m,d2|nu(d1)ﬂ<d2)F(d_>F(d_)
1 2
m n
= Yy jmft(d1) F (=) - By pnpt(da) F(+-)
dy do
= f(m)f(n).
Lause on siis todistettu. O

Kayttamalla Mobiuksen kddnteiskaavaa, saadaan seuraavassa lauseessa
aritmeettinen lauseke funktiolle ¢(n).

w(d)

Lause 3.5 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Silloin ¢(n) = nXg, 5.

Todistus. (Vrt. [1], s. 677) Lauseen 1.7 mukaan n = 3g,¢(d). Siis Mébiuksen
kadnteiskaavan mukaan
p(d)

d(n) = gnp(d)(n/d) = nEd‘”T'
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Esimerkki 3.4 Laske nZd‘n@ luvun n arvolla 16.

Ratkaisu:
Luvun 16 tekijat ovat 1, 2, 4, 8 ja 16.
Nyt
pd)
162416 = 164(1) + 8u(2) + 4p(4) + 2p(8) + u(16)

—16-148-(—1)+4-0+2-040
— 8 = ¢(16).

Lause 3.6 Olkoot F' ja f aritmeettisia funktioita siten, ettd
f(n) = Zapp(d) F(n/d).

Silloin F(n) = g, f(d).

Todistus. (Vrt. [1], s. 388) Funktion f méiritelmén mukaan
F(d) = Spap(d) F(d/d).

Nyt
Sapnf(d) = BapBajap(d)F(d/d).
Merkitédén d/d" = k ja n/d = . Silloin d = kd' ja n = ld = kld', joten yht&lo
saadaan nyt muotoon
Vi f(d) = SapnZpar=ap(d') F' (k)
= Skanp(d) F (k)
= Spn E(F) [Barnmyn(d)]

Lauseen 3.2 mukaan g /mu(d’) = 1, jos n = k, ja nolla muutoin. Siis
yhtélo saadaan muotoon

Sanf(d) = F(n) - (1) = F(n).

Niin ollen F(n) = Xg, f(d). O
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