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Tiivistelma

Taméan tutkielman tarkoitus on esitelld minorilause, joka on yksi
graafiteorian ja matematiikan syvéllisimmisté lauseista. Minorilauseen
todistuksesta esitellaan lyhyt hahmotelma.

Tutkielman alussa esitellaan perusasioita graafiteoriasta. Siind maéa-
ritellddn esimerkiksi itse graafi, yhtendisyys ja puu. Alkuosassa kéy-
daan 1api myos muutamia lauseita, jotka liittyvét naihin peruskasittei-
siin.

Tutkielman toisessa luvussa méaritellddn tasograafi, minori ja to-
pologinen minori. Minorilauseen kannalta térked Kuratowskin lause
esitellddn ja todistetaan tassd luvussa. Kuratowskin lause osoittaa
edelld mainittujen kéasitteiden yhteyden.

Viimeinen luku johdattaa lukijaa luvun lopussa esiteltdvaan mino-
rilauseeseen. Téassa luvussa madritelldan sellaisia késitteitd kuin kva-
sihyvé jarjestys, puuhajotelma ja kielletyt minorit, seké esitelldan ja
todistetaan niihin liittyvia lauseita.
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Johdanto

Téamén tutkielman tarkoitus on esitelld minorilause, joka on yksi graafiteo-
rian ja matematiikan syvéllisimmisté lauseista. Liséksi esitellddn ja todiste-
taan joukko lauseita, jotka ovat merkittavia minorilauseen kannalta. Kaikki
tarvittavat késitteet tulevat méaaritellyiksi.

Ensimmaisen luvun alussa esitelldédn graafiteorian historiaa lyhyesti niilta
osin, kun se liittyy tdmén tutkielman sisédltoon. Pykaldssa 1.2 madritellaan
itse graafi. Ensimmaéisessa luvussa tutustutaan myos késitteisiin solmun aste,
polku, yhtenéisyys ja puu. Myos joitakin niihin liittyvia lauseita esitellaan ja
todistetaan.

Toisen luvun alussa maéaritellaén minori ja topologinen minori. Liséksi
todistetaan, ettd minorirelaatio ja topologinen minorirelaatio ovat graafien
osittaisia jarjestyksia. Pykalédssa 2.2 esitellddn tasograafi seké alue. Siiné to-
distetaan Eulerin kaava ja muutamia muita lauseita. Téarkein on pykalan
lopussa todistettava Kuratowskin lause, joka on téarkeéd lause minorilauseen
todistuksessa.

Kolmannessa luvussa kaikki madritelmét ja lauseet valmistelevat mino-
rilauseen esittamista. Pykaldssa 3.1 maéaritellaédn graafien véritys, kvasihyva
jarjestys ja hyva jono. Siind myo6s todistetaan muun muassa, ettd jokaisella
jonolla joukossa X on dareton kasvava osajono, jos joukko X on kvasihyvin
jarjestetty. Pykélassa 3.2 maaritelladn kvasijarjestys kaikkien juurellisten pui-
den luokassa ja todistetaan Kruskalin lause. Pykildssa 3.3 méaritellaan esi-
merkiksi puuhajotelma ja monia muita kasitteita. Pykalassa 3.3 todistetaan
useita minorilauseen kannalta tarpeellisia lauseita. Pykélassa 3.4 esitelldan
kiellettyjen minorien maéaritelmé. Pykalan lopussa todistetaan, etta jokaista
kokonaislukua 7 kohti on olemassa sellainen kokonaisluku k, ettd jokaisel-
la graafilla, jonka puuleveys on vahintdan k, on r x r-ruudukko minorina.
Pykélassa 3.5 esitellddn minorilause ja sen todistuksen hahmotelma.

Lukijalta edellytetddn joukko-opin, lukuteorian ja topologian peruster-
mien tuntemista. Myd6skin niiden piirissd olevat tulokset oletetaan tunne-
tuiksi. Graafiteorian tuntemusta lukijalta ei edellyteté lainkaan. Tamén tut-
kielman tarkein ldhdeteos on Reinhard Diestelin Graph Theory.



1 Graafeista

Téassé luvussa madritelladn graafiteorian tdarkeimmét kisitteet. Aluksi esitel-
ladn myds tdméan tutkielman kannalta tdrkeimpien asioiden ja henkildiden
taustoja. Jotkin esiteltavit lauseet eivéat ole niin oleellisia tutkielman kannal-
ta kuin ne ovat graafiteorian kannalta yleenséa. Siksi ne on siséllytetty mukaan
perusteisiin.

1.1 Historiaa

Kuva 1: Leonhard Euler

Graafiteorian katsotaan saaneen alkunsa sveitsildisen matemaatikon Leon-
hard Eulerin 1736 kirjoittamasta artikkelista Solutio problematis ad geomet-
riam situs pertinentis. Artikkelissaan Euler ratkaisi ns. Konigsbergin siltaon-
gelman. Konigsberg tunnetaan nykyadan nimelld Kaliningrad. Euler todisti,
ettd on mahdotonta 16ytaa sellainen reitti, joka kulkisi vain kerran jokaisen
sillan kautta.

Kuva 2: Kénigsbergin sillat



Pykalassa 1.5 méaritelladn puu. Termid puu kiytti ensimmaéisen kerran
englantilainen matemaatikko Arthur Cayley 1857. Puiden késitteen esitte-
liviat saksalainen matemaatikko Karl G. C. von Staudt ja saksalainen, Ko&-
nigsbergissa syntynyt, fyysikko Gustav R. Kirchhoff kuitenkin jo kymmenen
vuotta aiemmin. Vuonna 1878 Cayleyn ystiava James Joseph Sylvester kaytti
artikkelissaan sanaa graafi ensimmaistéa kertaa siind mielessa kuin se nykyaan
ymmarretaan.

Kuva 3: Cayley, von Staudt, Kirchhoff, Sylvester

Tasograafien ja minorien tutkimus jatkui, ja 1930 puolalainen matemaa-
tikko Kazimierz Kuratowski julkaisi merkittavin lauseensa, joka esitellaan
pykéalassa 2.2.

Kuva 4: Kazimierz Kuratowski

Ennen kuin minorilausetta oli todistettu, se tunnettiin nimellda Wagnerin
otaksuma saksalaisen matemaatikon Klaus Wagnerin mukaan. Han muotoili



otaksumansa vuonna 1937. Vuonna 1960 amerikkalainen matemaatikko Jo-
seph Kruskal todisti minorilauseen puille. Se esitellaén pykéaldssé 3.2.

Kuva 5: Klaus Wagner & Joseph Kruskal

Lopulta minorilauseen todistivat kanadalainen Neil Robertson ja englanti-
lainen Paul Seymour. Todistus kasittaa kaikkiaan yli 500 sivua ja se esiteltiin
julkaisusarjassa vuosina 1983-2004. Téasta tyostd he saivat unkarilaisen ma-
temaatikon George Polyan mukaan nimetyn Pdlya-palkinnon vuonna 2004.
Minorilause tunnetaankin englanniksi nimelld Robertson—Seymour theorem.

Kuva 6: Neil Robertson & Paul Seymour



1.2 Perusteita

Graafiteorian termeissé ja méaéritelmissa on eroja riippuen lahteista. Esimer-
kiksi Andersonin teoksessa (vrt. [1, s. 4]) graafi méaéritellddn relaation kautta
seuraavasti. Olkoon S &dérellinen epéatyhja joukko. Relaatio R joukolla S on
kokoelma joukon S alkioiden jérjestettyjd pareja. Merkitdan joukko S kir-
jaimella V' ja jarjestettyjen parien joukkoa kirjaimella X. Joukon V' alkiota
kutsutaan pisteiksi ja joukon X alkioita nuoliksi.

Tassé tutkielmassa kiytetdan selkedmpad maarittelya, joka on sama kuin
Diestelin teoksessa (vrt. [3, s. 2]).

Maaritelma 1.1. Olkoot V ja E joukkoja, missa joukon E alkiot ovat jér-
jestamittomid pareja {u,v} joukon V alkioista eli £ C [V]?. Tallgin pari
G = (V, E) on graafi. Joukon V' alkiot ovat solmuja ja joukon E alkiot ovat
sarmid. Graafin G solmujoukolle kiytetaan merkintdd V(@) ja sdrméjoukolle
E(G). Pari (0,0) on tyhji graafi.

Maaritelma 1.2. Graafin G jdrjestys on sen solmujen lukumééra, merkitaén
|G|. Graafin G sérmien lukumédrdd merkitddn ||G||. Jos graafin jérjestys on
0 tai 1, se on triviaali.

Huomautus. Jos G ei ole graafi vaan joukko, niin merkinté |G| tarkoittaa
joukon G alkioiden lukumaéraa.

Maéritelma 1.3. Jos V # 0 ja E on aérellinen joukko jarjestiméttomis
pareja {u,v}, missd u,v € V, u # v, niin pari (V, E) on yksinkertainen
graafi.

Maéritelma 1.4. Jos V # () ja E on aarellinen joukko jarjestettyja pareja
(u,v), missd u,v € V, niin pari (V, E) on suunnattu graafi. Sirmé (u,v) on
luuppi, jos u = v.

Mairitelméa 1.5. Jos V # () ja E on &arellinen multijoukko jarjestamatto-
mid pareja {u,v}, missd u,v € V, pari (V, F) on multigraafi. Liséksi multi-
graafissa voi olla luuppeja.

Huomautus. Graafin solmujen ja sdrmien joukkojen nimet eivit vaikuta
solmu- ja sirméjoukkojen merkintdén. Olkoon H = (W, F') graafi. Graafin
H solmujoukko on V(H) ja sarméjoukko E(H), eikdi W(H) ja F(H). Jos
v € V(H) jae € E(H), niin merkitaén, ettd v € H ja e € H. Myos siarmille
on lyhyempi merkintdtapa. Jos e = {vy, vo}, niin merkitaén, ettd e = v1vs.

Jatkossa sanalla graafi tarkoitetaan yksinkertaista graafia ellei toisin mai-
nita. Usein graafeja havainnollistetaan kuviolla, jossa solmut piirretdan pis-
teiksi ja sdrmét viivoiksi pisteiden valille.



Esimerkki 1.1. Graafi G = (V, E), missa V(G) = {vy, va, v3, 04,05}, E(G) =
{61762763764}7 |G‘ = 5 ja’ HGH = 4

(W €4
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Maaritelma 1.6. Olkoon G graafi. Télloin solmut v, ja vy ovat vierussol-
muja tal naapureita, jos vive € E(G). Jos graafin G kaikki solmut ovat
keskendén vierussolmuja, niin téalloin G on taydellinen graafi. Taydellista n-
solmuista graafia merkitadn K.

Esimerkki 1.2. Tiydellinen kuusisolmuinen graafi K°.
(% V4
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Maaritelma 1.7. Solmu- tai sarméjoukko on riippumaton, jos mitkdan sen
alkioista eivéit ole naapureita keskenéén.

Maaritelmé 1.8. Olkoot G = (V, E) ja H = (W, F) graafeja, seki W C V
ja ' C E. Talloin graafi H on graafin G aligraafi ja merkitdén H C G.

Maéritelma 1.9. Olkoon G’ C G. Jos graafin G’ jokainen sarmé zy € E(G)
ja jokainen solmu z,y € V(G'), niin G’ on graafin G indusoitu aligraafi.

Maéritelmé 1.10. Olkoot G = (V,E) ja H = (W, F) graafeja. Jos on
olemassa sellainen bijektio ¢ : V. — W, ettd zy € E & o(x)p(y) € F
kaikilla z,y € V, niin graafi G on isomorfinen graafin H kanssa. Merkitaan

G~ H.



1.3 Solmun aste

Maéritelma 1.11. Olkoon G = (V, E) epityhja graafi. Graafin G solmun v
naapureiden joukkoa merkitdén Ng(v). Merkintdd, ilman alaindeksia, N (v)
kiytetdaan, kun yhteys on selvi. Yleisemmin, kun U C V| niin joukon U sol-
mujen naapureita joukossa V\U sanotaan joukon U naapureiksi. Tata naa-
pureiden joukkoa merkitdén N(U). Solmusta v ldhtevien sdrmien lukumééra
|E(v)| on solmun v aste. Merkitédén dg(v) tai lyhyemmin d(v). Jos solmun
aste on 0, se on eristetty.

Esimerkki 1.3. Olkoon G = (V| E) graafi, missd V = {vy, v, 03,04}, E =
{e1,e2}, e1 = V109 ja eo = vyvg. Tall6in solmun vy aste on 1 ja solmu vy on
eristetty.

V2 U3

[
U1 (1

Maaritelma 1.12. Graafin G = (V, E) minimiaste on 6(G) = min{d(v) |
v € V}jamaksimiaste A(G) = max{d(v) | v € V}. Graafi on k-sddnndllinen,
jos sen jokaisen solmun aste on k.

Esimerkki 1.4. Olkoon GG sama graafi kuin esimerkissa 1.3. Télloin graafin
GG minimiaste on 0 ja maksimiaste 2.

Maaritelma 1.13. Graafin G = (V, E) keskiarvoaste d(G) saadaan kaavalla
1
d(G) = W > d(v).

Voidaan laskea my0s suoraan sdrmien ja solmujen suhde e(G):

_ 18l

e(G) = v

Kun lasketaan solmujen asteiden summa, niin jokainen sarma tulee kaytya

lédpi kahdesti, joten
> d(v) =2|E|.

veV



Talloin |E|
d(v
|V| Z |V|

eli

Lause 1.1. Paritonasteisten solmujen lukumddrd graafissa on parillinen.

Todistus (vrt. [3, s. 5] ja |7, s. 8]). Olkoon G = (V, E) epatyhja graafi, koska
tyhjéssé graafissa ei ole solmuja. Koska

> dv)=2|E
B =53 dw)

veV

ja koska | F| on kokonaisluku, niin ) d(v) téytyy olla parillinen kokonaisluku.
Summa voi olla parillinen vain silloin, kun kaikki summattavat ovat parillisia
tal parittomia summattavia on parillinen méaara. [l

Merkintojen lyhentamiseksi otetaan seuraavat merkinnét kiayttoon.

Maaritelma 1.14. Olkoon G = (V,E), H= (W, F),veV,ec E, H CG.
Télloin

(VA{v}, E) =G =,

(V,E\{e}) =G —eja
(V\W,E\F)=G - H.

Lause 1.2. Kun graafissa G on vdhintddn yksi sirmd, on olemassa sellainen
G:n aligraafi H, etti 0(H) > e(H) > (G).

Todistus (vrt. [3, s. 6]). Muodostetaan jono G = Gy 2 G; D ... indusoituja
graafin G aligraafeja seuraavasti. Jos graafissa G; on sellainen solmu v;, etta
d(v;) < e(G;), niin asetetaan G,y := G; — v;. Jos taas sellaista solmua ei
16ydy, niin jonon muodostaminen voidaan lopettaa ja asetetaan H := G;.
Nyt e(Git1) > €(G;) kaikilla kokonaisluvuilla i, joten e(H) > ¢(G).

Koska e(K*') = 0 < (@), niin yksikién jonon graafeista ei ole triviaali ja
erityisesti H # (). Kun jono muodostetaan kyseiselld tavalla, niin graafissa H
ei siis ole yhtdén solmua, jonka aste olisi pienempi tai yhtasuuri kuin e(H).
Téalloin myoskin §(H) > e(H). O



1.4 Polut ja yhtenaisyys

Téassé pykéalassa esitelladn polun kasite. Lisdksi esitellddn yhtenaisyys, joka
on tarked ominaisuus useissa graafiteorian sovelluksissa.

Maaritelma 1.15. Epéatyhja graafi P = (V, E), missd V = {zo, x1,..., 2%}
ja B = {xozr1, 21209 . .., Tp_oTk_1, Tk_1Z}, o0 polku, kun solmut x; ovat eril-
liset. Polku P yhdistid solmut xy ja xj, ja ne ovat polun P pddt. Solmut
Z1...Tp_1 taas ovat polun P sisdsolmuja.

Maaritelma 1.16. Polun sdrmien lukumé&ira on sen pituus. Polku, jonka
pituus on k, merkitdin P*. Polku, jonka pituus on nolla, on tyhji polku.
Talloin P° = K.
Kun 0 <17 < j <k, niin
Pl’i:xo...l’i,
.’L’Z‘Pl'j =T;...Tj.
Liséksi maéaritelladn tiettyja polun P alipolkuja seuraavasti.

o

P:.I'l...l’k,l,
o
Pa:i:xo...xi,l,
o .
i P=zi1... .71 ja
o o
€T; PZL‘j =Ti41..-Tj-1-

Huomautus. Jos ketju polkuja muodostaa polun, kidytetdan lyhennettya
merkintdtapaa. Pr U zQy U yR merkitdan siis PrQyR.

Esimerkki 1.5. Graafissa G on olemassa polku z; ...z, mutta ei polkua
T1...23.




Maaritelma 1.17. Olkoot A ja B solmujoukkoja. Talléin P = xg. ..z
on A—B polku, jos V(P)N A = {zo} ja V(P)N B = {x}. Jos A = {a},
kiytetaan merkintaé a — B-polku merkinnén {a} — B-polku asemesta. Polut
ovat erillisid, jos mikddn poluista ei sisélld jonkin muun polun sisdsolmua.
Kaksi a — b polkua ovat erilliset, jos ja vain jos a ja b ovat niiden ainoat
yhteiset solmut.

Maaritelma 1.18. Olkoon H graafi. Polku P = xg...z, on H-polku, jos
polku P ei ole triviaali ja V(P)NV(H) = {0, 21}

Maaritelma 1.19. Olkoon P = zy...z,_1 polku ja k£ > 3. Télloin graafi
C = P+xp_1x9 on silmukka. Silmukka esitetdin solmujen tai sérmien jonona
kuten polkukin. Talloin C' = zq ... xx_120.

Mairitelma 1.20. Silmukan sdrmien (tai solmujen) lukuméérd on sen pi-
tuus. Silmukka, jonka pituus on k, on k-silmukka, merkitdin C*.

Esimerkki 1.6. Graafissa G on silmukka z;x523, jonka pituus on kolme.

€3
X2

€

Maaritelma 1.21. Graafin G sisaltdmien silmukoiden pienin pituus on sen
minimiympdarys, merkitdén g(G). Vastaavasti graafin G siséltdmien silmukoi-
den suurin pituus on sen maksimiympdarys.

Huomautus. Jos graafissa GG ei ole yhtdan silmukkaa, niin minimiympérys
on ddreton ja maksimiympérys on nolla.

Maaritelmé 1.22. Olkoot C silmukka graafissa G, z,y € V(C), zy € E(G)
ja zy ¢ E(C). Télloin sdrmé zy on silmukan C' janne.

Maaritelma 1.23. Olkoon C silmukka, joka on graafin GG indusoitu aligraafi.
Talloin silmukka C' on graafin G indusoitu silmukka, jos siind ei ole yhtaan
jannetta.

10



Lause 1.3. Olkoon G graafi ja §(G) > 2. Graafissa G on polku, jonka pituus
on 0(G) ja silmukka, jonka pituus on vihintddin 6(G) + 1.

Todistus (vrt. [3, s. 8]). Olkoon P = zg ...z graafin G pisin polku. T&ll6in
solmun zj, kaikki naapurit ovat polulla P, joten k > d(zy) > 6(G). Jos i < k
on pienin sellainen luku, jolla x;z), € E(G), niin x; . . . xxx; on silmukka, jonka
pituus on korkeintaan §(G) + 1. O

Maaritelma 1.24. Olkoon G graafi ja z,y € V(G). Télléin solmujen x
ja y vélisen polun pienin pituus on niiden etdisyys, merkitddn dg(x,y) tai
lyhyemmin d(z,y), jos sekaannuksen vaaraa ei ole. Graafin G suurin etéisyys
on sen halkaisija, merkitdan diam (G).

Lause 1.4. Jos graafissa on silmukka, niin g(G) < 2diam (G) + 1.

Todistus (vrt. [3, s. 9]). Olkoon C' graafin G lyhin silmukka. Tehdédéin vas-
taoletus, ettd g(G) > 2diam (G) 4 2. Télléin silmukassa C' on kaksi solmua x
ja y, joiden etéisyys silmukassa C' on véhintdén diam (G) + 1. Olkoon polku
P niiden solmujen vilinen lyhin polku graafissa G. T&lléin niiden etdisyys
on kuitenkin korkeintaan diam (G), joten P ¢ C. Polku P kuitenkin sisaltaa
C-polun xPy. Nyt yhdistetdan polku P ja silmukan C' sisdltdméa lyhyempi
polku solmujen z ja y vélisista poluista. Télloin saadaan silmukka, joka on
lyhyempi kuin C, miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd C' on lyhin silmukka
graafissa G. Siis vastaoletus hylatdan ja viite on tosi. n

Maaritelma 1.25. Olkoon G epatyhja graafi. Jos graafin G minka tahansa
kahden solmun vililld on polku, niin graafi G on yhtendinen. Olkoot U C
V(G) ja G[U]. Télléin my6s joukkoa U kutsutaan yhtendiseksi graafissa G.
Jos graafi ei ole yhtendinen, se on epdyhtendinen.

Esimerkki 1.7. Graafi G on yhtenéinen ja graafi H on epdyhtendinen.

—

11



Lause 1.5. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi. Jos e € E on graafin G
jonkin silmukan sdrmd, myds graafi G — e on yhtendinen.

Todistus (vrt. |7, s. 34]). Olkoon e = {u,v} graafin G silmukan C' = v,uy,
oy Up_o, u, v sarmé. Todistuksen yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa,
ettd silmukan esityksessé sdarmé e on viimeisend. Nyt polku P = v, uq,...,
Up_o,u on graafin G' polku, joka ei sisélld sdrméaé e. Siis P on myo6s graafin
G — e polku. Tehdéén vastaoletus, ettéd graafi G — e ei ole yhtendinen. Talloin
graafissa G' — e on solmut x ja y, joiden vélilla ei ole polkua graafissa G — e.
Graafissa G kuitenkin on polku solmujen z ja y valilla. Lisdksi tdma polku

sisaltdd sarmén e. Olkoon se polku x, x1, ..., g, v, U, Tgys, ..., 21, y. Mutta
nyt graafissa G — e on polku x,x1,..., T, U, U, ..., Up_2, Uy Tht 3,y - - -, Ty—1, Y
solmujen x ja y valilld, mika on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. O]

Lause 1.6. Yhtendisen graafin G solmut voidaan aina jdrjestdda jonoon vy,
Va, ..., Uy niin, etti graafi G;:=Glvq,. .., v on yhtendinen aina kun i < n.

Todistus (vrt. [3, s. 10]). Valitaan miké tahansa solmu solmuksi v;. Tehdédén
induktio-oletus, ettd véite on tosi jollain kokonaisluvulla i < |G|. Valitaan
jokin solmu v € G — G,,. Graafissa GG on olemassa polku P solmujen v; ja v
vélilld, koska G' on yhtenéinen. Asetetaan nyt polun P ensimméinen solmu,
joka ei ole polulla vy ...v;, solmuksi v;y; € G — G;. Talloin solmulla v;; on
naapuri graafissa (;, joten induktioperiaatteen nojalla véite on tosi. [l

Maaritelma 1.26. Graafin maksimaalinen yhtenéinen aligraafi on graafin
komponentti.

Huomautus. Koska komponentti on yhtenéinen, se ei koskaan voi olla tyhja.
Talloin tyhjalla graafilla ei ole komponentteja.

Esimerkki 1.8. Graafissa G on kaksi komponenttia S ja T

—
1

Maaritelma 1.27. Olkoon G = (V, E) graafi. Jos A, BCV ja X CVUFE
ovat sellaisia joukkoja, etté jokainen A — B polku graafissa G siséltdd solmun
tai sirméan joukosta X, niin talloin joukko X separoi joukot A ja B graafissa

G. Yleisemmin voidaan sanoa, ettd joukko X separo: graafin GG, jos graafi
G — X on epéyhtendinen.
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Maaritelma 1.28. Separoiva joukko solmuja on hajotusjoukko ja separoiva
joukko sdrmid on rrotusjoukko. Jos hajotusjoukossa on vain yksi solmu v,
niin talléin v on #rrotussolmu. Jos irrotusjoukossa on vain yksi sdrmé e, niin
téalldin e on silta.

Maéritelma 1.29. Olkoon {A, B} graafin G = (V, E) solmujoukon V' jo-
kin luokkajako. Téll6in niiden sdrmien joukko, joiden toinen paéatesolmu on
joukossa A ja toinen joukossa B on graafin G irrotus.

Esimerkki 1.9. Graafilla G on irrotus {ey, es,€3}.

em e €1 -
- ~ 2 ~
. *~—4 N
7 N 7/ N
/ \ / \
/ \ / \
I \ I \
1 1
G ! ool ! !
2 !
\ \ ,
\ \
/ /
\ A
N 7 //
N ) 4 -
- = 63 - - =

Maaritelma 1.30. Olkoon k € N. Graafi G on k-yhtendinen, jos |G| > k, ja
graafi G — X on yhtendinen kaikilla joukoilla X C V' kun | X| < k.

Maaritelma 1.31. Olkoon kokonaisluku £ suurin sellainen luku, ettd graafi
G on k-yhtendinen. Téll6in k on graafin G yhtendisyysaste k(G).

Huomautus. Niin ollen x(G) = 0, jos ja vain jos graafi G on epdyhtenéinen
tai G = K'. Yhteniisyysaste k(K") = n — 1 kaikilla n > 1.

Maaritelma 1.32. Graafi G on (-sdrmdyhtendinen, jos |G| > 1 ja graafi
G — F on yhtenéinen kaikilla joukoilla F' C E, kun |F| < /.

Maaritelma 1.33. Olkoon kokonaisluku ¢ suurin sellainen luku, etté graafi
G on (-sarméyhtendinen. T&lloin ¢ on graafin G sarmdyhtendisyysaste N\(G).

Huomautus. Jos graafi G on epéyhtenéinen, niin A\(G) = 0.
Lause 1.7. Jos graafi G ei ole triviaali, niin k(G) < AMG) < §(G).

Todistus (vrt. [3, s. 12| ja [7, s. 56]). Olkoon G' = (V, E) graafi. Jalkimmaéi-
nen epayhtalo péatee, koska niiden sdrmien, jotka ovat yhteydessd johonkin
tiettyyn solmuun, joukko separoi graafin G.

Olkoon F' miké tahansa sellainen joukon F minimaalinen osajoukko, etté
graafi G — F on epdyhtendinen. Osoitetaan nyt, ettd x(G) < |F|. Oletetaan,
ettd graafissa G on sellainen solmu v, ettd se ei muodosta sdrmad minkaan
muun solmun kanssa joukossa F'. Olkoon nyt C' sellainen graafin G — F' kom-
ponentti, ettd v € C. Talléin ne komponentin C' solmut, jotka ovat joukon
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F sdrmissé, separoivat solmun v graafista G — C'. Koska joukko F' on mini-
maalinen, niin minkdén joukon F' sdrmén molemmat solmut eivét ole kom-
ponentissa C'. Télloin sellaisia solmuja on korkeintaan |F'| kappaletta, joten
5(G) < |F).

Oletetaan sitten, ettéd jokainen solmu on jonkin joukon F' sdrmén solmu.
Olkoon v miké tahansa solmu ja olkoon C' sellainen graafin G — F' kompo-
nentti, ettd v € V(C). Tall6in solmun v ne naapurit w, joille pétee, etta
vw ¢ F, ovat komponentissa C' ja joukon F erillisissd sarmissd. Néin ollen
dg(v) < |F|. Koska Ng(v) separoi solmun v kaikista muista solmuista graafis-
sa G, niin k(G) < |F|, jollei ei ole muita solmuja esimerkiksi {v}UN(v) = V.
Mutta solmu v oli mielivaltaisesti valittu, joten voidaan olettaa, ettd graafi
G on tédydellinen, jolloin x(G) = AM(G) = |G| — 1. O

Huomautus. Lauseen 1.7 perusteella korkea yhtenéisyysaste edellyttas suur-
ta minimiastetta. Kuitenkaan suuri minimiaste ei takaa korkeaa yhtenéisyy-
sastetta.

Lause 1.8. Olkoon 0 # k € N. Jokaisella graafilla G, jolla d(G) > 4k, on
sellainen (k + 1)-yhtendinen aligraafi H, etti c(H) > ¢(G) — k.

Todistus (vrt. [3, s. 13]). Asetetaan 7 = ¢(G) (> 2k). Tarkastellaan sellaisia
aligraafeja G’ C G, etté

G > 2k ja [|G']| > v (IG'| = k). (*)

Tamén ehdon mukaisia graafeja G’ on olemassa, koska esimerkiksi G on sel-
lainen. Olkoon H jokin ehdon (x) tdyttévisté aligraafeista, jolla on pienin
koko.

Yhdenkéén ehdon () tayttavin graafin G' koko ei voi olla tasan 2k, koska
siita seuraisi, etta

: 2 leg
|G| > vk > 2k >( 5 >
Graafin H minimaalisuudesta seuraa, ettd d(H) > -, koska muussa tapauk-
sessa voisimme poistaa jonkin korkeintaan astetta v olevan solmun, jolloin
saisimme graafin G’ ¢ H, joka kuitenkin téyttad ehdon (x). Erityisesti pitee,
ettd |H| > . Kun jaetaan ehdon (x) epéyhtalo ||H|| > v |H| — vk luvulla
|H|, niin saadaan (H) > v — k.

Osoitetaan vield, ettd H on (k+1)-yhtenéinen. Jos néin ei ole, niin graafil-
la H on irrotus {Uy, Us}, jonka jérjestys on korkeintaan k. Asetetaan H [U;] =
H;. Koska minké tahansa solmun v € U; \ Uy naapurit (d(v) > 6(H) > v
kappaletta) graafissa H ovat graafissa Hy, niin |H;| > v > 2k. Samoin my&s
|Hy| > 2k. Graafin H minimaalisuudesta johtuen graafit H; ja Ho eivit
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kumpikaan téyté ehtoa (x), joten saadaan || H;|| < v (|H;| — k), kun i = 1, 2.
Mutta talloin

VEN < | Hl + 11
< (|| + | Ho| — 2k)
<y (IH| — k) (un [Hy 0 Ho| < k),

mik& on ristiriidassa ehdon (x) kanssa. O

Maéritelmé 1.34. Olkoon r > 2 kokonaisluku. Graafi G = (V, E) on r-
jakoinen, jos on olemassa sellainen joukon V' luokkajako {Vi,...,V,}, etta
joukon E minkdén sdrmén molemmat solmut eivéit kuulu joukkoon V;. Jos
graafi on 2-jakoinen, kiytetdan nimitysta kaksijakoinen.

1.5 Puut

Téssé pykélassa esitelladn puun ja metséin kisite sekd muutama niihin liittyvé
lause.

Maaritelma 1.35. Graafi, jossa ei ole yhtdan silmukkaa, on metsd. Yhte-
nédinen metsd on puu. Talldin siis metsad on graafi, jonka komponentit ovat
puita. Puun solmut, joiden aste on 1, ovat sen lehtid.

Esimerkki 1.10. Graafi G on metsé. Sen komponentit H ja I ovat puita ja
solmut v, v9, v3 niiden lehtié.

V2

(%1 U3
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Lause 1.9. Olkoon T graafi. Seuraavat vaittamdt ovat yhtdpitivia keskenddn.

(1)
(i)
(i)
(iv)

T on puu.

Graafin T minkd tahansa kahden solmun vdlilld on yksikdsitteinen pol-

ku.
T on yhtendinen, mutta T —e on epdyhtendinen kaikilla sirmillie € T.

GraafissaT ei ole yhtidn silmukkaa, mutta graafissa T+xy on silmukka
malld tahansa kahdella solmulla x,y € T, jotka eiwvdt ole vierussolmuja.

Todistus (vrt. [3, s. 14] ja [7, s. 62]). Todistetaan lause niin, ettd oletetaan
edellinen kohta ja pidetddn seuraavaa kohtaa véitteena.

(1)

(iii)

Olkoon T" puu. Télléin 7" on méaaritelmén mukaan yhtendinen. Valitaan
mielivaltaisesti kaksi solmua u, v € T'. Tehdaén sitten vastaoletus, ettéa
puussa 71" on olemassa kaksi eri polkua uPv ja uP»v. Muodostetaan nyt
polku v Psu luettelemalla polun uwP,v solmut kidnteisessa jarjestyksessa.
Talloin polku P = uPyvPsu sisaltdd maaritelman mukaan silmukan.
Tama on ristiriidassa puun maéritelman kanssa, joten véite on tosi.

Olkoon T graafi. Valitaan mielivaltaisesti kaksi solmua u,v € T. Ole-
tuksen mukaan niiden vélilla on yksikésitteinen polku P. Téalloin T
on madritelmén mukaan yhtendinen. Valitaan mielivaltaisesti sarmé
e € P. Nyt graafissa T — e ei ole polkua solmujen u ja v valilld, joten
T — e on epéayhtendinen. Viite on tosi, koska solmut u ja v sekéd sdrma
e olivat mielivaltaisia.

Olkoon T' yhtendinen. Jos graafissa 7' olisi silmukka C', niin myo6skin
T'—e olisi yhtenainen milla tahansa sarmalla e € C'. Talloin siis graafissa
T ei ole yhtaan silmukkaa. Maaritelmén mukaan 7" on nyt puu. Valitaan
mielivaltaisesti kaksi solmua u,v € T, jotka eivit ole vierussolmuja.
Ensimmaéisen kohdan perusteella niiden valilla on yksikésitteinen polku
wPv. Lisdtadn graafiin 7' nyt sdrmé vu. Téalloin polku uPv U vu on
silmukka.

Olkoon T yhtendinen. Télloin se on mééritelmédn mukaan puu.

Olkoon T sitten epayhtendinen. Valitaan mielivaltaisesti kaksi sellaista
solmua u,v € T, joiden vililld ei ole polkua. Lisdtaén graafiin T' sarmé
uv, mutta graafi T+ uv ei vield sisélla silmukkaa, mikd on ristiriidassa
oletuksen kanssa. Siis T" ei voi olla epédyhtenéinen.

[]
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Lause 1.10. Puun solmut voidaan aina laittaa jdrjestykseen vy, . .., v, nin,
ettd jokaisella solmulla v; on yksikdsitteinen naapuri joukossa {vy, ... ,v;_1},
kun i > 2.

Todistus (vrt. [3, s. 14]). Toimitaan liahes samoin kuin lauseen 1.6 todistuk-
sessa. Olkoon G puu. Asetetaan G;:=Glvy, ..., v;] ja valitaan miké tahansa
solmu solmuksi v; € G. Tehdéddn induktio-oletus, ettd véite on tosi jollain
kokonaisluvulla n < |G|. Valitaan jokin solmu v € G — G,,. Lauseen 1.9 mu-
kaan puussa GG on olemassa yksikasitteinen polku P solmujen v; ja v valilla.
Asetetaan nyt polun P ensimméinen solmu, joka ei ole polulla vy ... v;, sol-
muksi v;1; € G — G;. Talloin solmulla v;,; on yksikésitteinen naapuri puussa
G, joten induktioperiaatteen nojalla véite on tosi. O]

Lause 1.11. Yhtendinen graafi, jossa on n solmua, on puu, jos ja vain jos
sinda on m =n — 1 sarmda.

Todistus (vrt. [3, s. 14] ja [7, s. 61]). Olkoon G yhteniinen graafi. Oletetaan
ensin, ettd graafi G on puu. Jos n = 1, niin graafissa ei ole sarmia. Tehdaén
sitten induktio-oletus, ettd jos puussa on korkeintaan n—1 solmua, sdrmia on
yksi vihemmén kuin solmuja. Olkoon |G| = n ja v € G. Lauseen 1.9 mukaan
puussa on yksikésitteinen polku kahden solmun vélilla, joten graafissa G — v
on k = d(v) komponenttia. Kukin komponentti on puun G alipuu. Olkoot
ni, Na,...,Nn, naiden alipuiden solmujen lukumaarat ja mq,mo, ..., m; sér-
mien lukumééarat. Koska alipuissa on yhteensd n — 1 solmua, niissé kussakin
on korkeintaan n — 1 solmua. Induktio-oletuksen perusteella puun G sédrmien
lukumaaraksi m saadaan

k k
m:k—FZmi:k—l—Z(ni—l):k+(n—1)—k:n—1.
i=1 i=1

Oletetaan nyt, ettd graafissa G on m = n — 1 sdrméé. Jos graafissa G on
silmukka ja e on jokin tdmaén silmukan sdrma, niin lauseen 1.5 mukaan myos
graafi G — e on yhtenéinen. Toisaalta n-solmuisessa yhtenéisessa graafissa on
vahintddn n—1 sdrméé. (Jos n = 2, niin tarvitaan yksi sirmé yhtenéisyyteen.
Téamén jéalkeen jokainen solmun lisdédminen vaatii yhden sdrmén lisddmisen
jotta yhtendisyys siilyisi.) Siis graafi G — e, jossa on n — 2 sérméé, ei voi olla
yhtendinen. Talloin graafi G' on silmukaton, joten se on maaritelméan mukaan
myos puu. [

Maaritelma 1.36. Jollekin puun solmuista voidaan antaa nimi juuri. Jos
puulla 7" on kiinteé juuri r, niin talloin 7" on juurellinen puu. Merkitdan z < y,
kun z € rT'y, méarittelee osittaisen jarjestyksen joukolle V(7T), joka on puun
T ja juuren r puujdirjestys. Jos x < y, niin sanotaan, ettd solmu z sijaitsee
solmun y alapuolella. Vastaavasti solmu y sijaitsee solmun x yldpuolella.
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Huomautus. Puun 7" juuri r on osittaisen jarjestyksen pienin alkio ja lehdet
maksimaalisia alkioita. Siis puun 7" jokaisen sdrmén paét ovat verrattavissa
kesken&an.

Maaritelma 1.37. Joukko [y] = {z | x <y} on solmun y alasulkeuma ja
joukko |x] = {y | y > 2} on solmun y yldsulkeuma. Jokaisen solmun alasul-
keuma on ketju.

Maaritelma 1.38. Solmuilla, joiden etdisyys juuresta r on k, on korkeus k
ja ne muodastavat puun 7' k:nnen tason.

Maaritelma 1.39. Kun graafi G sisdltda juurellisen puun 7', niin 7" on
normaali, jos jokaisen T-polun péa graafissa GG on verrattavissa sen T-polun
toiseen padhan puun 7" puujarjestyksessa. Jos puu 7' virittaa graafin G, niin
se edellyttda sitéd, ettd puun T kaksi solmua tédytyy olla verrattavissa aina,
kun ne ovat naapureita graafissa G.

Esimerkki 1.11. Normaali puu 7', jonka juuri on r, virittda graafin G.

Lause 1.12. Olkoon T normaali puu graafissa G.
(i) Joukko [x] N [y] separoi mitkd tahansa solmut x,y € T graafissa G.

(ii) Jos S C V(T) = V(G) ja S on alaspdin suljettu, niin joukot |z| vi-
rittdvdt graafin G — S komponentit, kun x on minimaalinen graafissa
T-—S.

Todistus (vrt. [3,s. 15]). (i) Olkoon P miké tahansa x —y polku graafissa
G. Koska T on normaali, niin polun P solmut puussa 7" muodostavat
jonon r =ty,...,t, =y, jossa t; ja t;11 ovat aina verrattavissa puun 7’
puujajestyksessi. Tarkastellaan sellaista minimaalista solmujonoa jou-
kossa PNT'. Téssa jonossa ei voi olla t; 1 < t; > t;,1 milldén luvulla 7,
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koska silloin ¢; ;1 ja t;11 olisivat verrattavissa ja solmun ¢; poistaminen
tuottaisi pienemmén jonon. Siis

T=t1>..>h <...<tp, =y
jollain k € {1,...n}. Viite pétee, kun t;, € [z] N [y] NV (P).

(ii) Koska S on alaspéin suljettu, niin graafin G — S mink4 tahansa solmun
ylemmét naapurit puussa 7" ovat myos graafissa G — S. Télloin ne ovat
myos samassa komponentissa, joten graafin G — .S komponentit C' ovat
ylhaélta suljettuja. Kun S on alaspiin suljettu, niin komponentin C
minimaaliset solmut ovat minimaalisia myos graafissa G — S. Kohdan
(i) perusteella komponentilla C' on vain yksi minimaalinen solmu z, ja
se on sama kuin ylasulkeuma |z].

]

Lause 1.13. Jokainen yhtendinen graafi sisdltiad normaalin virittdvin puun
malld tahansa juuren valinnalla.

Todistus (vrt. [3, s. 16]). Olkoon G yhtenéinen graafi ja r € G mielivaltai-
sesti valittu solmu. Olkoon 7" maksimaalinen normaali puu, jolla on juuri r
graafissa G. Osoitetaan, ettd V(T') = V(G).

Tehdéén vastaoletus, ettd V(T') # V(G) ja olkoon C' graafin G — T kom-
ponentti. Kun 7" on normaali, niin N(C') on ketju puussa 7. Olkoon = sen
suurin alkio ja y € C solmun z naapuri. Olkoon 7" puusta T saatu puu,
kun solmu y on yhdistetty solmuun z. Puun 7" puujérjestys laajentaa tallin
puun 7" puujajestysta. Muodostetaan ristiriita osoittamalla, ettd myos 7" on
normaali graafissa G.

Olkoon P T’-polku graafissa GG. Jos polun P molemmat paét ovat puussa
T, niin ne ovat verrattavissa puun 7', ja siis myos puun 77, puujarjestykses-
sé, koska silloin P on myos T-polku ja puu 7" on oletuksen mukaan normaali
graafissa (G. Jos néin ei ole, niin y on polun P yksi péé, joten P on kom-
ponentissa C' lukuunottamatta sen toista paétesolmua z, joka on ketjussa
N(C). Talléin z < z, koska = on suurin alkio ketjussa N(C'). Jotta y ja z
olisivat verrattavissa, riittad osoittaa, ettd x < y eli x € rT’y. Tama taas
pitééd paikkansa, koska y on puun 7" lehti, jonka naapuri on solmu x. Tall6in
siis my6s puu 7”7 on normaali graafissa G, miké on ristiriita sen kanssa, etté
T on maksimaalinen normaali puu graafissa G. [
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2 Minorit

Téssé luvussa perehdytdan minoreihin sekéd Kuratowskin lauseeseen.

2.1 Minori ja topologinen minori

Maaritelma 2.1. Olkoon G = (V| F) graafi ja e = xy sen siarmé. Merkin-
nélld G /e tarkoitetaan graafia, joka on saatu graafista G kutistamalla sérméa
e uudeksi solmuksi v,, josta tulee naapuri kaikkien solmujen z ja y entisten
naapurien kanssa. Siis G/e = (V', E'), missd V' = (V ~{z,y})U{v.} ja E' =
{fvw e E | {v,w}n{z,y} =0} U{vew | zw € E~ {e} Vyw € E~\ {e}}.
Esimerkki 2.1. Sarmén e kutistaminen solmuksi v,.

-~

/
N

G GJe

Maaritelma 2.2. Graafin G minorien joukko méaritelladn rekursiivisesti
seuraavasti.

(i) G on itsensd minori.

(ii) Jos graafi H on graafin G minori, niin graafi H — v on myds graafin G
minori kaikilla graafin H solmuilla v.

(iii) Jos graafi H on graafin G minori, niin graafi H — e on myos graafin G
minori kaikilla graafin H sarmillé e.

(iv) Jos graafi H on graafin G minori, niin graafi H/e on myos graafin G
minori kaikilla graafin H sarmillé e.

Toisin sanoen graafi H on graafin G’ minori, jos ja vain jos on olemassa sellai-
set graafit Gy, ..., G,, ettd Go = G, G,, = H ja graafi G;,, saadaan graafista
G; (i < n) poistamalla solmu, poistamalla sdrmé tai kutistamalla sdrma. Siis
graafi H on graafin G minori, jos graafilla G' on sellainen aligraafi H', etta
graafi H saadaan graafista H' sarjalla perdkkaisia sarmien kutistamisia.
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Minorius voidaan maéritella myos seuraavasti.

Maéritelma 2.3. Olkoon X graafi ja {V, |z € V (X)} joukon V sellainen
ositus yhtenaisiin osajoukkoihin, ettd mille tahansa kahdelle solmulle =,y €
X on olemassa sarmé V, — V,, jos ja vain jos zy € E(X). Talloin graafi G
kuuluu graafien luokkaan M (X). Joukot V, ovat luokan M (X) oksajoukkoja.
Jos G € M(X) on jonkin graafin Y aligraafi, niin sanotaan, ettd X on graafin
Y minori, merkitddn X Y.

Huomautus. Diestelin teoksessa kiytetaan hiukan haméaavaa merkintad G =
M X silloin kun graafi G kuuluu luokkaan M (X).

Esimerkki 2.2. Graafi G on graafin Y aligraafi ja G € M(X), joten graafi
X on graafin Y minori.

A

}/

Ve

G

Maaritelma 2.4. Jos korvataan graafin X sarmaét poluilla siten, ettd yh-
denkédn polun sisdsolmu ei ole minkdan muun polun sisésolmu tai graafin X
solmu, niin néin saatu graafi G on graafin X sidrmien polkujako, merkitaén
G € T(X). Jos G € T(X) on jonkin graafin Y aligraafi, niin graafi X on
graafin Y topologinen minori, merkitdan X <7 Y.

Esimerkki 2.3. Graafi G on graafin Y aligraafi ja G € T(X), joten graafi
X on graafin Y topologinen minori.
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Huomautus. Jos V, = U C V on yksi oksajoukoista ja muut oksajoukot
sisdltdvit vain yhden solmun, niin graafille X kiytetddn merkintdd G/U.
Solmulle x € X, johon U kutistuu, kiytetdan merkintad vy. Talloin muuta
graafia X ajatellaan graafin G indusoituna aligraafina. Yhden sarméan uu/’
kutistaminen on siis erikoistapaus, kun U = {u, u'}.

Maéritelma 2.5. Jos G € T'(X), niin joukko V(X) on joukon V(G) o-
sajoukko, ja sen alkiot ovat graafin G oksasolmuja. Graafin G muut solmut
ovat jakosolmuja. Talloin kaikkien jakosolmujen aste on 2, kun taas oksasol-
muilla on sama aste kuin graafissa X.

Lause 2.1. Seuraavat vdittimdt kuvaavat minorin ja topologisen minorin
suhdetta.

(i) Jokainen luokka T(X) on myds M(X). Siis graafin topologinen minori
on myos Sen Mminori.

(ii)) Jos A(X) < 3 ja X K Y, niin graafi X on graafin Y topologinen
minorsi.

Todistus (vrt. [3, s. 20]). (i) Olkoon X graafi. Korvataan graafin X sér-
mét poluilla siten, ettd yhdenkdin polun sisdsolmu ei ole minkéén
muun polun sisédsolmu tai graafin X solmu. Néin saadaan graafi G ja
G € T(X). Olkoon graafi Y sellainen, ettd G C Y. Valitaan jotkin kak-
si graafin G sellaista oksasolmua, joiden vililld on polku. Kutistetaan
tdman polun kaikkien sisdsolmujen véliset sarmat. Sdrmien kutistamis-
jarjestykselld ei ole merkitystd. Lopulta kutistetaan jommankumman
oksasolmun ja jaljelle jadneen solmun vélinen sdrmé&. Nyt néiden ok-
sasolmujen vililla on vain sdrmé. Tehdaddn samoin kaikille muillekin
oksasolmujen vilisille poluille. Nain saadaan graafi X. Talloin graafilla
Y on sellainen aligraafi G, ettd graafi X saadaan graafista G sarjalla
perakkiisid sdrmien kutistamisia. Maaritelman mukaan graafi X on siis
graafin Y minori.

(ii) Olkoon A(X) < 3 ja X =Y. Télloin graafilla Y on aligraafi G, josta
sarmien kutistamisilla saadaan graafi X. Kutistamalla graafin G nii-
ta sarmié, joiden paiden aste korkeintaan kaksi, ei kasvateta solmujen
asteita. Siis jokaisen astetta kolme olevan solmun v € X on oltava al-
kuperdisend solmuna jo graafissa G. Nyt graafi X on myos graafin YV
topologinen minori, koska voidaan muodostaa samanlainen aligraafi GG
ja tehda kutistukset kuten kohdassa (i), joka osoittaa, ettd G < Y.

O
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Lause 2.2. Minorirelaatio < ja topologinen minorirelaatio < ovat graafien
osittaisia jarjestyksid. Toisin sanoen ne ovat refleksiivisid, transitiivisia ja
antisymmetrisid.

Todistus (vrt. [3, s. 20]). Todistetaan lause ensin minorirelaatiolle.

(i)

(if)

(iii)

Madritelméan mukaan graafi on itsensad minori, joten minorirelaatio on
refleksiivinen.

Olkoot X xYjaY <xZ Jos X=Y, Y=/ X=Ztai X=Y =172,
niin minorirelaatio on transitiivinen. Olkoon sitten X # Y # Z # X.
On olemassa sellaiset graafit Xg,..., X, ettd Xog = Z ja X;, = Y.
Graafi X, saadaan graafista X; (kun i < k) poistamalla solmu, pois-
tamalla sdrméa tai kutistamalla sdrmé. Samoin on olemassa sellaiset
graafit Xpy;,..., X, ettd Xiy; =Y ja G, = X. Graafi X4, saa-
daan graafista Gj4; (kun k£ + j < n) poistamalla solmu, poistamalla
sarma tai kutistamalla sarmaé. Tésta seuraa, ettd on olemassa sellaiset
graafit Xo,..., Xg,..., X, ettd Xg = Z ja G,, = X. Graafi X, saa-
daan graafista Gy, ; (kun ¢ < n) poistamalla solmu, poistamalla sarméa
tai kutistamalla sarma. Talloin méaaritelmén mukaan X < Z, joten
minorirelaatio on transitiivinen.

Olkoot X = (V,E) jaY = (V' E') graafeja, sekd X Y jaY < X.
Jotta minorirelaatio olisi antisymmetrinen, niin graafien X ja Y pitéisi
olla samoja. Tehd&dan vastaoletus, ettd X # Y. Koska X Y ja X #Y,
niin véhintddn toinen epayhtaldistd |V| < |V'| ja |E| < |E'| pétee.
Téasté taas seuraa, ettd graafi Y ei voi olla graafin X minori, mikéd on
ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd Y < X. Télloin vastaoletus on
vaara ja X =Y, misté seuraa, ettd minorirelaatio on antisymmetrinen.

Todistetaan lause vield topologiselle minorirelaatiolle.

(i)

Olkoon X graafi. Korvataan graafin X sdrmét sellaisilla poluilla, etta
sdrmien péaat ovat myos polkujen paitd, mutta poluille ei lisatd yhtaén
sisdsolmua. Niin saatu graafi G on oleellisesti sama graafi kuin X . Maa-
ritelmén mukaan graafi G on itsensa aligraafi, joten graafi X on itsensé
topologinen minori. Téten topologinen minorirelaatio on refleksiivinen.

Olkoon X =<r Y. Talloin on olemassa sellainen graafi G, ettd se on
saatu graafista X korvaamalla sdrmia poluilla. Lisdksi G C Y. Olkoon
my0s Y <r Z. Talléin on olemassa sellainen graafi F', ettd se on saatu
graafista Y korvaamalla sédrmié poluilla. Lisdksi F' C Z. Muodostetaan
nyt sellainen graafi D, joka on saatu korvaamalla jokainen sérmé xy €
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X polullaxPy € F. Taten X r Z, koska D C F' C Z. Siis topologinen
minorirelaatio on transitiivinen.

(iii) Olkoot X = (V. FE)jaY = (V' E') graafeja, sekd X <7 Y jaY <r X.
Jotta topologinen minorirelaatio olisi antisymmetrinen, niin graafien
X ja Y pitédisi olla samoja. Tehdaédn vastaoletus, ettd X # Y. Koska
X <r Y ja X # Y, niin vdhintddn toinen epayhtéloista |V| < |V’|
ja |E| < |E'| patee. Tésté taas seuraa, ettd graafi Y ei voi olla graa-
fin X topologinen minori, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Téten
vastaoletus on vaara ja X =Y, mistd seuraa, ettd topologinen minori-
relaatio on antisymmetrinen.

]

Mairitelma 2.6. Injektiivinen kuvaus ¢ : V(G) — V(H) on graafin G upo-
tus graafiin H. Kuvaus ¢ upottaa graafin G ’aligraafiksi’ graafiin H, jos se
séilyttad solmujen naapuruuden ja 'indusoiduksi aligraafiksi’; jos se séilyttad
sekéd solmujen naapuruuden ettd solmujen eristyneisyyden. Jos kuvaus ¢ on
madritelty sekd joukolle E(G) ettd joukolle V(G), ja kuvaa sarmét xy € G
erillisiksi poluiksi graafissa H solmujen ¢(z) ja ¢(y) vilille, niin se upottaa
graafin GG 'topologiseksi minoriksi’ graafiin H. Samoin graafin G upotus 'mi-
noriksi’ graafiin H olisi sellainen kuvaus joukosta V' (G) erillisiin yhtenisiin
solmujoukkoihin graafissa H, ettd graafissa H on sdrmé joukkojen ¢(x) ja
©(y) valilla aina, kun xy on graafin G sarma.

2.2 Tasograafit ja Kuratowskin lause

Seuraavaksi esitelladn muutama lause, joiden tulokset oletetaan tunnetuiksi,
joten todistukset sivuutetaan. Todistukset 16ytyvéit esimerkiksi seuraavista
teoksista: B. Mohar & C. Thomassen, Graphs on Surfaces sekd J. Stillwell,
Classical topology and combinatorial group theory.

Lause 2.3 (Jordanin kiyrédlause monitahokkaille). Jokaiselle monitahokkaal-
le P C R? on tismdlleen kaksi aluetta joukossa R* . P. Kummallakin niistd
on koko monitahokas P reunanaan.

Lause 2.4. Olkoot Py, P> ja P3 kaaria, joilla on samat pddtepisteet, mutta
ovat muuten erillisid.

(i) Joukolla RN (PLUP,UPs) on tismdlleen kolme aluetta, ja niiden reunat
OUatP1UP2, PQUngCLPlLJPg.
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(ii) Jos P on kaari joidenkin sisipuolien Py ja Py pisteiden vdlilla, ja kaa-
ren P sisipuoli on sellaisella joukon R?~\ (P UPs) alueella, joka sisltdd

sisdpuolen Py, niin P N Py ().

Lause 2.5. Olkoot X, Xy C R? sellaisia erillisii joukkoja, ettd kumpikin
on ddrellisen monen pisteen ja kaaren yhdiste, ja olkoon P sellainen kaari

joidenkin joukkojen X1 ja Xo pisteiden vdlilld, ettd sen sisapuoli ﬁ on joukon
R%\ (X1 UXy) alueella O. Tdllsin O~ P on joukon R*\ (X, UPUX>) alue.

Esimerkki 2.4. Kaari P ei separoi joukon R? \ (X; U X3) aluetta O.

P

Xy

O X

Lause 2.6. Olkoon ¢ : C; — Cy homomorfismi kahden pallolla S? olevan
piirin valilld. Olkoot Oy pitrin Cy alue ja Oy piirin Cy alue. Tdlloin ¢ voidaan
laagentaa homomorfismiksi Cy U O7 — Cy U Os.

Maéritelmé 2.7. Airellisten joukkojen muodostama pari (V, E) on taso-
graafi, jos se tayttad seuraavat ehdot.

(i) V C R

(ii) Jokainen sérmé on kaari kahden solmun valill.

(i) Kaikilla sdrmilla on eri padtepisteiden joukot.
)

(iv) Minkddn sdrmén sisdpuoli ei sisilla yhtadn solmua, eikd yhtéin pistetté,
mistaan muusta sarmasta.
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Huomautus. Tasograafi (V, F') méérittelee graafin G joukolle V' luonnolli-
sella tavalla. Jatkossa kiytetddn abstraktin graafin nimeéd G myos tasograa-
fille (V, E), koska sekaannuksen vaara on mitéton.

Misritelma 2.8. Jokaiselle tasograafille G, joukko R? \. G on avoin. Sen
alueet ovat myos graafin G alueita. Koska graafi G on rajoitettu (toisin sanoen
se on riittdvan suuren kiekon D sisélld), niin tdsmélleen yksi sen alueista on
rajoittamaton. Kyseessi on se alue, joka sisiltdéd joukon R% \. D. Tama alue
on graafin G ulkoalue ja loput alueet ovat sisdalueita. Graafin G alueiden
joukkoa merkitddn F(G).

Lause 2.7. Olkoon G tasograafi, f € F(G) alue ja H C G aligraafi.
(i) Aligraafilla H on alue f', joka sisdltid alueen f.
(ii) Jos alueen f reuna on aligraafissa H, niin f' = f.

Todistus (vrt. [3,s. 87]). (i) Pisteet alueessa f ovat ekvivalentteja myos
joukossa R%~ H. Olkoon sitten f’ se joukon R?\ H ekvivalenssiluokka,
joka sisaltaé ne pisteet.

(ii) Jokainen kaari alueiden f ja f’~ f vililld kohtaa alueen f reunan X.
Jos f' . f # (), niin on olemassa sellainen kaari alueen f’ sisilld, etté

sen pisteet reunalla X eiviit olekaan aligraafissa H. Joten X ¢ H.
O

Lause 2.8. Olkoon G tasograafi ja e sen sdrmd.

(i) Jos X on jonkin graafin G alueen reuna, niin tdlloin joko e C X tai
XNe=0

(ii) Jos sirmd e on piirissi C C G, niin e on tdsmdlleen kahden graafin G
alueen reunalla, ja ne sisdltyvdt erillisiin pririn C' alueisiin.

(iii) Jos sdrmda e ei ole missddn piirissd, niin se on tasmdlleen yhden graafin
G alueen reunalla.

Todistus (vrt. [3, s. 87]). Tarkastellaan yhti pistetti zy € e. Osoitetaan,
ettd xo on joko tdsmaélleen kahden tai tésmélleen yhden alueen reunalla,
riippuen siitd onko e jossakin graafin GG piirissa vai ei. Sitten osoitetaan, etté
jokainen muu piste sisdpuolessa ¢ on tésmilleen samojen alueiden reunalla
kuin zq. Silloin sdrmén e paatepisteet myos nédiden alueiden reunalla, koska
jokaisen sdrmén e padtepisteen ympéaristé on myos sen sisdpisteen ympéristo.
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Voidaan ajatella graafi G dérellisen monen janan yhdisteend, seké olettaa
mink4 tahansa kahden janan leikkaavan korkeintaan yhdessa pisteessa. Jokai-
sen pisteen x € e ymparilta voi 16ytda avoimen kiekon D,,, x keskipisteenéén,
joka kohtaa vain ne janat, jotka siséltévat pisteen x.

Valitaan sisapiste zy janalta S C e. Talléin D,, NG = D,, NS, joten
D,, ~ G on kahden avoimen puolikiekon yhdiste. Koska nama puolikiekot
eiviit kohtaa graafia (G, niin ne ovat sen joissakin alueissa. Olkoot ne alueet
f1ja fo. Ne ovat graafin GG ainoat alueet, joiden reunalla xy on, ja ne voivat
yhtyé.

fi D,

Kuva 7: Graafin G alueet f; ja fs.

Jos e on piirissé C' C @, niin lauseen 2.3 mukaan D,, kohtaa piirin C
molemmat alueet. Koska lauseen 2.7 mukaan alueet f; ja fo siséltyvét piirin
C alueisiin, niin f; # f,. Jos sérmaé e ei ole misséén piirissd, niin e on silta ja
taten yhdistad kaksi erillistd pistejoukkoa X; ja X, joille patee X7 U Xy =
G~ ¢ lauseen 2.5 mukaan. Nyt f1U eu f2 on graafin G —e alueen f osajoukko.
Lauseen 2.5 mukaan f~ e on graafin G alue. Toisaalta f~ e sisiltdd alueet
f1ja fo alueen f madritelman mukaan, joten f; = f~ e= f2 koska f1, fo ja
f ovat kaikki graafin G alueita.

Tarkastellaan nyt mitd tahansa muuta pistettd x; € e. Olkoon P kaari
pisteesté x( pisteeseen x;. Koska P on kompakti, niin darellinen maara kiek-
koja D, kattaa kaaren P, kun x € P. Nimetaan kiekot niiden keskipisteiden
mukaan luonnollisessa jarjestyksessa Dy, ..., D, ja oletetaan, ettd Dy = D,,
ja D, = D,,. Jokainen piste y € D,, \ e voidaan yhdistda kaarella pisteeseen
z € Dy~ e joukon (DyU...U D,) \ e sisalla.

Kuva 8: Kaari pisteestéd y joukkoon Dy kulkee ldhelld kaarta P.

Talloin pisteet y ja z ovat ekvivalentteja joukossa R? ~. G. Niin ollen
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jokainen joukon D, \ e piste on joko alueessa f tai fs, joten x; ei voi olla
minkdin muun graafin G alueen reunalla. Koska molemmat joukon Dy \ e
puolikiekot voidaan yhdistdé joukkoon D, \ e téalla tavoin, niin huomataan,
ettd x, on sekd alueen f; ettd alueen fy reunalla. O]

Maaritelma 2.9. Graafin G aligraafi, jonka pistejoukko on alueen f reu-
na, rajoittaa aluetta f ja on sen raja, merkitdan G [f]. Alue on yhteydessa
reunansa solmuihin ja sdrmiin.

Maaritelma 2.10. Jos tasograafiin GG ei voida lisdtd uutta sarméa, kun
muodostetaan uutta tasograafia G' 2 G, ja V (G') = V(G), niin talléin
tasograafi G on maksimaalinen tasograafi.

Maaritelma 2.11. Jos tasograafin GG jokainen alue on rajoitettu kolmiolla,
niin talléin tasograafi G' on tasokolmiointi.

Lause 2.9. Tasograafi, jonka jdirjestys on vahintdadn kolme, on maksimaali-
nen, jos ja vain jos se on tasokolmiointi.

Todistus (vrt. [3, s. 90]). Olkoon G tasograafi, jonka jérjestys on vihintdian
kolme. Jos graafin GG jokainen alue on rajoitettu kolmiolla, niin mink4 tahan-
sa uuden sarman e sisdpuoli olisi jonkin graafin G alueen sisélla, ja sdrmén
paat saman alueen rajalla. T&lloin ndmé péaat olisivat jo naapureita graa-
fissa G, joten G U e el tdytéd tasograafin méadritelmén ehtoa (iii). Siis G on
maksimaalinen tasograafi.

Oletetaan sitten, ettd G on maksimaalinen tasograafi. Olkoon f € F(G)
alue ja merkitddn, ettd H = G [f]. Koska G on maksimaalinen, niin G [H]
on tédydellinen. Muussa tapauksessa mitkd tahansa kaksi graafin H solmua,
jotka eivit ole naapureita graafissa G, voidaan yhdistda kaarella alueen f
kautta, jolloin G laajenee suuremmakai tasograafiksi. Nyt siis G [H]| = K"
jollakin kokonaisluvulla n.

Osoitetaan ensin, ettd graafi H sisaltaa piirin. Tehd&dn vastaoletus, etta
graafi H ei sisdlla piirid. Nyt G O K™ kun n > 3, koska muussa tapauksessa
|G| > 3, joten G \ H # (). Toisaalta f U H = R?, jolloin G = H, miki on
ristiriita. Siis graafi H sisaltda piirin.

Koska graafi H sisdltda piirin, riittaéd osoittaa, ettd n < 3, koska silloin
H = K3. Oletetaan, ettd n > 4 ja olkoon C' = wvjvyv3v4v; piiri graafissa
G[H| (= K™). Koska C C @G, niin alue f sisdltyy piirin C' alueeseen fe.
Olkoon ff, piirin C toinen alue. Koska solmut v; ja vs ovat alueen f rajalla,
ne voidaan yhdistéé kaarella, jonka sisdpuoli on alueessa fo ja véistaé graafin
G. Télloin lauseen 2.4 mukaan graafin sirmé G [H| vovy kulkeekin alueen f(,
eikd fo kautta.
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U3

Kuva 9: Graafin G sérmé vyvy kulkee alueen ff, kautta.

Koska vg,v4 € G [f], niin sdrmé vyvs kulkee alueen f/, kautta. Nyt kui-
tenkin sdrmét vyvs ja vovy ovat erilliset, jolloin syntyy ristiriita lauseen 2.4
kanssa. Siis n < 3. O

Lause 2.10 (Eulerin kaava). Olkoon G yhtendinen tasograafi, jossa on n
solmua, m sdrmda ja | aluetta. Tdlloin

n—m-+1=2.

Todistus (vrt. [3, s. 91], |4, s. 160], |5, s. 103] ja [6, s. 76]). Oletetaan ensin,
ettd m < n — 1. Tall6in graafi G on puu, joten m =n —1jal=1. Nyt

n—m+l=n—(n—-1)+1=2.

Olkoon nyt m > n. Talléin graafissa GG on sarma e, joka on jossakin piirissé.
Merkitddn G/ = G —e. Nyt lauseen 2.8 mukaan sdrmé e on tdsmélleen kahden
graafin G' alueen rajalla. Olkoot ne alueet f; ja fo. Liséksi, koska sisépuolen
e pisteet ovat ekvivalentteja joukossa R? \. G’, niin graafissa G’ on alue f.,
joka sisaltaé sisdpuolen e Osoitetaan, etta

F(G)~ AN fo} = F(G) N Afe} (%)

jolloin graafilla G on tdsmalleen yksi alue vihemmaén kuin graafilla G ja véite
tulee todistetuksi induktioperiaatteen nojalla.

Olkoon ensin f € F(G) \ {fi, fo} annettu. Nyt lauseen 2.8 mukaan
Glf] € G~ e= @, joten f € F(G') lauseen 2.7 mukaan. Koska f # f.,
niin lause (*) pétee toiseen suuntaan.

Tarkastellaan sitten mité tahansa aluetta f' € F(G') ~\ {fe}. Selvisti
fi# f# faja f'n e= (). T#llsin alueen f" mitka tahansa kaksi pistettd ovat
joukossa R? \. G’ ja ekvivalentteja, joten graafilla G on alue f, joka sisiltii
alueen f’. Toisaalta lauseen 2.7 mukaan f on graafin G’ alueen f” sisilla.
Téaten f/ C f C f"ja f' = f = f”, koska sekd f’ ettd f” ovat graafin G’
alueita. [
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Lause 2.11. Tasograafissa, jossa on n > 3 solmua, on korkeintaan 3n — 6
sarmda. Jokaisella n-solmuisella tasokolmioinnilla on 3n — 6 sdarmda.

Todistus (vrt. [3, s. 91]). Lauseen 2.9 perusteella riittdé todistaa toinen vii-
te. Tasokolmioinnissa G jokaisen alueen raja sisiltda tdsmélleen kolme sér-
méad, ja lauseen 2.8 mukaan jokainen sdrmé on tésmélleen kahden alueen
rajalla. Kaksijakoisella graafilla joukolla F(G) U F(G), jonka sdrméjoukko
on {ef | e C G[f]}, on télldin tdsmélleen 2 |E(G)| = 3 |F(G)| sdrméa. Nyt
voidaan korvata FEulerin kaavassa [ luvulla 2m/3, jolloin saadaan, etta

m = 3n — 6.
O

Lause 2.12. Tuasograafilla ei voi olla graafia K® tai K33 topologisena mino-
Tina.

Todistus (vrt. [3, s. 92]). Graafilla K° on 10 > 3 -5 — 6 sdrmiéi, joka on
enemman kuin lauseen 2.11 mukaan saisi olla.

Koska K33 on 2-yhtendinen, mutta ei sisdllé yhtaan kolmiota, niin taso-
graafin K33 jokainen alue olisi rajoitettu piirilld, jonka pituus on vahintaan
nelja. Lauseen 2.11 todistuksen mukaan téstad seuraa, ettd 2m > 4[, mista
saadaan Eulerin kaavaan sijoittamalla, ettd m < 2n — 4. Toisaalta graafilla
Kzzon9>2-6—4 sarméa.

T&lloin graafit K ja K33 eiviit ole tasograafeja, eivitkd niiden polkujaot
ole myoskadn tasograafeja. O]

Kuratowskin lause sanoo, ettd jos graafilla ei ole topologisena minori-
na graafia K° tai K33, niin se on tasograafi. Osoitetaan ensin, ettd riittdaa
tarkastella tavallista minoria.

Lause 2.13. Graafilla on minorina graafi K° tai Ks3, jos ja vain jos silli
on K5 tai K33 topologisena minorina.

Todistus (vrt. [3, s. 97]). Lauseen 2.1 mukaan riittaa osoittaa, etté jokaisella
graafilla G, jolla on K® minorinaan, on joko K® topologisena minorina tai K33
minorina. Oletetaan, ettd G 3= K° ja olkoon K C G sellainen minimaalinen
graafi, etti K € M(K?). Tailloin jokainen graafin K oksajoukko indusoi
puun graafissa K, ja jokaisen oksajoukon vililla on tésmélleen yksi sdarma.
Jos tarkastellaan oksajoukon V, indusoimaa puuta ja lisataan sithen ne nelja
sarméd, jotka yhdistdvat sen muihin oksajoukkoihin, niin saadaan toinen
puu, merkitdan 7,. Graafin K minimaalisuudesta seuraa, ettd puulla 7T, on
tasmalleen nelja lehted, jotka ovat ne nelja oksajoukon V, naapuria muissa
oksajoukoissa.

30



Kuva 10: Jokainen luokka M (K?) sisiltdd joko luokan T'(K?) tai M(Kj33).

Jos jokainen viidestd puusta T, € T(K;4), niin K € T(K?) ja lause on
todistettu. Jos taas joku puista T, ¢ T(K;4), niin silld on tésmaélleen kaksi
astetta kolme olevaa solmua. Kun kutistetaan V,, néiksi kahdeksi solmuksi ja
jokainen muu oksajoukko yhdeksi omaksi solmukseen, niin saadaan kuusisol-
muinen graafi, joka siséltaéd graafin K33. Nyt G = K3 3. [

Maaritelma 2.12. Graafin G ja tasograafin H vilinen isomorfismi on ta-
soupotus. T&lloin tasograafi H on graafin G tasoesitys.

Seuraavaksi todistetaan Kuratowskin lause ensin 3-yhtenéisille graafeille.

Lause 2.14. Jos 3-yhtendiselli graafilla G ei ole minorina graafia K° tai
Ks 3, niin se on tasograafi.

Todistus (vrt. [3, s. 98]). Todistetaan lause induktiolla luvun |G| suhteen.
Kun |G| = 4, niin G = K* ja viite on tosi. Olkoon nyt |G| > 4 ja ole-
tetaan, ettd viite on tosi pienemmilla graafeilla. Graafilla G' on sellainen
sarmé xy, ettd graafi G/xy on myds 3-yhtendinen. Koska minorirelaatio on
transitiivinen, niin graafilla G/zy ei ole graafia K° tai K33 minorina. Téllin
graafilla G /xy on tasoesitys G. Olkoon f graafin G- Uy se alue, joka sisdltda
pisteen v,, ja olkoon C' alueen f raja. Merkitdén, ettd X = Ng (z) \ {y} ja
Y = Ng (y) ~ {z}. Télléin X UY C V (C), koska v,,, € f. Nyt tasoesitysté

G'=G—{vgv|veY X}
voidaan tarkastella graafin G — y tasoesityksend, missé solmua = edustaa

piste v,,. Tavoitteena on lisdta solmu y tahdn tasoesitykseen, jotta saadaan
graafin G tasoesitys.
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Kuva 11: Graafin G — y tasoesitys (. Piste Uy edustaa solmua x.

Koska G on 3-yhtendinen, niin G — Ugzy on 2-yhtendinen, jolloin C' on
piiri. Olkoot x1,...,x; luettelo joukon X solmuista piirilla C, ja olkoot
P, = x;...x;y; X-polkuja niiden vélilla piirilla C, kun ¢ = 1,...,k ja
Tpy1 = x1. Osoitetaan, ettd Y C V (P;) jollakin luvulla i. Jos néin ei oli-
si, niin joko solmulla x ja solmulla y olisi kolme yhteistd naapuria piirilla C'
ja muodostuisi graafi, joka kuuluu luokkaan T'(K?), tai sitten solmulla y olisi
kaksi naapuria piirissa C', jotka ovat eristettyja kahdella solmun x naapurilla.
Jalkimmaisessa tapauksessa nelja piirin C' solmua muodostavat solmujen x
ja y kanssa luokan T'(K33) graafin oksasolmut. Molemmissa tapauksissa on
ristiriita, koska graafi G ei sisélld graafia luokasta T'(K?®) tai T'(K33).

Valitaan nyt sellainen 7, ettd Y C P;. Joukko C'\ P; siséltyy toiseen piirin
C; = zx; P;x; 12 alueista. Olkoon se piirin C; sellainen alue f;, johon C' \ P,
ei kuulu. Koska alue f; siséltda alueen f pisteitd, mutta ei piirin C' pisteité,
niin f; C f. Liséksi sdrmét xz;, missé j ¢ {4,7 + 1}, kohtaavat piirin C; vain
pisteessé x, ja niiden toiset pédét ovat alueen f; ulkopuolella joukossa C'\ F;.
Talloin f; ei kohtaa yhtédkaan niistd sdrmista. Néin ollen f; C R2\G, eli alue
fi siséltyy tasoesityksen G’ alueeseen, ja ne ovat samat. Talloin tasoesitys G’
voidaan laajentaa graafin GG tasoesitykseksi, kun sijoitetaan solmu y ja sen
sdrmét alueeseen f;. O

Lause 2.15. Olkoon X joukko 3-yhtendisid graafeja. Olkoon G graafi, jon-
ka yhtendisyysaste k (G) < 2. Olkoot vield Gy ja Gy sellaisia indusoituja
aligraafeja, ettic G = G1 U Gy ja |Gh NG| = K (G). Jos graafi G on sdrmd-
maksimaalinen ja silld et ole topologista minoria joukossa X, niin graafit Gy
ja Gy ovat myés sirmdamaksimaalisia, ja G; N Gy = K2,

Todistus (vrt. [3, s. 99]). Jokaisella solmulla v € S =V (G; N G2) on naapu-
ri jokaisessa graafien G;—S (i = 1, 2) komponenteissa, koska muulloin S~ {v}
separoisi graafin G, miké on ristiriidassa sen kanssa etté |S| = k (G). Graafin
G maksimaalisuudesta johtuen, jokainen graafiin G lisétty sdrméa e on jos-
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sakin luokan T'(X) graafissa, joka on graafin G + e aligraafi, kun X € X.
Kaikilla seuraavilla sdrmén e valinnoilla graafin X 3-yhtenéisyydesté seuraa,
ettd luokan T'(X) graafin oksasolmut ovat samassa graafissa G;. Symmetri-
syydesté johtuen voidaan GG valita siksi graafiksi. Téll6in luokan 7'(X) graafi
kohtaa graafin G5 korkeintaan graafin X sdrmééa vastaavassa polussa P.

Jos S = (), saadaan ristiriita, kun valitaan sellainen e, jonka toinen pai
on graafissa G ja toinen graafissa Go. Jos S = {v}, niin valitaan sellainen
e, ettd se yhdistdd solmut vy ja vy, missd v; on solmun v naapuri graafissa
G1 — S ja v9 on solmun v naapuri graafissa G5 — S. Tall6in polku P siséltaéa
sekd solmun v ettd sdrméan vive. Kun korvataan polku vPv; sarmalla vv,
saadaan luokan 7T'(X) graafi graafissa G; C G, miké on ristiriita.

Kuva 12: Jos graafi G + e sisdltdd graafin luokasta 7°(X), niin my0s graafit
(G1 ja G4 sisaltavit sellaisen graafin.

Olkoon sitten |S| = 2 ja S = {z,y}. Jos xy ¢ G, niin korvataan sarmé
e = xy polulla, joka kulkee graafissa (G5, jolloin saadaan luokan T'(X) graafi
graafissa G, miki on ristiriita. Niin ollen 2y € G ja G [S] = K2

Osoitetaan vield, etté graafit G ja G ovat sdirmadmaksimaalisia, eiké niil-
14 ole topologista minoria joukossa X'. Olkoon €’ lisisdrma graafille G;. Kun
korvataan polku xPy sdrméalld xy, jos tarpeen, niin saadaan luokan 7'(X)
graafi joko graafissa GG; + €/, miké osoittaa graafin (G; sdrméamaksimaalisuu-
den, tai graafissa G5, miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd G, C G. m

Lause 2.16. Jos |G| > 4 ja G on sarmdmaksimaalinen, kun mikddn luokkien
T(K®) ja T(Ks3) graafeista ei ole graafin G aligraafi, niin graafi G on 3-
yhtendinen.

Todistus (vrt. [3, s. 100]). Todistetaan lause induktiolla luvun |G| suhteen.
Kun |G| = 4, niin G = K* jolloin viite on tosi. Olkoon nyt |G| > 4 ja graafi G
sérmédmaksimaalinen ilman aligraafia luokasta T'(K®) tai T'(K33). Oletetaan,
ettd k (G) < 2 ja valitaan graafit Gy ja Gy kuten lauseen 2.15 todistuksessa.
Lauseen 2.15 mukaan joukolle X = {K?® K33} leikkaus G; N Gy on graafi
K?2. Olkoot sen solmut z ja y. Lauseiden 2.15, 2.14 ja induktio-oletuksen
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perusteella graafit G; ja Gy ovat tasograafeja. Kummallekin luvulle ¢ = 1,2
valitaan tasoesitys G, alue f;, jonka rajalla sirmé xy on, ja solmu z; # x,y
alueen f; rajalta. Olkoon K joko luokan T'(K°) tai T'(K33) edustaja graafissa
G+ Z129.

Kuva 13: Luokan T'(K?) tai T(K33) edustaja K graafissa G + 21 2.

Jos kaikki graafin K oksasolmut ovat samassa graafissa G;, niin silloin
joko graafi G; + xz; tai G; + yz; (tai G; itse, jos z; on jo solmun x tai y
naapuri) siséltdd graafin luokasta T(K®) tai T(K33). Témé on ristiriidassa
lauseen 2.12 kanssa, koska ndméa graafit ovat tasograafeja valitulla solmulla
z;. Koska graafi G 4 212 ei sisdlld neljda erillistd polkua graafien (G; — G3)
ja (G — G) vilill4, niin ne molemmat eivit voi sisiltdd luokan T'(K®) graa-
fin oksasolmua eivitkd kahta luokan T'(K33) graafin oksasolmuista. T&lléin
graafi K on luokan T'(K33) edustaja vain yhdelld oksasolmulla v graafissa
G — G. Nyt taas myos graafi G + v+ {vz, vy, vz, } sisdltdé graafin luokasta
T(K33), mikd on ristiriidassa lauseen 2.12 kanssa. ]

Lause 2.17 (Kuratowski 1930; Wagner 1937). Olkoon G graafi. Seuraavat
vaittdmdt ovat yhtdapitivid keskendan.

(i) G on tasograafi.
(ii) Graafilla G ei ole minorinaan graafia K° tai Ks3.
(iii) Graafilla G ei ole topologisena minorinaan graafia K° tai K 3.

Todistus (vrt. [3, s. 101]). Todistetaan lause niin, ettd oletetaan edellinen
kohta ja pidetddn seuraavaa kohtaa viitteena.

(i) Olkoon G tasograafi. Lauseen 2.12 perusteella tasograafilla ei ole topo-
logisena minorinaan graafia K° tai K3 3. Toisaalta lauseen 2.13 mukaan
graafilla on minorinaan graafi K° tai K33, jos ja vain jos silld on K°
tai K33 topologisena minorinaan. Talloin graafilla G ei ole minorinaan
graafia K° tai Kj3.
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(ii) Oletetaan, etté graafilla G ei ole minorinaan graafia K° tai K3 3. Lauseen 2.13
mukaan graafilla on minorinaan graafi K° tai K33, jos ja vain jos sil-
14 on K® tai K33 topologisena minorinaan. T&lloin graafilla G ei ole
topologisena minorinaan graafia K° tai Kj 3.

(iii) Oletetaan, ettd graafilla G ei ole topologisena minorinaan graafia K°
tai K33. Lauseen 2.16 mukaan graafi G on 3-yhtendinen. Toisaalta
lauseen 2.13 mukaan graafilla on minorinaan graafi K° tai K33, jos
ja vain jos silld on K® tai K33 topologisena minorinaan, jolloin sill ei
ole minorinaan graafia K° tai K 3,3. Télloin lauseen 2.14 mukaan graafi
G on tasograafi.

]
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3 Minorilause

Téamén luvun lauseet ja todistukset ovat valmisteluja luvun lopussa esitelté-
vélle minorilauseelle ja sen todistuksen hahmotelmalle.

3.1 Kvasihyva jarjestys

Maaritelma 3.1. Joukon X ositus c¢ eri luokkaan on joukon X alkioiden
varitys c:lla ert vdrilld, lyhyemmin joukon X c-vdritys.

Maéritelma 3.2. Graafin G = (V| E) solmuvdritys on sellainen kuvaus c :
V — S, ettd ¢ (v) # c¢(w) aina, kun solmut v ja w ovat naapureita. Joukon
S alkiot ovat wdreja. Pienin sellainen kokonaisluku k, ettd graafilla G on
k-véritys, on graafin G vdriluku, merkitdén y (G).

Maaritelméa 3.3. Joukon X kaikkien k-osajoukkojen joukko on [X ]k Kun
joukon [X ]k c-varitys on annettu, niin joukko Y C X on yksivdrinen, jos
kaikilla joukon [Y]* alkioilla on sama véri kuin joukon [X]* alkioilla.

Lause 3.1. Olkoot k ja c posititvisia kokonaislukuja ja X ddreton joukko.
Jos [X]k on varitetty c:lla eri varilld, niin joukolla X on ddareton yksivarinen
osajoukko.

Todistus (vrt. [3, s. 253]). Todistetaan lause induktiolla luvun & suhteen, kun
¢ on Kkiinnitetty. Kun k£ = 1 véite on tosi, joten olkoon k > 1 ja oletetaan
véite todeksi pienemmilli luvun k arvoilla. Olkoon joukko [X1* viiritetty c:1li
eri varilla. Muodostetaan dareton jono Xy, Xi,... joukon X osajoukkoja ja
valitaan alkiot x; € X;, kaikilla luvuilla 7, seuraavin ehdoin.

(i) Xip1 C X~ A}

(ii) Kaikilla k-joukoilla {z;} U Z, missd Z € [X,;1]*", on sama viri, jotka
liitetddn alkioon z;.

Asetetaan aluksi Xy = X ja valitaan mielivaltainen xy € Xj. Oletuksen mu-
kaan Xy on ddreton. Kun on valittu adareton joukko X; ja alkio x; € X;
jollekin luvulle 4, niin c-véritetiian joukko [X; ~ {z;}]"" antamalla jokaiselle
joukolle Z joukon {z; }UZ viri joukon [X]* c-vérityksesti. Induktio-oletuksen
mukaan joukolla X; \ {z;} on ddretén yksivirinen osajoukko, joka valitaan
joukoksi X;;1. Téma valinta tayttad ehdot (i) ja (ii). Lopuksi valitaan mie-
livaltainen alkio x;1 € X;;1. Koska ¢ on &arellinen, yksi c:sta varista littyy
aarettoman moneen alkioon x;. Nama alkiot x; muodostavat joukon X &é&-
rettoman yksivérisen osajoukon. O]
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Maaritelma 3.4. Refleksiivinen ja transitiivinen relaatio on kvasijdrjestys.
Kvasijarjestys < joukolla X on kvasihyvd jirjestys, jos kaikille dédrettomille
jonoille zg, z ... pétee, ettd z; < z;, kun ¢ < j. Télléin (z;, z;) on hyvd pari.
Jono, joka sisdltdd hyvén parin, on hyvd jono. Jos jono ei ole hyvé, se on
paha.

Lause 3.2. Kwasijarjestys joukolla X on kvasthyva jdrjestys, jos ja vain jos
joukko X ei sisdlld ddretontd antiketjua eikda ddretontd aidosti vihenevad
jonoa xoy > 1 > .. ..

Todistus (vrt. [3, s. 316]). Viitteen suunta '=>’ on triviaalisti tosi. Olkoon
sitten g, x1,... mikd tahansa dareton jono joukossa X. Olkoon K taydelli-
nen graafi joukolle N = {0,1,...}. Véritetddn graafin K sédrmét ij (i < j)
seuraavasti: vihrea, jos z; < x;; punainen, jos x; > x; ja keltainen, jos z; ja x;
eivéit ole verrattavissa. Lauseen 3.1 mukaan graafilla K on ddreton indusoitu
aligraafi, jonka sdrmilld on sama véri. Jos joukossa X ei ole ddretontéd anti-
ketjua eikd ddretontéd aidosti vihenevaa jonoa, niin tdméa vari on vihred. Siis
jonolla xg, x1, ... on ddreton osajono, jonka jokainen pari on hyva. Erityisesti
jono xq, Ty, ... itse on hyva. [l

Lauseen 3.2 todistus voimakkaampi kuin mitd viite edellyttda. Jonosta
Zo,x1,... yhden hyvan parin 16ytdmisen lisdksi, 10ydettiin adreton kasvava
osajono. Téten on tullut todistetuksi myds seuraava lause.

Lause 3.3. Jos joukko X on kvasihyvin jdrjestetty, niin jokaisella ddretto-
mdalld jonolla joukossa X on ddareton kasvava osajono.

Maaritelma 3.5. Joukon X kaikkien darellisten osajoukkojen joukolle kéy-
tetdin merkintdd [X]<°.

Miaritelmé 3.6. Olkoon < kvasijirjestys joukolle X. Adrellisille osajou-
koille A, B C X kiytetdan merkintdd A < B, jos on olemassa sellainen in-
jektiivinen kuvaus f : A — B, ettd a < f(a) kaikilla alkioilla a € A. Tama
laajentaa luonnollisella tavalla kvasijirjestyksen joukolle [X]<“.

Lause 3.4. Jos joukolla X on kvasthyvd jarjestys <, niin se on myds joukolla
[X] <w ]

Todistus (vrt. [3, s. 316]). Oletetaan, ettd < on kvasihyvé jarjestys joukolla
X, mutta ei joukolla [X]=*. Muodostetaan paha jono (A,), oy joukossa [X]=*
seuraavasti. Kun n € N on annettu, niin tehddan induktio-oletus, ettd A; on
méiritelty kaikilla i < n, ja ettd on olemassa paha jono joukossa [X]~“, jonka
alussa on jono Ay, ..., A,_1. Tamé péatee kun n = 0, koska oletuksen mukaan
joukko [X]=* sisiltdd pahan jonon ja tilld jonolla on tyhji jono alkuosanaan.
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Valitaan sellainen joukko A, € [X]™*) ettd joukossa [X]=* jonkin pahan
jonon alussa on jono Ay, ..., A, ja|A,| on niin pieni kuin mahdollista. T&ll6in
(An),cy On paha jono joukossa [X]™ ja erityisesti 4, # 0 kaikilla luvuilla
n. Valitaan jokaiselle luvulle n alkio a, € A, ja joukko B, = A, \ {a,}.
Lauseen 3.3 mukaan jonolla (a,),.y on édéretén kasvava osajono (ay,)
Koska joukko A,, on valittu minimaalisesti, niin jono

A07 o 7An0—17BnoaBn17Bn27 s

1€N"

on hyvi ja siséltéd hyvin parin. Koska (A,), . on paha, niin tdmé pari ei voi
olla muotoa (A;, A;) tai (A4;, B;), kun B; < A;. Téllin se on muotoa (B;, B;).
Kun laajennetaan injektiota B; — B; kuvauksella a; — a;, voidaan taas
padtelld, ettd pari (A;, B;) on hyvé, miké on ristiriita. ]

3.2 Minorilause puille

Minorilause voidaan muotoilla my6s niin, etté dérelliset graafit ovat kvasihy-
vin jarjestettyja minorirelaation < suhteen. Téssé luvussa todistetaan puille
vahva versio minorilauseesta.

Maaritelma 3.7. Olkoot T ja T" puita. Jos on olemassa isomorfismi ¢ joltain
puun 7' polkujaolta puun 7" alipuulle 7", joka siilyttda puun 7' ja juuren
r puujirjestyksen joukossa V' (T'), niin merkitdén, ettd 7' < T”. Nin ollen
jos & < y puussa 7', niin ¢ (z) < ¢ (y) puussa 7’. Tamé& on kvasijérjestys
kaikkien juurellisten puiden luokassa.

Esimerkki 3.1. Puun 7 upotus puuhun 7", miké osoittaa, etta 7' < T".

,r,/

Lause 3.5 (Kruskalin lause). Adrelliset puut ovat kvasihyvin jirjestettyji
topologisen minorirelaation suhteen.
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Todistus (vrt. [3, s. 317]). Osoitetaan, ettd juurelliset puut ovat kvasihyvin
jarjestettyja edellisessd maéritelméassa méaritellyn relaation < suhteen. Viite
seuraa tasta.

Tehdaén vastaoletus, ettd darelliset puut eivat ole kvasihyvin jarjestettyja
topologisen minorirelaation suhteen. Edetdan kuten lauseen 3.4 todistukses-
sa, jotta saadaan ristiriita. Kun n € N on annettu, tehddan induktio-oletus,
ettd ollaan valittu sellainen jono Ty, ..., T, 1 juurellisia puita, joka aloittaa
jonkin pahan jonon juurellisia puita. Valitaan puuksi 7;, sellainen minimaali-
sin juurellinen puu, ettd jono Ty, ..., T, aloittaa jonkin pahan jonon. Olkoon
puun 7}, juuri r, kaikilla luvuilla n € N. Télléin (75,), .y on paha jono. Ol-
koon A, graafin T}, — r, komponenttien joukko kaikilla luvuilla n, missa sen
komponentit ovat juurellisia puita, joiden juuria ovat solmun r, naapurit.
Néiden puiden puujarjestys on puun 7, indusoima. Todistetaan, etté kaik-
kien néiden puiden joukko A = |J, oy An on kvasihyvin jérjestetty.

Olkoon (T k)keN mikéa tahansa jono puita joukossa A. Valitaan jokaiselle
luvulle k£ € N sellainen luku n = n (k), ettd T € A, . Valitaan sellainen luku
k, jolla on pienin n (k). T&ll6in

Tos -y Togry—1, TF, T (%)

on hyvi jono, koska T, valittiin minimaalisesti ja T k ; T (k- Olkoon (T, T")
hyvé pari siind jonossa. Koska (77,), oy on paha jono, niin 7" ei voi olla en-
siméisten n (k) joukossa (T, ..., T, -1) jonon () jésenisté. Silloin 7" olisi
joku puista T kun ¢ > k, eli T < T = T" < T,(3). Koska n (k) < n (i) vali-
tulla luvulla %, niin talloin (T , Tn(i)) olisi hyvé pari pahassa jonossa (7},)
Niin ollen (7', T") on hyvi pari jonossa (T*)
jarjestetty.

Lauseen 3.4 mukaan jonolla (A,), . on hyvé pari (A4;, A;) joukossa [A]
Olkoon f : A; — A; injektio, missd T' < f(T) kaikilla puilla 7' € A. Laa-
jennetaan upotusten 7' — f (T') yhdiste kuvaukseksi ¢ joukosta V' (T;) jouk-
koon V' (7}), missé ¢ (r;) = r;. Téllainen kuvaus ¢ séilyttédd puun 7; puujér-
jestyksen ja maérittelee upotuksen, joka osoittaa, ettd T; < T}, koska sarmét
rir € T kuvautuvat poluiksi r;T;¢ (7). Néin ollen (7}, T;) on hyva pari alku-
peraisesséd pahassa jonossa juurellisia puita, mikéd on ristiriita. O]

neN’

ren Joten joukko A on kvasihyvin

<w

3.3 Puuhajotelma

Maéritelméa 3.8. Olkoon G graafi ja T puu. Olkoon V = (V}),., solmujouk-
kojen V; C V (G) perhe, missé t € T'. Pari (T, V) on graafin G puuhajotelma,
kun se tdyttad seuraavat ehdot.

(T1) V(G) = User Vi-
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(T2) Jokaista sirméé e € G kohti on olemassa sellainen solmu t € T', etté
sarméan e molemmat péaat ovat joukossa V.

(T3) Vi, NV;, €V, aina, kun solmuille t,t5,t3 € T pétee, etté ty € t,Tt3.

Maaritelma 3.9. Ehdoista (T1) ja (T2) seuraa, etté graafi G on aligraafien
G [V;] yhdiste. Namé aligraafit ja joukot V; ovat puuhajotelman (7,V) osia.
Ehdosta (T3) seuraa, ettd puuhajotelman (7T,V) osat ovat jirjestaytyneet
puun kaltaisesti.

Esimerkki 3.2. Sérmiéd ja puuhajotelman osia, jotka ehdot (T2) ja (T3)
sulkevat pois.

Seuraavissa lauseissa oletetaan, ettd graafin G puuhajotelma (7',V) on
annettu, kun V = (V3), -

Lause 3.6. Olkoon tits mikd tahansa sirmda graafissa T'. Olkoot Ty ja Ty
graafin T'—t1ty komponentit, missit, € Ty jaty € T. Talloin joukko V, NV,
separoi graafit Uy = U,ep, Vi ja Uy = U,eq, Vi graafissa G.

NN, )

_ e
| 2
- >?1 \/ t - é Us
o N A TR D
u Vi, N Vi, J
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Todistus (vrt. [3, s. 320]). Seké solmu 7T ettd solmu ¢y ovat jokaisella t — t'-
polulla puussa 7', kun t € T} ja t' € T,. Néin ollen U; NU; C V;, NV,
médritelmén kohdan (T3) perusteella. Nyt riittdéd osoittaa, ettd graafissa G
ei ole sellaista sarmad ujus, ettd u; € Uy \Us ja us € Uy \Uy. Jos srma uqus
olisi sellainen, niin mééritelmén kohdan (T2) mukaan on olemassa t € T', jolla
uy, ug € V4. Solmujen u; ja us valinnasta johtuen kumpikaan ¢ € Ty tait € T}
ei pade, miké on ristiriita. [l

Graafin puuhajotelma siirtyy myos aligraafeille ja kutistumille.

Lause 3.7. Kaikille aligraafeille H C G pari (T, (V,NV (H)),cr) on graafin
H puuhajotelma.

Lause 3.8. Oletetaan, etti graafi G € M(H) oksajoukoilla Uy, kun h €
V (H). Olkoon f : V (G) — V (H) kuvaus, joka liittid jokaiseen graafin G
solmuun indeksin siitd oksajoukosta, joka sen solmun sisdltid. Olkoot kaikilla
solmuilla t € T joukko Wy = {f (v) |v € Vi} ja W = (Wy),ep. Télldin pari
(T, W) on graafin H puuhajotelma.

Todistus (vrt. [3, s. 320]). Viitteet (T1) ja (T2) parille (7, W) seuraavat suo-
raan vastaavista parille (7,V). Olkoot sitten solmut ¢1,t,t3 € T kuten koh-
dassa (T3), ja tarkastellaan graafin H solmua h € W;, N W,,. Osoitetaan,
etta h € Wy,. Joukkojen Wy, ja W, maédritelmien perusteella on olemassa
solmut v; € Vi, NU}, ja vy € Vi, NU},. Koska Uy, on yhtendinen graafissa G ja
lauseen 3.6 mukaan joukko V;, separoi solmun v; solmusta vz, niin joukolla

Vi, on solmu oksajoukossa Uj. Joukon W, méaritelméstéd seuraa nyt, etta
h e W,. O

Lause 3.9. Olkoon joukko W C V (G) annettu. On olemassa joko sellainen
solmut € T, ettd W C 'V, tai sellaiset solmut wy,wy € W ja sellainen sdrmd
tity € T, etta solmut wy ja we ovat sellaisen joukon Vi, N Vi, ulkopuolella,
joka separoi ne graafissa G.

Todistus (vrt. [3, s. 321]). Jdrjestetdén graafin T sérmét seuraavasti. Jokais-
ta sarmaa tity € T kohti méadritelladn joukot U; ja Us kuten lauseessa 3.6,
jolloin joukko Vi, N V4, separoi joukon U; joukosta U,. Jos joukko Vi, N Vi,
ei separoi mitdan joukon W kahta solmua, jotka ovat sen ulkopuolella, niin
voidaan 16ytad sellainen luku i € {1,2}, ettd W C U; ja suunnataan sarma
t1ty kohti solmua ¢;.

Olkoon t viimeinen solmu maksimaalisessa suunnatussa polussa puussa
T'. Viitetaan, ettd W C V. Olkoon solmu w € W annettu ja olkoon ¢’ € T
sellainen solmu, ettd w € V.. Jos ' # t, niin se sédrmé e, joka separoi solmun
t' solmusta ¢ puussa 7', on suunnattu solmua ¢ kohti. Talloin solmu w on
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joukossa Vj» jollain solmun ¢ siséltédvin komponentin 7' — e solmulla ¢”. Néain
ollen w € V; ehdon (T3) perusteella. O

Seuraava on lauseen 3.9 erikoistapaus.

Lause 3.10. Mikd tahansa graafin G tdaydellinen aligraafi sisdltyy johonkin
puuvhajotelman (T,V) osaan.

Maaritelma 3.10. Puuhajotelman (7,V) leveys on luku
max {|V;| —1:teT}.

Graafin G puuleveys tw(G) on graafin G kaikkien puuhajotelmien pienin
leveys.

Lauseiden 3.7 ja 3.8 perusteella graafin puuleveys ei koskaan kasva solmu-
jen tai sdrmien poistamisella eikd sdrmien kutistamisella. Néin ollen seuraava
tulos pitaéd paikkansa.

Lause 3.11. Jos H < G, niin tw(H) < tw(G).

Graalfit, joilla on rajoitettu puuleveys, ovat riittdvin samankaltaisia pui-
hin verrattuna, jotta on mahdollista soveltaa Kruskalin lauseen todistusta
sellaisten graafien luokalle. Karkeasti sanottuna taytyy iteroida lauseen 3.4
minimaalinen paha jono -vaihetta tw(G) kertaa. Néin padstaan lahemméksi
minorilauseen todistusta.

Lause 3.12 (Robertson & Seymour 1990). Graafit, joiden puuleveys on pie-
nempi kuin k, ovat kvasihyvin jdrjestettyjd minorirelaation suhteen kaikilla
kokonaisluvuilla k > 0.

Maaritelmé 3.11. Joukon V(G) kaksi osajoukkoa koskettavat toisiaan, jos
niilld on yhteinen solmu tai graafissa G' on sarmé niiden valilla. Joukko toi-
siaan koskevia yhteniisid solmuja graafissa G on pensas. Joukon V(G) o-
sajoukko on pensaan B peite, jos se kohtaa pensaan B jokaisen alkion. Pienin
méaara solmuja, joka peittdéd pensaan, on sen pensaan jarjestys.

Lause 3.13. Joukko, joka separoi kaksi pensaan peitettd, on myos sen pen-
saan peite.

Todistus (vrt. [3, s. 322]). Koska jokainen joukko pensaassa on yhtendinen
ja kohtaa molemmat peitteet, se myos kohtaa minkd tahansa joukon, joka
separoi nama peitteet. ]
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Maaritelma 3.12. Oletetaan, ettéd graafissa G on pensas B, jonka aste ei
ole suurempi kuin k. T&ll6in graafin G puuhajotelma, jonka mikién astetta
k suurempi osa ei peitd pensasta B, on B-hyvdiksyttdivd.

Huomautus. Kun B = (), niin tw(G)< k, koska jokainen joukko peittaa
tyhjan pensaan.

Maaritelma 3.13. Graafi G = (V, E)on k x k-ruudukko, jos

V=A{1,....k}? ja
E={(i,5)@,j):li=i|+1j =4 =1}.

Ruudukon k? joukkoa Cj; = {(,€) | ¢ =1,...,k}U{(¢,5) | £ =1,...,k} ovat

ruudukon ristejd.

Lause 3.14 (Menger 1927). Olkoon G = (V, E) graafi ja A, B C V. Pienin
lukumddrd solmuja, joka separoi joukon A joukosta B, on yhtisuuri kuin
suurin erillisten A — B-polkujen lukumddrd graafissa G.

Todistus (vrt. [3, s. 62]). Olkoon k = k (G, A, B) pienin lukumééra solmuja,
joka separoi joukon A joukosta B graafissa G. Talloin selvéstikdan graafissa
G ei voi olla enempéd kuin k erillistdi A — B-polkua. Osoitetaan sérmien
lukumééran ||G|| suhteen induktiolla, ettd sellaisia polkuja on olemassa k
kappaletta. Jos graafissa G ei ole yhtddn sdrméé, niin |A N B| = k, jolloin
graafissa G on k triviaalia A — B-polkua. Oletetaan sitten, ettd graafissa GG
on siarmé e = xy. Jos graafissa G ei ole k erillistdi A — B-polkua, ei niita
myoskédédn ole graafissa G/e. Téssé kutistunut solmu v, on joukon A (tai B)
alkio graafissa G/e, jos graafissa G vahintddn toinen solmuista x ja y on
joukossa A (tai B). Induktio-oletuksen mukaan graafissa G/e on sellainen
A — B-separaattori Y, missd on vihemmén kuin £ solmua. Niiden solmujen
joukossa taytyy olla solmu v,., koska muuten Y C V olisi A — B-separaattori
graafissa G. Talloin X = (Y \ {v.}) U{x,y} on A — B-separaattori, jolla on
tasmaélleen k solmua, graafissa G.

Tarkastellaan nyt graafia G — e. Koska z,y € X, niin jokainen A — X-
separaattori graafissa G — e on A — B-separaattori graafissa G ja néin ollen
sisaltdéd vahintdan k£ solmua. Induktioperiaatteen nojalla on olemassa k eril-
listd A — X-polkua graafissa G — e ja samoin on olemassa k erillistd X — B-
polkua graafissa G — e. Namé kaksi polkuryhméaé eivat kohtaa joukon X
ulkopuolella, kun X separoi joukon A joukosta B, joten ne voidaan yhdistaé
ja saadaan k erillistd A — B-polkua. ]

Seuraavaasta lauseesta kiytetddn joskus nimitystd puuleveyden duaali-
suuslause.

43



Lause 3.15 (Seymour & Thomas 1993). Olkoon k > 0 kokonaisluku. Graafin
puuleveys on suurempi tai yhtdsuuri kuin k, jos ja vain jos graafi sisdltdd
pensaan, jonka jarjestys on suurempi kuin k.

Todistus (vrt. [3, s. 322]). Olkoon ensin B miki tahansa pensas graafissa G.
Osoitetaan, etté jokaisella graafin G puuhajotelmalla (T, (V;),.p) on osa, joka
peittda pensaan B.

Toimitaan kuten lauseen 3.9 todistuksessa, ja jarjestetdan puun 7' sdrmét
tits. Jos joukko X = Vi, NV, peittdéd pensaan B, niin lopetetaan siihen. Jos
ndin ei kily, niin jokaisella joukon X kanssa erilliselld joukolla B € B on
sellainen luku i € {1,2}, ettd B C U; ~ X kuten lauseessa 3.6. Muistetaan,
ettd joukko B on yhtendinen. Téma luku ¢ on sama kaikille téllaisille joukoille
B, koska ne koskettavat toisiaan. Nyt jarjestetdan sérmé tit, kohti solmua
t;. Jos jokainen puun 7' sarmé jarjestetaan kuten edelld ja ¢ on viimeinen
solmu maksimaalisessa suunnatussa polussa puussa 7', niin talloin joukko V;
peittdd pensaan B kuten lauseen 3.9 todistuksessa.

Oletetaan sitten, ettd graafissa GG ei ole yhtdan pensasta, jonka jarjestys
on suurempi kuin k. Osoitetaan, ettd jokaisella graafin G pensaalla B on B-
hyviksyttiva puuhajotelma. Olkoon pensas B annettu, ja tehddan induktio-
oletus, ettd jokaisella pensaalla B’, jossa on enemmén joukkoja kuin pen-
saassa B, on graafin G B’-hyviksyttava puuhajotelma. Induktio alkaa, koska
missddn graafin G pensaassa ei ole enempéd kuin 2!l joukkoa. Olkoon jouk-
ko X C V (G) sellainen pensaan B peite, missd on mahdollisimman vihén
solmuja. T&ll6in ¢ = | X| < k on pensaan B-jérjestys. Tavoitteena on osoittaa
seuraavaa.

*. Jokaisella graafin G — X komponentilla C' on sellainen graafin
G [X UV (C)] B-hyviksyttavda puuhajotelma, missi joukko X on osana.

Talloin ne puuhajotelmat voidaan yhdistda graafin G' B-hyvaksyttaviksi
puuhajotelmaksi nimeédmalld niiden solmut vastaamaan joukkoa X. Jos X =
V' (G), niin puuhajotelma, missé joukko X on sen ainoa osa, on
B-hyvaksyttava.

Olkoon C' graafin G — X annettu komponentti. Merkitaéan
H=G[XUV(C)]jaB =BU{C}. Jos B ei ole pensas, niin komponentti C
ei koske mitéén pensaan B solmua. Télloin joukko Y = V (C)UN (C) ei peita
pensasta B. Nyt kahdesta osasta X ja Y koostuva graafin H puuhajotelma
toteuttaa kohdan *. Voidaan siis olettaa, ettd B’ on pensas. Koska joukko X
peittdd pensaan B, niin C' ¢ B, joten |B'| > |B|. Induktio-oletuksen mukaan
graafilla G on B'-hyviksyttivi puuhajotelma (T, (V;),cp). Jos se on myds B-
hyvaksyttéva, niin muuta ei tarvitse tehda. Jos se ei ole B-hyviksyttéava, niin
yksi sen osista, jonka jarjestys on suurempi kuin &, peittda pensaan B. Olkoon
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se joukko V. Koska mikéén joukko, missé on vihemmén kuin ¢ solmua, ei
peitéd pensasta B, niin lauseista 3.13 ja 3.14 seuraa, ettd joukkojen V; ja X
valilla on ¢ erillistda polkua P, ..., P,. Joukko V; ei peitd pensasta B ja niin
ollen on graafissa G — C'. Nyt polut P; kohtaavat graafin H vain péissdan
x; € X.

Valitaan jokaiselle luvulle s = 1,...,¢ solmu ¢; € T', joilla x; € V;. Olkoon
joukko Wy = (V, NV (H))U{z; | t € sTt;} kaikilla solmuilla ¢ € T

Kuva 14: Joukko W, siséltda solmut x5 ja xs3 mutta ei solmua x;. Joukko Wy
el siséllda mitdan solmua z;.

Talloin (T, (Wt)teT) on puuhajotelma, jonka puuhajotelma (T, (V2) teT)
indusoi graafilla H, lisdttynd muutamalla solmulla z; joihinkin osiin. Huoli-
matta néistéd lisisolmuista, viela patee |W;| < |V4| kaikilla solmuilla ¢, koska
jokaista solmua x; € W, \. V; kohti t € sT't;, jolloin joukossa V; on jokin muu
polun P; solmu. Se solmu ei ole joukossa W;, koska polku P; kohtaa graafin H
vain solmussa ;. Lisiksi (T, (W;),cy) téyttdd mégritelmén ehdon (T3), kos-
ka jokainen solmu z; lisdtéén kaikkiin osiin jonkin polun avulla, joka sisaltaé
solmun ¢; puussa 7T

Kun W, = X, niin véitteen * osoittamiseksi riittda nayttad, etta
(T, (Wt>teT) on B-hyvaksyttava. Tarkastellaan mité tahansa joukkoa W, jon-
ka jarjestys on suurempi kuin k. Téllin W; kohtaa komponentin C', kos-
ka |X| = ¢ < k. Koska puuhajotelma (T, (V;),.;) on B-hyviksyttéivi ja
\Vi| > |Wi| > k, niin tiedetdén, ettd joukko V; ei kohtaa jotakin joukkoa
B € B. Osoitetaan, ettei joukko V; kohtaa myoskddn tata joukkoa B. Jos
niin olisi, sen pitéisi tapahtua jossakin solmussa z; € W, \\ V,. Télléin B
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olisi yhtendinen joukko, joka kohtaa joukot V; ja Vi, mutta ei joukkoa V;.
Kun t € sTt; joukon W; méaaritelmén mukaan, niin taméa on ristiriidassa
lauseen 3.6 kanssa. ]

Maaritelma 3.14. Suurin sellainen kokonaisluku r, milla K™ C _G, on graa-
fin G klikkiluku w (G). Suurin sellainen kokonaisluku r, milld K™ C G, on
graafin G riippumattomuusluku o (G).

Huomautus. o (G) =w (G) jaw (G) =« (G).

Maaritelma 3.15. Jos graafin jokaisen indusoidun aligraafin H C G véri-
luku x (H) = w (H), niin se on virheeton graafi. Siis silloin kun klikkiluvun
w (H) triviaalin alarajan lukumééra véreja riittaa varittdmaan graafin H sol-
mut.

Maaritelma 3.16. Graafi on kolmioitu, jos sen jokaisessa vahintdan neljan
pituisessa silmukassa on janne. Toisin sanoen, silld ei ole muita indusoituja
silmukoita kuin kolmioita.

Maaritelma 3.17. Olkoon G graafi, jolla on sellaiset indusoidut aligraafit
G1, Gy ja S, ettd G = G1 UG,y ja S = G1 N G,. Talloin sanotaan, ettéd graafi
G syntyy, kun graafit G; ja Gy liimataan yhteen graafilla S.

Lause 3.16. Graafi on kolmioitu, jos ja wvain jos se voidaan konstruoi-
da rekursitvisesti liismaamalla tdydellisilld aligraafeilla, aloittaen tdydellisistd
graafeista.

Todistus (vrt. [3, s. 127]). Jos graafi G on saatu kahdesta kolmioidusta graa-
fista G ja Gy lilmaamalla ne yhteen taydellisella aligraafilla, niin graafi G
on selvésti kolmioitu, koska miké tahansa indusoitu silmukka graafissa G on
joko graafissa GG; tai GGy, ja on siten mééritelmédn mukaan kolmio.

Olkoon sitten G kolmioitu graafi. Osoitetaan induktioilla luvun |G| suh-
teen, ettd graafi G voidaan konstruoida vaaditulla tavalla. Jos G on taydel-
linen graafi, niin tilanne on triviaali. Oletetaan sitten, ettd graafi G ei ole
taydellinen ja liséksi, ettd |G| > 1 ja kaikki pienemmét kolmioidut graafit
ovat konstruoitavissa vaaditulla tavalla. Olkoot a,b € G solmuja, jotka eivit
ole naapureita keskenéén ja olkoon joukko X C V (G) \ {a, b} minimaalinen
a — b-separaattori. Olkoon C graafin G — X se komponentti, missd solmu a
on. Merkitaan, ettd Gy = G [V (C) U X] ja Gy = G—C. Nyt graafi G syntyy,
kun graafit Gy ja G, liimataan yhteen graafilla S = [X].

Koska graafit G; ja G5 ovat graafin GG indusoituina aligraafeina kolmioi-
tuja ja talloin konstruoitavissa induktiolla, niin riittda osoittaa, ettd graafi
S on taydellinen. Oletetaan, ettd solmut s,t € S eivit ole naapureita kes-
ken#én. Joukon X = V (S) minimaalisuudesta a — b-separaattorina seuraa,
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ettd molemmilla solmuilla s ja t on naapuri komponentissa C. Néin ollen
graafissa G; on X-polku solmusta s solmuun ¢. Olkoon P; lyhin sellainen
polku. Samoin graafissa GG, on lyhin X-polku P, solmusta s solmuun ¢. Mut-
ta nyt P U P, on silmukka, jonka pituus on suurempi kuin neljé, eikd siinéd
ole jannettd. Tama on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd graafi G on
kolmioitu.

Kuva 15: Jos graafit G; ja G5 ovat kolmioituja, niin graafi G on myos kol-
mioitu.

]

Lause 3.17. Graafi on kolmioitu, jos ja vain jos graafilla G on puuhajotelma
taydellisiksi osiksi.

Todistus (vrt. [3, s. 326]). Todistetaan lause induktiolla luvun |G| suhteen.
Oletetaan ensin, ettéd graafilla G on sellainen puuhajotelma (7', V), ettd G [V{]
on tdydellinen kaikilla solmuilla ¢ € T ja valitaan sellainen puuhajotelma
(T,V), jolla |T'| on minimaalinen. Jos |T'| < 1, niin graafi G on taydellinen
ja siten kolmioitu. Olkoon sitten tity € T sdrmé, ja graafit T; ja G; = G [U}]
maéaariteltyja kuten lauseessa 3.6, kun ¢ = 1, 2. Télléin G = G7 U G5 on téay-
dellinen mééritelmien (T1) ja (T2) perusteella, ja V (G1NGy) =V, NV,
lauseen 3.6 perusteella. Néin ollen graafi G; N G2 on téydellinen. Koska
(Ti, (V4) teTZ_) on puuhajotelma taydellisiksi osiksi, niin molemmat graafit G;
ovat kolmioituja induktio-oletuksen perusteella. Puuhajotelman (7', V) valin-
nasta johtuen, kumpikaan graafeista G; ei ole graafin G [V, N'V,,]| = G1NGs
aligraafi, joten ne ovat pienempié kuin graafi G. Koska G7 N G5 on taydelli-
nen, niin mika tahansa graafin G indusoitu silmukka on joko graafissa G tai
GG, ja téaten silld on jadnne. Graafi G on siis myos kolmioitu.

Oletetaan sitten, ettd graafi G on kolmioitu. Jos graafi G on taydelli-
nen, niin tilanne on selvé. Oletetaan siis, ettd se ei ole taydellinen. Talloin
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lauseen 3.16 perusteella graafi G' on sellaisten kahden pienemmén kolmioi-
dun graafin G ja G5 yhdiste, ettd G; NGy on taydellinen. Induktio-oletuksen
perusteella graafeilla G; ja Gy on puuhajotelmat (77,V)) ja (T, Ve) téy-
dellisiksi osiksi. Lauseen 3.10 perusteella G; N G5 on joka tapauksessa toi-
sessa edellisistd osista. Olkoot ne indeksoitu t; € 17 ja ty € T,. Télloin
((T1 UTy) + t1t2, V1 UVy) on graafin G puuhajotelma taydellisiksi osiksi. [

3.4 Puuleveys ja kielletyt minorit

Maaritelma 3.18. Olkoon H miki tahansa joukko tai luokka graafeja. Nyt
kaikkien graafien luokka Forb4(H)= {G |VH € H : G # H}, jolla ei ole mi-
noria luokassa H, on graafien ominaisuus. Siis se on suljettu isomorfismien
suhteen. Téll6in sanotaan, ettd tdmé ominaisuus on maaritelty listaamalla
graafit H € 'H kielletyiksi minoreiksi.

Huomautus. Lauseen 2.2 perusteella Forb4(H) on suljettu minorien otta-
misen suhteen. Jos G’ < G € Forb4(H), niin G’ € Forb4(H).

Maaritelma 3.19. Jarjestetty pari (A, B) graafin G aligraafeja on esipunos
graafissa GG, jos G = AU B ja graafi A siséltéa sellaisen puun 7', etté

(i) puun 7" maksimiaste on korkeintaan kolme;

(ii) graafi AN B sisédltyy puuhun 7" ja sen maksimiaste on korkeintaan kaksi
puussa 17

(iii) jokin puun 7' lehdisté on graafissa AN B, tai [T|=1jaT C AN B.

Téllaisen esipunoksen jarjestys on luku |AN B|. Jos joukko V (AN B) on
ulkoisesti k-yhtendinen graafissa B, niin tdmé esipunos on k-punos graafissa

G.

Lause 3.18. Olkoon G graafi ja olkoot h > k > 1 kokonaislukuja. Jos graafis-
sa G et ole yhtadn k-punosta, jonka jdrjestys on h, niin graafin G puuleveys
on pienempi kuin h +k — 1.

Todistus (vrt. [3, s. 329]). Voidaan olettaa, ettd graafi G on yhtenéinen. Ol-
koon U C V (G) sellainen maksimaalinen joukko, ettd graafilla G [U] puu-
hajotelma D, jonka leveys on pienempi kuin h + k£ — 1. Lisédksi vaaditaan,
ettd graafin G — U jokaisen komponentin C' naapurit joukossa U ovat jossa-

kin puuhajotelman D osassa, ja <G —C, é’) on esipunos, jonka jérjestys on
korkeintaan h, missi C' = G [V (C') U N (C)]. Selvisti U # 0.
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Viitetddn, ettd U = V (G). Tehdaén sitten vastaoletus, ettd néin ei
ole. Olkoot C' graafin G — U komponentti, X = N (C) ja T esipunokseen
(G —C, é’) liittyva puu.

Oletuksen perusteella | X| < h. Osoitetaan, ettd yhtdsuuruus pétee. Jos
se ei péade, niin olkoot u € X sellainen puun 7' lehti kuten mééritelmén 3.19
kohdassa (iii) ja v € C' lehden u naapuri. Asetetaan nyt U’ = UU{v} ja X' =
X U{v}. Olkoon sitten 7" puu, joka on saatu puusta 7" yhdistaméalld solmut
v ja u, ja D’ graafin G [U’] puuhajotelma, joka on saatu puuhajotelmasta D
lisdamaélla joukko X’ uudeksi osaksi.

C
P N
s
U / y ’U’ N . C,
\
\ 77)1/
. P 7 HL////
/
7

i .
X

Kuva 16: Joukkoa U ja puuhajotelmaa D laajennetaan, kun |X| < h.

Nyt puuhajotelman D’ leveys on yhé pienempi kuin h + k& — 1. Tarkas-
tellaan graafin G — U’ komponenttia C’. Jos C' N C' = (), niin C’ on myds
graafin G — U komponentti. Talléin N (C’) on jossakin puuhajotelman D
osassa, my0s puuhajotelman D', ja (G —C,C ) on oletuksen perusteella

esipunos, jonka jarjestys on korkeintaan h. Jos taas C' N C # (), niin ¢’ C C
ja N (C") € X'. Lisdksi v € N (C”), koska muuten N (C') C X separoisi
komponentin C” solmusta v, miké olisi ristiriidassa sen kanssa, ettd C’ ja v
ovat samassa graafin G — X komponentissa C. Koska v on puun 7" lehti,

niin (G —C,C ) on taas esipunos, jonka jérjestys on korkeintaan h, vastoin
joukon U maksimaalisuutta. Néin ollen |X| = h, joten oletuksen perusteel-
la esipunos (G - C, C‘) ei voi olla k-punos. Osoitetaan nyt tdmé. Olkoot

Y, Z C X joukkoja ja P niin monen erillisen Y — Z-polun joukko kuin mah-
dollista graafissa H = G [V (C)UY U Z]— E(G[Y U Z]). Koska namé polut
ovat "ulkopuolisia’ joukolle X graafissa C, niin joukkojen Y ja Z valinnasta
johtuen k' = |P| < |Y| = |Z| < k. Lauseen 3.14 perusteella joukko S, missé
on k' solmua, separoi joukot Y ja Z graafissa H. Nyt joukolla S on tasmaél-
leen yksi solmu jokaisessa joukon P polussa. Olkoon P se polku, missd on
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solmu s € S.
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Kuva 17: Joukko S separoi joukon Y joukosta Z graafissa H.

Olkoot X' = X US, U = UUS ja D' graafin G [U’] puuhajotelma,
joka on saatu puuhajotelmasta D lisddmaélla joukko X’ uudeksi osaksi. Nyt
| X'| < |X|+1|S| < h+k— 1. Osoitetaan, ettd U’ on ristiriidassa joukon U
maksimaalisuuden kanssa.

Koska YU Z C N (C) ja |S| < |Y] = |Z], niin SNC # 0, joten U’
on mahtavampi kuin U. Olkoon C’ graafin G — U’ komponentti. Jos C' N
C = (), niin perustellaan kuten aikaisemminkin. Nyt ¢’ C C ja N (C') C
X’. Komponentilla C’ on taas vahintdan yksi naapuri v joukossa S N C,
koska joukko X ei separoi komponenttia C' C C' joukosta S N C. Joukon
S maéritelmén mukaan komponentilla C’ ei voi olla naapureita molemmissa
joukoissa Y\ S ja Z\ S. Oletetaan, etté niité ei ole joukossa Y\ S. Olkoon 7"
puun 7" ja polkujen P; kaikkien Y — S-alipolkujen unioni, missi s € N (C’)N
C'. Koska ndmé alipolut alkavat joukosta Y \ S, eikd niilla ole sisésolmua
joukossa X', niin ne eivit voi kohdata komponentissa €. Siksi (G — C”,C"
on esipunos puulla 7” ja lehdelld v. Sen jarjestys on |N (C")| < |X| — |Y|+
S| = h — |Y| 4+ K < h, mikd on ristiriidassa joukon U maksimaalisuuden
kanssa. O

Lause 3.19. Olkoon k > 2 kokonaisluku. Olkoot T puu, jonka aste on kor-
keintaan kolme, ja X C V (T). Tdlloin puulla T on sellainen sdrmdjoukko
F, ettd jokaisen graafin T — F komponentin solmujen lukumddrd on vdhin-
tadan k ja enintdan 2k — 1 silld poikkeuksella, ettd yhdelld komponentilla voi
olla vahemman solmuja joukossa X .

Todistus (vrt. [3, s. 331]). Todistetaan induktiolla luvun |X| suhteen. Jos
| X| < 2k — 1, asetetaan F' = (). Oletetaan siis, ettd |X| > 2k. Olkoon e
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puun 7" sellainen sdrmaé, etté jollakin graafin 7' — e komponentilla 7" on vé-
hintdén k& solmua joukossa X ja ettd |T'| on niin pieni kuin mahdollista.
Kun A (T) < 3, niin sérmén e graafin 7" puoleisen padéan aste on korkein-
taan kaksi graafissa T"'. Talloin graafin 7" minimaalisuudesta seuraa, etta
I X NV (T")| < 2k — 1. Kun kiytetddn induktio-oletusta graafiin T'— 7", niin
vaite patee. ]

Maaritelma 3.20. Olkoon puu 7" annettu. Puun 7 erillisten solmujen r-jono
(21,...,2,) on hyvd, jos jokaisella luvulla j =1,...,r —1 puun T z; — z,41-
polku ei sisédlld mitddn muuta solmua tasta r-jonosta.

Lause 3.20. Jokainen puu T, jonka jarjestys on vihintadn r (r — 1), sisdltdd
hyvdn r-jonon solmuyja.

Todistus (vrt. [3, s. 331]). Valitaan jokin solmu z € T'. Téll6in puu 7' on
yhdiste sen alipoluista xT'y, missad y kiy lapi kaikki sen lehdet. Nain ollen
ellei yhdellakéan niisté poluista ole viahintédan r kappaletta solmuja, puulla T°
on véhintdén |T'| / (r — 1) > r lehted. Koska mikd tahansa polku, jossa on r
solmua, ja miké tahansa joukko, jossa on r lehted, muodostaa hyvéan r-jonon
puussa 7', niin lause on todistettu. [l

Lause 3.21. Olkoot d,r > 2 sellaisia kokonaislukuja, etti d > r* 2. Olkoon
G graafi, joka sisdltdid sellaisen joukon H, missi on r* —1 kappaletta erillisid
polkuja, ja sellaisen joukon V = {Vi,...,Vy}, missi on d kappaletta erillisid
polkuja. Oletetaan, ettd jokainen joukon V polku kohtaa jokaisen joukon H
polun. Oletetaan lisiksi, ettd jokainen polku H € H sisdltid d kappaletta
sellaisia perdakkdisid osia, ettd polku V; kohtaa polun H vain osassa i kaikilla
luvwilla 1 = 1, ..., d. Tilannetta voidaan havainnollistaa kuvalla:

Talloin graafilla G on r X r-ruudukko minorina.
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Todistus (vrt. [3, s. 332]). Tarkastellaan jokaisella luvulla i = 1,...,d graa-
fia, jonka solmujoukko on sama kuin joukon H, missé kaksi polkua ovat yh-
teydessa aina kun, polku Vj sisdltda alipolun niiden vélilla, jotka eivit kohtaa
mitddn muuta polkua joukossa H. Koska polku V; kohtaa jokaisen polun jou-
kosta H, niin tdméa graafi on yhtenéinen. Olkoon T; sen virittavd puu. Koska
|H| > 7 (r — 1), niin lauseen 3.20 perusteella jokaisella n#illi d > 72 (r?)"
puulla 7; on hyvi r-jono solmuja. Koska joukolla H on korkeintaan (r?)"
kappaletta erillisié, r-jonoja, niin joillain r? kappaleesta puita T; on yhteinen
hyvé r-jono (H',..., H"). Olkoon I = {iy,...,%,2} ndiden puiden indeksien
joukko, missé i; < i, kun j < k, ja asetetaan H' = {H',... H"}.

Konstruoidaan seuraavaksi haluttu r x r-ruudukko. Tarkastellaan kaikkia
lukuja j, k € {1,...,r}. Indeksiluvut j ovat ruudukon vaakatasoisille poluille
ja indeksiluvut £k pystysuuntaisille poluille. Olkoon H,f; sellainen polun HY
alipolku, joka siséltdd polun H7 osan i kaikilla luvuilla ¢, missé i(_1), < i <
irr ja i9 = 0. Poistetaan ensin polusta H7 kaikki osan 4,2 jéilkeiset solmut,
minka jalkeen kutistetaan Jokamen ahpolku H ,JC yhdeksi solmuksi v, Olkoon
néin saatu alipolku Hi. Nyt Hi = v, .., vl

Kun luvut j € {1,...,r—1} ja k € {1,...,r} on annettu, tdytyy méaa-
ritella sellainen polku ij , joka muodostaa polkujaetun 'pystysuuntaisen sér-
man’ viviﬂ. Téaméa polku koostuu polun V; osista yhdessd joukon H \ H’
polkujen muutoin kdyttamattomistd osista, kun ¢ = 4(;_1),4;. Muistetaan,
ettd polkujen Hi ja H+! miiritelmin mukaan polku V; kohtaa polut HI
ja HIT! tasmilleen vastaavissa kutistetuissa solmuissa vy, ja viﬂ Polun V]
médrittimiseksi, tarkastellaan H? — H/™l-polkua P = Hy, ..., H, puussa T,,
jolla ei ole sisdisolmuja joukossa H'. Niin ollen H, = H’ ja H, = H’*'. Jokai-
nen polun P sdarma H H, ., vastaa polun V; Hy — H,-alipolkua, jolla ei ole

yhtéan sisdsolmua joukon H poluissa. Yhdesséd polkujen Hs, ..., H;_; osien
i kanssa namé alipolut V; muodostavat H/ — H’Tl-polun P’ graafissa G, jol-
la ei ole sisdsolmuja milldin poluista H', ..., H", eiki kohtaa mitdin joukon

H polkua sen i:nnen osan ulkopuolella. Korvaamalla polun P’ pédt poluissa
HY ja H'*' solmuilla v] ja v]"" saadaan vastaavasti haluttu polku V7, joka
muodostaa ruudukon k:nnen 'pystysuuntaisen’ polun j:nnen sédrmén. Koska
polut P’ ovat erillisid eri luvuilla i ja eri parit (j, k) muodostavat eri lukuja
i, niin polut ij ovat erillisid lukuunottamatta mahdollista yhteista péatesol-

mua vj. Liséksi niilld ei ole sisdsolmua milladn polulla (H',..., H"), koska
mikddn polku HY ei ole sisdsolmuna milldén polulla P C Tj, joita kiytettiin
polun V;/ konstruoimiseen. H

Lause 3.22. Olkoon G kaksijakoinen graafi, jonka ositus on {A, B}, missd
|A| = a ja |B| = b. Olkoot ¢ < a ja d < b positiivisia kokonaislukuja.
Oletetaan, etti graafilla G on korkeintaan (a — c¢) (b — d) /d sarmdd. TallGin
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on olemassa sellaiset joukot C' C A ja D C B, ettd |C| = ¢ ja |D| = d, ja
joukko C'U D on rigppumaton graafissa G.

Todistus (vrt. [3, s. 331]). Kun [|G]| < (a—¢)(b—d)/d, niin vihemmalla
kuin b—d solmulla joukossa B on enemmén kuin (@ — ¢) /d naapuria joukossa
A. Talloin joukosta D ’lahtee’ yhteensé korkeintaan a — ¢ sdrméa joukkoon A,

joten joukolla A on osajoukko C', missé on ¢ solmua ilman naapuria joukosta
D. O

Lause 3.23 (Robertson & Seymour 1986). Jokaista kokonaislukua r kohti on
olemassa sellainen kokonaisluku k, ettd jokaisella graafilla, jonka puuleveys
on vahintddan k, on r X r-ruudukko minorina.

Todistus (vrt. [3, s. 328]). Todistetaan viite, josta tdmé lause seuraa.

*. Olkoot r,m > 0 kokonaislukuja ja olkoon G graafi, jonka puuleveys on
vihintadn 4 (+2) Tallsin graafi G sisdltiad r x r-ruudukon tai silld on graafi
K™ minorina.

Koska K" sisdltdd r x r-ruudukon aligraafinaan, niin voidaan olettaa,

ettdi 2 < m < 72 Olkoot ¢ = r*(+2) ja k = 02<2). Nyt ¢ > 2% ja titen
2m < m < r?, joten graafin G puuleveys on vihintéiin

="k > 2m+3) k> (m+1)(2k—1)+k—1,

mikd on tarpeeksi, jotta lauseen 3.18 perusteella graafissa G on k-punos
(A, B), jonka jérjestys on (m+ 1) (2k —1). Olkoon 7" C A puu esipunok-
sella (A, B). Nyt X =V (AN B) C V (T). Lauseen 3.19 perusteella puulla 7’
on |X|/(2k —1) — 1 = m erillistd alipuuta, joissa jokaisessa on véhintdén k
solmua joukosta X. Olkoot Ay, ..., A,, ndiden puiden solmujoukot. Graafi B
sisaltdd joukon P;;, missé on k kappaletta erillisia A; — Aj;-polkuja, joilla ei
ole sisdsolmuja graafissa A, kaikilla luvuilla 1 <4 < j < m k-punoksen mé&a-
ritelméan perusteella. Nama joukot P;; kutistuvat hiukan ja niitd muokataan
my6hemmin, mutta niissé on aina 'paljon’ erillisia A; — A;-polkuja.

Yksi mahdollisuus todistuksessa on 16ytaa sellaisia yksittaisia polkuja
P;; € Pyj, jotka ovat erillisia eri pareilla ¢j ja siten yhdistévat joukot A;
muodostaen graafin G minorin K™. Jos se ei onnistu, niin esitellddn kaksi
sellaista tiettya joukkoa P;; ja Ppq, ettéd useat joukon P;; poluista kohtaavat
usean joukon P,, poluista muodostaen niiden vélille r x r-ruudukon kuten
lauseessa 3.21.

Muodostetaan lineaarinen jérjestys indeksipareille 75 kiinnittdmalla mie-
livaltainen bijektio o : {ij |1 <i < j<m} — {0,1,..., ( 7721 ) - 1}. Tar-
kastellaan paria pgq, kun o (pg) = ¢ luvuilla ¢ = 0,1, .... Valitaan sellainen
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A, — A,polku P,,, joka on erillinen verrattuna aiemmin valittuihin polkui-
hin eli polkuihin Py, kun o (st) < £. Samaan aikaan korvataan kaikki "myo-
hemmét’ joukot P;;, tai mita niistd on tullut, pienemmilla joukoilla, jotka
sisaltavat vain polkuun P,, verrattuna erillisia polkuja. Taten maaritellaan
jokaista paria ij kohti jono P;; = Py, P, ... yhé vain pienempié polkujouk-
koja, joka lopulta luhistuu joukoksi Pfj = {P,;;}, kun ¢ on kasvanut luvuksi

0 =0 (ij).
Tarkemmin sanoen, olkoon ¢* < ( 7; ) sellainen suurin kokonaisluku,

ettd kaikilla luvuilla 0 < ¢ < £* ja 1l <17 < 7 < m on olemassa joukot Pfj,
jotka tayttavat seuraavat ehdot.

i) P’ on epityhjd joukko erillisid A; — A;-polkuja graafissa B, jotka koh-
ij yhja ] j ja g J
taavat graafin A vain péitepisteissiéan.

Aina, kun joukko Pfj on madéritelty, merkitdan sen polkujen yhdistetta

¢ _ ¢
Hij = Upij'

(ii) Jos o (ij) < ¢, niin joukolla Pfj on tésmadlleen yksi alkio P;; ja polku
P;; ei kohtaa mitaan joukon Pfj polkua, kun ij # st.

(iii) Jos o (if) = ¢, niin [PS| = k/c*.
(iv) Jos o (ij) > ¢, niin |Pf| = k/c**.

(v) Jos £ = o (pq) < o (ij), niin millekéiéin sirmélle e € E (H)\ E (H},) ei
ole k /¢ kappaletta erillisié A; — A;-polkuja graafissa (H}, U Hj;) —e.

Huomataan, ettd ehdon (iv) perusteella ehdossa (v) tarkasteltavat polut ovat
olemassa polussa Hfj. Ehdon (v) tarkoituksena on pakottaa kyseiset po-
lut uudelleen kidyttdmaéasan sdrmid polusta HIfq aina kun mahdollista, kayt-
téen uusia sdrmia e ¢ Hﬁq vain tarvittaessa. Liséksi huomataan, ettd koska

o(1j) < ( 7721 > bijektion ¢ mééritelmén perusteella, niin ehdoista (iii) ja
(iv) seuraa, etté ‘Pf;‘ > 2 kun o (i) > L.

Jos * = ZL , niin ehtojen (i) ja (ii) perusteella graafilla G on minori

2
Osoitetaan, ettd £* > 0. Olkoon pg = o' (0) ja asetetaan qu = Pp,. Jou-
kon P}y médrittamiseksi, kun o (ij) > 0, asetetaan H;; = [JPj;. Liséiksi ol-

koon F' C E (H;;) \ E (HJ,) sellainen maksimaalinen joukko, etté graafissa
(H]?q U Hij) — F on vield k/c kappaletta erillisia A; — A;-polkuja, seké olkoon

K™, jonka oksajoukot ovat Ai,...,A,,. Oletetaan sitten, ettd ¢* < ( mn )
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778- sellainen joukko polkuja. Koska graafin A, U A, solmujen aste graafissa
ng U H;; on yksi, elleivit ne ole my6s graafissa A; U A, niin nailla poluilla
ei ole sisdsolmuja graafissa A. Talloin valitut joukot 73% toteuttavat ehdot
(i)-(v), kun ¢ = 0.

Tarkastellaan nyt tilannetta, kun ¢ = ¢* — 1. Talloin ehdot (i)-(v) tayt-
tyvat luvulle 2, mutta eiviit luvulle £ + 1. Olkoon pg = o~ (¢). Olkoon jou-
kossa Q;; jotkin } ‘ /¢ kappaletta polkuja joukosta 735 kaikilla indekseilla
ij, kun o (ij) > L. Jos joukko 735 sisaltda sellaisen polun P, joka viistaa
joukon Q;;, niin voidaan maarltella joukko 735+1 kaikille indekseille 77, misté
seuraa ristiriita, kuten aiemminkin. Olkoon siis st = o7 ({+1) ja asete-
taan P57 = Q. Kun o (ij) > ¢ + 1, niin merkitéin, etti Hi; = U9
Olkoon F C E (H;;) \ E (H%™) sellainen maksimaalinen joukko, ettd graa-
fissa (H £y H,-j) F on viela vahintaén |73f;‘ /¢ kappaletta erillisia A;— A ;-
polkuja, seka olkoon 77”1 sellainen joukko polkuja. Asettamalla, etta 77”1
{P} ja 73£Jrl = = { } kun o (ij) < ¢, saadaan joukkojen 7;£+1 perhe
joka on rlstlrudassa luvun ¢* maksimaalisuuden kanssa.

Néin ollen jokaista polkua P € Pﬁq kohti on olemassa sellainen pari 77,

jolle pétee o (ij) > ¢, ettéd polku P viistdd vihemmén kuin ‘Pm /c kappaletta
joukon Pf poluista. Joillekin MP ]} / < )—‘ kappaleelle néista poluista P

tdma pari 75 on sama. Olkoon nyt P niiden polkujen P joukko ja pidetdan
paria ¢j kiinnitettynd. Huomataan, etta ehtojen (iii) ja (iv) perusteella

iz pl/ () =elrils ()

Etsitaan, kuten lauseessa 3.22, sellaiset joukot V C P C 73£ aH C Pf;, ettd

1
VIz3IPl (= |Ph)
H] =1

ja jokainen joukon V polku kohtaa joukon H jokaisen polun. Tarkistetaan,
ettei silla kaksijakoisella graafilla, jonka solmujoukkoja ovat P ja Pf;, ole
lilkaa sdrmiéd. Téassa kaksijakoisessa graafissa polut P € P ja @ € 738 ovat
yhteydessi aina, kun P N Q). Koska jokaisessa polussa P € P on JOUkOIl P

madritelmén mukaan vihemman kuin ‘Pf;| /c solmua, niin téssé graafissa on
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korkeintaan

PP e < |P||P] /6r°
< [Pl /2] [P /20
< [Pl /2] (|P5| /r* = 1)
= (IP| = [IP|/2]) (|P5| - r*) /7

sarmaa, mitd vaadittiinkin. Talléin joukot V ja H ovat olemassa kuten véi-
tettiin.

Vaikka kaikki joukon V polut kohtaavat joukon H polut, ne eivit valt-
tamatta risted kuten lauseessa 3.21. Jotta saadaan jaettua joukon H polut
osiin ja valittua joukon V polut, jotka ne kohtaavat oikeissa osissa, valitaan
ensin jokin polku @) € ‘H mittatikuksi seuraavasti.

(i) Jaetaan polku @ osiin, jotka kohtaavat useita joukon V polkuja.

(ii) Valitaan niistd pystysuuntaisista poluista 'risteaméaton’ osajoukko
Vi,..., Vg, yksi kustakin osasta.

(i) Lopuksi jaetaan muut vaakatasoiset polut indusoiduiksi osiksi.

Joten valitaan polku ) € H ja asetetaan
d— [\/E/mJ _ V2r+4/mJ > P22,

Huomataan, etté [V| > (¢/m?) |P5| > d* |PL|.

Olkoon e, sellainen polun () ensimmaéainen sdrmé, etté graafin () — e,, en-
simmaéinen komponentti (),, kohtaa vahintdan nd |73f;‘ eri polkua joukosta V),
luvuillan =1,2,...,d— 1. Lisidksi vaaditaan, etté e, ei ole polun Hﬁq Sarma.
Kun jokin sérmé, joka ei kuulu polkuun Hzfq, separoi jotkin graafin () solmut,
jotka ovat eri poluilla joukossa V), niin molemmat néistd komponenteista @,
kohtaavat tdsmélleen nd ‘Pfj| kappaletta joukon V poluista. Asetetaan, etta
Qo = 0 ja Qs = Q. Koska |V| > d? ‘Pfj , niin talloin graafi @ on jaettu d
kappaleeseen perédkkiiseen erilliseen osaan @), = @, — Qn-1 (n = 1,...,d),
joista jokainen kohtaa vihintaan d ’Pm polkua joukosta V.

Lauseesta 3.14 seké ehdoista (iv) ja (v) seuraa, ettéd graafilla HS U HJ;
on sellainen joukko .S,,, missd on ‘Pfj| — 1 kappaletta solmuja, ettd graafissa
(H]fq U Hf;) — e, — 5, €l ole polkua joukosta A; joukkoon A; kaikilla luvuilla
n=1,...,d — 1. Merkitdan joukolla S kaikkien téllaisten joukkojen .S,, yh-
distetta. Talloin |S| < d ‘Pfj|, joten jokainen osa (), kohtaa vihintédén yhden
sellaisen polun V,, € V, joka valttdéd joukon S.
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Kuva 18: Polku V,, kohtaa jokaisen vaakasuuntaisen polun, mutta vilttaa
joukon S.

Selvasti jokainen joukko S, on sellainen valikoima solmuja, etté niissé on
tésmélleen yksi solmu z jokaisesta polusta P € Pj; \ {Q}. Olkoon graafin
P — 7 ensimmaéinen komponentti P,, ja asetetaan, ettd Py = () ja P; = P.
Olkoon nyt P! = P, — P, kaikilla luvuilla n = 1,...,d. Joukkojen S, se-
parointiominaisuudesta seuraa nyt, ettd V,, N P C P! luvuillan = 1,...,d.
Niin ollen erityisesti P, # () eli P,y C P,. Polku V,, ei voi kohdata polkua
P,_1, koska silloin polku P,_1 UV, U(Q — Q,_1) sisdltaisi A; — Aj-polun po-
lulla (Hﬁq U Hf;) —é,_1—S,_1. Samoin, kun tarkastellaan joukkoa S,,, polku
V,, ei voi kohdata polkua P — P,. Néin ollen polku V,, kohtaa jokaisen polun
P € H\{Q} tdsmilleen sen n:nnessé osassa P! . Nyt sovelletaan lausetta 3.21
polkusysteemeihin H \ {Q} ja {V1, ..., V;}, mikd tuottaa halutun ruudukko-
minorin. O

Lause 3.24 (Robertson & Seymour 1986). Kun graafi H on annettu, niin
graafeilla, joilla ei ole graafia H minorinaan, on rajoitettu puuleveys, jos ja
vain jos graafi H on tasograafi.

Todistus (vrt. [3, s. 328]). Tamén lauseen todistamiseksi osoitetaan, etté kiel-
tdmalld minkd tahansa tasograafin H minorius, rajoitetaan tarkasteltavan
graafin puuleveyttd. Riittda jopa osoittaa, ettd tamaé pétee siind erikoista-
pauksessa, kun graafi H on ruudukko, koska jokainen tasograafi on jonkin
ruudukon minori. Néin ollen tdmé lause seuraa suoraan lauseesta 3.23. [
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3.5 Minorilause

Maaritelméa 3.21. Graafin G puuhajotelman (T, (V})teT) vartaloita ovat
ne graafit H; (t € T'), jotka on saatu graafista G [V}] lisddmalla sithen kaikki
sellaiset sarmat xy, ettd x,y € V;NVy joillakin solmun ¢ naapureilla ¢’ puussa
T.

Maaritelma 3.22. Graafin G lineaarinen hajotelma on solmujoukkojen per-
he (V;),c;, joka on indeksoitu sellaisella lineaarisella jérjestykselld I, etta
Uie; Vi =V (G) ja V;NV, CVj aina kun 7 < j < k. Kun graafi G on dérel-
linen, niin niin tdméa on vain puuhajotelma, jonka puu onkin polku. T&ll6in
sité sanotaan polkuhajotelmaksi.

Maaritelma 3.23. Olkoon S’ pinnan S sellainen aliavaruus, joka on saatu
poistamalla darellinen maaré erillisien suljettujen kiekkojen sisédpuolia, joita
rajaavat piirit ovat C', ..., Ck. Tama avaruus maédritelladn homomorfismiksi
pinnalla S ja luvulla £, ja se merkitdan S — k. Jokainen piiri C; on jatkuvan
injektiivisen kuvauksen f; : [0,1] — S kuva, mutta f; (0) = f; (1). Nyt piirit
C4,...,Cy ovat aliavaruuden S’ reunuksia ja pisteet fi (0),..., fx (0) niiden
Juuria.

Huomautus. Muut reunuksien C; pisteet ovat kuvauksen f; lineaarisesti
jarjestamié vélin (0,1) kuvia. Kun my6hemmin kiytetédén reunuksia lineaa-
risten hajotelmien indeksijoukkoina, niin silloin viitataan nédihin lineaarisiin
jarjestyksiin.

Maaritelma 3.24. Olkoot H graafi, S pinta ja luku k& € N. Sanotaan, etta
graafi H on ldhes k-upotettava pinnassa S, jos silld on sellainen korkeintaan
k solmua sisaltava joukko X, ettd H — X voidaan esittdda muodossa Hy U
H,U...U Hy, ja seuraavat ehdot tayttyvét.

(N1) On olemassa upotus o : Hy — S — k, joka kuvaa vain solmuja reunuk-
siksi eikd yhtéén solmua reunuksen juureksi.

(N2) Graafit Hy, ..., Hy ovat pareittain erillisid ja Hy N H; = o~ (C;) kai-
killa luvuilla i.

(N3) Jokaisella graafilla H;, kun ¢ > 1, on sellainen lineaarinen hajotel-
ma (V;)Zecim( Hp)» Jonka leveys on korkeintaan k, ettd z € Vi kaikilla

solmuilla z.

Seuraava on rakennelause graafeille, joilla ei ole graafia K™ minorinaan.
Sen jdlkeen esitelladn minorilause, jota kohti tdma tutkielma on kulkenut.
Néiden lauseiden yksityiskohtaiset todistukset sivuutetaan ymmarrettavasta
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syystéd: Neil Robertson ja Paul Seymour esitteliviat ne kaksikymmenosaises-
sa julkaisusarjassaan, joka kasittdad kaikkiaan yli 500 sivua. Minorilauseen
todistuksesta esitelladn kuitenkin hahmotelma.

Lause 3.25 (Robertson & Seymour 2003). Jokaiselle luvulle n € N on ole-
massa sellainen luku k € N, ettd jokaisella graafilla G, jolla ei ole minori-
naan graafia K™, on puuhajotelma, jonka vartalot ovat lihes k-upotettavia
pinnassa, jossa graafi K™ ei ole upotettava.

Lause 3.26 (Robertson & Seymour 1986-2004). Adrelliset graafit ovat kva-
sthyvin jdrjestettyjd minorirelaation < suhteen.

Todistuksen hahmotelma (vrt. [3, s. 347]). Lauseen osoittamiseksi taytyy to-
distaa, ettéd jokainen déreton jono

GO; Gla G2a s

aarellisia graafeja siséltdd hyvan parin, eli kaksi graafia joille pétee, etta
G; < Gj, kun ¢ < j. Voidaan olettaa, ettd Gy ® G; kaikilla luvuilla ¢ > 1,
koska graafi Gy muodostaa hyvin parin minkéd tahansa graafin G; kanssa,
jonka minori se on. Néin ollen graafit Gy, G, ... ovat joukossa Forbg (Gy) ja
voidaan kiyttad néille graafeille tavallista rakennetta hyvén parin etsimises-
Sé.

On jo todettu, kuinka tdma toimii, kun G on tasograafi. Silloin lauseen
3.24 mukaan graafeilla joukossa Forbg (Gg) on rajoitettu puuleveys ja ne ovat
siksi kvasihyvin jéarjestettyja lauseen 3.12 perusteella. Koska Gy < K", kun
asetetaan n = |Gy, niin voidaan olettaa, ettd K™ £ G; kaikilla luvuilla ¢ > 1.
Néin ollen riittaa tarkastella sellaisia tilanteita, kun Go = K™.

Taas graafit joukossa Forbg (K™) voidaan kuvata puuhajotelmillaan ja
niiden puurakenne auttaa, kuten Kruskalin lauseen (3.5) todistuksessa, kva-
sihyvéan jéarjestyksen osoittamisessa. Nédiden puuhajotelmien osia ei enéda ra-
joita jarjestyksen ehdot, mutta niitd rajoitetaan monimutkaisemmilla raken-
teellisilla ehdoilla. Karkeasti sanottuna, jokaista lukua n kohti on olemassa
sellainen ddrellinen pintajoukko S, etta jokaisella graafilla, jolla ei ole graafia
K™ minorina, on puuhajotelma sellaisiin osiin, jotka ovat ’ldhes’ upotettavia
jossakin pinnassa S € S kuten lauseessa 3.25. Nyt lauseen 3.12, néin ollen
Kruskalin lauseen (3.5), perusteella riittda todistaa, ettd ndiden puuhajotel-
mien kaikkien osien joukko on kvasihyvin jarjestetty, koska télloin ne graa-
fit, jotka néaiksi osiksi hajotetaan, ovat myos kvasihyvin jérjestettyja. Koska
joukko S on &érellinen, niin jokaisella darettomallé jonolla néita osia, on aa-
reton osajono, jonka kaikki jasenet ovat (ldhes) upotettavia samassa pinnassa
S € §. Nain ollen tédytyy vain osoittaa, kun pinta S on annettu, ettd kaikki
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pinnassa S upotettavat graafit ovat kvasihyvin jéjestettyjd minorirelaation
suhteen.

Tamé osoitetaan induktiolla pinnan S Eulerin genuksen suhteen. Jos
Hy, Hy, Hy,... on ddreton jono pinnassa S upotettavia graafeja, niin voi-
daan olettaa, ettei yhdellakdéan graafilla Hy, Hs,... ole graafia H, minori-
naan. Jos S = S2, niin tilanne on se, ettd H, on tasograafi, joten induktio
alkaa. Induktioaskelta varten oletetaan, ettd S # S2. Nyt graafin Hy mino-
riuden poissulkeminen rajoittaa graafien Hy, Ho, ... rakennetta topologisesti.
Jokaisella graafilla H;, kun ¢ > 1, on upotus pinnassa S, joka kohtaa jonkin
sellaisen piirin C; C 9, joka ei rajoita mitddn pinnan S kiekkoa enempaé
kuin rajoitetun méaran solmuja eikd yhtdan sdrméa. Olkoon se solmujouk-
ko X; € V(H;). Luvun |X;| raja riippuu graafista Hy mutta ei graafista
H;. Leikkaamalla pitkin reunuksia C; ja peittamalla reika tai reidt saadaan
yksi tai kaksi uutta pintaa, joiden Eulerin genus on pienempi. Jos leikkaus
tuottaa vain yhden uuden pinnan S;, niin graafin H; — X; upotus kiy silti
graafin H; ldhes-upotuksesta pinnassa S;, koska X; on pieni. Jos néin kiy
adarettoméan monella luvulla 4, niin silloin ddrettomén monta pintaa S; ovat
my06s samoja, ja induktio-oletuksen perusteella saadaan vastaavien graafien
H; joukosta hyva pari. Jos toisaalta saadaan kaksi pintaa S, ja S! (yleisyytta
rajoittamatta ne voivat olla samoja) darettomén monella luvulla 7, niin graa-
fi H; néin ollen jakaantuu aligraafeiksi H; ja H!, jotka on upotettu néissi
pinnoissa, kun V' (H! N H/') = X;. Kaikkien téllaisten aligraafien joukko on
taas kvasihyvin jarjestetty induktio-oletuksen perusteella, ja néin ollen ovat
myos parit (H], H]) lauseen 3.4 perusteella. Sitten kiytetddn sen lauseen tar-
kennusta, joka ei ainoastaan ota huomioon itse graafeja H! ja H! vaan myos
sen, kuinka joukko X; niissd on. Nain saadaan lopulta indeksit ¢ ja j, joilla
H; < H} ja H < H}. Ndméi indeksit ovat lisiksi sellaisia, ettd minoriupo-
tukset laajenevat halutuiksi graafin H; minoriupotuksiksi graafissa H;, mika
néin saattaa loppuun minorilauseen todistuksen! [l

Minorilause ei laajene graafeille, joiden mahtavuus on mielivaltainen,
mutta se saattaa laajeta numeroituville graafeille. Se, etté tapahtuuko néin
vai ei, osoittautuu vaikeaksi ongelmaksi. Ongelma voi liittya seuraavaan otak-
sumaan, josta minorilause darellisille graafeille seuraa. Se olisikin tdmén tut-
kielman luonnollinen ja mielenkiintoinen jatke.

Maaritelma 3.25. Graafi H on graafin G aito minori, jos graafi G sisal-
taa sellaisen graafin luokasta M (H ), jolla on vihintéén yksi epétriviaali oks-
ajoukko.

Itseminoriotaksuma (Seymour 1980-luku). Jokainen numeroituvasti aére-
ton graafi on itsensé aito minori.
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